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Sumario

O plano do trabalho.

Este livro é uma introdugdo ao Calculo e a razdo existe para oferecer ao estudantes um Pré Calculo
considerando que se chega a Universidade com conhecimentos muito reduzidos de Matemadtica para en-
frentar derivada, limite e integral. Eu ja escrevi vérios livros de Calculo tentando suprir as deficiéncias
dentro da prépria disciplina e escrevo agora outro usando as experiéncias anteriores mas com duas ou-
tras motivagdes; trabalhar com as func¢des polinomiais antes porque tanto a derivada quanto a integral de
funcdes polinomiais é relativamente fécil e introduzir o conceito de limite de uma forma mais direta na
construcdo das dizimas nio periddicas.

O livro estd dividido em trés partes:

1. A primeira parte é denominada Os niimeros e o espaco. Os niimeros sdo a forma de transformar
a realidade em algo que se possa medir entdo vou comecar por descrever os nimeros. Comeco
com os nimeros na primeira parte do livro. Na construcdo dos nimeros reais introduzo o operador
limite.

(a)

(b)

(©)

(@

(e)

Um ndmero real é um limite, entdo ao construir os nimeros reais eu introduzo a nogéo de
limite como parte desta construgdo.

Eu chego aos ntimeros reais depois da construcdo dos nimeros racionais depois de falar das
dizimas periddicas, que sdo os racionais passando as dizimas ndo periddicas que sdo um
limite, os reais.

As dizimas periddicas tem geratrizes que sao os nimeros da forma % em que ¢ # 0 e assim
chego aos nimeros racionais.

Antes dos racionais vém os inteiros como uma simples complementagdo dos nimeros natu-
rais.

Comeco com os numeros naturais seguindo o conselho de Leopold Kronecker, uma frase
que lhe € atribuida “deus nos deu os niimeros naturais e o resto nés construimos”, porque
a construcdo dos niimeros naturais € uma tarefa dantesca, e todos os autores que comecam
por esta constru¢cdo produzem uma légica indecifrdvel e é mais fécil recorrer as lendas dos
pastores para contar as ovelhas no fim do dia e assim colocar a sequéncia

N=1{0,1,2,3,...,n,...} (N

como um fendmeno natural e juntar os axiomas de Peano-Dedekind que na verdade ndo
definem os ntimeros naturais e sim o método da indugdo finita mas estes axiomas servem para
complementar a ideia de Dedekind sobre a forma como deus nos deu os nimeros naturais.

E quase nulos no hébito de fa-
Zer contas.
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2. Depois dos nimeros vem o espago, e fico no espaco bidimensional neste livro. Aqui entram os
nimeros complexos como um complemento do espago bidimensional. As curvas ficam numa
regido que € o espago entdo me dedico a descrever esta regido, seus elementos e suas propriedades.

3. A segunda parte, denominada as curvas, tem quatro capitulos descrevendo as fungdes polinomiais,
a integral das fungdes polinomiais, a derivada das funcées polinomiais, circulos, elipses, pardbolas
e hipérboles. Aqui estd a principal novidade do livro, calcular integral ou derivada de fungdes
polinomiais é uma brincadeira.

4. A terceira parte veio apenas para destacar a ultima lista de exercicios. Os exercicios, ao longo do
texto, assim como na lista final, sdo todos de multipla escolha e eu tive o cuidado de oferecer quase
sempre mais de uma afirmacdo verdadeira com o intuito de induzir o estudante a abrir as contas e
assim adquirir o hdbito essencial de calcular, importantissimo frente especulacdo que nos envolve
da chamada inteligéncia artificial que em grande parte é plagio. Mas vale a pena usar o pldgio para
andar mais rapido, tendo o cuidado de ndo enganar a outrem, eu tenho usado a I.A. para expandir a
minha base de conhecimentos e avangar mais rdpido em demonstra¢des, mas o faco usando como
um instrutor que me aponta caminhos.

Em cada capitulo ha uma lista de exercicios envolvendo os conceitos do capitulo, sugiro uma leitura
“ndo linear”, corra até a lista de exercicios em meio a leitura de cada capitulo porque muitos dos
exercicios foram feitos pensando em fornecer exemplos relativos ao texto.

E programacgao?

Programacdo ndo é o meu objetivo neste livro, mas acho que vou poder ajudi-lo a iniciar-se
em programacdo usando Python3. Programacgdo ndo é o meu objetivo mas estou usando pequenos
programas para mostrar resultados da Matematica, vocé vai encontrar mais a frente um programa que
mostra que as linguagens de programacdo reconhecem o vazio e o zero, por exemplo.

Vou usar e mostrar exemplos de programas, ou “aplicativos”, como a invasdo do android passou a
denominar os programas e eu vou ter que me reciclar. ..

* Python3, vou lhe mostrar apenas exemplos. Mas eu fiz os protétipos dos aplicativos em calc
que € uma linguagem dedicada a pesquisa em Teoria dos nimeros, depois traduzindo paraPython3.

* gnuplot um programa destinado a fazer graficos, poderosissimo, e que tem uma linguagem de
programacio muito simples dentro do programa. Embora gnuplot ndo seja considerada uma
linguagem de programacio, eu o uso com frequéncia como linguagem de programacdo. Vale a
pena dominar gnuplot, vou lhe mostrar apenas exemplos.

calc, Python3 e gnuplot estdo em dominio ptiblico e vocé pode obté-las para instalar em seu
computador. Vou incluir pequenos aplicativos e mostrar-lhe como vai poder rodé-los usando Python3.
Para isto suponho que vocé tenha Pyt hon 3 instalado no computador, e se vocé usar Debian/gnu/linux
ou uma distribuicdo compativel com esta, aqui estd a receita:

sudo apt install Python3 e se vocé estiver usando uma distribuicdo do tipo Debian pro-
vavelmente o sistema lhe vai dizer “a versdo mais recente de Python3 ji estd instalada.” Entdo basta
digitar Python3 e sair rodando os aplicativos.

Mas obtenha um livro on-line sobre Python3 para que vocé avance mais rdpido, considere o meu
auxilio apenas como motivagdo porque este livro ndo € um livro sobre programacdo. Programacgdo aqui
serdo apenas pequenos exemplos e, entendo, motivagdo para que vocé aprenda a programar, como eu
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aprendi, como autodidata em programacado, quando tinha 40 anos e hoje, com 81 anos, sou um progra-
mador, fago aplicativos para o ensino de Matematica. V4 fundo que vocé me passa, mas corra porque eu
continuo correndo!

Every morning in Africa, a gazelle wakes up.

It knows it must run faster than the fastest lion or it will be killed.
Every morning a lion wakes up.

It knows it must outrun the slowest gazelle or it will starve to death.
It doesn’t matter whether you are a lion or a gazelle:

when the sun comes up, you’d better be running.

Ano6nimo, surgiu na minha janela do Debian.

Terminando, meu e-mail € tarcisio @sobralmatematica.org e fique a vontade para entrar em contacto
e apresentar suas criticas ou dividas sobre o contetido do livro, eu posso demorar um pouco, um dia no
maximo, mas respondo.
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Parte I

Os niimeros € 0 espaco






Capitulo 1

Construindo os numeros

1.1 Dos naturais aos complexos

1.2 Tentativa historica sobre os nimeros

Os niimeros s3o os objetos basicos da Matemadtica que popularmente é chamada de “ciéncias dos
nimeros” embora hoje ela seja muito mais do que isto, confira dlgebra, andlise, geometria, estatistica
e logica que sdo as divisdes cldssicas da Matematica embora seja dificil classificar todos os tpicos da
Matematica apenas entre estas divisoes.

Os nimeros, em particular os niimeros naturais cujo conjunto é designado pelo simbolo N,

N=1{0,1,2,3,4,...} (1.1)

sao0 a base de tudo em Matematica e em computacdo. Uma imagem, uma fotografia digital, € feita duma
codificacdio construida com niimeros. E uma codifica¢io que um programa adequado pode ler e reproduzir
a imagem.

Na figura (fig. ??), pagina ??, vocé pode ver o codigo fonte duma imagem em que aparecem nimeros

me [tarcisio@casal:~/tex/dicionario/Video

Arquivo  Editar Ver Pesquisar Terminal Ajuda

06000000 50 4E 47 | 6D GA 1A GA | 0O 60 00 ©D | 49 48 44 52 | 00 00 04 22 .
00 60 62 53 | 6B B2 60 A0 | 6O 52 1D 20 | 5A 6 6O 60 | 69 70 48 59 .

73 00 60 OE | C4 80 00 OE | C4 61 95 2B | OE 1B 00 00 | 84 7E 49 44

C 4154 78 5E | ED DD 87 78 | 14 D5 16 C@ | F1 99 DD 4D | 25 34 43 27

50 54 91 DE 7B | 49 20 18 7A | 93 22 @4 81 | DO 45 50 A4 [ AA 14 95 50

0064 44 99 2A 3E | 04 01 51 21 | F4 OE 21 F4 | 1E 7A A2 08 | 88 28 @8 D2

FA EE BC 4D | 83 24 BB (9 | DE DD 9D 20 | E8 FF F7 F1
73 CF9C 7B | 67 76 CE B4 | E8 14 45 91 | 60 06 06 00 .

13 60 @6 80 | 06 809 75 28 | 33 @0 6O 60 | 60 A8 BC 32
80 CA 28 33 | 66 B0 00 €0 | AB 8C 32 63 | 60 0O 00 80 .
00 80 0O AB | BC 32 63 @0 | 60 60 80 CA | 28 33 €0 00 .
32 03 00 00 | 60 80 CA 28 | 33 60 00 60 | 00 A8 8C 32 .
80 CA 28 33 | 00 B0 0O €0 | AB BC 32 63 | 00 0O €0 80 .
4 60 @0 00 AB | 8C 32 03 60 | ©0 00 80 CA | 28 33 00 60 .
06606118 60 6O AB 8C | 32 63 60 60 | OO B8O CA 28 | 33 60 00 60 | 60 AB 8C 32 .
[0600012C 63 B0 08 BO | 88 CA 28 33 | 0O 60 @0 6@ | A8 BC 32 63 | 60 00 60 80 .
06600146 CA 28 33 60 | 60 60 0O AB | 8C 32 63 60 | 60 60 80 CA | 28 33 €0 00 .
6154 06 69 AB BC | 32 63 6 A0 | 6O 80 CA 28 | 33 60 A0 00 | 0O A8 8C 32 .
63 00 60 80 | 80 CA 28 33 | 60 66 00 60 | A8 8C 32 03 | 0O 00 00 80 .
C CA 28 33 00 | 60 6@ 00 AB | BC 32 63 @0 | 80 60 86 CA | 28 33 00 00 .
96 80 60 A8 8C | 32 ©3 00 60 | 60 80 CA 28 | 33 @0 0O 00 | @0 A8 8C 32 .
91A4 83 00 06O 0O | 8O CA 28 33 | 00 0 60 00 | AB BC 32 03 | @0 00 60 8O .

4 E 6 7 8

Figura 1.1: Cédigo fonte duma imagem
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na base hexadecimal que € a codificagdo numérica usada hoje nos computadores em lugar da antiga
codificagdo bindria.
Os numeros, se classificam dentro dos seguintes conjuntos:

NCcZcQcRcC (1.2)
chamados, respectivamente,
1. naturais N = {0,1,2,...},
2. inteirosZ ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...},
3. racionaisQ = {z;x = %; q # 0},
4. reaisR = {z;x =p+0.abc...;p € Z;a,b,c,--- € {0,...,9} é o conjunto das dizimas. ,
5. complexos C = a + bi;a,b € R.

Mas os niimeros naturais apareceram e esta histéria € ndo somente intrigante como € muito dificil
inseri-la na teoria da Matematica. Uma frase atribuida a Leopold Kronecker: “deus nos deu os niimeros
naturais, e o resto nos construimos” diz tudo a respeito dos nimeros naturais e até mesmo da dificuldade
de fazer para eles uma constru¢do légica. Como disse Kronecker, é mais facil assumir que sabemos tudo
sobre N e dai partir para construir o resto.

Os livros diddticos estdo cheios de anedotas explicando como apareceram os nimeros.

 Os pastores tinham um monte de pedrinhas ao lado do portdo do cercado onde as ovelhas passavam
a noite e iam separando pedrinhas a medida que cada ovelha entrava no cercado. Se sobrasse uma
pedra 14 iam eles em busca da ovelha que estivesse faltando, ou quando nascia um novo animal,
nova pedra era colocada no monte. Este € um exemplo simples de abstracdo em que substituimos
um conjunto por outro estabelecendo uma funcgdo bijetiva entre eles para que o conjunto mais
simples ou mais facil de de ser manipulado represente o outro.

e Com o passar do tempo surgiram nomes, um, dois, trés, quatro, cinco, seis, ... para substituir as
pedras e entdo bastaria escrever na areia o Gltimo nome para saber se todas as ovelhas tinham sido
conduzidas para o cercado. Mas, observe, estes nomes sao arbitrarios. Porque frés é o sucessor de
dois? Porque ndo nos sentamos em mesas para comer com o prato numa cadeira?

Posso deixar para os historiadores, e talvez o que vou dizer ja seja bem conhecido e discutido, o
formato dos vinte primeiros nimeros sugere que durante muito tempo, a Humanidade nao precisou de
contar além de 20, ou ainda que 20 deve ter sido durante muito tempo um niimero muito grande para
as necessidades da Humanidade. E somente quando esta necessidade se tornou significativa para ir além
de 20 é que as distintas culturas da Humanidade corrigiram a l6gica usada para os nimeros 1, 2, ..., 19
para adotar uma ldgica regular para os nimeros que vao de 20 em diante, que € o que posso ver nas seis
linguas que usei para comparar: espanhol, francés, inglés, portugués, russo e sueco.

Os primeiros 20 nimeros tem algumas semelhangas entre todas elas e sdo a parte mais dificil da
contagem porque estes primeiros 20 nimeros estdo inteiramente destituidos de qualquer 16gica a ndo ser
o processo cultural que os produziu onde talvez se possa ir buscar justificacdo dos nomes que eles t€ém:

1. portugués um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove, dez.
2. espanhol uno, dos, trés, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez.

3. inglés one, two, three, four, five, six, seven, eight, nine, ten.
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4. francés un, deux, trois, quatre, cing, siX, sept, huit, neuf, dix.
5. sueco en, tva, tre, fyra, fem, sex, sju, octa, nio, tio.
6. russo odin, dva, tre, tchitere, piati, sex, cem, vocem, deviati, deciati.

Os russos ainda usam um alfabeto diferente do nosso, o cirilico.

Quando eu estava finalizando este livro, tomei conhecimento de que hd uma nacdo indigena na
Amazbnia, os pirahas, cuja lingua ndo tem o conceito de nimero, eles tém apenas um conceito rudimentar
de quantidade que seria expresso com pouco, muito, e parece que eles vivem com grande felicidade!

Sdo nomes, aparentemente, tomados ao acaso mas que tem algumas semelhangas mesmo entre as
linguas como o 6 que é praticamente o mesmo nas seis linguas listadas acima. O 1 é semelhante em
quase todas elas assim como o 2, 3. Depois seguem-se 11,12, ...,20 que novamente tem aparéncia de
terem sido inventados como modificagdes dos dez primeiros. Certamente ha justificativas histdricas para
que a Humanidade os tenham inventado com os nomes que eles tem.

A partir de 21, se segue em fodas as linguas acima uma regra 16gica bem estruturada. Se vocé
aprender a contar até 20 em qualquer uma destas linguas, a continuag@o a partir de 21 é um processo
16gico que ¢ facil de dominar. Uma pequena excegao € o francés

* que chama 70 de soixante dix que significa sessenta dez,
* depois chama 80 de quatre vingt que significa quatro vinte

* e finalmente chama 90 de quatre vingt dix que significa quatro vinte dez.

E tem 16gica, apenas muito complicada! No quebequois este problema foi contornado!

Seria interessante acrescentar aqui, se alguém me ajudar eu anexo, os 20 primeiros nimeros naturais
em tupi guarani, drabe, chinés, japonés para reforgar possivelmente a teoria que estabeleci acima de que
estes 10 primeiros nimeros representam o esfor¢o maximo para aprender a contar e partir de 21 ficam
todos os nimeros dentro duma légica simples. Por exemplo, a linguagem mais complicada das que listei
acima, russo,

e 21 é odin na dvadeciati
e 22 é dva na dvadeciati
e 23 ¢ tre na dvadeciati

e 24 ¢ tchitere na dvadeciati

portanto, como nas outras linguas, a repeti¢cdo dos primeiros nove nimeros com um nome que foi inven-
tado para a segunda dezena, em russo dvadeciati que € bem mais 16gico que o nosso vinte.

Deixando de lado o francés em que 75 € soixante dix cing, e segue a 16gica complicada do francés,
todas as linguas tem uma légica clara para a numeracdo a partir de 21.

E o processo continua para a terceira dezena, quarta dezena, ... até 99.

Depois vem 100 em que se d4 um novo salto com nomes diferentes nelas todas, mas semelhantes
entre algumas.

1. portugués cem 100, 110 cento e dez
2. espanhol cien 100, 110 ciente y diez

3. inglés hundred, 100, 110 hundred ten

Para mim! Uma garota de dois
anos, na Russia, ja fala russo
sem erros!
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4. francés cent 100, 110 cent dix

5. sueco hundra 100, 110 hundra tio

6. russo sto, 100, 110 sto deciati
Depois 1000 € outro salto cultural,
1. portugués mil 1000, 1010 mil e dez
. espanhol mil 1000, 1010 mil y diez
. @ thousand 1000, 1010 thousand ten

. sueco tusen 1000, 1010 tusen tio

2
3
4. francés mil 1000, 1010 mil dix
5
6

. russo ticiatchia 1000, 1010 ticiatchia deciati

Mas a partir de 1.000.000 absolutamente todas as linguas usam exatamente a mesma palavra com
pequenas variagdes proprias de suas respectivas culturas. Mas nao sei se isto € verdade em tupi guarani,
bal (134

drabe, chinés, japonés porque nada sei destas linguas. E “chinés”, “japonés” € uma forma simplificada
de se referir as centenas de “dialetos” que o povo da China, do Japdo e dos demais paises asidticos falam.

1.3 Os elementos do conjunto N

Mas insistindo, e acompanhando Kronecker, se aprendermos, ou aceitarmos os nimeros naturais, o
resto a gente constroi “facilmente”, e dou razao a Kronecker e para mim o ponto de partida, sem discussao
€ N apenas descrevendo, listando os seus elementos:

N ={0,1,2,3,... (1.3)

Mas € dificil ser tdo dréstico e eu preciso fazer alguns comentdrios fazendo-lhe o convite: salte os
comentdrios se lhe parecerem desnecessdrios, entenda que eles ficam aqui para quem os considerarem
relevantes.

Vou incluir em N também o zero. H4 uma divergéncia entre os matematicos, uns dizem que 0 ¢ N, e
com certa razio, na auséncia cabritos os pastores ndo devem ter se preocupado em fazer qualquer registro,
portanto o zero ndo seria “natural”.

Para mim o zero é um nmiimero natural e portanto eu digo que 0 € N, e tenho varios motivos para ter
esta posicdo, sem o zero o conjunto N ficaria mais deficiente do que ja é, com o zero, melhora um pouco.
E depois, quem definiu N com maior exatidao foi o matemadtico italiano, Peano que estabeleceu uma lista
de 9 axiomas para estabelecer quais eram as regras do comportamento dos nimeros naturais, € um dos
axiomas estabelece que “IN tem um primeiro elemento”.

Interessante, os axiomas de Peano valem para qualquer nimero tomado como primeiro nimero, ex-
perimente, comece com 3 € os 0s axiomas de Peano valem sem retoques para

N = {3,4,5,6,...} (1.4)

A Andlise Combinatdria expressa, entre outras coisa a quantidade de elementos dum conjunto e para
isto precisa do fatorial de zero que é 1. Sem o fatorial de zero as férmulas da Andlise Combinatéria
colapsam. E sem o fatorial de zero os banqueiros vao deixar de financiar a Matematica porque precisam
do fatorial de zero para calcular juros.

A mim ndo me interessam os banqueiros, sao initeis e perigosos, mas o tridngulo de Pascal para mim
€ duma grande beleza e cheio de segredos,
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1

11

121

1 331
14641
1510 10 51
1 6 15 20 15 6 1

e perderia toda a sua beleza, e ficaria assim sem o zero,

o W =

1

4 1

10 10 5 1
15 20 15 6 1

o U1 b W N

e isto me interessa, preciso do zero no conjunto N

N ={0,1,2,3,4,5,6,...} (1.5)

O zero € uma forte abstracdo, da mesma forma como o conjunto vazio. S@o dois conceitos ma-
tematicos que ¢ dificil de serem produzidos com objetos da Natureza, mas a Matemética ndao pode viver
sem eles, e nem a Natureza! Sao abstragdes importantes.

Talvez seja a razdo porque os matemdticos se dividem quando se discute se o zero é um nimero
natural. Alguns preferem dizer que ndo. De fato o zero € uma abstracdo. Quem nada tivesse nada teria
para contabilizar e portanto o zero € pouco natural. Eu prefiro incluir o zero como niimero natural e tenho
as justificativas:

1. sem o zero falham as férmulas da Andlise Combinatéria, nao posso calcular arranjos, combinagdes
€ nem mesmo o fatorial,

2. e alei do cancelamento
a+b=c+b = b=c—a+b = c—a=0; (1.6)
que precisa do zero para funcionar!

3. A aritmética se aplica aos nimeros naturais e na divisio o resto € um item muito importante, confira
o0 algoritmo da divisdo euclidiana, e para definir itens como miiltiplo, niimero primo eu preciso do
zero no conjunto N porque na divisdo exata o resto é o zero.

4. Eu ndo conheco nenhum argumento significativo para eliminar o zero do conjunto dos nimeros
naturais.

Os nimeros, em Matematica, se classificam entre as seguintes conjuntos:
NcZcQcRcC 1.7
chamados, respectivamente,
1. naturais

2. inteiros,
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racionais,
reais,

complexos.

Os nimeros naturais sdo um objeto mais proprios da l6gica matemdtica, os inteiros sdo mais préprios da
dlgebra. Os nimeros racionais, reais e complexos sao estudados mais intensamente no Cdlculo Diferen-
cial e Integral e na andlise matemadtica.
Os nimeros complexos criaram um ramo da andlise matemaética que € chamada de andlise complexa e
que estd a base da teoria das fungoes e da teoria das fungdes holomorfas ou teoria das fungédes analiticas.
Confira também

numero algébrico, confira algébrico, nimero

nimero complexo, confira complexo, nimero C

nudmero natural, confira natural, nimero IN;

nimero racional, confira racional, nimero Q;

nuimero real, confira real, nimero R;

nudmero transcendente, confira transcendente, nimero R

1.3.1 Os axiomas do conjunto N

Os numeros naturais sao fracamente definidos por nove axiomas de Peano. E comum apresentar os
axiomas de Peano agrupados segundo uma certa aplicacao.

1.

N ndo é vazio O conjunto dos nimeros naturais ndo € vazio e portanto contém pelo menos um
elemento cujo simbolo € 0. Para Peano, este elemento seria 1 portanto eu estou modificando os axi-
omas de Peano. Este € um dos pontos criticos dos axiomas de Peano, nada impediria de considerar
que o primeiro elemento de N fosse o nimero inteiro —3 ou 3 e toda a axiomatica de Peano fun-
cionaria. Na verdade os axiomas de Peano sdo a formulagdo do principio da indugdo finita e N é
um dos possiveis resultados da aplicacao deste principio. Esta seria a ideia de Leopold Kronecker,
aceitar os axiomas de Peano como a construgio de IN, entdo os niimeros naturais sdo uma aplicacdo
do principio da indugdo finita e assim nada ha a ser demonstrado: existe um conjunto chamado N!

Da igualdade: Estes axiomas definem o conceito de relagcdo de equivaléncia.

(a) reflexividade

(Vz)(x € N)z = x; (1.8)
(b) transitividade
(Vx,y, z)(z,y,z € N)x =y ey = z implicaz = z; (1.9)
(c) simetria
(Vx,y)(z,y € N)x = y implica que y = x; (1.10)
Fechado para igualdade Se
a€Neb=aentdob € N. (1.11)

O uso deste axioma ocorre em situagcdes como operacdes com fragdes, se o resultado final for, por
exemplo, %‘1, com a # 0 entdo 37“ = 3, e como 3 € N ndo hd razdo para considerar estes dois
objetos como diferentes e ambos pertencem ao conjunto IN.
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4. A operagfo sucessor Existe uma operagdo, s, chamada de sucessor com as seguintes propriedades:

(a) s(0) = 1;s(n) € N paratodon € N;
(b) s(s(0)) = 2;5™(0) = n;
(c) Para qualquer n € N;s(n) = 0 é falso;

(d) séinjetiva: s(n) = s(m) = n=m;

5. O principio da indugdo finita

Considere K um subconjunto de N que tenha as propriedades seguintes:

(a) 0 € K, axioma do primeiro elemento,

(b) g€ K = s(q) € K, axioma da existéncia do sucessor.

entdo K = N.

Este é um resumo dos axiomas de Peano, procure na wikipedia,

Teorema | 1 (infinitude dos nimeros naturais). N ¢é infinito

Hipotese: N tem um maior elemento, a.

s(s(a)) < a; (1.12)
s(s(a)) =s(a)+1l=a+14+1=a+2<a = 2<0 (1.13)
porque
s(a)=a+1les(s(a))=s(a)+1=a+1+1=a+2;

Contradi¢do porque N tem apenas niimeros positivos com 2 < 0 entdo N ndo pode ter um maior elemento e é assim infinito.

A construcio feita por Peano € minuciosa, ele pensou em todos os detalhes, apenas ele se esqueceu
de estabelecer qual seria o primeiro nimero natural! A construcio de Peano foi em parte produzida in-
dependentemente por Frege sem que nenhum dos dois soubesse dos trabalhos do outro. Ainda assim
é possivel perceber que o conceito conjunto infinito se mantém vago uma vez que ele depende de uma
aplicagdo repetida, indefinidamente, de uma certa operagdo e esta “a¢do” nao poderia ser nunca execu-
tada. Observagdes deste tipo conduziriam aos trabalhos de um dos fundadores da computagdo, Turing, e
seu célebre teste, a mdquina de Turing.

A Matemdtica, resolve problemas praticos, mas ela estd longe de ser uma teoria perfeita ou exata!
Talvez isto seja o seu aspecto mais forte, as suas falhas, uma permanente fonte de inspiragdo das pesqui-
sas.

Os ndmeros naturais tém uma deficiéncia operatéria em relacdo as duas operacdes nele definidas,
adi¢do e multiplicacdo, o que levou sucessivamente a constru¢do do conjunto dos nimeros inteiros e
depois dos nimeros racionais.

Além da adicdo, o conjunto dos nimeros naturais admitem a operacdo de multiplicag¢@o e as propri-
edades da multiplicacdo sao as mesmas da adi¢cd@o eis porque eu vou agora resumir as propriedades da
adi¢do num formato que vou copiar depois para descrever as propriedades da multiplicagdo:

Definicao 1 (proprieddade da ). adicdo em N

1. Existe um elemento neutro para adigdo em N que é o zero, tal que a + 0 = a para todo a € N.

Algumas linguagens

de computacao definem
r++:=x=x+1,
o sucessor de x.
Divirta-se, redefina
(2),(b),(c),(d) como

um exercicio. Tao

fez isto em suas

notas de aula.
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2. a adigdo é associativa, a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ para quaisquer niimeros a,b,c € N.
3. a adicdo é comutativa, a + b = b + a para quaisquer dois niimeros naturais.

Expressar as propriedades por meio de axiomas parece uma pouco dificil de se aceitar a primeira vista.
O primeiro axioma a + 0 = a parece tdo 6ébvio que nem precisaria ser estabelecido. Mas € quando se
resolvem equagdes que se observa a importancia de estipular os axiomas como as regras para que algebra
funcione. Deixe-me resolver uma equagdo para lhe dar um exemplo.

T+3=T; (1.14)
(x+3) —3=7-—3; aqui tem um erro!; (1.15)
x = 4; solugdo correta, obtida por meios ilegais!; (1.16)

Encontrei a solucéo correta da equacéo, entretanto usei de meios ilegais. O nimero —3 ¢ N nfo poderia
aparecer nestas contas porque ele nio existe no conjunto N. Este é um erro comum consequéncia dum
atalho muito usado “quando um niimero passa para o outro lado, troca de sinal”. Em N ndo existe troca
de sinal. Eu vou resolver novamente esta equacio usando de meios inteiramente legais, mais a frente.

A tnica forma de resolver esta equacdo em N € por tentativas, ou entdo, inventar uma nova operagao
chamada subtracdo em N. Mesmo assim a solug@o tem que ser feita por tentativas o que prova que a
subtragdo é uma operacdo mal definida em N. Ela ndo tem as propriedades da adi¢do, ndo é comutativa
e nem associativa.

A multiplicacdo € outra propriedade definida no conjunto IN:

Definicao 2 (proprieddade da ). multiplicacdo em N
1. Existe um elemento neutro para multiplicacdo em N que é 0 1, tal que a x 1 = a para todo a € N.
2. a multiplica¢do é associativa, a x (b * ¢) = (a * b) * ¢ para quaisquer niimeros a,b,c € N.
3. a multiplicacdo é comutativa, a * b = b % a para quaisquer dois niimeros naturais.

O par (N, +) satisfazendo estas propriedades é uma estrutura algébrica chamada de monoide.

Eu simplesmente copiei a defini¢do da adicdo e troquei por multiplicacdo, troquei + por *, troquei
o zero pelo 1. As propriedades sdo as mesmas, isto denuncia que estou diante duma estrutura algébrica
coisa que vocé pode entender como um modelo. Vocé tem dois exemplos deste modelo:

(N, +) e (N, %) (1.17)

Dois exemplos de monoide (N, +), (N, x)

Vou convida-la para um pequeno voo em abstracdo e dizer-lhe que sempre que tivermos um conjunto
A com uma operagdo, de tal modo que (A, x) tenha estas trés propriedades, se diz que (A, *) é um
monoide. Entdo N € um monoide aditivo e também é um monoide multiplicativo.

Monoide € uma estrutura algébrica. E estamos cheios de estruturas algébricas a nossa volta, por
exemplo, o conjunto das horas do relégio € um monoide aditivo e ndo é um monoide multiplicativo
porque ndo tem sentido multiplicar horas. Chame

H ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} (1.18)

E um exercicio que lhe deixo verificar as propriedades da adicdo das horas no relégio, vocé deve
concluir que
(H,+); + é a adi¢do das horas (1.19)
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(H,+) é um monoide. Tome um desafio, resolva a equagdo = + 7 = 3 na estrutura de monoide das horas
do relégio! E possivel resolver de forma muito parecida como se fosse o conjunto dos niimeros inteiros,
mas vocé vai ver, neste exemplo “pratico” que nao tem sentido passar nada para o outro lado! Divirta-se!
Afinal, aprendemos também para nos divertir! Tente resolver a equagao

r+7=3 (1.20)

no monoide (H, +)!
Mais adiante vou afirmar que (#,+) é um grupo quando entdo vou resolver esta equagéo de forma
inteiramente legal.

Exemplo 1 (Importancia prética da abstracdo). Abstracdo é uma questdo prdtica

Acredite, e veja um exemplo de como abstracdo é uma questao pratica que pode lhe economizar bilhdes de reais. Somente
espero que vocé ndo pretenda usar a abstracdo de forma tdo pragmadtica. . .

Certamente vocé sentiu que € existe muita abstracdo na explanagdo caracterizando as propriedades das operagcdes numa série
de itens que se assemelham a burocracia judicidria. . .

Este é o método axiomdtico de descrever a ciéncia, ele tem alguns defeitos, mas tem suas vantagens. Compare as duas
definigoes seguintes de uma fungio definidas na linguagem de programagdo python3.

## sem a propriedade distributiva
def Fl(x,a,b): return a*pow(x,2)/2.0 + x*(2+xb-a)/2.0;

## com a propriedade distributiva
def F2(x,a,b): return xx(a*x(x-1) + 2xb )/2.0;

As duas definigoes sao equivalentes no sentido de que produzem o mesmo resultado, o cdlculo duma fungdo do segundo grau
em que a, b sdo duas constantes conhecidas. Experimente,

time python3 Rodar.py
é preciso que o cddigo esteja gravado no arquivo Rodar . py. O aplicativo t ime vai medir o tempo gasto pelo programa e eu vou
lhe dar a oportunidade de escolher

* usar a propriedade distributiva ou

* ndo usar a propriedade distributiva

e o aplicativo t ime vai lhe mostrar a diferenca que faz entre usar, ou ndo usar a propriedade distributiva.
Eis o conteiido do arquivo Rodar . py.

#! /usr/bin/python3 ## em Debian permite tornar o programa executdvel
# —x— coding: utf-8 -x— ## define codificacdo portugués
a=1; b=2; ## valor das constantes conhecidas

def Fl(x,a,b): return axpow(x,2)/2 + x*(2+«b-a)/2.0;
def F2(x,a,b): return ( a*pow(x,2) + x*(2+b-a) )/2.0;

def Experiencia(x):
I = range(0,500000); ## define um dominio, x pertence a I
if (x == 1):
print ("sem a propriedade distributiva");
for x in I: print(Fl(x,a,b));
else:
print ("com a propriedade distributiva");
for x in I: print(F2(x,a,b));

x = 1; ## preciso criar a varidvel x
print ("Escolhendo <1> sem a propriedade distributiva");
print ("Escolhendo <2> com a propriedade distributiva");

= float (input ("Escolha a experiéncia, <1> ou <2> "));
Experiencia(x); ### funcdo que escolhe e roda a experiéncia

Eu rodei na minha mdquina Debian/gnu/1linux tendo como resultado:
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sem a propriedade distributiva

real Om2,130s
user Om0O, 050s
sys OmO, 043s
com a propriedade distributiva
real Oml, 709s
user Om0O, 043s
sys Om0, 044s

Ao executar python3 Rodar.py vocé verd a lista dos valores desta fungdo quando x € 0,1, ...,50000. As duas fungées,
F1, F2 sdo idénticas do ponto de vista de resultados, ambas produzem os mesmos valores, mas em F2 eu usei a propriedade
distributiva do produto relativamente a soma fazendo com que ela consuma menos tempo de processamento uma vez o produto
é executado apenas uma vez ao final das somas. Em F1 o produto esta sendo executado cada vez que uma soma for executada
acrescentando 500000 de operagoes. Os resultados user e sys sdo “aleatorios”, dependem de fatores internos de uso do sistema
que ndo sei explicar, mas vocé encontra explicagdes fazendo uma busca com palavra chave time. E o valor de real que mais
interessa para comparar os dois processos segundo informagoes que obtive buscando por “t ime”.

Se vocé fizer o teste, o resultado pode ser diferente do que estou mostrando, eu tive que fazer trés vezes o teste para obter um
resultado melhor relativamente a F2 e isto se explica, primeiro porque 500000 operagdes é praticamente nada para o processa-
mento dum computador. Mas se eu aumentasse muito este niimero de operagdes, por exemplo acrescentando apenas dois zeros eu
teria

sem a propriedade distributiva
real Oml7,940s

user Omb6, 784s

sys Om5,210s

com a propriedade distributiva
real Omlo6,541s

user 0m6,448s

sys 0m5,160s

mas tive esperar 12, 32 segundos para ver os dois resultados.

Este é um exemplo de uma atividade muito importante em computagdo, ou em qualquer atividade em que hajam algoritmos, a
otimizacdo do algoritmo.

Troque I = range (0,50000); por I = range (0,50000000000) ; escolha 1 e saia para tomar um copo d’dgua
para quando voltar escolher 2 antes de sair para tomar outro copo d’dgua. . .

Acho que este pequeno exemplo justifica e pode auxiliar o estudante a aceitar o método axiomadtico
na apresentacdo da Matemdtica. Os axiomas sdo as regras operatorias que se encontram por baixo dos
programas de computador portanto sdo eminentemente praticos.

Os ndmeros naturais sao o modelo para a inducdo finita que é um método muito pratico para fazer
demonstragdes baseadas numa indexagdo sobre N e os axiomas de Peano s@o, na pritica o modelo de
demonstragdo por indugdo finita.

Vou escrever no proxima se¢do sobre os nimeros inteiros, o conjunto Z e sucessivamente sobre os
demais conjuntos.

1.4 Que tal um outro programa?

Abra python3, e depois do comando que vou lhe der “Digite”, digite, sem acrescentar nada an-
tes daquilo que estou sugerindo. Isto é um problema do python3, ele considera tabulagdo como um
marcador de blocos 16gicos ...

Em cada item abaixo, eu comeco com “Digite”, seguido do comando do python3. Digite apenas o
comando depois do sinal >>> que € o indicativo do python3 que ele espera um comando. Em seguida
eu fago comentérios sobre o que tiver ocorrido.

1. Digite teste = [];
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E vocé criou uma lista vazia, um exemplo do vazio e vou mostrar-lhe que programacao aceita o
vazio, portanto o vazio é concreto!

Digite soma = 0;

Vocé criou na memoéria do python3 uma varidvel, soma e lhe atribuiu o valor 0. Porque eu vou
calcular uma soma em cima dos elementos do vazio, e o resultado vai ser zero. Dei uma valor
inicial a soma, zero, porque vou fazer uma soma entdo a primeira parcela tem que ser zero.

Digite for k in teste: soma = soma +k;

E python3 responde com ...esperando o préximo item do bloco, dé enter, o que vai cortar a
entrada de dados e ird aparecer o sinal >>> com que python3 lhe diz que aguarda novo comando.

Digite soma;
python3 responde:
0

Ele calculou a soma sobre um conjunto vazio, o resultado € zero que é o elemento neutro da adigdo.
Mais importante, vazio € um conceito concreto! E aqui vocé tem outra razdo para aceitar que
0 € N, o nimero de elementos do conjunto vazio.

Este exemplo, e o préximo, junto com a Andlise Combinatdria, sdo para mim as razdes
mais fortes para que N = {0, 1, ... }.

Vou agora repetir o exemplo com a multiplicacdo, e o produto sobre um conjunto vazio é 1, € esta
a razdo pela qual 0! = 1 é o produto sobre um conjunto vazio o que resulta no elemento neutro da
multiplicagdo, 1.

Vamos comecgar!

Digite teste = [];

Vocé reiniciou a varidvel teste com uma lista vazia. Agora
Digite produto=1;

Vocé criou na memoéria do python3 uma varidvel, produto e lhe atribuiu o valor 1, o elemento
neutro da multiplicagdo. Agora

Digite for k in teste: produto = produtoxk;

Digite produto;

E python3 responde

1

Ele fez o produto sobre um conjunto vazio, o resultado é o elemento neutro do produto, 1.

Vocé pode calcular 4! ou de qualquer outro nimero, observe como:

* python3

e teste=[1,2,3,4];

* produto = 1;

e for k in teste: produto = produtoxk;
* enter para terminar o for

* produto;
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E vocé vai ver o valor de 4!, troque
teste=[1,2,3,41;

por
teste=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,101;
Para obter 10!.

Eu lhe mostrei que vazio é concreto e que computagdo precisa do vazio.

Vou lhe dar outro exemplo bem prético e que certamente voc€ vai precisar com frequéncia e serve para
que vocé se acostume a usar python3. E um programinha para calcular médias e vou fazer a coisa de
modo um pouco diferente. Crie um arquivo com o nome Media . py, abaixo vocé tem uma cépia do meu,
observe a tabulacdo, este € o principal defeito do python3, ele identifica as médulos com tabulagado. Por
outro lado um programa em python3 é duma beleza incrivel que ndo encontramos em nenhuma outra
linguagem de programacio: a I6gica é nitidamente visual como vocé pode observar no programa abaixo.

def media (contador) :
soma = 0; dado=0;divisor=contador;
print (valor para calcular a média’);
dado = float (input (dado)) ;
contador=contador-1; soma =
while (contador) :
print ('valor para calcular a média);
dado = float (input (dado));
soma = soma + dado;
contador=contador-1;
print (‘A média € ’,soma/divisor);

soma + dado;

print (' fornegca o numero de parcelas’)
contador=0;
contador=int (input (contador)) ;

media (contador) ;

Grave respeitando a tabulagdo!
Explicando Media.py.

e def ¢ a palavra-chave do python3 para definir uma fun¢do. Que é funcdo, em programacgdo?
€ o menor moédulo dum grande programa, quer dizer, “programas” sdo aglomerados de fungdes
chamadas dentro de uma I6gica adequada! Ha uma tendéncia para chamar as fun¢des de métodos.

* Eu defini a fun¢do media atrelando-lhe uma varidvel local, contador que somente é conhecida
dentro da fung@o. Se vocé digitar contador fora da funcdo, python3 vai lhe dizer que “esta
coisa nao existe! Claro, python3 usa uma linguagem diferente, faca um teste para ver. .

A fun¢do media termina com o comando “print (soma/divisor) ;” e observe que ele ficou
no mesmo nivel de tabulacdo do while ().

Antes dowhile ()

— oprograma cria as varidveis locais do programa, soma = 0; dado=0;divisor=contador;

— Emite uma mensagem print (' valor para calcular a média’);
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— Faz a leitura do primeiro valor dado = float (input (dado));
— Diminui o contador cont ador contador=contador-1;soma = soma + dado;

— Comecaowhile () com o restante dos itens para calcular a média. Ao esgotar contador,
saidowhile () e emite a mensagem final A média é com o valor calculado da média.

Observe, é Media e ndo Média!

Depois da defini¢do da fungdo Media, seguem-se os comandos para usar a funcdo formando um
programa completo.

1. print(’forneca o nimero de parcelas’)
2. contador=0;

3. contador=int(input(contador));

4

. media(contador);

Como usar este programa? Simplérrimo! Claro, simples se vocé estiver usando uma distribuicao
Linux, abra um terminal, no mesmo diretério em que estiver gravada Media . py e digite:

python3 Media.py

O programa vai lhe pedir o nimero de itens para calcular a média e em seguida vai lhe pedir cada um
dos itens até esgotar a sua lista de ndmeros e ao final o programa emite uma mensagem contendo o valor
da média. Experimente!

1.4.1 Inducao finita

Exemplos

A indugdo finita € um método de demonstracdo muito usado praticamente ele € uma cdpia resu-
mida dos axiomas de Peano. Vou comegar com um exemplo para tornar mais compreensivel estrutura
16gica deste método, o caso da soma dos termos duma progressdo aritmética e vou pegar um caso bem
particular, a soma dos primeiros n nimeros naturais. A férmula é

n(n+1)

S(n) = =5 (1.21)

Observe que usei uma expressao para identificar a férmula, preciso dela para redigir a demonstragao:
1. S(0) é verdadeira, a soma apenas do zero é zero e tenho

0(0+1)

S(0) = =

=0; (1.22)

que é a soma apenas do zero, e vale a equacdo (eq.21) para zero. Este é o passo inicial, verifiquei
que S(n) é verdadeira para um primeiro nimero natural.

2. Suponha que a (eq.21) seja verdadeira para um nimero arbitrério k, S(k) seja verdadeira,
k(k+1)
2

para um valor de k£ maior do que o valor inicial, neste caso k > 0.

S(k) =
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3. Vou verificar se S(k) = S(k + 1). Estou supondo que seja verdadeiro

k(k+1
O+1+---+k= % = S(k); hipétese de indugio; (1.23)

e vou agora verificar se esta afirmacéo implica que S(k—+1) é verdadeira. Entéo vou fazer as contas

O+1+ - 4k+k+1=0+1+ - +k) +k+1; (1.24)
S(k) = (0+1+---+ k) = 2EE hip6tese de indugio; (1.25)
Shk+1)=0+14 - +k+k+1=2ED L g4y (1.26)
S(h+1) = HEH) 4 g g = BEEL | 20080, (1.27)
S(k+1) = k(k+1)-2i-2(k+1) _ ((k+1%(k+2); (1.28)

explicando as contas,

(a) Naequagdo (eq.24) eu usei a propriedade associativa para separar O + 1+ --- + kde k + 1,
(b) na equacdo (eq.25) eu usei a hipdtese de inducdo para expressar a primeira soma,

(c) na equagdo (eq.26) eu usei a hipotese de indugdo para somar o termo k + 1 a expressdo de
S(k) e na equacdo (eq.27) eu verifiquei que a regra seguia valendo para k + 1, S(k + 1) é
verdadeira!

Tente, como exercicio, mostrar que a soma dos termos dum p.a. é a soma do primeiro e do ultimo,
dividida por 2 e isto tudo multiplicado pelo niimero de termos:

S(n)=a1+ags+ -+ ap;arr1 = ag; (1.29)
Stn) =S a = W; (1.30)
k=1

e depois calcule algumas somas de p.a. e vocé terd acabado por dominar o principio da inducio
finita, mas ndo fique desmoralizado se encontrar alguns casos complicados . ..No final do capitulo
eu coloquei alguns exercicios, como sio de miiltipla escolha, vocé tem apenas que verificar onde o
método estd aplicado corretamente, mas é mais instrutivo se vocé primeiro fizer as contas.

1.5 Os numeros inteiros

Os nimeros inteiros formam um conjunto que tem como simbolo Z e é formado por todos os
numeros naturais mais os inversos aditivos dos ndmeros naturais, IN.

N =1{0,1,2,3,4,... }; (1.31)
~N=1{0,-1,-2,-3,-4,... }; (1.32)
Z=NU-N=1{0,1,2,3,4,...}U{0,-1,-2,-3,—4,... }; (1.33)
Z={ -—4,-3-2-101,2,3,4,...}; (1.34)

Observe que minha defesa do zero em N tornou fécil a definicdo de Z = N U —N. Se 0 ¢ N eu
teria mais dificuldade para criar o conjunto dos nimeros inteiros. O zero é inico nimero inteiro que € o
inverso aditivo de si mesmo o que tornou possivel escrever

Z=NU-N;
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Este conjunto, provavelmente, foi inventado para completar o conjunto N dos nimeros naturais de
tal modo que se pudesse fazer a contabilidade incluindo as dividas. Durante muito tempo estes novos
elementos, os negativos, foram considerados como niimeros espurios como aconteceu com as demais
amplia¢des dos conjuntos numéricos para se obtivessem os nimeros fraciondrios, os reais e os complexos.

Hoje se vé o conjunto Z junto com a operagdo de adi¢do como uma estrutura algébrica em que
qualquer equacdo, envolvendo apenas a adigdo, pode ser resolvida. Esta estrutura, um grupo, € indicada
com o simbolo (Z, +) e suas propriedades sdo

Definicao 3 (propriedades dos). inteiros com a adi¢do

1. elemento neutro a adicdo tem um elemento neutro, o zero, tal que 0 + a = a + 0 = a para todo
a€Z.

2. inverso aditivo todo niimero inteiro a tem um inverso aditivo indicado com o simbolo —a tal que
a+—a=0.

3. associatividade da adi¢do a adigdo € associativa, a + (b+¢) = (a + b) + ¢

4. comutatividade da adi¢do a +b =0+ a.

Observe que eu escrevi a + —a = 0, propositadamente, para me permitir este comentario. O simbolo
—a é um unico simbolo representando o inverso aditivo do niimero a. Mas, como acontece em Matemadtica
com frequéncia, os simbolos adquirem vida prépria e a giria matemédtica admitiuque a + —a =a —ae
que —(—a) = a completando as regras da dlgebra de (Z, +). Vocé pode experimento com Python3

>>> g=-3
>>> print (- (-a))
>>> print (-a)

Algumas pessoas se chocam ao passar pela primeira vez por esta definicio porque, por uma lado,
parecem fatos tao evidentes que ndo precisavam ser destacados. A associatividade parece desnecessdria,
também. Eu vou dar um exemplo resolvendo uma equagdo para mostrar o uso destas propriedades.

Exemplo 2 (resolvendo). uma equagdo no grupo (Z,+)
Vou resolver aquela equagdo que era impossivel de ser resolvida no conjunto dos niimeros naturais.
Agora ela pode ser resolvida legalmente.

r+3=7;; (1.35)
(x+3)—3=7-3; (1.36)
r+3-3)=7-3; (1.37)
T 4+0=7-3=4; (1.38)

x =4 (1.39)

1. Na equacdo (eq.36) eu somei aos dois membros da equacdo o niimero —3 porque ele é o inverso
aditivo de 3 e assim eu vou eliminar o 3 do primeiro membro. Observe que ndo passei nada dum
membro para o outro, esta operagdo ndo existe na légica matemdtica, embora na prética seja
usada. Esta prdtica conduz a erros que vou ilustrar mais adiante.

2. Na equacdo (eq.37) usei a propriedade associativa para colocar —3 junto com 3 do mesmo lado
que se encontra 3 dentro do paréntesis.

3. Naequagdo (eq.38) apliquei a propriedade da existéncia do inverso aditivo para escrever 3—3 = 0.
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4. Naequagdo (eq.39), como zero é o elemento neutro da adi¢do eu simplifique, t+0 =z =7-3 =4
dos dois lados dada equagdo para finalizar com o resultado procurado na ltima equagdo.

Ninguém resolve esta equagdo usando esta sequéncia de passos porque alguns atalhos foram in-
cluidos na dlgebra aparecendo algumas expressdes, por um lado interessantes porque trazem mais agi-
lidade, mas por outro perigosas porque podem conduzir a erros como “quando o niimero passa para o
outro lado troca o sinal” fazendo com que simplifiquemos a solu¢do da equacdo resumindo-a sequéncia
incompleta:

r+3=7T, (1.40)
r=—-3+4+7=4 otrés foi “passado” para o outro lado ; (1.41)

Quando se trabalha com duas operacdes, adicdo e multiplicagcdo, aparece um erro comum de troca
sinal onde esta troca € ilegal. Entdo voc€ pode usar os atalhos, e resolver a equagdo do exemplo pela
forma resumida que aparece acima, mas € preciso ter clareza do que estiver fazendo.

Os professores tem grande dificuldade em convencer a sua audiéncia de que a forma correta de resol-
ver uma equacgdo é aquela em que todas as propriedades sdao usadas.

Uma forma de contornar o problema talvez seja incluindo observacdes que substituam as passagens
que ficaram faltando.

r+3="T, (1.42)
xr = —34 7 =4; porque — 3 ¢ inverso aditivo de 3; (1.43)
z=4; porque —3+3=0e0+x =uz; (1.44)

Este cuidado pode prevenir o erro que mencionei acima de inversao de sinal, na multiplicacdo, quando
da passagem para o outro lado.

Compare a equacdo (eq.42), resolvida em Z, com a mesma equagdo agora resolvida em N, no con-
junto dos niimeros naturais.

T+3=T; (1.45)
x = —3+ 7 =4; ilegal, porque — 3 ¢ N; (1.46)
x = 4; resultado possivel ...; (1.47)

Em N esta equag@o é impossivel e foi esta a razdo pela qual a Humanidade inventou Z. O conjunto
dos inteiros, com adi¢@o tem uma estrutura algébrica completa que recebe o nome de grupo. Se diz, grupo
aditivo dos inteiros.

Obviamente que os niimeros negativos, —IN, ndo foram inventados para resolver equagdes, muito
provavelmente eles foram inventados pelos contadores para resolver questdes de caixa: deve e haver.
Eles precisavam de expandir os niimeros, inventar os nimeros negativos, para que pudessem expressar as
dividas.

Um pouco acima eu falei em trabalhar com duas operagdes em Z, porque também existe uma outra
operacdo, a multiplicacdo. E tem mais outras, a divisdo e a subtracdo. No conjunto Z se pode definir a
multiplicacdo mas ela vai ficar tdo deficiente quanto no conjunto dos nimeros naturais, IN.

Definicao 4 (propriedades da ). multiplicagdo em Z
1. existe um elemento neutro em Z relativamente a multiplicagdo, 1.

2. a multiplica¢do é associativa, a * (b* c) = (a * b) * c.
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3. a multiplica¢do é comutativa, a x b = b * a.

Comparando com as propriedades da adicio, falta elemento inverso relativamente 2 multiplicagdo. E
o mesmo defeito que tem o conjunto N relativamente as duas operagdes, adi¢ao e multiplicacdo. Falta o
elemento inverso relativamente a estas duas operacdes.

Este defeito vai dar origem ao conjunto das fracdes, que é o conjunto Q.

Falei que (Z, +) era o grupo aditivo dos niimeros inteiros. Deixe-me dar-lhe exemplo de outro grupo
que faz parte de sua vida didria, para que vocé€ entenda porque € interessante salientar que existe uma
estrutura, a de grupo. O conjunto

H=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} (1.48)
das horas do relégio tem as mesmas propriedades que o grupo (Z, +):

1. elemento neutro é a hora 12, que somada com qualquer outra reproduz a outra: 12 + 4 = 4.

2. elemento inverso aditivo Toda hora tem o seu inverso aditivo, que € o complemento para chegar em
12: 4 4+ 8 = 12 entdo (4, 8) é um par de elementos inversos, como também o so

(1,11),(2,10),(3,9), (4,8), (5,7), (6,6)

E vocé v€ um caso curioso, um elemento que € inverso aditivo de si préprio: 6.

3. propriedade associativa a + (b + ¢) = (a + b) + .

4. propriedade comutativaa + b = b + a.

Deixe-me resolver uma equagdo no conjunto das horas, e vai ficar claro o que eu j lhe falei antes:
vou precisar de usar as propriedades.

T+ 7=3; (1.49)

(x 4+ 7) 4+ 5 =3+ 5; porque o inverso aditivo de 7 é 5; (1.50)
x4 (7+ 5) = 3 + 5; propriedade associativa; (1.51)

x4+ 12 =x =345 = 8;12 é o elemento neutro das horas; (1.52)
z=8: (1.53)

Nao da para resolver esta equagdo usando a regra “passando para o outro lado se troca o sinal’
porque no conjunto das horas nao tem troca de sinal.

O conjunto dos nimeros inteiros é muito rico em propriedades. Primeiro tem duas operacdes, a
adi¢do, com a qual forma a estrutura de grupo e a multiplicacdo com a qual tem uma estrutura um pouco
mais pobre que se chama de monoide, porque lhe falta o inverso multiplicativo.

Mas tem uma nova propriedade que € a distributividade da multiplicacio relativamente a adi¢do:

ax(b+c)=axbt+axc (1.54)

Estou usando o “asterisco” como sinal de multiplicacdo, como se usa também nas maquinas de cal-
cular ou em programas de computador.
Deixe-me fazer uma lista completa das propriedades de (Z, +, )

1. propriedades da adigdo (Z, +) é um grupo comutativo, aqui vai um pacote com 4 propriedades.

Outro exemplo de grupo
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2. propriedades da multiplicagdo (Z, %) é um monoide comutativo, aqui vai um pacote com 3 propri-
edades.

3. A a multiplicag@o é distributiva relativamente a adi¢do: a * (b+c¢) =axb+ axc.

4. O elemento neutro da adi¢do anula, pela multiplicag@o, qualquer ndmero inteiro: 0 * a = 0 para
qualquer que seja a € Z.

O (Z, +, ) é uma nova estrutura que recebe o nome de anel . Ao final vou dar mais alguns exemplos
de estruturas para que nao fique a ideia de somente existem estas que estdo aparecendo junto com o
conjunto dos inteiros.

As propriedades dos inteiros precisam ser demonstradas, mas para fazé-lo é preciso que se defina a
adicdo e a multiplica¢do no conjunto Z. Para fazerem-se demonstracdes € preciso que se estabelecam
pontos de partida: definir quais sdo as verdades bdsicas a partir das quais os teoremas serdo demons-
trados. E uma frase atribuida a Leopold Kronecker: “deus nos deu os niimeros naturais, e o resto nds
construimos”. A constru¢do dos nimeros naturais € extremamente penosa e € mais pratico dizer que
eles sdo o principio de tudo estabelecendo suas propriedades basicas que é um conjunto de axiomas co-
mumente conhecidos como axiomas de Peano. Peano foi um matematico italiano que reuniu todas as
afirmagdes que ja tinham sido feitas sobre os niimeros naturais num conjunto de axiomas. Confira os
axiomas de Peano.

Considerando N como ponto de partida, definido pelos axiomas de Peano, posso definir a adi¢do em
Z. Para fazé-lo eu preciso de 4 sentencas definindo como somar dois niimeros positivos, dois nimeros
negativos, um niimero positivo com outro negativo e como somar nimero negativo com outro positivo.
Esta dltima sentenca vai ser substituida pela afirmacio de que a soma € comutativa.

Definicao 5 (da adigdo). em Z Sejam x,y € Z

1. caso de niimeros positivos se x,y > 0 entdo x,y € N e x + y é a soma definida em N.

2. caso de niimeros negativos se v,y € —N entdo x +y = f(—x + fy).

3. quando os sinais sdo contrdrios se © € N ey € —N entdo —y € N e calculamos a diferenca
entre estes dois mimeros naturais: x — (—y) = d. Observe que d é um niimero positivo, a diferenca
entre dois niimeros naturais. E aqui tem dois casos a considerar:

r>(~y) = zty=d
r<(~y) = z+y=-—d

Em geral esta sentenga complicada é traduzida em linguajar mais simples, “se calcula a diferenca
entre os numeros rebatidos para N e se dd a diferenga o sinal do maior”. E o que estd construido
acima.

4. A soma é comutativa, o que resolve o caso em que v € —N ey € N.

Quando eu estava para comecar a definicdo da adi¢do em Z, eu me dei contas de que eu precisava
de definir médulo foi quando eu usei a expressao “rebatidos”, que penso que € intuitiva porém nao foi
definida. Eu preciso de definir a funcdo médulo que é quem rebate um ndmero inteiro negativo para o
conjunto N. Eu poderia simplesmente redigir novamente este texto colocando a definicdo do mddulo
antes da definicdo de adigdo. Mas preferi deixar este defeito e fazer uma critica do mesmo para que
vocé perceba como € dificil construir uma teoria. E se vocé encontrar outros furos 16gicos neste texto
eu agradeceria a bondade de me avisar. Dizem que quando Gauss morreu encontraram entre seus papeis
dezenas de artigos praticamente prontos que ele ndo publicou porque ele era extremamente critico e
somente publicava aquilo que considerava impecdvel. A ciéncia é que se atrasou porque ele tinha muita
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coisa impecavel que ndo publicou. Ja Euler, primeiro publicava, e se houvesse erro, corrigia, e ganhamos
muito com a corrente de Matematica que verteu dos dedos de Euler. Eu ndo pretendo me comparar com
nenhum destes dois gigantes, apenas eu prefiro seguir as pegadas de Euler, escrever, publicar e deixar que
outros mostrem que eu errei!

Entdo, definindo o modulo,

Definicao 6 ( do médulo). dum niimero inteiro

reN = |z|=u;
xr€-N = |z|=—x

Porque eu falei em grupo e monoide eu pude simplificar muito a descricdo do conjunto dos inteiros
com suas propriedades.

Tanto com os inteiros, como com os naturais, podemos fazer duas outras operagdes: dividir e subtrair.
A subtrag@o ndo tem tanto interesse com inteiros porque a adi¢do fornece tudo que a subtracio oferece e
com boas propriedades. Por exemplo: a — b # b — a, a subtracdo nao é comutativa. Nao precisamos da
subtracdo, mas na pratica ela & til.

A divisdo também € defeituosa, mas muito util e desde o gregos ela foi estudada e usada. E ela segue
sendo importante, mesmo sendo defeituosa.

Exemplo 3 (Divisdo inteira). Algoritmo da divisdo

Este é um exemplo um pouco fora do contexto. Faca uma leitura rdpida e decida se lhe interessa se
envolver. O ponto mais importante é a afirmagdo ao final do exemplo.

Se vocé estiver perto dum computador no qual esteja instalado Linux, como é habitual nas escolas
publicas do Ceard, vocé pode fazer um teste interessante. Baixe do link abaixo o seguinte o programa
Divisaolnteira

http:/fwww.calculo.sobralmatematica.org/programas/Divisaolnteira

E um programa escrito em C e eu posso lhe passar o programa, a pedido seu, ndo vou copid-lo
aqui, no texto devido aos detalhes que seria complicado explicar. DivisaoInteira é um programa
compilado, um executdvel, vocé poderia dizer que é um “aplicativo”, vocé baixa e roda. Abra um terminal

e digite:
DivisaoInteira

e pode ocorrer, (é quase certo)., que a maquina lhe responda:
bash: ./Divisaolnteira: Permissdo negada

que vocé pode resolver digitando:

chmod u+x DivisaoInteira
que transforma o programa em executdvel e agora digitando

DivisaoInteira
o programa vai rodar. Acho que o programa é autoexplicativo, mas o que ele vai fazer é executar 10
testes de divisdo inteira lhe pedindo dividendo e divisor.

Na divisdo entre dois niimeros inteiros C dd como resposta o quociente da divisdo do dividendo pelo
quociente.

Nao vou usar C neste livro, Eu usei esta linguagem de programac@o apenas para motivar uma dis-
cussao sobre o algoritmo de Euclides para divisdo. Em versao anterior do Python era possivel mostrar
isto porque anteriormente, em Python, a divisdo era a divisdo inteira e isto mudou de Python para
Python3 entdo eu tive que criar um exemplo usando C porque em C a divis@o € a divisdo inteira.

O algoritmo de Euclides para divisdo é ensinado nas escolas, confira a figura (fig ??), pagina ??,

e satisfaz a equag@o (eq.14) e cujo resultado correspondente a figura (fig ??) que apresentei na equagdo

(eq.16).
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Para calcular quociente e resto fazemos tentativas, experimentamos um ndimero inicial para ser o
quociente que multiplicamos pelo divisor. Se o resultado passar do dividendo tiramos uma unidade do
quociente e repetimos o processo até que a multiplicagdo produza um niimero inferior ao dividendo.
Subtraimos o produto do dividendo e este resultado é o resto da divisdo. E a equacio (eq.45) que define
todo este processo com uma tnica regra: resto ¢ um nimero positivo, ou nulo, que deve ser menor do que
0 quociente.

Quando o resto for zero se diz que o dividendo é divisivel pelo
divisor, ou que dividendo ¢ um miiltiplo do divisor. A divisdo é
rica de conceitos, deixe-me listar alguns:

1. miiltiplo, se diz dum nimero que deixa resto zero na divisdo por gutro. Por exemplo 8 é miltiplo
de 4, mas ndo é miltiplo de cinco. /home/tarcisio/tex/dicionario/Numeros]

2. ndmero inteiro positivo primo é um nimero que que ndo pode s¢r decomposto em fatores. Por
exemplo 6 = 2 x 3 portanto 6 ndo € primo. Os primeiros nimeros primos sao

[ntei.

2,3,5,7,11,13,17,21, 23,29, 31, 37 +55)

c o . , . .. . . Figural.2:
e é um teorema da aritmética que o conjunto dos nimeros primos € infinito. e prova este teorema
por absurdo, supondo que exista um ultimo nimero primo. Seja N este dltimo nimero primo,
entdo qualquer nimero natural p > N tem fatores que se encontram no conjunto finito dos nimeros
primos 2,3,5,--- | N.

Preciso demonstrar que € falsa a sentenca “O conjunto dos niimeros naturais a partirde p = N +1,
isto é, N + 1 e seus sucessores todos tem fatores tirados do conjunto finito dos niimeros primos”.

Para isto eu preciso formatar o conjunto finito dos niimeros primos. Seja entao

P =1{2,3,5,5,---, N} o conjunto de todos os niimeros primos; (1.56)

P:{p1:27p2:37p3:57”'apk):N}; (157)

quer dizer que o conjunto finito dos nimeros primos tem k elementos e eles estdo todos identifica-
dos como elementos da sequéncia que aparece na equagdo (eq.57).

Deixe-me definir R como o produto dos niimeros primos mais uma unidade
k
R=1+]]p; (1.58)
j=1
A divisdo de R por qualquer dos nimeros primos do conjunto finito de niimeros primos P deixa

resto 1 e portanto

(a) R é um novo nimero primo, ou

(b) o conjunto finito dos nimeros primos P estd incompleto e tem pelo menos um outro nimero
primo que é fator de R

contradizendo assim que exista um conjunto finito de nimeros primos.

Deixe-me dar-lhe outro exemplo, considere os nimeros primos obtidos pelo crivo de Eratdstenes
rolado até 89 entdo

P ={2,3,5,7,11,13,17,23,29, 31, 41,43,47,53,59, 61,67, 71,73,79,83,890}  (1.59)
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entdo o produto destes nimeros primos mais 1 é

R = 34117814408143994555770301050771349071 (1.60)

e o nimero primo 32983 é um fator de R.

R = 34117814408143994555770301050771349071 = (1.61)
= 32983 x 75209 x 461093 x 29828588600288736211501; (1.62)

Eu obtive a fatoracdo de R usando o aplicativo factor que € distribuido com Debian/Gnu/Linux.

Entdo existe pelo menos um nimero primo, 32983, que ndo estava listado naquele crivo de Eratdstenes.

E o teorema fundamental da Aritmética que reza que o conjunto dos niimeros primos é infinito, e
sua demonstracdo, feita acima, usa a técnica do absurdo. Se supde que exista uma quantidade finita
de nimeros primos, e assim se cria um crivo de Eratdstenes descrevendo todos os nimeros primos, o
conjunto

P ={Per--, P} (1.63)

O produto dos elementos de P mais um € o nimero R + 1 que vai deixar resto 1 com todos os
nimeros primos daquele crivo de Eratdstenes que assim ndo contém todos os nimeros primos. O teo-
rema fundamental da Aritmética alimenta uma atividade muito intensa de pesquisa em Matemadtica que
hoje vive em torno do resultado do matematico chinés Yitang Zhang que conseguiu construir progressao
aritmética onde estdo localizados todos os nimeros primos entre os seus termos determinando assim um
salto maximo existente entre dois nimeros primos.

O resultado de Yitang Zhang foi logo melhorado, usando-se para isto os seus proprios métodos, e
determinando um salto entre dois nlimeros primos menor do que ele havia obtido.

Na figura (fig ??), pagina ??, estd um crivo de Eratostenes que obtive rodando programa escrito em
Python3 dentro do qual eu usei o aplicativo factor distribuido com Debian/Gnu/Linux

/tex/dicionario/OsNumeros02Crivo.eps

Figura 1.3: Crivo de Erat6stenes
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Este € um resultado de Inteligéncia Humana, um programa escrito por mim, usando uma lin- LH. inteligéncia humana!
guagem de programagdo construida por seres humanos, python, inicialmente construida por Guido
Rossi com apoio de uma multidao de programadores que formam a comunidade python e fiz uso dum
aplicativo cujo autor desconhego, factor, que vem junto com a minha distribui¢do Debian/gnu/linux.

1.6 Os numeros racionais

Os nimeros racionais sao as fragdes ¢ a referencia a um nimero que significa uma parte dum inteiro,
algumas vezes designada como fragcdo prdpria em oposigdo as fragdes improprias que sdo fragdes tdo
boas como as préprias apenas chamadas assim porque representam nimeros racionais que nfo sao inteiros
mas que sdo, em médulo, maior do que 1. E um exemplo de defeito do linguajar matemdtico oriundo
duma época em que as fracdes ndo eram consideradas nimeros em todo o seu direito.

Uma fragdo € um objeto da forma f}l em que p,q € Z;q # 0 e que representa um niimero racional.

A histéria € uma arte muito dificil e um exemplo disto é o tridngulo de Pascal, denominado em
homenagem a Blaise Pascal que viveu no século 16, mas, aparentemente, os matematicos chineses ja o
conheciam pelo menos desde o século 12 de quando se sabe dum livro de Matemdtica chinesa fazendo
referéncia ao mesmo duzentos anos antes de Pascal. Também parece que a geometria, dita dos gregos,
era conhecida por outros povos anteriores aos helenos que, apenas teriam compilado de forma organizada
aquilo que chegou até nés como geometria euclidiana.

Isto para afirmar, sem me sentir obrigado a grandes justificativas que, num certo momento da histéria
humana, provavelmente na Idade Média, se comecou a conceber que objetos como % seriam nimeros. O
uso do condicional tem sentido porque até recentemente as escolas ensinavam que g seria uma “fracdo
impropria” sugerindo que ndo seria bem uma fragdo! Os niimeros negativos ainda hoje sdo tratados
negativamente € os niimeros complexos nem sempre fazem parte do curriculo do Ensino Médio ... para
ndo mencionar os quatérnions que, possivelmente, ha gente que nem sabe que existem.

Entao fazendo uma histéria romanceada, deixe-me dizer que inventamos os objetos do tipo % quando
n € N;n # 0 para representar os inversos multiplicativos dos nimero naturais, com excecdo do zero, e
aos poucos construimos uma aritmética com estes novos objetos com as seguintes regras:

1. O simbolo § representa um nimero sempre que ¢ # 0 em que os membros p, g € Z. Ha o habito de
designar p como numerador e q como denominador. A razio destes nomes vem da ideia intuitiva
da inveng¢do das fragdes em que % significaria a quantidade 2 de uma coisa chamada “ter¢o” donde
0 2 é o “numerador” enquanto que 3 da o nome, “denominador”.

2. O inverso aditivo do nimero % € o niimero %p que também pode ser escrito como —g e entdo o
sinal — é um modificador de tal modo que a + (—a) = 0.

3. Valeregra —(—a) = a;

4. O zero Sempre que g # 0, g = 0 € N e aqui guarde como observagdo para uso posterior, entao
existe uma quantidade imensa de representantes do zero e isto € um problema que preciso resolver,
porque a Algebra exige que o zero seja tinico.

5. Sempre se pode reduzir uma fraciio a sua expressao mais simples eliminando fatores comuns ao
numerador € ao denominador. Assim
g 28 1 1 (1.64)
80 245 2x5 10 '
ou seja, se fatora numerador e denominador e se eliminam os fatores comuns para obter a forma
irredutivel duma fragdo. Esta operag@o cria um problema de que vou tratar ao final criticando
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todo o processo. Agora se tem pelos menos dois objetos representando a mesma coisa, a fragio
simplificada e anterior que pode ser simplificada:

8 1
— = 1.65
80 10 (1.65)
6. Estaregra de simplificacdo pode ser usada ao reverso para permitir a defini¢do da soma de fragdes.
Para somar
1 1
4z (1.66)
p g

se acrescentam fatores comuns até obter denominadores iguais:

1,1 _49 , p
P + g qp + Pq (1.67)
1 1 _ g p _ 1
5+5—E+7—E(q+p) (168)
1,1 _ gtp
p—l—q—pq (1.69)

porque temos g objetos do tipo p—lq e p objetos do tipo p—lq. Estou usando, a comutatividade da

multiplicacdo de nimeros naturais, na lista de operagdes acima junto a regra que me permite eli-
minar ou incluir fatores comuns e finalmente, silenciosamente, estou usando distributividade da
multiplicagdo em relacdo a adi¢do que vou incluir como a préxima regra.

7. Vale a distributividade da multiplicagao relativamente a adicao.

8. Posso agora deduzir da regra anterior uma regra geral para soma de fracdes

papogez 070
m P _ gm+np
n 2 amt (1.71)

sendo a regra:

* multiplicam-se os denominadores para formar o novo denominador;

* multiplicam-se em cruz, numeradores e denominadores e se os somam para formar o novo
numerador.

o resultado nem sempre serd uma fracdo na forma mais simples, e este um problema de que
tenho que tratar em seguida, mas mencionei antes como simplificar uma fracdo eliminando
os fatores comuns ao numerador € ao denominador.

A figura (??), pagina ??, apresenta um algoritmo grafico para ilustrar a regra de soma de fracdes.

O principal objetivo era conseguir que toda fracao, diferente de zero, tivesse um inverso multiplica-
tivo: nm  mn
n#lem#0 = ——=—=1 1.72)
mn  mn

ndo sendo necessdrio indicar que m # 0 porque ja excluf a possibilidade de haver fracdes com denomi-
nador nulo.
O conjunto das fragdes é o conjunto dos niimeros racionais e é designado com o simbolo Q.
Resumindo, valem para este novo conjunto de objetos,Q, todas as propriedades

1. A (Q,+) é um grupo comutativo sendo a fragdo % = 0; ¢ # 0 o elemento neutro deste grupo, um
pacote com 4 propriedades.



30 CAPITULO 1. OS NUMEROS

/home/tarcisio/tex/dicionario/Fracoes0l.eps

Figura 1.4: grifico mostrando a soma de fragdes

2. M (Q*, x) é um grupo comutativo sendo a fragdo g = 1;q # 0 o elemento neutro deste grupo,
outro pacote com 4 propriedades. Q* = Q — {0} é uma notagdo habitual.

3. AM-1 O elemento neutro da adicdo, zero, multiplicado por qualquer nimero natural resulta em
Zero.

4. AM-2 a multiplicag@o € distributiva relativamente a adicao.

conceito  da Agrupei as propriedades usando a defini¢do de grupo. Tenho aqui um grupo aditivo, um grupo multi-
N80 que posse  plicativo e as duas propriedades que estabelecem relac@o entre estes dois grupos. Sdo estas propriedades
que fazem de (Q, +, -) um corpo comutativo, porque a multiplicagdo é comutativa.
A propriedade, “o zero multiplicado por qualquer nimero resulta em zero” é uma simples con-
sequéncia da propriedade distributiva como mostra o cdlculo seguinte

(MVaeQ)(0xa=(-b+b)xa=—ab+ ab=0); (1.73)

Esta propriedade AM-1 é um teorema e ndo precisava estar relacionada como propriedade.

Relac¢ao de equivaléncia

As relagées de equivaléncia resolvem problemas formais de unicidade e outros problemas de identificagao
como € o caso de poligonos semelhantes que a geometria precisa de identificar. S@o objetos diferentes
mas eles precisam ser “equivalentes”. A relagdo de equivaléncia € uma generalizacdo da igualdade. Por
exemplo, todos os tridngulos equildteros sdo equivalentes mesmo quando um deles for a base dum prédio
de 10 andares e o outro estiver desenhado numa folha de papel. Obviamente, ndo sdo iguais, mas para as
demonstragdes da geometria eu preciso considera-los como equivalentes.

No caso das fragdes hd uma infinidade de fragdes que representam o mesmo nimero, » = 1;n #
zero, por exemplo. Isto cria problemas para a Algebra que precisa que o inverso dum niimero seja tinico,
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entdo, como no caso dos tridingulos semelhantes, é preciso identificar as fra¢cdes que representarem o
mesmo nimero colocando-as todas numa mesma classe de equivaléncia. Duas fragdes iguais formam o
que chamamos de proporgdo entdo o produto dos meios é igual ao produto dos extremos e se chega a
regra de equivaléncia de fracdes:

n_mp

< ng=mp (1.74)
m

¢ interessante observar que todas as fragdes equivalentes ficam sobre uma mesma reta determinada pela
representacao mais simples, pela fracdo irredutivel, e a origem dos eixos. A figura (??) pagina ??, mostra

/home/tarcisio/tex/dicionario/Fracoes02.eps

Figura 1.5: retas do plano de Gauss sio classes de equivaléncia de fragdes

algumas classes de equivaléncia das fragdes como pontos das retas contidas no plano de Gauss, o produto
cartesiano Z x Z.

Observe que o ponto (0,0) é comum a todas as classes de equivaléncia, mas ndo representa nenhuma
fracdo, isto salva a representagdo geomérica porque as clases de equivaléncia tem que ser disjuntas, nao
ha elementos comuns entre duas classes de equivaléncia. Se algum tridngulo equildtero pudesse ser
equivalente a algum tridngulo escaleno isto iria destruir grande parte das demonstracdes da Geometria

2

2 6
3

Quando eu digo que 9

éigual a ¢, estou usando a relagdo de equivaléncia.

Representacio geométrica de Q

Os nimeros racionais tem uma propriedade de “densidade” que os inteiros ndo t€m:
1. dados dois niimeros racionais sempre tem outro nimero racional entre eles.

2. dados dois nimeros racionais, sempre tem outro a esquerda;

3. dados dois nimeros racionais, sempre tem outro a direita;

A figura (2?), pagina ??, compara com o que acontece na reta a propriedade de densidade dos niimeros
racionais. Esta comparagdo sugere fazer uma interpretacdo geométrica dos nimeros racionais porque os
nimeros racionais t€m algumas propriedades semelhantes as das retas geométricas.

Fragoes equivalentes
definem uma proporgao.
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Figura 1.6: entre dois pontos, nareta ...

1. Seleciona-se um ponto na reta, O, para a dividir em duas semirretas: a semirreta positiva e a
semirreta negativa. O é o representante do zero.

2. Depois, com um compasso, selecionam-se os inteiros a distdncias iguais, os inteiros positivos na
semirreta positiva, e os inteiros negativos na semirreta negativa. A escolha de qual € a semirreta
positiva é decisdo sua, e a outra é negativa.

é fragio! 3. O espago que sobra € para as fragdes que nao sejam inteiros.

4. Depois vocé ird ver que que na reta ainda tem nimeros que ndo sao racionais, os nimeros irracio-
nais, que também encontram lugar na reta.

Existe uma multitude de exemplares de retas representando Q e simplesmente vou dizer que todas
estas retas sdo equivalentes como representacio de Q, e isto vai me permitir a definicdo geométrica das
operagdes aritméticas em Q. Por exemplo, a figura (??), pagina ??, ilustra o produto 2 x 3 usando
semelhanca de tridngulos.

 Escolhi duas retas para representar Q e encontrei o resultado da multiplicagdo em uma das retas.

* Para ndo poluir muito a figura eu marquei a unidade, em uma das retas, por onde vao passar as retas
multiplicadoras,

e paralelas a elas vao passar as retas multiplicando pelo ponto multiplicando.

Observe que precisei da relagdo de equivaléncia entre as retas numéricas para construir a multiplicacio
geométrica.
Vou lhe deixar dois desafios:

1. Altere a figura (??), pagina ??, para, usando equivaléncia de tridngulos, provar que o produto é
comutativo. Marque dois nimeros, a, b, e construa o produto ab trocando a ordem em que vai
usa-los. Vocé vai construir dois tridngulos equivalentes com lados medindo a ou b.

2. Uma propriedade que é bem dificil de ser demonstrada algebricamente, o produto de dois nimeros
negativos resulta num nimero positivo. A demonstragdo geométrica € trivial e fica-lhe como um
desafio. Vocé vai precisar de marcar o —1, use um compasso. Calcule (—1)2.
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Figura 1.7: A multiplicagdo geométrica

1.7 Os numeros reais

Niimero real é uma dizima que pode ser periddica, e entdo é um niimero racional, ou ndo periddica, e
entdo é niimero irracional. O conjunto R dos niimeros reais contém como subconjunto o conjunto Q dos
nimeros racionais. Para construir este novo conjunto ha trés métodos mais conhecidos:

1. os cortes de Dedekind,

2. os intervalos encaixados, que é bem parecido com os cortes, e possivelmente também se deve a
Dedekind,

3. as sucessoes de Cauchy, que € o meu método preferido porque € baseado na estrutura algébrica
que surge de forma natural da estrutura algébrica do conjunto dos nimeros racionais. Nos outros
casos € preciso construir a estrutura algébrica em cima dum conjunto novo e eu entendo que isto
¢ muito mais dificil de fazer do que o surgimento dum conjunto novo oriundo das sucessdes de
nimeros racionais que ja tem uma estrutura algébrica bem justificada, e vou mostrar aqui como se
faz usando este terceiro método.

Vou lhe mostrar que a passagem do conjunto QQ para o conjunto R dos nimeros reais, € um pouco
mais sofisticada. Ao final desta secdo vou voltar a fazer comentdrios sobre esta diferenca em cima da
experiéncia que vocé vai adquirir neste construcdo. Richard Courant, em 1945, professor da Universidade
de Nova lorque, dizia que esta construcdo era o limiar da Matematica superior, também vou voltar a este
comentdrio ao final quando vocé vai compreender bem o que ele queria dizer.

Antes de comecar a construgio usando o conjunto das sucessoes de niimeros racionais, S, deixe-me
tomar como gancho a representagdo que eu ja fiz dos nimeros racionais na reta numérica porque ha
pontos na reta numérica que nao sao nimeros racionais e portanto este conjunto geométrico contem o
conjunto QQ e vou mostrar que é uma representacdo geométrica do conjunto R dos nimeros reais.

A geometria mostra que na refa numérica tem pontos que nao pertencem a Q, confira a figura (fig ??),
pagina ??, em que posso desenhar uma sucessao de circulos de raio \/n que, com algumas excegdes, é um
nimero irracional. Os circulos oferecem o método de determinagio geométrica de v/n na refa numérica.



34 CAPITULO 1. OS NUMEROS

/tex/dicionario/analitica00_01_03.eps

Figura 1.8:

Se vocé construir, na figura (fig ??), um tridngulo retdngulo de altura 1 com o cateto horizontal medindo
x a hipotenusa, que € o raio do circulo, vai medir v/z2 + 1 entdo o circulo com este raio vai encontrar o
eixo OX. O tltimo circulo desenhado foi obtido com 2 = /3 que marcou no eixo OX o niimero 2.

Entdo a reta numérica é uma outra coisa diferente de Q, é um novo conjunto € uma representaco
geométrica de R.. Falei no singular, mas qualquer reta numérica é um representante de R.

A figura (fig ??), pagina ??, mostra um meio geométrico de identificar os niimeros do tipo /7 sobre
a reta e estes nimeros, quando n nio for um quadrado perfeito sdo nimeros irracionais. Quer dizer
que a reta numérica tem entre seus elementos tanto os nimeros racionais como os nimeros irracionais.
Entretanto apresentar o conjunto R como a reta numeérica traz dificuldades para construir as propriedades
algébricas do conjunto R que levaria ao método de de Dedekind.

Neste ponto estou estou com dois caminhos pela frente,

* a reta numérica é uma representacao do conjunto R que vou usar ao longo da construgdo,
* vou comegar o trabalho sobre o conjunto S das sucessdes de nimeros racionais.

Vou me referir a reta numérica como sinénimo de R.

S o conjunto das sucessdes de niimeros racionais ¢ um novo conjunto, ¢ diferente de Q mas Q C .S:
as sucessodes constantes sdo a representacdo de Q em S. Entdo Q C S e vou logo mostrar que hd imagens
de R no conjunto S o que vai me forcar produzir um subconjunto de S que seja uma representagdo do
conjunto dos niimeros reais. Este é o projeto!

1.7.1 Dizimas produzem sucessoes

O seguinte aplicativo, escrito em python, transforma uma dizima numa sucessao. Obviamente uma
sucessdo com poucos elementos uma vez que programagao ainda ndo consegue escrever niimeros reais. . .

def DizimaParaSucessao (dizima) :
from math import floor
I = range(l,16);a=1;
print ("{",end="");
for p in I:
print (floor (a*dizima) /a,",",end="");
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a=10xa;
print("...}");

Aqui estdo alguns resultados deste aplicativo

DizimaParaSucessao (pi)
{3.0,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159,3.141592,3.1415926, ...}
DizimaParaSucessao (sqrt (2))
{1.0,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421,1.414213,1.4142135, ...}
DizimaParaSucessao (sqrt (3))
{r.0,1.7,1.73,1.732,1.732,1.73205,1.73205,1.7320508,1.7320508, ...}
DizimaParaSucessao (1/3)
{0.0,0.3,0.33,0.333,0.3333,0.33333,0.333333,0.3333333,...}
DizimaParaSucessao (2)

{2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,2.0 ,...}
DizimaParaSucessao (4/3)
{1.0,1.3,1.33,1.333,1.3333,1.33333,1.333333,1.3333333,...}

Se voce executar este aplicativo oresultado vai ficar um pouco diferente porque eu tive que editd-
lo para que ficasse dentro da pagina de texto. O aplicativo esta construido em cima da precisdo que
python oferece de 15 casas decimais para as dizimas, e eu tive que eliminar, no texto, as dois dltimos
valores da sucessao finita que o aplicativo produz.

Entdo, se a reta numérica contiver tanto os nimeros racionais como os nimeros irracionais, ela tem
como elementos todas as dizimas e o aplicativo mostra como posso transformar dizimas em sucessdes
estabelecendo uma correspondéncia, uma func¢do que vou chamar de dizima definida na reta numérica
com valores no conjunto S de todas as sucessdes de nimeros racionais:

dizima: R — S (1.75)

Mas a imagem dizima(R) é um subconjunto préprio de S porque hd sucessdes de ndmeros racionais
que sdo inconvenientes num sentido que logo vou mostrar, por exemplo N a sucessdo dos nimeros
naturais € um elemento de S que vou etiquetar como inconveniente neste contexto. Das sucessdes que eu
produzi usando o aplicativo DizimaParaSucessao (dizima) todas representam nimeros e N
nao representa nenhum nimero.

Consequéncias do aplicativo DizimaParaSucessao (dizima)

1. Agora eu tenho uma fung¢do, definida por num aplicativo computacional, que transforma
dizimas em sucessdes. Esta funcdo estd definida no conjunto das dizimas, que estou adiantando
que € um novo conjunto, R, que também estou dizendo que tem uma representacdo geométrica, a
reta numérica, e vou ter que juntar todas estar afirmacdes numa teoria fechada. De fato ja tenho um
conjunto que estou chamando de R que € a reta numérica.

Permita-me chamar esta fun¢do de dizima, a fun¢do que transforma qualquer dizima numa su-
cessao:
dizima : R — §; (1.76)

transforma os pontos da reta numérica em sucessdes. Mas o conjunto das sucessdes é muito grande,
por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais é uma sucessdo que nio corresponde a nenhuma
dizima. H4 muitas sucessdes inconvenientes, outro exemplo a sucessdo dos nimeros primos, N é
uma delas.

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé tem um diagrama que lhe mostra que a fun¢do dizima trans-
forma a reta numérica, R, num subconjunto préprio do conjunto S de todas as sucessoes.
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Figura 1.9: transforma dizima em sucesso

. Eu preciso saber voltar de S para R para levar de volta a estrutura algébrica existente em S para

estampa-la na reta numérica. E a fun¢@o inversa de dizima que vai fazer isto. Era este 0 meu ob-
jetivo, em vez de criar uma estrutura algébrica na reta numérica vou importar a estrutura algébrica
de S, mais fécil e mais elegante.

A inversa desta funcdo se chama 1imite, ela transforma uma parte das sucessdes nas dizimas e
vai separar o joio do trigo.

. Eu ndo consegui melhorar DizimaParaSucessao (dizima) para lhe passar como valor N

porque Python nio reconhece o conjunto dos nimeros naturais pois se trata dum conjunto infinito
e computacdo ndo consegue lidar com conjuntos infinitos. Mas se eu conseguisse executar

DizimaParaSucessao (N)

eu teria como resultado
N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,... } (1.77)

e se aplicasse agora limite(N) o resultado seria oo, porque esta sucessdo ndo tem limite. oo ndo
¢ um nimero, ¢ um simbolo da Matematica que representa algo impossivel.

. Considere a sucessao

_J o(0)=0;
a(n)—{ n£0 = o)=L (1.78)

n’

Quando eu souber aplicar limite(o) o resultado vai ser 0 que é o resultado:

DizimaParaSucessao (0)
zero = {0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,0.0 ,...}

porque limite(zero) é 0. Toda sucessdo constante tem limite a constante que se repete na sucessio.
Facaoteste DizimaParaSucessao (2). Alids, neste exemplo estou também lhe mostrando que
ha mais de uma sucessao que limite zero, a sucessio constante zero e a sucessao o.

. O programa DizimaParaSucessao € a implementacdo computacional da fun¢do dizima

mostra que a imagem duma dizima é uma sucessdo de niimeros racionais. O conjunto das ima-
gens das dizimas, € R, ¢ um subconjunto préprio de S que € o conjunto de todas as sucessdes de
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11.

nimeros racionais. N, neste contexto, € uma sucessio que ndo tem limite, quer dizer, ndo é imagem
de nenhuma dizima.

dizima(R) C S; (1.79)
A imagem da reta numérica pela funcdo dizima que estou chamando de R é um subconjunto
préprio de S.

O conjunto de todas sucessoes tem mais elementos do que aquilo que me interessa, s6 me inte-
ressam as que forem imagens de dizimas porque elas tém limite. N ndo me interessa agora, neste
contexto.

Vou identificar R com o subconjunto préprio de .S, das sucessdes que t€m limite, quer dizer, sdo
imagens de dizimas. Com isto estou chegando ao conceito de limite.

Posso somar sucessoes e tem a sucessdo nula que € o elemento neutro da soma e valem todas
propriedades da adi¢do de nimeros para o conjunto das sucessoes,

. posso multiplicar sucessoes e tem a sucessao constante 1 que € o elemento neutro para a multiplicacao

e valem todas propriedades do produto de nimeros para o conjunto das sucessoes,
mas tem sucessdes inconvenientes como
{0,1,2,3,4,5,...} =N (1.80)

que crescem indefinidamente, elas ndo tem limite, quer dizer, elas ndo sdo imagem de nenhuma
dizima: elas ndo tém limite. Mas N é um elemento de S e eu posso somar a sucessdo N com qual-
quer outra sucessao de niimeros racionais. Ela é inconveniente para o meu objetivo de constru¢ao
dos ndmeros reais.

limite € a ferramente que vou usar para eliminar as sucessoes inconvenientes.

. Estou construindo a imagem de R em S como o subconjunto das sucessoes convenientes. .. as

sucessdes que tém limite. E aqui tem um pequeno problema, duas coisas diferentes, conjunto das
sucessoes limitadas e o conjunto das sucessoes que tém limite, duas coisas diferentes e ainda vou
voltar a tratar disto, mas vocé ja pode fazer uma pequisa na Wikipédia para ver a diferenga com
exemplos.

O processo de escolha é um novo conceito, limite.

Usei fontes diferentes para conceitos préximos. Chamei de dizima, sem acento, a fungdo defi-
nida computacionalmente que transforma uma dizima em um elemento de S. Também fiz referéncia a
funcdo 1imite que transforma uma sucessdo de niimeros racionais e tem resultados imprevisiveis sobre
algumas sucessdes de niimeros racionais como é o caso de 1imite (N), entdo preciso encontrar um
subconjunto de S onde a fungdo 1imite esteja bem definida. Este vai ser o meu objetivo agora.

1.7.2 Um subconjunto de S

A palavra chave agora € convergir, que € quase que um sindnimo de limite. Eu vou definir a classe das
sucessoes de niimeros racionais que convergem para zero. Comeco com a defini¢cio de convergéncia para
zero e mostro que o conjunto de tais sucessoes ndo € vazio e tem uma estrutura algébrica interessante.

t=1(0,0,0,0,...,0,...);tx = O; (1.81)

E>0 = =1
5= (Sk)kEN§{ 5k~ % (1.82)

k=0 = so = 0;

Neste contexto N € uma su-
cessdo inconveniente, neste
contexto!

E a funcdo dizima e ndo
dizima!
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A sucessido identicamente nula definida na equacio (eq.81) € um exemplo de sucessdo que converge
para zero, é a sucessdo constante zero. Um outro exemplo de sucessdo que converge para zero esta
definida na equagdo (eq.82). em que eu inclui uma regra de protegcdo para o indice k£ = 0, entretanto
a definicdo poderia ser arbitrdria, porque o que interessa numa sucessao € o seu comportamento para
grandes valores do indice e chama-se isto de comportamento assintotico.

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé pode ver o grifico da sucessdo definida na (eq.82). Nela

/home/tarcisio/tex/dicionario/SucessoesNulas_00.eps

Figura 1.10:

vocé também pode ver retas horizontais marcando a abertura dum “paquimetro” com didmetros d &€
{1,0.5,0.2,0.1}, a dltima “abertura” ficou pouco visivel.

Paquimetro é o instrumento que vocé pode ver na figura (2?), pagina ??. E um instrumento de alta
precisdo que serve para medir os didmetros, interno ou externo, de figuras cilindricas e usado pelos
torneiros mecdanicos.

Estou usando um paquimetro para determinar quando

|sk| < €€ € {0.5,0.2,0.1}; (1.83)
e vocé pode verificar na figura

1. € = 0.5 vale para todo k£ > 2;
k>2 = |s] <05=g¢

2. € = 0.2 vale para todo k£ > 5;
E>5 = |sg| <0.2=c¢

3. € = 0.1 vale para todo k£ > 10;

E>10 = |[sx]<01l=g¢

Procure entender as “fraducdes” que eu fiz de cada sentenca nos trés casos que eu considerei. E esta
tradugdo que eu vou usar na defini¢do.

Eu estou querendo determinar a partir de qual indice k € verdade que
trés respostas para esta indagacao.

Agora vou fazer a a defini¢@o de sucessdo que converge para zero usando a experiéncia com sucessao
da equagdo (eq.82).

Sk| < €’ e a figura me mostra
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Definiciio 7 (sucessdo). que converge para zero Seja s = (si)keN tal que
Ve>0)3K eN)(k>K = |sk] <e); (1.84)

Entdo sy converge para zero e se usa a nota¢do

s — 0 equivalente limysy = 0; (1.85)
para indicd-lo.
Vou agora provar que
lim s, = lim 1 =0; (1.86)
k k k

Escolha ¢ arbitrario, e voc€ pode sempre escolher e com o formato 10% e é isto que eu vou fazer entao

1

g = k>WT=K (1.87)

1

A <

ou seja, se k > 10" = K entdo § < 13
equivalentemente, tem limite 0.

A escolha de e com este formato nada tem de particular embora poucos autores facam esta escolha.

Em geral os autores tomam e “arbitrario” sendo forgados a resolver a desigualdade que determina K

usando a fun¢do matematica “menor inteiro que € maior ou igual a”

Ton = € € % satisfaz & definicdo de convergéncia para zero ou,

K> |- (1.88)

€

O simbolo L%J se 1€ o “menor inteiro que é maior ou igual a”. Escolhendo

1 .
€= lo—n; n suficientemente grande; (1.89)
torna as contas mais simples, eu prefiro usar € = ﬁ e em geral consigo fazer as demonstragdes mais

rapidamente.
Alguns exemplos de menor inteiro que é maior ou igual a:

* O inteiro, menor ou igual a-0.5 ,6 0
* O inteiro, menor ou igual a 0.5 ,é 1
* O inteiro, menor ou igual a 1.5 ,é 2
* O inteiro, menor ou igual a 2.5 ,é 3
* O inteiro, menor ou igual a 3.5 ,é 4
* O inteiro, menor ou igual a4.5 &5
* O inteiro, menor ou igual a 5.5 ,é 6
* O inteiro, menor ou igual a 6.5 ,é 7
* O inteiro, menor ou igual a 7.5 ,é 8
* O inteiro, menor ou igual a 8.5 ,¢ 9
* O inteiro, menor ou igual 2 9.5 ,¢é 10
* O inteiro, menor ou igual a 10.5 ,é 11

para repetir este exemplo chame python3 e em seu terminal digite
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from math import ceil, floor;

I =
for

range (0,12);
x in I:
print (O inteiro, menor ou igual a’,x-0.5,’,é’,ceil (x-0.5))

Observe a tabulac@o! Ela é que caracteriza os blocos I6gicos na linguagem python3.

O primeiro comando, from math import ceil, floor; importa os comandos de matematicaceil, floor,
do inglés, respectivamente, piso, teto que significam, respectivamente, menor ou igual, maior ou igual.

I = range(0,12); cria um dominio inteiro de variagdo, neste caso I = {0, 1,...,11}.

for x in I: abreum bloco Idgico, uma sequéncia de comandos percorrendo I e executando uma sentencga

que estd na préxima linha, dentro do bloco légico.

Quando voceé abre python3 aparece no inicio da linha de comandos o simbolo >>> logo depois do qual vocé
comega a digitar.

Ao dar enter, python3 aguarda nova entrada de dados,>>>, quando o comando é executdvel que eu
sempre termino com ; ,

@,

ou quando for o comeco dum bloco I6gico, que deve ser terminado por , python3 lhe mostra as re-
ticéncias . .. , neste caso, primeiro, use o tabulador, foi quando comecei a digitar o comando:

print (O inteiro, menor ou igual a’,x-0.5,’,é’,floor(x-0.5));

Termine o comando dando, enter para encerrar o bloco 16gico e python3 resolve a questdo que vocé tiver
pedido, se tudo estiver sintaticamente correto.

1

Mas eu prefiro usar € = —5 e em geral consigo fazer as demonstra¢des mais rapidamente.

0™

Observacio 1. .

A

expressdo matemdtica da convergéncia para zero tem uma tradugcdo em linguagem humana:
Para qualquer abertura € > 0 do paquimetro,
existe um indice K € N,
a partir de K, ou ainda k > K, posso garantir (implica) que |si| < €, ou ainda, todos os termos da sucessao ficam dentro
da abertura do paquimetro.
Na demonstragdo de que limy % = 0 eu usei e num formato particular que simplificou muito a demonstragdo, eu provei
que se € = ﬁ entdo quando k > 10" % <e
Em geral os autores fazem uso da fun¢do menor inteiro maior ou igual entdo k é o menor inteiro menor ou igual a % < e

Com e = este menor inteiro maior ou igual % é exatamente 10™. Ficou mais simples.

1
10™

Geometricamente, se voc€ pegar um paquimetro, cuja imagem vocé pode ver na figura (??), pagina
??, vocé pode estabelecer uma abertura e, como estabelece a defini¢io e percorrer o grafico duma sucessdo
até encontrar o indice K, a partir do qual a sucessao fica confinada numa faixa de raio € em volta do eixo
OX como mostra a figura (fig ??), pagina ??. O paquimetro serve para determinar didmetros, aqui estou
usando para encontrar a largura ¢ duma faixa em que os termos da sucessao ficam confinados a partir de
um indice K. Se isto for possivel, para qualquer que seja €, vocé obteve

(k>K = |sg| <e€); (1.90)

vocé encontrou o indice K que corresponde a abertura e e a partir de K todos os termos da sucessao ficam
confinados numa faixa de largura € entdo limy, sy, = 0.
Como ja dei dois exemplos de tais sucessdes, posso tranquilamente falar que existe um conjunto

So = {s; s sucessdo que converge para zero}; (1.91)

e os dois exemplos acima mostram que Sy # (). Na lista de exercicios vocé vai encontrar mais exemplos
e vocé pode agora mesmo dar um salto até os exercicios e depois voltar para continuar lendo o texto.
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Figura 1.11: paquimetro e uma sucessio nula

1.7.3 Operacoes com os elementos de .5

Vou mostrar que este subconjunto de S das sucessdes que convergem para zero tem uma estrutura
algébrica muito rica.

1. Para todo nimero
reQ,sesesSy = rseSy (1.92)

: Suponha que s é uma sucessao que converge para zero, entdo s satisfaz a definicdo acima de convergéncia para
Zero e posso escrever, usando o simbolo e

(Ve>0) = FKeN)(k>K = |si]<e); (1.93)
(rk>rK = |rsg| <re); (1.94)

portanto com 7 K a defini¢dio ?? ?? € satisfeita para novo valor de ¢/ = re. Mas a definigdo foi modificada, r K ndo serd um
inteiro se r ndo for inteiro. Simples, tome | ||7||] em lugar de r e agora | ||rK ||| é um inteiro e a defini¢do ficou satisfeita

para um novo valor de €.

E que significa esta afirmac@o? Significa que o conjunto Sy € estdvel por multiplicagdo: K.Sy C Sy
para qualquer niimero racional /. Para acender sua curiosidade, esta sentenga significa que Sy €
um ideal do anel das sucessdes, assunto da Algebra!

E aqui eu posso falar baixinho um segredo, K * 0 = 0? Sim, eu vou querer depois definir Sy como
a classe do zero! E isto que é limite, sdo classes de equivaléncia que definem niimeros. Sy € um
ideal do anel das sucessdes, um subgrupo. E a classe do zero.

2. 5,t € Sy = s+t e Syque significa que Sy é fechado para adigdes. : Entdo as duas

sucessoes satisfazem a definigdo ?? ?? e posso escrever

Me>0) (K1 eN) (k> K1 = |sk|<e€); (1.95)
(Ve>0)(FK2 e N) (k> K2 = |tg]| <e€); (1.96)
Kmax Ki,Ke2 = |[sg] <eltr] <e¢ (1.97)
[sk + te] < skl + |te]l = |sk +tr| < 2e < 3¢ (1.98)

e a defini¢do de convergéncia para zero ?? ?? vale para o novo valor de 3e.
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Isto j4 comeca a fornecer uma estrutura algébrica ao conjunto Sy. Pode ser que (Sp, +) seja um
grupo com a operacdo de adicdo. A propriedade anterior confirma, porque se s € Sy entdo —s € Sy
tomando agora K = —1. Quer dizer que todo elemento em Sy tem um inverso aditivo.

Olha o segredo: 0 +0=0;—0=0; K «0=0...

. A propriedade comutativa € nata, uma vez que estarei somando sucessdes de nimeros racionais,

assim como as propriedades associativa e distributiva. Repetindo a soma de sucessdes é comutativa,
associativa e distributiva do produto em relacdo a soma. Com isto cheguei a que (Sp, +) é um
grupo comutativo. Confira a defini¢cdo de grupo, mas é a mesma estrutura que tem (Z, +) que é
um grupo. Os ideais dum anel sdo subgrupos do anel.

. Ses,t €Sy = |sk||tk] < €% < e quando eu escolher € < 1, para um valor mdximo das escolhas

de K que satisfizerem a condi¢do para cada uma das sucessdes s, t. Esta frase ficou complicada!
Para cada uma das sucessoes s, t e tenho indices K1, K5 que eu posso colocar na defini¢do de limite
e garantir que

lsk| <€, |ti] <€ (1.99)

mas considere o maior dos dois K7, Ko e chame-o de K e agora vale

E>K = |sg| <elte] <€ (1.100)
E>K = |sil|tel <€ <g¢ (1.101)
E>K = |sgllte] <€ (1.102)

Esta explicagdo extra que dei agora é um exemplo interessante, os autores muitas vezes atropelam as leitores
tirando conclusdes curtas como eu fiz, antes de me corrigir. Desconfie sempre que vocé ndo entender um texto
de Matematica, muito provavelmente o autor estd atropelando, tente abrir as contas que é uma giria muito
usada entre os estudantes de Matemética quando encontram um resultado meio complicado. E porque ficaram
escondidos os passos intermedidrios. Abra as contas!

Entdo (Sp, -) é fechado para multiplicagéo isto faz com que (S, +, -) seja um anel. Ou seja este
conjunto de sucessdes que convergem para zero é uma estrutura algébrica semelhante a (Z, +, -).
Mais um exemplo de anel.

E porque eu fiz a restricdo € < 1? Porque interessa-me garantir que s € Sy entdo s € uma sucessao
assintoticamente pequena, quer dizer, na desigualdade

lsk| < € (1.103)
eu vou precisar de escolher valores pequenos para €. Escolhendo € = 10% para grandes valoras de
n entdo € < 1!

E olha o segredo, Sy * Sg C Sp;0 % 0 = 0;

O primeiro sucesso de Sy é que limite(Sy) = 0, a fun¢do 1imite transforma todo a classe Sy em

uma Unica imagem, o nimero real zero.

Mas o maior sucesso de Sy consiste em que Sp+7; 7 € Q é um conjunto de sucessdes que “convergem
para r” que € a proxima defini¢do. Esta frase é incomum nos textos de Matematica, ninguém costuma

fazer previsdes antes de estabelecer a defini¢do, mas acho que cria um suspense pedagdgico fazer desta
maneira. Quero mostrar que Sy + r;7 € Q € o conjunto da sucessdes que convergem para 7 € preciso
agora definir o que significa uma sucessdo convergir para r, o que vou fazer alterando a defini¢do de
convergéncia para zero.
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1.7.4 Sucessoes que convergem parar € Q

Vou alterar a defini¢do de convergéncia para zero.

Definicéio 8. convergéncia Considere uma sucessio o = (oy,).
Digo que limy, o), = 1 se e somente se

(Ve)AK e N)(n > K = |lox —r| <e); (1.104)

Apenas troquei ||o|| < € por ||o — || < e.

Os elementos do conjunto Sy + r satisfazem a esta defini¢do, e reciprocamente se limy, o3, = r entdo
o € Sp + r, é outro sucesso da classe do zero Sy. Infelizmente eu ndo posso aplicar a convergéncia para
r ¢ Q as contas ndo fechariam.

Tenho que encontra uma alternativa para fechar a questdo. Recorro a Cauchy!

Mas se eu ndo posso escrever So+7; 7 ¢ Q eu tenho uma alternativa, inventada por Cauchy, eu posso
definir a equivaléncia entre duas sucessdes usando Sy que vai completar o seu sucesso:

Definicdo 9. Equivaléncia de sucessoes segundo Cauchy Duas sucessdes de niimeros racionais, s,1,
sdo equivalentes segundo Cauchy se e somente s —t € Sy.

Assim ficou resolvida a minha impossibilidade de escrever Sy + r;7 ¢ Q, quando duas sucessdes
definirem o mesmo nimero real, racional ou irracional, a diferenca entre elas pertence ao anel Sy.

Por exemplo, se duas sucessoes,s, t, tiverem 7 como limite, eu ndo poderia escrever para nenhuma
delas Sy + s porque eu ndo saberia como calcular a soma dum elemento de Sy com s e nem com ¢ mas eu
possa calcular s — ¢ e como elas definem o mesmo nimero, racional ou irracional, eu sei que s — t € Sy
terminando o sucesso deste anel.

Cauchy nao escreveu desta forma a sua equivaléncia entre sucessdes, em parte porque ele ndo co-
nhecia grupos e nem anéis que vieram como consequéncia do infeliz Galois que morreu num duelo para
defender a honra duma mulher, aos 21 anos, deixando um manuscrito em que revolucionou a Matematica
apenas com as ideias que ele conseguiu rabiscar nas véspera da morte que ele sabia era certa, o seu opo-
nente, cujo nome ninguém sabe, nada sabia de Matematica mas era um habil atirador. Para ver o que se
perdeu com este duelo, faca uma busca com a palavra-chave Galois

Vou traduzir a equivaléncia segundo Cauchy para o tempo de Cauchy:

Definicao 10. Equivaléncia de sucessoes segundo Cauchy dois Duas sucessdes de niimeros racionais,
s, t, sdo equivalentes segundo Cauchy se e somente

(Ve > 03K e N)(n > K = |5, —tn] < €); (1.105)

Observequesen > K = ||s, —t,| < €entdo isto equivale a que s —t € Sp. Foi genial a ideia de
Cauchy, como ele nio podia definir limite de uma sucess@o para um nimero irracional ele criou a classe
de equivaléncia das sucessdes que tivessem o mesmo limite, que entdo podia ser um nimero irracional.

Vou escrever a forma como Cauchy definiu sucessdo de Cauchy ele teve que caracterizar quando uma
sucessdo seria de Cauchy:

Definicao 11. Sucessdo de Cauchy Uma sucessdo s é de Cauchy se
(Ve>0) 3K eN)(n,m>K = |sp—sm| <e€); (1.106)

Sem duvida magnifica a ideia de Cauchy, ele criou um freio interno para definir quando uma sucessao
tinha que ter limite e mais do que isto, nem preciso me preocupar em calcular quanto vale o limite,
quaisquer dos termos sy, Sy, representam um valor com erro menor do que € para o limite da sucessao s.

O que se perdeu com
existéncia de armas de fogo.
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E vale para qualquer nimero r, racional ou ndo porque o nimero r nio aparece na defini¢do! Dizer que
|sk — sm| < € para qualquer e significa que a diferenga entre s e t pertence a S,.

Quando uma sucessio for de Cauchy, ela define um niimero racional ou irracional. Ao provar que
uma sucessdo é de Cauchy eu sei que ela tem limite e posso encontrar para qualquer erro € um valor
aproximado do seu limite. Uma sucessio é de Cauchy se e somente se ele tiver limite. Ou seja, se eu
conseguir provar que uma sucessdo é de Cauchy entdo eu sei que ela tem limite, e se este limite for um
nimero irracional, uma dizima nao periddica, eu uso uma abertura e do paquimetro para encontrar o valor
do limite desta sucessdo com erro e.

O método de Cauchy é muito pritico apesar de ser frequentemente etiquetado como muito teérico. E
raro um autor se referir ao critério de Cauchy como um método prdtico de aproximacdo. Usualmente ele
é apresentado como um método tedrico, o que ele €, mas € importante o seu aspecto de determinagdo da
aproximacao desejada, ou necessdria.

Vou logo em seguida usar o método dos matematicos gregos para encontrar o perimetro dum circulo,
27, que por ser um nimero irracional eles ndo conseguiram encontrar, mas tinha a certeza de que existia
pelo que disseram que o perimetro do circulo era incomensurdvel, ou seja, impossivel de ser medido.
Hoje sabemos que é um nimero irracional.

Como os gregos, nem eu nem os computadores conseguem escrever um nimero irracional mas po-
demos, eu e os computadores, trabalhar com aproximacdo arbitrdria de qualquer nimero, racional ou
irracional.

1.7.5 Sucessoes que convergem para 27

27 pode ser obtido de forma muito rudimentar com uma defini¢do geométrica que os gregos tonaram
muito conhecida, é mais simples do que /2, porque uma aproximagio para 27 pode ser obtida com
poligonos regulares convexos inscritos num circulo de raio 1, a sucessdo dos perimetros destes poligonos
€ uma sucessdo crescente para o limite que é 27. Outra forma de obter uma aproximagao para 27 é com
poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia de raio 1, resulta numa sequéncia decrescente para
o limite que € 2. Aqui vocé€ vé duas sucessées de Cauchy, que t€m o mesmo limite, consequentemente
duas sucessdes de Cauchy equivalentes, dois exemplos da classe designada pelo simbolo 27.

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé pode ver duas sucessdes, uma decrescente, a dos poligonos regula-

/home/tarcisio/tex/dicionario/AproximaPi.eps

Figura 1.12: dizimas que aproximam 27

res onde o circulo esta inscrito e a outra crescente, dos poligonos regulares inscritos no circulo. A figura
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mostra apenas dois elementos de cada sucessdo, um hexagono e um dodeciagono. Foram construidos
usando xfig que me permite produzir um poligono regular convexo com “um niimero arbitrdrio” de
lados a partir dum ponto escolhido e eu escolhi o centro do circulo.

1. Os poligonos circunscritos num circulo de raio 1, produzem uma sucessao decrescente que con-
verge para 2, considere o desafio ja proposto.

2. Os poligonos inscritos num circulo de raio 1, produzem uma sucessao crescente que converge para
27

No hexdgono regular convexo eu comecei a construgdo do processo de cdlculo da medida do lado que
vou descrever na sucessdo de equacgdes que seguem, depois delas vou traduzir para Python3 criando um
programa que calcula duas sucessdes, (1) dos perimetros dos poligonos inscritos e (2) dos perimetros dos
poligonos onde o circulo estd inscrito.

A sucessdo dos perimetros destes poligonos convergem para 2w que € o perimetro do circulo, uma
cresce para 27 e a outra decresce para 27.

Estou usando geometria e trigonometria do Ensino médio, nas equagdes estou usando o simbolo 2w
“representando” 360 graus radianos. porque vou traduzir as equagdes transformando-as em comandos da
linguagem. Python3. Vou escrever comentdrios depois da lista de equacdes que vocé pode pular se ndo
sentir necessidade de 1é-los.

7 = 4% atan(1) ~ 3.14159265358079323848; 0, = 2= = = (1.107)
P, =2 xnx (sin(theta)/cos(theta)); (1.108)

Dn = 2% n * sin(theta); (1.109)

Pooge = 6.283185513929453: (1.110)

Pogge = 6.283185203804657; (1.111)

Pyggs = 6.283185513929453 > 2 * pi ~ 6.28318530717958647696; (1.112)
Poggg = 6.283185203804657 < 2 * pi ~ 6.28318530717958647696; (1.113)

O programa em Python3 que produziu estes dados é

#! /usr/bin/python3
# —x— coding: utf-8 —-x-

def PerimetroInferior (n):
from math import cos,sin,atan;
pi = 4xatan(l)
I = range(6,n+1l);
n=6; theta = pi/n;
for n in I:
theta = pi/n;
print (n, 2+n*sin(theta))

def PerimetroSuperior (n):
from math import cos,sin,atan;
pi = 4xatan(l)
I = range(6,n+l);

Um segredo,
primeiro o autor
escreveu o programa
depois traduziu para
as equacoes!
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n=6; theta = pi/n;
for n in I:
theta = pi/n;
print (n, 2+*n=*(sin(theta)/cos(theta)))

quit ()

Este programa cria duas tabelas de 9999 linhas com duas entradas, n, P,, para o perimetro superior,
dos poligonos em que o circulo unitdrio estd inscrito, e n, p,, para o perimetro inferior, dos poligonos
inscritos no circulo unitdrio. O grafico mostra em verde a sucessdao dos perimetros superiores e em
amarelo a sucessdo dos perimetros inferiores. A aparéncia que os graficos sugerem € que as sucessoes, a
superior, em verde, e inferior, em amarelo, se confundem numa reta horizontal que fica entre 6.4 ¢ 6.2.

—o— Perimetro inferior
6.8 —e— Perimetro Superior

100 200 300 400 500

T
O valor aproximada para 27 com Python3 é
2m ~ 6.283185307179586;n = 9999 — P,, = 6.283185513929453; (1.114)
2m ~ 6.283185307179586; n = 9999 — p,, = 6.283185203804657; (1.115)

obtive o valor aproximado de 27 com um erro inferior a 0.0000004 comparado com valor, também apro-
ximado, que Python3 me oferece.

Estas duas sucessdes, a que converge para o perimetro do circulo por valores superiores e a outra que
converge para o perimetro do circulo por valores inferiores, sdo duas sucessdes equivalentes a Cauchy.
Se uma delas tiver limite, a outra tem o mesmo limite.

Depois de vérias tentativas eu consegui produzir um programa em Python que simula teste de Cau-
chy. Primeiro que tudo, observe que ndo é possivel produzir algoritmicamente este teste, € observe
também que mantenho o que ja disse, este teste ¢ eminentemente pratico, mas nao € algoritmico, ¢ um
teste matematico, precisa de inteligéncia matematica para fazer as contas, quero dizer, inteligéncia hu-
mana, porque nés matematicos somos humanos e somos os seres humanos, que produzimos toda a Ma-
temadtica existente que é agora explorada pela chamada IA.

Passo-lhe a nova versdo do programa em Python depois do qual volto a fazer comentarios. Penso
que vale a pena deixar os dois programas mostrando a evolucdo do meu trabalho. Apagar o anterior
esconderia que foi dificil produzir um programa melhor ao final.
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#! /usr/bin/python3

# —x— coding: utf-8 —-x-

def apeteco():
from os import popen;
print ("Aperte <enter> para continuar");
popen ("read teste");

def PerimetroInferior(n):
from math import cos,sin,atan;
pi = 4xatan(l)
I = range(6,n+l);
n=6; theta = pi/n;
for n in I:
theta = pi/n;
print (n, 2+n*sin(theta))

def PerimetroSuperior (n):
from math import cos,sin,atan;
pi = 4xatan(l)
I = range(6,n+l);
n=6; theta = pi/n;
for n in I:
theta = pi/n;
print (n, 2+n=*(sin(theta)/cos(theta)))

def TesteFalsoCauchy (epsilon) :
from math import cos,sin,atan;
pi = 4xatan(l);
I = range(6,10000); ### comegca com um hexdgono
for k in I:
theta = pi/k;
Pk = 2xkx (sin(theta) /cos (theta));
pk = 2xkxsin(theta);
if ((Pk-pk) < epsilon):
print ("Perimetro superior = ",Pk,"\n","Perimetro inferior = ",pk);

### ainda um teste falso de Cauchy!
def TesteCauchy (epsilon):
from math import cos,sin,atan;
import random

pi = 4xatan(l); num = random.random();num = int (num)
num = random.random();num = 200+*num;num = int (num);print (num)
I = range(6,10000); ### comeca com um hexdgono

for k in I:
theta = pi/k;
num = random.random();num = 200*num;num = int (num) ;
Pk = 2« (k+num) * (sin(theta) /cos (theta));
pk = 2xkxsin(theta);
if ((Pk-pk) < epsilon):
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print ("k= ",k,"Perimetro superior = ",Pk,"\n",
"Perimetro inferior = ",pk);

### PerimetroInferior (520)
TesteCauchy (0.0001)
quit ()

¢ Aideia fundamental nesta versdo do TesteCauchy (epsilon) foiousodo método random (),
para usa-lo € preciso importa-lo. Como na maioria das linguagens de programacao, este método cria
um aleatoriamente um nimero no intervalo [0, 1]. experimente usar e muito pequeno, o resultado:
nada vai aparecer, porque terd sido ultrapassada, a precisao da linguagem. Sugiro 0.00000001, no
meu computador nada apareceu, a precisdo da linguagem Python foi ultrapassada.

* Aumente um pouco o valor do erro e, retire um zero, depois outro zero, até que vocé obtenha algum
resultado. O método random () cria um valor aleatdrio dentro do intervalo [0, 1] o que me for¢ou
a multiplicar por 200 e transformar em inteiro int (num).

* O teste de Cauchy se refere a existéncia de um indice K, para todo erro €, de modo que se dois
indices m,n > K fica garantido que |p,, — pn| < €. Entéio o limite L da sucessdo é igual p,, a
menos de um erro ¢, ou seja, posso parar os cilculo quando chegar no indice n > K sabendo que
obtive L a menos de um erro €.

* Em programas de computador nélo existe “existéncia” que € um conceito exclusivo da Matematica.
Nao ha nenhum programa de computador que possa resolver a frase “existe K ...”.

* O meu novo TesteCauchy (0.0001) é uma simulac@o e se vocé o aplicar em uma sucessao
convergente, que tenha limite, vocé ird encontrar uma valor aproximado do limite. Nos exercicios
do fim do capitulo vocé vai encontrar exemplos. Mas se vocé o aplicar numa sucessao divergente,
as sucessodes que nao definem dizimas, o TesteCauchy (epsilon) ndo vai produzir nenhum
resultado porque ele ndo sabe o que significa ndo existe K ...

* Que ¢é que estd acontecendo? O programa estd lhe dizendo que a partir do primeiro indice listado, o
erro de aproximacdo ¢ €. Este € o objetivo do verdadeiro teste de Cauchy, lhe dizer qual € o limite
a menos de um erro estipulado.

* Deixei TesteFalsoCauchy (epsilon) junto com TesteCauchy (epsilon), ambos fal-
sos, para que vocé observasse a evolucdo do meu trabalho. Embora o programa seja um falso teste
de Cauchy ele € util para testar a convergéncia de sucessdes convergentes, mas ndo serd capaz de
informé-lo no caso negativo, quando uma sucessao nao for convergente, aqui entra 0 matematico.

Penso que consegui oferecer-lhe um algoritmo interessante para que vocé faca experimentos e assim
entenda o significado do verdadeiro teste de Cauchy.

Qualquer sucessdo convergente de nimeros racionais € uma sucessdao de Cauchy. Outra forma de
dizer isto é toda dizima produz uma sucessdo de niimeros racionais convergente para um nimero real. Se
a dizima for periddica o limite € um niimero racional, caso contrario € um nimero irracional, em ambos
0s casos um numero real. Um numero real € uma dizima,

e se for dizima periodica € um niimero racional,

* se ndo for periddica é um niimero irracional.
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Nesta sec@o eu construi o conceito de limite que é o conceito central quando se passa do conjunto
Q para este novo conjunto, R. Vou fazer um resumo do que foi feito em cima da experiéncia que vocé
ganhou ao longo da construcao.

Da mesma forma como os numeros racionais estdo distribuidos dentro de classes, também as su-
cessdes de nimeros racionais se agrupam em classes de equivaléncia. S@o as classes de equivaléncia
no sentido de Cauchy. Cada uma destas classes de equivaléncia corresponde a um tnico nimero real,
racional ou irracional.

As dizimas sao representantes das classes em que as sucessdes de nimeros racionais se agrupam.

Simbolos como /2, 7 sdo etiquetas que marcam classes de equivaléncia de sucessdes de nimeros
racionai.

Na impossibilidade de acessar um nimero irracional, a saida de Cauchy foi de recorrer as sucessoes
de nimeros racionais como um conjunto que continha o conjunto dos nimeros racionais, representados
pelas sucessdes constantes € mais muitas outras sucessoes inconvenientes como a sucessao dos nimeros
naturais entre muitas outras também inconvenientes por que ndo tinham limite. Mas o que seria “limite”?

Foi aqui que entrou a genialidade de Cauchy, ele separou as sucessdes em dois tipos,

1. aquelas que seriam de Cauchy definidas pelo freio que ele criou,
2. e as outras, as “inconvenientes’” como

(a) a sucessdo dos nimeros naturais,
(b) ou a sucessao dos nimeros primos,

(c) ouasucessio g, o = (—1)".

As sucessdes de Cauchy serviam para definir nimeros, porém havia muitas definindo o mesmo
nimero, e é aqui que entra o conceito de equivaléncia no conjunto das sucessdes de nimeros racionais
agrupando as sucessdes em classes de equivaléncia de forma bem parecida com as classes de equivaléncia
das fracdes. Cauchy conseguiu assim dois tentos:

* aproveitou um conjunto “maior”, S ja munido de uma estrutura algébrica, um anel (S, +, *),

* definindo as sucessdes de Cauchy ele eliminou as sucessdes inconvenientes formando o conjunto
‘R das sucessdes de Cauchy formado pelas classes de equivaléncia no sentido de Cauchy.

O novo conjunto R C & € o conjunto das sucessdes de nimeros racionais que sdo convergentes, elas
tem o freio definido por Cauchy. R € o conjunto de todas sucessdes de nimeros racionais que sdo de
Cauchy.

1. A fun¢do dizima leva a reta numérica, R, em R o conjunto das classes de equivaléncia no sentido
de Cauchy. A funcdo dizima ¢ injetiva, leva cada ponto da reta numérica em uma classe de
equivaléncia.

2. Afungdo limite leva R em R, transforma cada classe de equivaléncia no sentido de Cauchy em
uma unica dizima. A funcdo l1imite ndo € injetiva porque ela é aplicada em cada sucessdo de
qualquer classe de equivaléncia.

A funcdo dizima € injetiva, ela cria uma sucessdo a partir de uma dizima. A fun¢do limite leva
cada classe de equivaléncia em um unico nimero real. E ela preserva as operacdes do conjunto R:

1. Preserva a soma, 1imite de uma soma de sucessdes € a soma dos valores de 1imite de cada
uma das sucessoes.
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2. Preserva o produto, 1 imite de uma sucessdo multiplicada por outra sucessao de R € produto dos
dois nimeros reais que sdo as respectivas imagens por Limite de cada uma das sucessdes. Uma
outra forma de dizer isto € que 1imite preserva o produto de um elemento R na multiplicagdo por
um ndmero, porque os elementos de R sdo as classes etiquetadas pelos nimeros reais, elementos
da reta numérica.

3. A'imagem de Sy € o 0 da reta numérica.

4. A imagem de Sp + 1 € o 1 da reta numérica. Observe que 1 representa duas coisas diferentes, a
classe das sucessdes que convergem para 1 em Sy + 1 e o nimero 1 da reta numérica.

Todas as classes de equivaléncia que formam o conjunto R sdo da forma Sy 4 r em que 7 é um ponto
da reta numérica. Mas nés nio sabemos escrever Sy + 7 ¢ nem Sy + /2. Isto é um problema? Nao!
Mas nés sabemos escreve aproximagées para muitas destas classes como eu mostrei com a sucessdo dos
perimetros dos poligonos regulares convexos, para o caso de Sy + 27. Os programas de computagio que
levam foguetes para entrar em Orbita, com extrema precisio, usam esta aproximagdes de alguns poucos
nimeros irracionais que ndés conhecemos e hd uma infinidade de nimeros irracionais que sabemos que
existem mas nem nos preocupamos em calcular aproximagdes para eles porque nio precisamos.

1.7.6 O salto de cardinalidade

Os numeros reais representam um salto neste processo que estou construindo. Um nidmero real é
um limite e aqui vale lembrar que Richard Courant dizia que este conceito era o limiar da Matemadtica
Superior, entdo vocé atravessou uma etapa dificil, apenas lembrando, a Matematica foi construida e segue
sendo construida por seres humanos iguais a mim e a vocé portanto os conceitos dificeis, como € o caso
dos nimeros reais, nao sdo obras de génios, se é que existem génios. Esta secdo foi um convite ao salto
da passagem de Q para R.

Falei de salto e aproveito para lhe contar que Cantor foi que quem descobriu que havia um salto
entre Q e R, o salto de cardinalidade. . Dizem que Cantor morreu doido porque ninguém em sua época
entendeu o que seria este conceito e parece que ele mesmo comegara a duvidar de que estivesse certo.
Nio vou entrar muito no que significa o salto de cardinalidade que é um conceito que pertence mais a
16gica mas sugiro que faca uma busca com esta palavra chave para ler um pouco mais a respeito.

Vou falar de cardinalidade lhe dizendo

1. os conjuntos se dividem em duas grandes classes, conjuntos finitos e conjuntos infinitos,

2. para os conjuntos finitos, a cardinalidade é o niimero de elementos do conjunto, entdo {a, e, i, 0, u}
tem classe de cardinalidade 5 que corresponde ao nimero de elementos deste conjunto de vogais
do alfabeto portugués, sueco tem 8 vogais . ..

3. para os conjuntos infinitos ndo tem mais sentido falar em ntimero de elementos e os conjuntos
infinitos se distribuem em classes de cardinalidade, N, Z, Q se encontram na mesma classe de
cardinalidade porque € possivel definir uma funcao bijetiva entre quaisquer um deles. Sao conjuntos
ditos “contaveis” que significa que é possivel estabelecer uma bijecdo entre N e qualquer outro
conjunto contavel. O conjunto dos astros do Universo estd nesta classe, como o Universo ¢ infinito
da mesma maneira ¢ infinito o conjunto dos astros do Universo, um conjunto “contdvel”, como o
conjunto de todas as particulas que formam o Universo, e a Fisica hoje se aproxima cada vez mais
da matéria como um agregado de particulas.

4. Aqui vem a primeira mengdo ao salto de cardinalidade de Cantor, R, C estdao em outra classe de
cardinalidade cardinalidade do continuo, e as classes de cardinalidade separam os conjuntos, ndo
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ha nada intermedidrio entre as classes. Esta afirmag@o Cantor ndo conseguiu provar e nem conse-
guiu convencer os matematicos de sua época de que fosse verdade. Foi preciso que se passassem
100 anos para um légico concluisse que o salto de cardinalidade de Cantor era um axioma da
Matemadtica. Cantor estava tentando demonstrar um axioma da Matemdtica!

5. O conjunto das fungdes definidas num intervalo [a, b] da reta e tomando valores em R estd em outra
classe diferente das anteriores. Embora, com frequéncia se diga esta cardinalidade é maior que as
anteriores, este adjetivo € usado de forma imprépria porque cardinalidade nao é nimero e sim uma
classificacao.

1.8 A exponencial e o logaritmo complexos

Ainda hoje existe um preconceito relativo aos niimeros complexos, de que eles sdo um conceito dificil.
Eu terminei o Ensino Médio com conhecimentos bem fragmentados de Matemética, meu pai sonhava que
eu me formasse em Direito, me conduziu nesta dire¢@o e eu até fiz o vestibular de Direito e depois terminei
caindo na Matemadtica onde penei até me equilibrar ficando varias vezes reprovado. Mas eu aprendi
os nimeros complexos no Ensino Médio porque tive um professor de Matematica que vibrava com os
numeros complexos € me passou esta vibracdo. O Célculo fica muito mais fécil se for desenvolvido
usando os nimeros complexos e eu vou usi-los neste livro.

Um nimero complexo é um niimero da forma a + bi

a + bi; (1.116)
a,beR;i=+/-1 (1.117)
Estes nimeros surgem naturalmente como solug¢des de equagdes do segundo grau quando o determi-

nante de equagdo for negativo entdo a formula de Baskhara produz dois niimeros complexos. Confira o
exemplo,

az? +br+c=0 = g= —tEPdac, (1.118)

A=V —4ac<0 = x¢R (1.119)

¢ = =bEVPodae _ VAN 2 4 (1.120)

A<0 = -A>0 = VA=+/(-1)(-A) =+iv/-A;i=+—1 (1.121)
A<0 = p==0Fd = byl — gy (1.122)
22-3x+5=0 = A=-11 = VA==+i/11; (1.123)

22 —3r+5=0 = o {31l 3=ivily, (1.124)

a+bie {34 3 vy (1.125)

Quando A < 0 se define vVA = i\/—A confira equagio (eq.121) fazendo aparecer os niimeros com
o formato a + bi;a,b € R, na equacdo (eq.122) ou ainda na equagdo (eq.124).
Observe que esta invenc¢do expande uma propriedade dos nimeros, agora

Vab = /aVb; (1.126)

que somente valia para os nimeros reais positivos e agora vale para qualquer niimero complexo e os
nimeros reais sao nlimeros complexos.

O nome que estes niimeros adquiriram caracteriza o preconceito que durante muito tempo eles carre-
garam quando eles ndo eram considerados nimeros e inclusive esta denominag@o criou, e segue criando
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dificuldades na assimilagio destes nimeros no ensino da juventude. Confira complexo, niimero para obter
mais informagdes sobre o conjunto dos nimeros complexos, sua estrutura algébrica.

Praticamente tudo que se possa dizer sobre os nimeros reais, também pode ser dito sobre os nimeros
complexos. Existe uma excecdo importante a esta regra, que € sobre a relacdo de ordem. O conjunto dos
nimeros reais € um corpo totalmente ordenado, quer dizer, todo subconjunto KX C R que seja limitado,
tem um supremo b e um infimo, a. dois nimeros reais Gnicos que determinam um intervalo, K C [a, b].

O conjunto dos nimeros complexo nao possui uma relagdo de ordem perfeita como é a ordem em R:
todo conjunto limitado de ndmeros reais tem um supremo e um infimo, e esta afirmacao nao pode ser feita
para o conjunto dos nimeros complexos. Por exemplo, a bola unitdria é limitada e ndo estd contida em
nenhum intervalo. Quando vocé avangar em Matemadtica vai ver que o conjunto dos nimeros complexos
tem uma propriedade substituta, todo conjunto limitado tem um médulo maximo, em outras palavras,
todo conjunto limitado do conjunto dos nimeros complexo estd contido numa bola, é a propriedade do
mddulo maximo.

Tem mais coisa que tornam os dois conjuntos diferentes e vou mostrar isto quando tratar das funcdes
complexas num préximo volume desta colecdo.

No préximo capitulo vou voltar aos nimeros complexos sob a forma de vetores. Antes de terminar
vou fazer uma breve lista de operacdes com os nimeros complexos.

A notag@o que eu vou usar é a chamada forma polar em que se expressa um nimero complexo como
um miltiplo de um elemento do circulo unitdrio S'. Faco-lhe a sugestdo de verificar todas estas férmulas
e se habituar com elas porque aparecem com frequéncia nos célculos. Ao fazer estas contas vocé estard
certificado como conhecedor dos nlimeros complexos.

u = (a,b) = p(cos(a),sin(a)); p = |Jul| = Va2 + a2; (1.127)
v = (p,q) = a(cos(B),sin(8)); 0 = [[v]| = \/p* + ¢% (1.128)
u+v=(a+pb+q);uv =ap— bqg+i(aq + bp); (1.129)
< u,v >=ap + bg = |u||v|cos(7); (1.130)
u,v € St = < wu,v>=ap+ bq = cos(y); (1.131)

Au = (Aa, Ab); A € R; (1.132)

% = (a, —b) conjugado de u; (1.133)

utt = (a+bi)(a — bi) = a® + a® = ||Jul|?; (1.134)

Lo Eru#0 (1.135)

Mas, para terminar, faco-lhe um alerta, todos os livros de Cdlculo ignoram os nimeros complexos e
com isto ajudam a manter o terror injustificado que eles infundem nos estudantes. Fazer célculos com
os numeros complexos € apenas duas vezes mais dificil porque eles t€m duas coordenadas, na verdade
quatro vezes mais dificil, observando que o produto de nimeros complexos envolve o calculo de quatro
expressdes. E o ganho que se tem adotando os nimeros complexos € imenso.

Exercicios 1. 1. Indugdo finita

Pratique o principio da indugdo finita para verificar quais das férmulas sdo verdadeiras.

(2) VLIF)]
2" < nl (1.136)

(3) (VILIF)]
n>3 = 2"<nl (1.137)
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(5) (V)LIF)]
(1+7)">1+nr (1.138)

(7) VLIF)]
r>-1 = (1+4+r)">1+nmr (1.139)

(11) (V)[IF)]
prtl

r#l1 = 1+r+7“2+-~-+r"=71;
r—

(1.140)

gabarito:

2. Indugdo finita Pratique o principio da indugdo finita para verificar quais das formulas sdo verda-
deiras.

(2) (VMLIF)]

n< 2" (1.141)

(3) WVLIF]
A+24--4n)?=134+22+...4n3 (1.142)

(5) (VLIF)]
LU 4224 +nnl = (n4+1)! - 1; (1.143)

(7) VILIF)[]
(@)2:13+23+...+n3; (1.144)

(11) (V)[I(F)[]
12+22+m+n2:n(n+1)(2n+1); (1.145)

6
gabarito: 2310

3. Divisdo euclidiana A mde chega em casa com um pacote contendo n amoras e tem p filhos.

(2) (V) [(F)[ ] Se p for um divisor de n ndo haverd problema, cada um dos filhos receberd

(3) (V)[ I(F)[ ] Se p for um divisor de n ndo haverd problema, cada um dos filhos receberd b

(5) (V)[ [(F)[ ] Se p ndo for um divisor de n a mde fard a divisdo euclidiana de n por p tendo
por resto r entdo f > p e a mde comerd r amoras para evitar uma briga.

(7) (V) I(F)[ ] Se p for um divisor de n a mde fard a divisdo euclidiana de n por p tendo por
resto r entdo f < p e a mde comerd r amoras para evitar uma briga.

(11) (V)[ J(F)[ ] a mde fard a divisdo euclidiana de n por p tendo por resto 0 entdo a mde ndo
comerd nenhuma amora.

gabarito:

4. O grupo aditivo dos inteiros

3x4+5=17 (1.146)
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(2) (V) I(F)[ ] A seguinte sequéncia resolve a equagdo do caput da questdo:

3z +5=17; (1.147)
3z = 22; (1.148)
a equagdo é impossivel em Z; (1.149)

(3) (V)] [(F)[ ] A seguinte sequéncia resolve a equacdo do caput da questdo:

3z +5=1T,; (1.150)

3r =12; (1.151)

T = % = 4 dividindo ambos os membros por 3; (1.152)
(1.153)

(5) (V)[ I(F)[ ] A seguinte sequéncia resolve a equagdo do caput da questdo:

3z +5 =17, (1.154)

B3z +5)—-5=17-15; (1.155)

3x + (5 —5) = 17 — 5; pela prop. comutativa ; (1.156)

3r =12 = x = 4 dividindo ambos os membros por 3; (1.157)

(7) (V) I(F)[ ] A seguinte sequéncia resolve a equacdo do caput da questdo no conjunto dos

inteiros;
3z +5=1T,; (1.158)
v+ 3 =1, (1.159)
5 5 _ 17 _ 5.
T+3—35=%—35; (1.160)
(11) (V)[ ](F)[ ] A seguinte sequéncia resolve a equagdo do caput da questdo no conjunto dos
inteiros;
3z +5=1T, (1.162)
5 _ 17.
5 5 _ 17 _ 5.

O método é ilegal porque % ¢ 7.

gabarito:

5. grupo de fungoes

Considere o conjunto V- = {a,e,i,0,u} e o conjunto F das funcdes injetivas f definidas em 'V e
tomando valores em V.

(2) (V)[I(F)[ ][ € F értambém sobrejetiva e permuta os elementos de V, quer dizer que f(V)
é um arranjo, sem repeticdo, dos elementos de V. Posso identificar f com a imagem f(V'),
uma permutagdo do conjunto V.
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(3) (V[ I(F) ] f € F tem uma funcdo inversa, g, definida em'V e tomando valores em V. Quer
dizer que fog = gof é a fungdo identidade definida em V.
(5) (V)[ ](F)[ ] O conjunto das funcées injetivas f,g de V em V ¢é finito e tem 5! elementos.

(7) (V)[ I(F)[ ] Dadas duas fungées injetivas f,qg de V em V, a composta fog também é uma
Sfungdo injetiva de V em V. O conjunto das fungdes injetivas definidas de V em 'V é fechado
para a composicdo de funcoes e dadas trés funcoes de Vem V, f, g, h entdo

(fog)oh = fo(goh) vale a associatividade ; (1.166)

(11) (V)[ J(F)[ ] O conjunto das fungées injetivas de V em V é um grupo com a composi¢do de
fungdes. Se eu identificar f = {e,a,i,0,u} e g = {i,a,e,0,u} entdo fog # gof logo o
grupo das fungées injetivas de V em V é um grupo ndo comutativo.

gabarito: 2310

6. Sucessoes de niimeros racionais Selecione as construgdes corretas para determinar K, da definigcdo
de convergéncia para zero, dado ¢, nas sucessées o definidas abaixo.

(2) (VMLIF)]

o(k) =53k > 0; (1.167)
olk)y<e = £ < o T pOSitivo; (1.168)
10" < T+3 = n< log(k+3) (1.169)
K =n=llog(#s)] = lok)] <e= g (1.170)
(3) (VLIF)]
1
o(k) = 7 k> 0; (1.171)
Esta sucessdo é decrescente: o(k + 1) < o(k) entdo tomando ¢ = + ¢ K = n é verdade que
1
BK) K =nVk>K = o(k)<e= 7 (1.172)
entdo K = n na definicdo de convergéncia para zero.
(5) WML
log(k
o(k) = ng( ); (1.173)
Esta sucessdo € decrescente: o(k +1) < o(k)
log(k
o(k+1) = gkt
O'(k’) - O'(k + 1) log(k) logk(-licjltl) (k+1)log((k—~)_1)klog(k+1);
(k+1)log(k)—klog(k+l) _ klog(k)+log(k)—klog(k+l).
(k+1)k - (k+1)k
(k+1)log(k)—klog(k+1) __ klog(k)— klog(k+1)+log(k)
(k+D)k = (k+Dk
(k+1)log(k)—klog(k+1) __ k(log(k) log(k+1))+log(k)
(k+Dk (k+1)k

(1.174)
(1.175)
(1.176)
(1.177)
(1.178)

(k+1)log(k)—klog(k+1) __ k(log(k/(k+1)))+log(k) >0 = o‘(k) _ U(k’—i— 1) >0 = U(k‘) > U(k 4(]1)779)

(k+1)k (k+1)k
(Vk)o(k) > o(k + 1);

(1.180)
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Para qualquer sucessdo decrescente e positiva, a constante K na defini¢do de convergéncia
para zero é K = n, e = o(n) porque:

(VE)(k > n)(o(k) < € = o(n)) (1.181)

entdo K = n na definicdo de convergéncia para zero. Esta sucessdo é um exemplo classico
no estudo das sucessoes, um elemento de S, que decresce para zero muito lentamente. Esta
escolha de K, € serve para todas as sucessdes positivas que sejam decrescentes.

(7) (V) I(F)[ ] Dadas duas sucessdes o, T se for possivel provar que elas sdo Cauchy-equivalentes,
e se uma delas tiver limite, a outra também tem o mesmo limite, ou equivalentemente, ambas
se encontra na mesma classe de equivaléncia a Cauchy, a fun¢do 1imite tem como imagem
de qualquer uma delas a mesma dizima.

(11) (V)[ J(F)[ ] Considere o(k) = _le Como ||lo(k)|| = % e como sei que T(k) = & é conver-
gente, vou verificar se o, T sdo Cauchy-equivalentes.
B _ se k for par %;
low = 7l = { se k for impar 0; (1.182)
K=2n = (Vk>K)(|lox— 7| <e=5); (1.183)

2n

o0 que prova que o, T sdo Cauchy-equivalentes! E como T € S, entdo o € S,.

gabarito:

7. Multiplicacdo geométrica

Afigura (fig ??), pdgina ??, mostra algumas multiplicacdes geométricas, hd duas retas concorrentes,p, q

A multiplicagido geométrica

reta multiplicadora

As retas multiplicadoras
passam por aqui.

Figura 1.13: Multiplicagio geométrica

no ponto (0,0). Em p estd marcado o nimero 1 por onde passa a reta identificada como “reta
multiplicadora” que vai encontrar a concorrente,q, no resultado da multiplicacdo. Identifique as
afirmagaes corretas.

(2) (V) [(F)[ ] A retars passa em —1 e representa, com a reta que lhe paralela, a multiplicagcdo

(=1)* (=1).
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(3) (V) [(F)[ ] A retars passa em —1 e representa, com a reta que lhe paralela, a multiplicagcdo
1% (—1).

(5) (V)[ I(F)[ ] A reta ro passa em n e representa, com a reta que lhe paralela, a multiplicagcdo
m *n.

(7) (V) I(F)[ ] A reta r passa em 3 e representa, com a reta que lhe paralela, a multiplicacdo
2% 3.

(11) (V)[ J(F)[ ] A reta r1 passa em 2 e representa, com a reta que lhe paralela, a multiplicacdo
2 % 3.

gabarito:

8. Multiplicacdo geométrica

Considere a figura (fig ??) em que hd duas retas concorrentes,p, q no ponto (0,0). Em p estd mar-
cado o niimero 1 por onde passa a reta identificada como “reta multiplicadora” que vai encontrar
a concorrente,q, no resultado da multiplicacdo. Identifique as afirmagdes corretas.

(2) (V)[ ](F)[ ] Se a “reta multiplicadora” passasse nos pontos 1 € p e 2 € q uma paralela a ela,
passando pelo ponto 2 € p, iria encontrar a reta q no ponto 4.

(3) (V)[ ]J(F)[ ] Se a “reta multiplicadora” passasse nos pontos 1 € p e 4 € q uma paralela a ela
passando pelo ponto 2 € p, iria encontrar a reta q no ponto 8.

(5) (V) I(F)[ ] Se a “reta multiplicadora” passasse nos pontos 1 € p e 5 € q uma paralela a ela
passando pelo ponto 2 € p, iria encontrar a reta q no ponto 10.

(7) (V) I(F)[ ] Se a “reta multiplicadora” passasse nos pontos 1 € p e —5 € q uma paralela a
ela passando pelo ponto 2 € p, iria encontrar a reta q no ponto —10.

(11) (V)[ J(F)[ ] Se a reta “multiplicadora passasse” nos pontos 1 € p e —2 € q uma paralela a
ela passando pelo ponto —2 € p iria encontrar a reta q no ponto 4.

gabarito:

9. fatoragdo de polindmio,o niimero e

(2) (V)] [(F)[ ] Para dois niimeros a, b vale a identidade

n<m;p=m-—n,; (1.184)
a™ — aPb™ = aP(a™ — V") = (1.185)
=af (a" ' 4+a"2b+ -+ ab" 2+ b"7) (a — b); (1.186)

(3) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo o,, = (1 + %)" é crescente;

O o (1+%)nL _ (1_"_%)7n—1(1+#) (1+#)77L71(1+%) .
Om—_1 (1+ﬁ)m—1 - (1+ﬁ)m—l Z (1+i)m,1 5 (1187)
o At ! ,
Om—1 — (1+#)m—2 2 1’ (1'188)
ezl = om = omoy; (1.189)
m>n = oy >0 (1.190)

a sucessdo o, é crescente.
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define f(m) {return power(l + 1/(m+a),m);} ### a>0 m > a , crescente
define g(m) {return power(l + 1/(m-a),m);} ### a>0; m > a, decrescente
contador =0;

for (m=11;m<20000; m++) if(g(m)> g(m-1)) contador++; contador;

contador =0;

for(m=11;m<20000; m++) if(f(m)< f£(m-1)) contador++; contador;

(5) (V)[ I(F)[ ] Considere a sucessdo 1, = (1 + ﬁ)” quando n > 1.

=14+ 29" = ()5 (1.191)
T A+ (g59)" 2
mil = (1+%)’i+1 = (%)k+1 = (kzkfl)kkiﬂ; (1.192)
k=2 = 2=(3)%3=2>1 = n>n (1.193)
Hipotese de inducdo k = n;
T n? \n_n . (1.194)
il (ng_l) o | >1 = 7, > Tn+1;
_ Tn _ (n+1)2 n+ln+l,
Tn (n+1)®> \n+1 n (n+1)? n_.
i <(n‘i1)7271) e > ((n‘i1)7271)"nT17 (1.196)
n+1)>2 n n n?> \n_n .
() oty > ()" oy > 1 (1.197)
Tn n? n
% >1 = Tpy1 > Tnto; (1.199)
a sucessdo T, € decrescente e T, > 0.
(7) (V)] J(F)[ ] Dadas duas sucessées, T, 0, se
Ty, € decrescente;
oy, € crescente; (1.200)

(Yn)1, > op > 0;

(Ve)(0 < e< )1y, — oy < €
entdo as duas sucessoes pertencem a mesma classe de equivaléncia no sentido de Cauchy, ou
equivalentemente, definem o mesmo niimero real.

(11) (V)[ ](F)[ ] A distancia entre 1, e o,, é menor do que € arbitrdrio, positivo e tdo pequeno
quanto se queira.

To—on =1+ 5)" = (1+ )" (1.201)

a” =71, b" =0, = (1.202)

(a" =b") = ((1+ 72)" 7+ (L4 )" (A ) + -+ (1.203)
+o 1+ DG - L) (1.204)

(a" = b") < L+ )l (1.205)

(" —=b") =7, —0p, < (1+ 25)" 7L (1.206)
(@ = ") =7 — 0 < (14 2157)" Ly (1.207)

|70 — 0| = Tn — 00 < Ty < 2245 (1.208)

|Tn —on| < 225 =€ (1.209)
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Dado € = nT_zl a distdncia entre T,, e 0, € menor do € entdo estas duas sucessoes se encon-
tram na mesma classe de equivaléncia de Cauchy e definem o mesmo niimero real e. Dado €
posso escrever o valor de e com um erro menor do que € da defini¢do de sucessio de Cauchy,

Tip00 = 2.7196422164428503654 > 2.71828182845904523536 ~ ¢; (1.210)
e ~ 2.71828182845904523536 > 01900 = 2.71692393223589245738; '
o erro € nestas aproximagoes é € = 0.002.
gabarito:
10. fatoragdo de polinémio,o niimero e
Considere a sucessdo
1\ F
ok = (1 + k) ; (1.211)

(2) (VMLIF)]
(3) VILIF)]
(5) (VMLIF)]
(7) VLI ]
(11') VL IE) ]

gabarito:
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Capitulo 2

O espaco e as variedades lineares

2.1 O espaco cartesiano

Neste capitulo eu vou discutir o espaco geométrico o cendrio em que as curvas vao ser analisadas. A
Geometria Analitica foi criada para aplicar os métodos da dlgebra e da aritmética as relagcdes geométricas,
comumente ligada ao nome de René Descartes que teria sido o idealizador do sistema de coordenadas
cartesianas.

Meu ponto de partida serd a reta numérica, R, seguida do plano numérico, designag¢ao que ninguém
usa, ele se chama plano cartesiano mas é uma continuagdo da numerizacio da reta agora para o plano. E
o produto cartesiano da reta numérica por ela mesma, o R?2 =R x Refinalmente, o R? = R xR xR,
0 espago cartesiano.

A Geometria Analitica define as equagdes de alguns lugares geométricos, como retas, planos, circulos,
elipses, pardbolas, hipérboles, as chamadas conicas. E foi uma inveng@o revoluciondria que alcangou
muito além do que seus idealizadores podem ter pensado na época. Hoje eu posso definir retas, pardbolas,
planos, circulos, elipses, e hipérboles com equagdes que podem ser usadas por programas de computador
0 que tornou possivel as ousadas viagens espaciais que a Humanidade jé fez pelo Universo. Isto apesar
de que nio haja no Universo nenhuma reta, nenhum plano, nenhuma circunferéncia. . .

Eu vou desenvolver as ferramentas de descri¢ao e medi¢cao do espaco que serdo utilizadas nos capitulos
seguintes para descrever e usar os entes geométricos em programas de computador.

O sistema de coordenadas cartesianas basicamente identifica os pontos da reta numérica com um
nimero real e € isto que chamamos de coordenada dum ponto na reta. Quer dizer que vou numerizar a
reta. Depois o plano € o produto cartesiano de duas retas e consequentemente eu vou numerizar o plano
e em seguida o espago tridimensional. Assim vou poder descrever objetos geométricos com equacdes
algébricas e usd-los em programas de computador.

Ao identificar um ponto, numa reta qualquer, como sendo o zero, a direita do qual, por convencio se
identifica um outro ponto como sendo o 1 como vocé pode ver na figura (fig ??), pagina ??, entdo foi

/home/tarcisio/tex/dicionario/retanumericall.eps

Figura 2.1: reta numérica, representagio geométrica de R
criado uma sistema para ‘“numerizar a reta” ou “digitalizar a reta”. Desta forma a reta deixa de ser apenas

um ente geométrico e passa agora a ser uma representagdo do conjunto dos nimeros reais R como eu ja
usei no capitulo anterior na construgdo de R.
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¢ Ao escolher um ponto para representar o zero eu divido a reta em duas semirretas.

* A escolha dum ponto para representar o nimero 1 seleciona uma das semirretas como a semirreta
positiva, mas fez mais do que isto definiu um segmento de reta com medida 1 o que me permite
propagar pela reta numérica todos os nimeros inteiros usando, por exemplo, um compasso para
marcar os inteiros positivos e negativos.

* Os ndmeros negativos sdo marcados na semirreta negativa, naturalmente.

E o que vocé estd vendo na figura (fig ??), pagina ??.
A semelhanga de tridngulos me permite registrar a posi¢do dos nimeros racionais que nio sejam
inteiros, confira a figura (fig ??), pagina ??, onde vocé€ pode ver as fragdes da forma

/home/tarcisio/tex/fundamentos/racionais.eps

Figura 2.2: fragdes tridngulos semelhantes

p

Lo<p<7{0=
-0<p< i1

= 1}; (2.1)
Este dispositivo, que usa apenas a semelhanga de tridngulos me permite dividir qualquer segmento
usando qualquer que seja o denominador com grande precisdo. Na figura eu usei a divisdo por 7 que
ndo é das mais ficeis. Na reta que aparece obliqua, eu selecionei um segmento que repeti 7 vezes e
depois projetei a sequéncia de segmentos no intervalo [0, 1] da reta horizontal, e vocé pode fazer isto com
qualquer denominador. . .
A reta numérica herda da reta geométrica uma propriedade importante dos segmentos de reta, confira
s a figura (fig ??), pagina ??,

3 isto
litica. « dois pontos diferentes, A e B, determinam um segmento de reta,
* no segmento de reta AB tem um ponto, C diferente dos extremos,

e e existe um ponto D que fica fora do segmento.

* Como a reta real € orientada, agora ela se chama de reta numérica, entdo o ponto que fica fora do
segmento de reta, que agora chamamos de intervalo, pode ser maior do que B ou menor do que A,
confira a figura (fig 2?).
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/home/tarcisio/tex/dicionario/GeometrialAnallitica_01.eps

Figura 2.3: segmentos de reta na reta orientada

A propriedade arquimediana da reta

Para os niimeros a propriedade adquire a redacdo “entre dois niimeros diferentes quaisquer, sempre
tem outro entre eles, um terceiro que é maior dos que estes dois e um quarto que é menor do que eles
todos”.

Isto é consequéncia da escolha do 0 e do 1 criando uma ordem na reta.

Em simbolos ficaria assim, em que R representa a reta numérica

a,beR;a<b; = (FceR)(a<ec<Db); (2.2)
a,beR;a<b; = (IdeR)(a<b<d); (2.3)
a,beR;a<b;, = (HeecR)(e<a<b<d) 2.4)

e posso iterar esta propriedade indefinidamente porque a reta é infinita, consequentemente o espago é
infinito.

Todas as propriedades da reta geométrica se aplicam a reta numérica, mas a reta numérica € uma reta
especializada que tem mais propriedades do que a reta geométrica o que a transforma no conjunto dos
ndmeros reais, como eu ja fiz no capitulo anterior.

A reta numérica € o conjunto R. Vocé pode estar observando que acabei de construir, geometri-
camente, o conjunto R. Fica a pergunta, entdo esta construcio substitui a construcdo feita no capitulo
anterior? A resposta é nao! Um ndmero real é um limite e as duas construgdes se complementam, algu-
mas vezes € mais facil mostrar propriedades dos nimeros usando a constru¢ao geométrica e na construgao
geométrica eu nao pude falar de limite.

Vou agora considerar um par de retas numéricas concorrentes no zero como mostra a figura (fig ??),
pagina ??. Posso agora “numerizar” o plano. Com trés retas podemos numerizar o espago 3D e assim
por diante. A figura (fig ??) é uma representacio do produto cartesiano R x R = R? criando o plano
numérico. Mas esta denominacio ndo € usada, o plano numerizado é chamado de o plano coordenado
em oposi¢do ao uso que se tem de chamar a reta numerizada de reta numérica.

2.2 Algebra linear

Qualquer livro de Algebra linear tem 400 paginas entdo vocé vai encontrar aqui 0 resumo necessario
para fazer a Geometria Analitica. Se trata duma algebra vetorial, algebra linear, porque seus elementos
basicos sdo os vetores em oposi¢do ao primeiro capitulo em que os objetos basicos foram os nimeros.
Mas os vetores, como os nimeros, fazem parte duma estrutura algébrica, o espaco vetorial é a estrutura
algébrica dos vetores.

Um espago vetorial € uma dlgebra, uma estrutura mais fraca, que tem menos propriedades, do que R
que ¢ um corpo onde se pode resolver qualquer equagdo do primeiro grau e algumas do segundo grau. ..
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/home/tarcisio/tex/dicionario/GeometriaAnalitical2.eps

Figura 2.4: Sistema de coordenadas cartesianas

2.2.1 Exemplos de espaco vetorial

Deixe-me comecar com alguns exemplos bem conhecidos para que vocé se sinta a vontade com a ex-
periéncia que vocé ja tem. Na verdade serd esta a 16gica da construcdo neste capitulo, eu vou apresentar-
lhe conceitos alguns dos quais serdo novos e entdo serd mais facil usar exemplos que apresentem os
conceitos como se voce estivesse aprendendo uma nova lingua e os vocdbulos estivessem lhe sendo apre-
sentados com figuras, os exemplos, dentro de frases para que vocé€ adquira a 16gica do uso dos novos
conceitos. Espero estar ajudando.

O plano complexo

No capitulo anterior eu lhe apresentei o conjunto dos niimeros complexos como um conjunto numérico.
Agora eu vou identificar cada niimero complexo com um vetor u = x + 4y e o plano complexo é formado
pelo eixo real e o eixo imagindrio que sdo duas direcdes independentes:

u=x+1y=0 = x=0ey=0; 2.5)

Eu j4 identifiquei, i = +/—1, que ndo é um nimero real e é o que justifica a independéncia da equagio
anterior. Eu quero ver ¢ como sendo o vetor unitdrio do eixo imagindrio como 1 é o vetor unitirio do
eixo real. Sao as duas dire¢des independentes do plano complexo.

Tudo que foi dito sobre os nimeros complexos como niimeros, segue valendo agora para os nimeros
complexos como vetores, claro, os nimeros complexos tem propriedades que os vetores ndo tem, eles sao
um caso particular de vetor.

Um aspecto importante dos nimeros complexos, como vetores, € um subconjunto particular, o circulo
trigonométrico, dos nimeros complexos de médulo 1, St. Todo nimero complexo tem uma imagem
sobre S! que pode ser obtida com o segmento de reta que liga o ponto (z,y) = x + iy a origem,
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este segmento de reta corta S determinando o Angulo de z + iy, que dizer que estou identificando os
elementos de S* como 4ngulos.. A figura (fig ??), pagina ?? Ihe mostra como posso determinar o dngulo
dum niimero complexo, que agora se chama argumento do niimero complexo, com um segmento de reta
ligando u = a + ib a origem fica determinado um arco de S! que se origina no elemento neutro de S*
que é 1, é o angulo « na figura. O angulo § € o arco determinado por v = p+ ¢i. A sucessdo de equacdes
lhe mostra duas formas equivalentes do célculo de < u,v >

w0 € SYu = (cos(a), sin(a)) = (a,b);0 = (cos(B), sin(8)) = (p,); 2.6)

u = (a,b) = p(cos(a),sin(a)); p = ||lul]| = 1; @ = arg(u); 2.7

v = (p,q) = o(cos(B),sin(B));0 = ||v|]| = 1; 8 = arg(v) (2.3)

< u,v >=ap + bg = po cos(a) cos(f) + sin(a) sin(B) = po cos(a — B); po = 1; (2.9)
< u,v >=ap + bq = |u||v|cos(y) = cos(7) (2.10)

1. Na (eq.6) escrevi as coordenadas dum ponto do circulo trigonométrico.

2. Na (eq.7) e na (eq.8) repeti as coordenadas dos nimeros complexos u, v mas multipliquei pelos
respectivos médulos, p = 1,0 = 1. Se os nimeros complexos ndo forem de médulo 1, escrever
p,o & importante. Neste caso ficam apenas para lembrar o caso geral. E desnecessario, ndo se
confunda! arg(u), arg(v) é o nome que se dd aos dngulos dos nimeros complexos.

3. Na (eq.9) escrevi as duas féormulas do calculo do produto escalar entre dois vetores u, v, na ex-
pressdo geométrica, aparecem os modulos dos vetores e foi por esta razio que na equagdo anterior
eu escrevi p, 0.

/home/tarcisio//tex/dicionario/Transferidor.eps

Figura 2.5: O circulo trigonométrico S*
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No primeiro capitulo eu lhe mostrei que, associado a qualquer nimero complexo existe um outro que

€ chamado de conjugado:
W= iy = @ — iy = 2y = % e S @2.11)

wi - ul?
o que lhe mostra uma forma algébrica de obter a imagem de u em S'. O plano complexo é muito
mais dinamico do que o plano cartesiano porque tem todas as propriedades do plano complexo e além
disto uma rica estrutura algébrica. Vou lhe deixar uma curiosidade que vai ser desenvolvida em um dos
exercicios, e vocé pode correr até os exercicios para procurd-la. E ficil de provar que se w € S* entdo
w € S?, verifique! Aqui vem uma das fascinantes propriedades do conjunto dos niimeros complexos, em
R somente ha dois nimeros reais de médulo 1, em C é um conjunto infinito, S, infinito e limitado! Em
R {—1,1} é um grupo multiplicativo, e o que pode acontecer com S'? Faga os exercicios!

O R?

O plano cartesiano, R x R = R? é um espaco vetorial. Agora eu vou me referir aos seus elementos
como
u=(z,y),v=(a,b),w = (p,q) € R*z,y,a,b,p,q € R; (2.12)

porque R? é o produto cartesiano de R. por R. e agora eu estou chamando u = (z,y) de vetor. E posso
somar vetores,
u+v=(z+a,y+b) =(a+2b+y)=v+u€R? (2.13)

a soma € comutativa porque definida usando as soma dos nimeros reais que sao as coordenadas.
A soma € associativa como consequéncia de que eu somo as coordenadas dos vetores.

{ ut (vtw) = (z,y)+@+pb+qg) =(r+a+py+btq) = (2.14)

=(x+a,y+b)+(pq) = (u+v)+weR*

e vale a propriedade associativa.

A soma tem um elemento neutro, o vetor nulo que é o vetor O = (0, 0) que somado a qualquer vetor
o reproduz.

E todo vetor tem um inverso aditivo,

u=(z,y);v=(—z,—-y) = u+U:O:(O,O)ER2; (2.15)

Estas propriedades sdo as mesmas da estrutura aditiva (R, +) que € um grupo portanto (R?,+) é um
grupo aditivo.
Além da soma existe o produto por um escalar

u = (z,y) € R*a € Rentio au = (az, ay) € R?; (2.16)

Tudo que eu disser sobre R? vale para C como espago vetorial sobre o corpo dos reais. C, como é
um corpo também é um espaco vetorial considerando os niimeros complexos como escalares, mas neste
caso a dimensdo é 1. Esta é uma propriedade da Algebra Linear. . .um corpo é um espago vetorial sobre si
préprio como conjunto de escalares e a dimensio é 1. Considerando os niimeros reais como os escalares
a dimensdo de C é 2.

Qualquer vetor pode ser multiplicado por um escalar produzindo um outro vetor. A Fisica do Ensino
Meédio fala que os vetores sdo segmentos de reta orientados, confira a figura (fig ??), pagina ??, que lhe
mostra, geometricamente, a soma dos vetores u, v.

Nao preciso da regra do paralelogramo mas ela ajuda no estimulo visual e prova, geometricamente, a
comutatividade porque o paralelogramo é simétrico em relagdo a diagonal que € o resultado da soma de
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/home/tarcisio/tex/dicionarijo/Vetor0l.eps

Figura 2.6: Regra do paralelogramo

vetores. Usando a regra do paralelogramo voc€ pode construir uma complicada figura geométrica para
provar a propriedade associativa da adi¢cao, entretanto, novamente, ndo preciso da regra do paralelogramo
porque a adig@o de vetores foi definida a base das coordenadas que sdo nimeros reais. Eu demonstrei
acima que vale a associatividade da soma. Este simples detalhe lhe mostra que ao trabalharmos de forma
mais abstrata, algumas vezes, podemos fazer demonstragdes mais simples, mas nem sempre € verdade.

Eu usei a figura (fig ??), pagina ?? para nela representar a multiplicagdo do vetor w pelo escalar —1
produzindo o inverso aditivo de w e vocé pode aplicar a regra do paralelogramo para verificar que a soma
resulta no vetor nulo.

Angulo e distancia no R?

Vou comecar a discutir estes dois conceitos, dngulo e distincia no espago de dimensdo 2, um plano,
e vocé vai ver que estes dois conceitos sdo restritos as variedades lineares de dimensao 2 ou 1, mesmo
quando o problema for espacial, em dimensao maior.

Uma das razdes pela qual preciso de vetores € porque eles nos oferecem o conceito de dngulo. A
outra razdo, e logo vou lhe mostrar, é tdo importante quanto dngulo é o célculo da distancia entre objetos
no espaco. E o calculo do dngulo esta envolvido no calculo da distancia.

Vou usar angulo associando dois vetores a dois objetos, por exemplo duas retas, para determinar o
angulo entre os dois objetos. Para isto vou precisar de saber calcular o dngulo entre dois vetores. Na
verdade eu vou agora redefinir 4ngulo e depois vou mostrar que a nova definicdo é compativel com
aquela que fiz no conjunto dos nimeros complexos. Os vetores tem um comprimento, que é chamado de
modulo, que vou usar para calcular a distincia entre os objetos.

u=(z,y); ||ul = \/W; modulo de wu;
u = +iy;uu = a® + y*; 2.17)
Jul| = Vua

e eu ndo me contive, acrescentei um uso importante do conjugado para calcular o médulo dum nimero
complexo.
Angulo é o niimero que mede o arco determinado no transferidor S' por dois nimeros complexos.

Abandonando os nimeros complexos, angulo é o nimero que mede o arco determinado no transferidor 0 angulo entre dois nimeros

S! por dois vetores no plano.
Dados dois vetores u = (z,y) e v = (a,b) eu quero apresentar o nimero que expresse qual é o
angulo entre os vetores u € v, € para isto vou criar uma operagdo que produz este niimero, acompanhe

complexos se chama “argu-
mento”.
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as contas sobre as quais farei comentarios em seguida, entretanto as verifique com atengdo porque elas
contém muita informag@o e considere um bom exercicio abrir as contas em cada equagao.

u=(z,9),v = (a,b); (u,v) — za+ yb € R; (2.18)

<wu,v >=za+yb e R, (2.19)

wes |ful| = /22 + Y2 Ty = (cos(a),sin(a)) € St (2.20)

v ||v]| = Va2 + b o = (cos(3),sin(3)) € St (2.21)

< (cos(a),sin(a)), (cos(B), sin(B)) >= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B); (2.22)
< (cos(a),sin(a)), (cos(B),sin(B)) >= cos(a — pB); (2.23)
f#\lﬁl =cos(a —fB) = <u,v>=||ull|||v]|cos(ac — 5) (2.24)

1. A operagdo definida na equacdo (eq.19) se chama produto escalar, ou ainda produto interno, e eu
prefiro o primeiro nome porque entendo que o segundo nome nada diz e entdo, neste livro, nao vou
usar esta denominagdo que é tradugdo literal do inglés e ndo vejo nenhuma significacdo para ela. O
produto escalar de dois vetores produz um escalar, e € esta a razdo do nome produto escalar para
dois vetores.

2. Nas equagdes (eq.20) e (eq.21) eu defini médulo dos vetores u e v respectivamente. Dividindo
cada vetor pelo seu médulo estou encontrando a sua imagem no circulo trigonométrico, S. Esta
operagdo sempre pode ser feita se o vetor ndo for o vetor nulo quando ambas as coordenadas forem
ZEero.

Projetei os vetores no circulo trigonométrico, S*, dividindo-os pelos respectivos médulos, e

3. na equagdo (eq.22) calculei o produto escalar das imagens resultando na equacio (eq.23) numa
férmula da trigonometria que me dd cos(a — f3).

4. A ultima equacdo, (eq.24), apresenta uma forma equivalente de calcular o produto escalar asso-
ciando os mddulos dos vetores e o dngulo entre e mostro como posso, usando o produto escalar,
calcular o cos(ar — 3) e obter o ngulo oo — 3 que € o Angulo entre os vetores

< >
u=(x,y),v=(a,b) = acos(&) =a—f; (2.25)
[l [0l
€ o angulo entre os vetores u = (z,y),v = (a,b), médulo 27, porque vocé pode entender que os

vetores tenham rodado diversas vezes em torno do seu ponto de contacto. .. a menos de 27 o dngulo entre
u = (x,y),v = (a,b) é dado pela equagdo (eq.25).

Se vocé confundir u = (x,y),v = (a,b) com dois nimeros complexos vocé vai encontrar 0 mesmo
resultado como angulo entre os dois nimeros complexos. A diferenca, a melhor, para esta nova defini¢do,
é que ela vale para vetores em qualquer dimensao.

Nesta secao eu defini dngulo entre dois vetores e o0 moédulo dum vetor. Como 4ngulo é um conceito
do plano, dois vetores definem um plano em qualquer dimensao, entdo a defini¢cdo de angulo vai servir
para quaisquer vetores em qualquer dimensdao. O moédulo € o comprimento da diagonal do paralelo-
gramo usado para o cdlculo geométrico da soma de dois vetores, novamente uma figura plana facilmente
adaptada a qualquer dimensao.

Eu ja disse que ndo precisamos da regra do paralelogramo para somar vetores e estou fazendo uso
dela apenas para lhe garantir que a soma de dois vetores ¢ uma questdo plana. . .

Deixe-me terminar este exemplo com uma férmula simplificada para o cdlculo do médulo do vetor u

lull = V=T 026)
u =+ iy |[u] = Vi |
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que ¢ util com frequéncia.

E a distancia entre dois pontos P, ) é o médulo do segmento de reta PQ que eu posso entender como
PQ um segmento orientado com origem P e ponto final ). Entdo a diferenca entre os vetores P, Q sera
um segmento orientado tendo como ponto inicial a origem e pode ser escrito com duas coordenadas para
referencii-lo, veja as contas

P=u=(a,0);Q=v=(pq); (2.27)
PQ=PQ=u-v=(a—pb—q) (2.28)
d(P,Q) = [lu—v[| = /(a —p)*> + (b — q)% (2.29)

2.3 Variedades lineares

O conceito variedade foi introduzido para romper a prisdo em que Geometria Euclidiana nos manteve
por séculos. Variedade € um objeto geométrico, portanto uma reta é uma variedade, um circulo é uma
variedade, um plano é uma variedade.

Ha uma diferenca entre circulo e reta: retas sdo variedades lineares e circulos sdo variedades nado
lineares. Vou adotar a forma como um professor de linguas d4 aulas incrementando o vocabuldrio com
exemplos. Entdo vou dar exemplos de variedades e aos poucos este conceito vai se tornar nativo no seu
vocabuldrio matematico.

Como o objetivo da Geometria Analitica € algebrizar e numerizar os entes geométricos, entdo o
préximo passo é encontrar a equacdo da reta. Mas reta é uma variedade linear de dimensao 1. Um novo
conceito, dimensdo! E mais facil dar exemplos para que vocé adquira este novo conceito.

1. No primeiro capitulo descrevi os niimeros terminando com dois tipos de nimeros, os nimeros reais
que se identificaram com uma reta, uma variedade linear de dimensao 1 e

2. os numeros complexos que se identificaram com um plano, uma variedade dimensao 2.
3. O “espago”, como pensavam os gregos, € o
R’=RxRxR (2.30)
uma variedade linear de dimensao 3.
Entéo eu ja lhe apresentei alguns exemplos e vou agora somar estas ideias em conjunto:

* Um ponto é variedade de dimensdo zero, eu vou dizer que € uma variedade linear de dimensao 0,
pode ser uma variedade nao linear de dimensdo 0, funciona! E funciona porque um ponto pode ser
visto como um circulo de raio zero.

e Uma reta é uma variedade linear de dimensio 1.

e Um circulo é uma variedade ndo linear de dimensdo 1. As curvas sdo variedades de dimensao 1,
se o raio nao for nulo...

* Um plano é uma variedade linear de dimensdo 2, porque num plano hd uma infinidade de retas
com distintos angulos entre elas. Mas eu ainda preciso mostrar como vou calcular o angulo entre
retas. Neste momento estou usando a sua experiéncia e se eu lhe pedisse que tragasse num papel
duas retas que tivessem entre si um angulo reto, vocé saberia desenhar, portanto vocé sabe que
existe Angulos entre retas que estejam no mesmo plano. E isto que caracteriza o plano como uma
variedade linear de dimensdo 2, nele ha retas que t&ém angulos diferentes de zero, entre elas.
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+ O “espago”, R?® é uma variedade linear de dimensdo 3, porque eu posso ter retas reversas, quer
dizer, duas retas que n@o se encontram num mesmo plano e, consequentemente, eu posso ter pla-
nos distintos dentro do R? entdo a dimensdo do R? tem que ser maior do que 2. Como seria um
exemplo de u € R®? Acho que vocé aceitaria que eu lhe disse que u = (z,y, z) um objeto deter-
minado por trés coordenadas. Os elementos de R3 sdo desta forma, eu preciso de trés informacdes
independentes para determinar um elemento do R? é o que caracteriza que R? tem dimensdo 3.
Além disto ele contém retas e planos que seria uma forma de caracterizar R® como uma variedade
linear de dimensao 3.

¢ duas retas perpendiculares determinam um plano, e um plano € uma variedade linear de dimensao
2, dois planos perpendiculares determinam o “espaco”, R3, que assim é uma variedade linear de
dimensdo 3. Quando eu souber escrever equagdes de retas e planos, eu vou poder calcular angulos
entre estas variedades.

* no R? hd retas reversas, no R* tem planos reversos, alids, no R* a interse¢iio de dois planos pode
ser um ponto. .. quando avancamos para dimensdes maiores a liberdade aumenta! Estou ferindo o
conceito de dimensao da Algebra Linear mas vou parar por aqui!

Estes conceitos antigos, agora traduzidos como variedades, podem ser mais adiante concretizados,
neste momento, sei, sdo afirmagdes ainda vagas produzidas pela via de exemplos.
Vou apresentar as equacdes das variedades lineares.

2.4 Equacao duma variedade linear de dimensao 1

Vou comecar com o caso mais simples e depois vai ser facil generalizar, a equagdo da reta que passa
na origem.

Dado um vetor v € R?, u = (a,b) seus miltiplos geram tridngulos semelhantes é o que vocé
pode ver na figura (fig ??), pagina ??, e, consequentemente, se encontram sobre uma mesma reta. Para

/home/tarcisio/tex/dicionario/AlgebraVetores0l.eps

Figura 2.7: reta e proporcionalidade

demonstra-lo, negue a afirmagdo: “eles ndo se encontram sobre a mesma reta”, entdo os catetos nao sao
proporcionais, mas eles foram obtidos por multiplicacdo de constantes que produzem a mesma razao!
Ou seja, ndo estarem sobre a mesma reta contradiz que eles sejam muiltiplos portanto sendo multiplos se
encontram sobre uma mesma reta. Esta razdo € o coeficiente angular da reta que contém estes vetores.
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Vou falar do coeficiente angular de retas mas sou critico a respeito: quando um médulo estiver nave-
gando no espaco e precisar sair na dire¢do duma reta, ndo vai haver coeficiente angular que seja util. ..
A figura (fig ??), pagina ??, lhe mostra como posso me livrar do coeficiente angular usando um vetor
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Figura 2.8: Vetor perpendicular a uma reta

perpendicular a reta que além do mais lhe oferece uma maneira simples de escrever a equacdo da reta
quando ela passa na origem,

u=(A,B)ulr(z,y)er = <(A,B),(z,y) >=0 (2.31)
equacdo daretar é Ax + By = 0; (2.32)
(p,q) €r = Ap+ Bq=0; (2.33)

que lhe mostra como usando a direcdo do vetor @ mais um ponto (z,y) € r eu posso obter a equagio
cartesiana da reta r quando ela passa na origem.

Comecei com um caso particular: a reta r passa na origem, deixe-me ver o caso de uma reta s, paralela
areta r que ndo passe na origem. Tome um ponto (m,n) € s e considere a expressao

r={(x—-—m,y—n);(z,y) € s;} =s— (m,n); (2.34)

O conjunto s é um deslocamento da reta r pelo vetor (m, n) e um dos elementos de s é (m,n).

Pela Geometria Euclidiana, como s é paralela a reta r entdo s — (m, n) = r, elas coincidem.

A expressio na equacgdo (eq.34) € uma outra forma de escrever a equagdo da reta r e eu vou reescrever
a equacdo (eq.32) usando esta informagdo:

u=(A,Bjulryx—my—n)er = <(AB),(x—m,y—n)>=0 (2.35)
equacdo dareta s é A(x —m) + B(y —n) = 0; (2.36)
Az + By — (Am + Bn) = Az + By + C = 0;C = —(Am + Bn); (2.37)

Conclusdo, a equacdo duma reta perpendicular ao vetor (A, B) é Ax + By + C = 0 e vocé determina
o valor de C' aplicando esta equagdo a um ponto que pertenca a reta. Eu calculei C aplicando a equagéo
ao ponto (m,n) € s.

Exemplo 4 (equagdo da reta). perpendicular a (A, B)
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Se a reta t for perpendicular ao vetor (A, B) e passa pelo ponto (a,b) sua equacdo serd
Az +By+C =0 (2.38)

e como passa no ponto (a,b) entdo Aa+ Bb+C =0 = C = —(Aa+ Bb). Deixe-me continuar
para obter um resultado interessante. Suponha agora que t passa na origem, entdo

~(Aa+Bb)=0 = —Aa=Bb = —4=1 (2.39)

a’

{ C = —(Aa + Bb) = 0 porque t passa na origem;

este cdlculo vale para qualquer ponto (a,b) € t e como t passa na origem entdo (a,b) sdo os catetos
dum tridangulo retdngulo cujo vértice que se opde a b estd na origem. Faca um grdfico para acompanhar:

A _ b _ .
TBT .M
m € o coeficiente angular de t; (2.40)

y = b+ m(xz — a) é também a equagdo da reta)

porque é a tangente do dngulo cujo vértice estd na origem. E qualquer reta que seja paralela a t tem
. A . o ~

0 mesmo coeficiente angular m = — 4. Aqui na superficie terrestre a equagdo da reta, dado um ponto

(a,b)) e seu coeficiente angular m é com frequéncia itil. .. No Cdlculo vocé vai precisar desta equagdo

com frequéncia.

Na figura (fig ??), pagina ??, r passa na origem entio

(p,q) =(0,00er = Ap+Bg+C=0 = C=0; (2.41)
equagdo daretar é Az + By = 0; (2.42)
(0,00 er = (A,B) Lr = equacdodaretaré Az + By = 0; (2.43)

O produto escalar vai me dar uma saida para evitar o coeficiente angular.

Uma variedade linear de dimensdo 1, que passe na origem, € o lugar geométrico dos pontos do espaco
que contém vetores com coordenadas proporcionais.

Esta propriedade vai me permitir de encontrar a equagdo duma variedade linear de dimensdo 1 que
passe na origem. Qualquer ponto (z, y) sobre esta variedade é da forma (\a, Ab)

T = Aa;y = Ab; % =\ y = Ax; (2.44)

esta formula ndo vale para retas que sejam perpendiculares ao eixo O X, criando uma excegdo. Entdo eu
vou encontrar uma outra forma de criar equagdes para variedades lineares de dimensdo 1 que passem na
origem. )\ € o coeficiente angular desta reta.

O produto escalar vai me dar uma saida para evitar o coeficiente angular, e eu insisto que a Geometria Analitica serve para
muitas aplicagdes, com auxilio do Calculo e das Equagdes Diferenciais, para escrever programas que gerenciem o trafego dos
modulos espaciais.

Mostrei como, com o vetor u = (A, B), podia estabelecer a condigdo para determinar o conjunto dos
pontos do plano que sejam perpendiculares a u. Geometricamente € uma reta, certo? Quem o garante é
a Geometria Euclidiana. Tome um ponto (x.y) genérico em cima desta reta e exigindo que ela passe na
origem, entao

< (z.y),(A,B) >=0 (2.45)

porque dois vetores perpendiculares determinam o dngulo 5 cujo cosseno € zero. Entdo

< (zw),(A,B)>=0 = Ax+ By=0; (2.46)
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¢ a equagio duma reta que seja perpendicular ao vetor u = (A, B) e que passe na origem.

Agora ndo interessa qual é a inclinagdo de uw = (A, B), qualquer que seja u = (A, B), a equagéo
dum reta que lhe seja perpendicular e que passe na origem é Az + By = 0. Vocé pode desenhar diversos
exemplos e calcular equagdes de retas passando na origem perpendiculares a um dado vetor u = (A, B).

Deixe-me fazer uma modificacdo na equagdo Ax + By = 0 para lhe mostrar a maneira pratica de
determinar a equagdo Ax + By + C' = 0 duma reta que néio passa na origem.

—(Az+C
Az 4+ By+C=0;C#0;Az+ By+C=0 = y:%; (2.47)
e eu obtive a equacdo duma variedade linear deslocada de —% se B # 0. Se B = 0 posso repetir as
contas dividindo agora por A. E uma das duas constantes, A ou B tem que ser diferente de zero do
contrério este exemplo se trivializa, tudo € zero!

Defina agora a fun¢@o do primeiro grau

—(A A
B#0 = f="FD_ L Cpao = j0=-5 e

e a equacdo Az + By + C = 0 é a equagéo duma reta perpendicular ao vetor u = (A, B) que passa no
ponto (0, —%). No grafico da fungdo f(z) = —4z — £ 0 0 nimero —4 ¢ o coeficiente angular desta
reta e depois no Célculo vocé vai aprender que é a derivada constante duma funcdo do primeiro grau.
Se B = 0 refaga as contas dividindo por A e ndo tem sentido que sejam ambos, A, B sejam nulos. O
nimero —% € chamado de coeficiente linear desta reta e estou fazendo este registro porque ainda estes
dois “coeficientes” sao muito usados na literatura e sobre tudo em questdes de concursos... mas eles
servem apenas na superficie terrestre!

Se uma reta, uma variedade linear de dimensdo 1, ndo passar na origem sua equacdo ¢ da forma

Az 4+ By + C = 0 com C # 0. Em geral a afirmacdo que se faz é
Ax+By+C=0 (2.49)

é a equacgdo duma variedade linear de dimensdo 1 que nao passa na origem se C' # 0, por uma questdo de
beleza no formato da equacdo e a Matemadtica € a ciéncia do belo. Mas, ela continua sendo perpendicular
ao vetor u = (A, B). Esta é a razéo que esta formulagdo para encontrar a equagdo duma reta é mais
eficiente, e € ela vai servir quando vocé estiver programando a viagem dum mddulo espacial.

2.5 Distancia entre objetos

2.5.1 Entre dois pontos

A Geometria Analitica digitalizou o espaco e a geometria euclidiana, tornando possivel a algebrizag¢do da
geometria. Assim (z,), para dois nimeros reais dados. representa um ponto do espaco R?, que é um
plano ou um espago bidimensional, ou (z,y, z), para trés nimeros reais dados. representa um ponto do
espaco R?, um espaco tridimensional, ou

P = (x1,22,...x,); 2 € R; P € R" uma variedade linear de dimenséo n; (2.50)

Dados dois pontos P, € R?, P = (a,b) e Q = (m,n), confira a figura (fig ??), pagina ??, posso
calcular a distancia entre eles usando o teorema de Pitdgoras,

d(P,Q) = \/(m —a)2+(n—-"0)2= \/(a —m)?2+ (b—n)?; (2.51)

Uma variedade
linear de dimensio
dois.

Uma variedade
linear de dimensio
trés.
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Figura 2.9: Distancia entre dois pontos e o teorema de Pitdgoras

E para P, € R" a distancia entre P, () vai ser

d(P,Q) =/(m1 —a1)> + -+ (m, — an)?; (2.52)

e continua sendo uma aplicacio do teorema de Pitdgoras que serve para calcular comprimento da diagonal
de um cubo, no R? ou de um hipercubo no R".

O médulo das diferencas que aparecem na equacdo (eq. 51) medem o comprimento dos lados do
tridngulo retingulo que o segmento P() determina com retas paralelas aos eixos coordenados.

As propriedades da distincia sdo:

1. reflexividade d(P,Q) > 0ed(P,Q)=0 < P=Q
2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);

3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q) A soma de 2 lados é maior ou igual do que
o terceiro lado;

Qualquer fung¢io de duas varidveis que tenha estas propriedades define uma distdncia num conjunto M e é quando se diz que
(M, d) é um espago métrico. Esta frase sugere que hd distintos meios de definir distancia, o que é verdade. E a mesma coisa que
dizer que existem diversas geometrias e vou logo lhe dar um exemplo bem simples de que esta diversidade é necessaria.

A companhia de energia elétrica, que ndo deveria ser privada, vai cabear o ponto de energia dum poste até sua casa. Para evitar
que fiquem fios elétricos no ar, ela poderia conduzir os fios por dentro do poste até uma caixa no chdo e desta para outra caixa
também no chdo para o outro lado da rua para finalmente chegar em sua casa onde deveria haver no chdo uma caixa de conexdo
onde os fios seriam conectados a sua casa. Tudo isto com seguranca e beleza, sem fios espalhados pelo ar. A distancia calculada nao
seria a “euclidiana” e sim a soma dos segmentos de linha reta usados para fazer este servico. Esta distancia € chamada distancia 1.
A distancia lo, € a distancia euclidiana, definida na equagdo (eq. 51), que seria inditil para calcular a distancia do ponto de energia
elétrica até sua casa. O “2” se refere ao indice da raiz quadrada.

Os avides usam uma distancia chamada riemanniana, derivada do nome Riemann, que é a melhor distancia sobre a superficie
de uma esfera como aproximadamente a Terra €. Se usassem a distancia euclidiana poderia faltar combustivel no meio da viagem.

A distancia é uma propriedade bidimensional porque envolve em suas propriedades no maximo trés
elementos do espago que determinam um plano deste espaco, o que facilita muito nas demonstragdes das
propriedades mais gerais da distancia. Para o R™ a férmula na equacdo (eq. 52) fica

d(P,Q) = kﬁjl(pk —qr)%; (2.53)

P=(pi,...,pn):; Q= (q1,---qn);
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Uma forma de definir a distancia euclidiana passa pelo produto escalar ou produto escalar que esta
definido em todos os espacos de dimensao finita e também em espacos de dimensao ndo finita. O produto
escalar, como meio de definir distancia também pode ser definido de varias maneiras. A defini¢do usual
noR" ¢

n
<P.Q>=) prar = |PQ] cos(v); (2.54)
k=1
em que 7y é o dngulo entre P e Q.

Os pontos P, @ também determinam dois vetores, u, v, do plano e o segmento de reta mede a diferenca
u — v ouv — u. Como a diferenga entre dois vetores € um vetor, eu posso calcular o médulo do vetor
P — @ para obter a distincia entre os pontos P, () usando o produto escalar

u—v=(a—m,b—n);v—u=(m—a,n—0>b) (2.55)
lu vl =lv—ull =vV<u=vu=v>=(m-a)3?+(n-0)?2=dP,Q); (256

e o resultado é o mesmo.

A primeira expressdo na (eq. 54) é uma forma bilinear definida em R" e a segunda é a expressdo
bidimensional da mesma no plano determinado pelos dois vetores.

Observe que a equagdo (eq. 54) nos oferece a oportunidade de definir Angulo entre dois vetores dum
espaco qualquer em que esteja definido um produto escalar, usando a funcgdo acos(). Tais espagos se
chamam espago com produto escalar.

Observacao 2. triedro positivo

A ordenagdo de vetores no espago é uma questdo importante e apenas traduz as leis da Fisica ou da Natureza. Observe como
isto é feito usando a regra do sacarrolhas que também poderia ser chamada de regra do parafuso.

Como dois vetores no R™ determinam um plano do R™, entdo o dngulo é um conceito geométrico claro, é o menor segmento do
circulo trigonométrico que os dois vetores determinam. Na figura (fig ??), pdgina ??, vocé vé dois vetores do R™ que determinam
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Figura 2.10: o angulo entre dois vetores do R™

um plano e tomando a origem comum aos dois vetores como centro de um circulo de raio 1 um dos vetores corta o circulo
trigonométrico na origem do circulo.

Aqui parecem haver alguns conceitos difusos, mas ndo é bem assim. Existe uma orientacdo padrdo para os vetores no espago,
dada pela regra do sacarrolha. O sacarrolha segue a orientagdo dos parafusos, para enfid-lo na rolha a rotagdo é negativa, é
a mesma orientagdo para enfiar um parafuso numa pegca. Com esta regra a figura (fig ??), mostra no circulo trigonométrico o
ponto inicial marcado pela reta suporte do vetor U, estando os vetores U, U orientados positivamente pela regra do sacarrolhas.
Se houver um terceiro vetor ele vai ocupar a posi¢do do sacarrolhas pronto para “sacar uma rolha” mostrando a posigdo de trés
vetores formando um triedro com ordenagdo positiva.
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Para que vocé se convenga de que esta regra é consistente, deixe-me sugerir-lhe um experimento: considere dois vetores
perpendiculares, tome a figura (fig ??) como padrao, pensando nos dois vetores U, U cortando o circulo trigonométrico na quarta
parte, %

Mas agora considere que |T| = |i| = 1, por construgdo, vocé selecionou ¥, i € S*, no circulo trigonométrico.

O sacarrolhas na origem dos eixos, o ponto comum dos vetores U, U, representando um terceiro vetor “arrancando a rolha”,
na dire¢do positiva, é o vetor Z e também |Z| = 1, tudo por construgdo.

Os dois vetores U, Z, determinam um plano e o vetor U é o sacarrolhas nesta nova situa¢do. O produto vetorial de vetores
executa, algebricamente, esta operagdo:

TXU=Z;U X 2Z="1, (2.57)
ou ainda, como na Fisica: T,
ixXjg=k;jxk=4 (2.58)
sendo que esta operagdo ndo é comutativa. . .
Exj=—i (2.59)

A eletricidade se comporta de acordo com esta regra para definir o sentido da corrente positiva gerada por gerador montado
com mds eletromagnéticos. A regra do sacarrolhas apenas traduz o que se passa no mundo eletromagnético. Se vocé inverter as
conexdes nos polos duma bateria, o eletroimd vai rodar no sentido inverso:

Fxk=5kxj=—% (2.60)
Uma propriedade que tem uso intenso € a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz
| <P,Q>| <[Pl 2.61)

que tem uma demonstracao simples no plano, mas eu ja observei que, dados dois vetores, eles determinam
um plano do espago a que eles pertencem portanto demonstrd-la num plano nio é uma restri¢do.

Para isto preciso mostrar que a forma trigonométrica da defini¢do na equacio (eq. 54) é idéntica a
expressdo da soma de produtos na mesma equacgio porque

| < P,Q>[= [Pl cos()] < [IPIIIIQII; (2.62)

Quando n = 2 é consequéncia direta da formula de De Moivre-Euler porque, dividindo pelo médulo dos vetores tenho:

< 1e1 181 > = feitar <L (2.63)

< 757 187 >=< (cos(a),sin(a)), (cos(B), sin(B)) >; (2.64)
< ﬁ, H:%H >= cos(a — ) = cos(y); (2.65)

P =|Plet*;Q = |Q|e?P;; (2.66)

e'™ = cos(a) + isin(a); e’ = cos(B) + isin(B); 2.67)
eive=i8 = €% = cos(a — f) +isin(a — B); (2.68)
efre™t = e (2.69)

Na equagio (eq. 63) usei a propriedade das formas bilineares que permite a distribuicdo dos coeficientes || P||, || Q|| entre os dois
fatores.

Na equag@o (eq. 64) usei uma representagdo plana dos dois vetores que podem ser expressos como pontos do circulo trigo-
nométrico sendo a, B os seus dngulos e v € o dngulo entre eles. Na passagem da equagdo (eq. 64) para a equagéio (eq. 65) usei a
expressdo do produto escalar

< (cos(a),sin(a)), (cos(B),sin(B)) >= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(ax — B); (2.70)

Nas tltimas equagdes eu repeti as contas usando a féormula férmula de De Moivre-Euler para encontrar o angulo ~y entre dois
ndmeros complexos sobre o circulo trigonométrico. Como os pontos P, Q do plano podem ser projetados no circulo trigonométrico
S eu pude obter o angulo entre P, Q usando a férmula de De Moivre-Euler.

Os cdlculos mostram que posso me reduzir, na demonstragio, ao caso dos vetores unitarios. Entéo, na sequéncia vou supor que
1Pl =Rl = 1.

O ponto critico, na demonstragio por inducdo que estd na passagem de n — 1 para n que é semelhante a passagem da dimensao
2 para 3, mas esta é mais intuitiva. Deixe-me agora considerar P,Q € R3, vetores unitdrios, portanto pontos de S? a esfera
unitdria do R3. ! Mas estes dois vetores determinam um plano que corta S2 segundo um circulo unitirio, uma curva plana, e, pela
demonstragdo anterior, cos(vy) € o valor do produto escalar entre eles, em que - é Angulo entre os vetores.

!A esfera unitdria do R™ é S™ 1.
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2.5.2 Distancia dum ponto a uma reta

Vou comecar com o caso mais simples e depois vou fazer um comentario mostrando como este caso
mais simples facilmente se generaliza para os casos mais complicados. Vou calcular a distancia dum
ponto a uma variedade linear de dimensdo 1, o caso mais simples.

Vou mostrar-lhe um algoritmo sob forma de equacdo matemética que depois vou traduzir para um al-
goritmo computacional, quer dizer, um programa escrito numa linguagem de programacao, para calcular
a distancia dum ponto a uma reta.

A distincia do ponto P = (a,b) a reta r é obtida fazendo-se a projecdo de P ao longo da reta s
perpendicular a reta r, e seja QQ = (m, n) esta projegdo, @ € s. A distincia de P a reta r é a medida do
segmento PQ.

O método vetorial para estabelecer a equagdo da reta torna imediato a passagem da equacdo da reta r
para a equacdo reta s, s L r, porque na equagio da reta aparece o vetor (A, B) que lhe é perpendicular
logo na equagdo dareta s, s L r vdo aparecer as coordenadas do vetor (A, —B) L (A, B). E néo importa
qual seja a posicao da reta e também nio preciso fazer uso do coeficiente angular. . .

2.5.3 Equacao normal da reta

Deixe-me introduzir a equagdo normal da reta que vai tornar este cdlculo da distdncia numa conta
simples e vai ser muito ttil em outras situagdes. Dividir uma equagdo por um nimero ndo a altera. Vou
fazer isto nas equagdes seguintes depois das quais, como de héabito, faco comentarios.

Az + By+C=0;A=+VA?2+ B2 =|(A, B)|; 2.71)
fe+Sy+§ =0 (2.72)

Lo+ By=0; (2.73)

(5 D=1 2.74)

(2.75)

Um ganho imediato para a equacdo normal da reta é que o termo independente, % ¢ a distincia da
reta a origem dos eixos e veja e sugiro que vocé transforme numa figura a sequéncia de informagdes que
lhe vou passar:

1. Aretanaequagdo (eq.72) é paralela a reta na equacdo (eq.73) e esta segunda reta passa na origem.

2. A reta na equacdo (eq.72) foi deslocada da origem ao longo da reta suporte ao vetor normal,
exatamente por isto que as duas retas sdo paralelas. Quem mede a distancia do deslocamento € o
termo independente, %

Um caso particular muitas vezes ajuda, suponha que a reta r passe na origem, e que vocé calculou a
equacgdo normal de 7, para calcular a distdncia dum ponto P a reta r basta calcular o produto escalar do
vetor OP com o vetor normal (4, £, usando a notagdo acima em que A € o médulo do vetor (A, B).

No caso geral, subtraia de < 0?37 (é, % o termo independente que mede o deslocamento que a reta
sofreu ao se afastar da origem, a formula é

Lo+ By+§ =0 (2.76)
it=(4,2); (2.77)

0} i P=(p,q);0 =< OP,ii > (2.78)
dPr)y=0-5%; (2.79)

P = (a,b);d(P,7) =< OP,7i > —§; (2.80)
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Na equacdo (eq.80) se encontra a férmula obtida pela diferenga mencionada acima.

Confira como exemplo a figura (fig ??) em que aparecem as retas r e s, s L r, num caso particular, a
reta r definida pela equagdo

r={(z,y);3z+4y — 1 = 0; (2.81)

o ponto P=(a,b) cuja distincia a reta r vai ser calculada.

Na figura (fig ??), pdgina ??, mostro a projecdo @) € s, do ponto P, ao paralelamente ao vetor (3, 4)
que ¢é perpendicular a r.

O ponto P determina a reta s, s L r que vai encontrar a reta r no ponto ) = r N s. Como aretar é

perpendicular ao vetor (3, 4) entfo a reta s € perpendicular ao vetor (4, —3) e a medida do segmento PQ)
que € a 1 distanciade P aretar

|PQ| = |(a—m,b—n)| = /(a—m)?+ (b—n)? (2.82)

A figura (fig ??), pagina ??, lhe mostra o método de célculo da distdnciade P ar

/tex/dicionario/DistanciaPontoReta.eps

Figura 2.11:
Q€ s;Q=rns;dPr)=|PQ|; (2.83)
d(P,r) = |PQ| = |(a —m,b—n) = \/(a —m)> + (b —n)?; (2.84)
d(P,r) = |PQ| = |(a —m,b—n)l; (2.85)

obtida pelo “deslocamento” do segmento P() para origem produzindo o vetor (a — m, b — n). Eu preferi
interpretar a figura (fig. ??) como um paralelogramo mas vocé também pode pensar em diferenca entre
vetores. O importante € compreender que distdncia do ponto P a reta r é dada pela medida do vetor
(a—m,b—n).

Por exemplo, os célculos para obter a distincia do ponto P = (—10,10) aretar, 3z +4y —1=10: 3
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3r+4y—1=0; areta r;

4 —3y+D=0_Lr;P=(-10,10) = (a,b) € s;

P=(-10,10) = (a,b) es = —-40-304+D=0 = D=70; ; (2.86)
122 + 16y —4 = 0; P = (—10,10) = (a,b) =

122 — 9y + 210 = 0;

16y +9y—4—-210=0 = 25y=214 = y=8.56; (2.87)
304+4y—1=0 = 30=1-4y = z=—11.08 (2.88)

Q = (m,n) = (—11.08,8.56) € s L r; (2.89)

s é a perpendicular a reta r que passa por P = (a, b); (2.90)
P=(-10,10) = (a,b) es Lr = D =3b—4a; = D =30+ 40 = 70; (2.91)
usando a solugdo do sistema para o ponto QQ = (m, n); (2.92)

Q = (—11.08,8.56) € (L r); (2.93)

d(P,r) = d(P,Q) = \/(—11.08 + 10)2 + (8.56 — 10)2; (2.94)

d(P,r) ~ 1.8; (2.95)

Para testar, eu fiz as contas usando a linguagem de programacdo calc e mostro, mais abaixo, o
programa traduzido para Python3, que executa toda esta tarefa, dada uma reta » e um ponto P, achar
a distancia de P a reta r. Mas para construir o programa eu primeiro descrevi o problema em forma
abstrata, transformando o exemplo num algoritmo para calcular a distancia de um ponto P qualquer a
uma reta r cuja equagao seja

Ax + By + C = 0 areta dada, r; (2.96)

Ax + By + C = 0 areta dada, r; 2.97)

P = (a,b) ponto cuja disténcia a reta r quero calcular; (2.98)

Bx—Ay+D=0retas L P €s;Q=(m,n) €snNr; (2.99)

Pes = Ba—Ab+D=0 = D= —(Ba— Ab); (2.100)

equacgdo dareta s; Bx — Ay + D =0 (2.101)

L L pes 2102
ABz + B*>y+ BC =0; aretar;

{ ABx — A?y+ AD =0;s Lr; P € s; ; (2.103)

(B? + A%)y + BC — AD = 0; (2.104)

P @105

x:mz—% usando Ax + By + C = 0; (2.106)

Q= (m,n) € sNr;Q = (~272%, AB-BY); (2.107)

d(P, Q) é a distincia do ponto P areta r; (2.108)

d(P,Q) = \/(a —m)2+ (b—n)%; (2.109)

Transformei esta lista de equagdes (eq. 2.5.97) (eq. 2.5.105) no programa escrito em calc e lhe
mostro, a seguir, a traduc@o para Python3. E possivel que vocé tenha alguma dificuldade em reconhecer 4. ¢ un programador,

escondido num codigo,
falando com voce!
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a lista de equagdes dentro do programa, mas nao esquecga que o programa é um algoritmo que vai “con-
versar consigo” lhe pedindo os dados da questdo, os coeficientes da equagdo da reta r e as coordenadas
do ponto P cuja distancia a reta vocé€ quer calcular. Entao estes didlogos foram incluidos no programa.

#! /usr/bin/python3

# —+— coding: utf-8 —x-—

# —%— coding: latin-1 —x-—

### verificado com tarefa do geogebra DistanciaPontoReta.ggt
from os import popen

def apeteco():

(
print (" ————————-— Aperte enter para continuar! ");
popen("clear");
popen ("read teste");

def apetecof():
print (" Aperte enter para terminar! ");
popen("clear");
popen ("read teste");

def distancia (P, Q) :
from math import pow, sgrt;
a=P.pop (0) ;b=P.pop (0) ;jm=Q.pop (0) ; n=Q.pop(0);
P=[a,b]l; Q0=[m,n]; ## recompondo P,Q;
y = pow(a-m,2); y =y + pow(b-n,2);
y = sqrt(y);
return(y);

def DadosDaReta_r () :
from math import pow, sqgrt;

~

print('r: Ax + By + C = 0 ;P=(a,b),0=(m,n) in r;Q in r cap s ’);
print (O valor de A’); A = float(input('A =")); print('A = '",A7);
print (‘O valor de B’); B = float(input('B =’)); print('B = ’,B);
print ('O valor de C'); C = float (input(’'C =")); print('C = 7,C);

reta [A,B,C];
return (reta) ;

def DadosDoPonto_P () :
print (' Fornegca as coordenadas de P=(a,b), para calculo d(P,r)");

print ("as coordenadas de P=(a,b)’); P=[];
P.insert (0, float (input (' primeira cordenada a= ')));
P.insert (1, float (input (' segunda coordenada b =')));

a = float (P.pop(0)); b= float(P.pop(0)); P=[a,b];
return(P);

## intersecdo reta com a perpendicular ppr P
def CalculoDoPonto_Q(reta,P):
from math import pow, sqgrt;
A=float (reta.pop(0)); B=float (reta.pop(0)); C=float (reta.pop(0));
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reta=[A,B,C]; ## recompondo a reta

### vou calcular a distancia da reta a origem com Lambda
Lambda = sqrt (pow (A, 2) +pow (B, 2));

## A=A/Lambda; B = B/Lambda; C=C/Lambda; ## Lambda=]| (A,B)
### equacdo normal da reta

a=float (P.pop(0)) ;b=float (P.pop(0)); P=[a,b];

print (‘A distdncia da reta a origem é ', reta[2]/Lambda);
apeteco () ;

print (s perp r; s = Bx — Ay + D = 0, cdlculo de D ');

D = —(Bxa—-Axb); print ("O valor de D = ", D); apeteco();
print (" Resolvendo o sistema para encontrar o ponto Q’);

print ("s, reta perpendicular a r é ", B,"x =", A,"y + ",D," = 0");

apeteco () ;

print ("resolvendo o sistema para encontrar Q in s cap r");
Delta=- (Ax*x2+B**2); Deltax=A*«C+BxD; Deltay=—-A*«D+BxC;

y = Deltay/Delta; x=Deltax/Delta; m=x; n=y; Q=[m,n];

print ( "O ponto Q na reta perpendicular passando por P é ");
print("Q =", "(",m,",",n,")", "Q =", Q);

return (Q) ;

def Main () :
print ("P=(a,b) e a reta r cuja disténcia de P a ser calculada!");
print ("QO=(m,n) estd na intersegdo r cap s; s perp r; P in s");
print("r = Ax + By + C = 0, fornecga A,B,C");
reta = DadosDaReta_r(); ## recebe equ. normal da reta

P = DadosDoPonto_P () ;
a=float (P.pop(0)) ;b=float (P.pop(0)); P=[a,b];

print ("na Main(), P =", "(",a,",",b,")", "P =", P); apetecol();

Q = CalculoDoPonto_Q(reta,P); ## intersegdo r com perp por P

m=float (Q.pop (0));n=float (Q.pop(0)); QO=[m,n];

print ("na Main(), 9 =", "(",m,",",n,")", "QO =", Q); apeteco();
P=[a,b]; print(Q,P); apetecol();

print ("calculando a disténcia d(P,Q) que é a disténcia de P a r.");
apeteco () ;

print ("a disténcia de P = (",a,",",b,") a reta r é ",distancia(P,Q));

print (' depois de lido o programa basta chamar Main()’);
Main () ;

## P = [0.0,0.0]; 0=[3.0,4.0]

## print (distancia(P,Q));

apetecof () ;

quit ();

Eu costumo escrever programas usando o estilo da linguagem C que consiste de algumas funcdes

que serdo chamadas por uma fung¢do principal, Main (), que funciona como um script, chamando as comoun scrip:

fungdes do programa com a légica adequada. umapega el
No programa deixei sob comentério os comandos usados pelo gnuplot entretanto o arquivo
DistanciaPontoReta.gnuplot contém os dados

para obter o grafico com gnuplot, os dados devem ser atualizados a partir dum teste feito com
DistanciaPontoReta.py
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Experimentando o programa com

retar:3zx+Ty+5=0;P=(-3,-3) ¢r; (2.110)
retas:Te—3y+D=0;D=—(7T%(-3)—3%x0—3x(=3)); (2.111)
retas: 7z —3y+ 12 =0;Q = (—1.714285,0) € s; (2.112)
distancia(P, Q) = 3.26390304102695428093; (2.113)

Usei xfig tragando as retas r,s; P = (—3,—3) € s desenhei um circulo tendo por didmetro o
segmento P() pedi ao xfig a drea S deste circulo e calculei

S = mr?;
;2 5.
- sqrt?ﬁ) (2.114)

r=sqrt(S/m) = 2r =2sqrt(S/m);
obtendo o didmetro do circulo que € a distancia procurada.
3.21776070859632801312 = 2r = distancia(P, Q);

H4 uma diferenca na precisdo que € consequéncia dum gréafico feito a mdo com o editor xfig.
Também ha uma pequena diferenca entre a precisao do programa e os meus calculos.
O gréfico que corresponde a esta experiéncia se encontra na figura (fig ??), pagina ??,

/tex/dicionario/DistanciaPontoRetall.eps

Figura 2.12: distancia dum ponto a uma reta

A figura (fig ??) mostra as retas r, s, os pontos P, () de acordo com a notagdo desenvolvida acima. Eu
também construi nesta figura o circulo que passa nos pontos P, () tendo por didmetro o segmento P(Q). Se
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esta construgio for feita com geogebra hd duas maneiras de determinar a distancia d(P, r), uma delas
e medindo o segmento P(), a outra € medindo a drea S determinada pelo circulo e usando a sequéncia

S=nr? = r:\/g;d(P,r):%:Q\/g (2.115)
T T

Eu calculo d(P, r) usando este mesmo caminho usando o editor gréifico x £ 1 g como aparece na figura
(fig 2?).

Para usar este programa em Python3, leia o programa depois de abri-lo um terminal do Python3
com o comando

Python3 DistanciaPontoReta.py
se 0 programa estiver gravado no arquivo com este nome, caso contrario use o nome que voceé tiver usado.

Fornega os dados como solicitado e o programa vai calcular o terceiro coeficiente da equacio da reta
s de modo que seja encontrada ) € r N s. A reta s é perpendicular a reta r e foi determinada pelo ponto
P portanto a interse¢éo, ), é o ponto que determina o segmento PQ perpendicular a r cujo comprimento
éd(P,r).

O programa DistanciaPontoReta.py vai

* encontrar o ponto () sobre a reta s perpendicular a reta r que passa em P = (a, b).
¢ Calcular a distincia d(P, Q) = d(P,r);

Para visualizar, use Di stanciaPontoReta.gnuplot, mas primeirorode DistanciaPontoReta.py
para determinar a reta s L r passando pelo ponto P.

Este é o arquivo DistanciaPontoReta.gnuplot.

## rode primeiro DistanciaPontoReta.py com A,B,C,a,b;
## DistanciaPontoReta.py vai calcular D, lance o valor abaixo.

A = 3; B=4; C = -1;a=-10;b=10; D=70; ## lance aqui D
f(x) = -1.0x(A*xx + C)/B ## transformando equagdo da reta em funcéo
g(x) = 1.0+« (Bxx + D)/A ## transformando equacdo da reta em funcéo

set pointsize 0.1

unset arrow; ## para limpar os vetores da memdéria do gnuplot

set xrange [-10:10]; set xrange [-20:20]; ## Janela grafica

set arrow from 0, -20 to 0, 20 head; ## eixo 0OY

set arrow from 0,0 to a,b head; ## vetor OP

## para obter o grafico com xfig

set terminal fig color big size 1l4cm, l4cm portrait

set output ’'teste.fig’

plot f(x), g(x), 0 ## faz o grdfico

## pause -2 'Aperte enter para continuar’ ## mantém o grafico visivel.

Deixe-me acrescentar duas observagdes:

1. programacdo, programas, sdo ferramentas muito tteis mas de um certo ponto, perniciosas. O objetivo dum programa como
DistanciaPontoReta.py € lhe dar a oportunidade de verificar se os cdlculos que vocg tiver feito manualmente foram
corretos. Se vocé nio souber calcular entdo vocé ndo vai dominar a Matematica,

2. gnuplot é excelente, de dominio publico, tem uma histéria que vale a pena ser conhecida e creio que no “help” dele vocé
consegue ler a respeito, mas os graficos podem ficar distorcidos. Vocé pode corrigi-los alterando com o rato a dimensdo da
janela.
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2.6 Equacao vetorial da reta

A equacao vetorial da reta ¢ a expressdo duma reta num espaco de qualquer dimensdo, portanto
também pode ser usada para uma reta no plano.

Exemplos ajudam para comecar.

Exemplos

Se a reta r passar na origem ela € o lugar geométrico dos pontos do espaco obtidos como multiplo de
um certo vetor (A, B, C). Se passar no ponto P(a, b, ¢) tenho que somar a este multiplo as coordenadas
de P(a,b,c). Vou, assim, levar a reta para o ponto P(a,b,c).

r || (A, B,C);r é areta paralela ao vetor (A4, B, C); (2.116)

u=(z,y,2) €r = (z,y,2) = (A, AB,AC); A € R; (2.117)

sl (A, B,C)passapor P = (a,b,¢c) = (z,y,2) = (AA,AB,\C)+ (a,b,c);  (2.118)
T =AM+ a;

s || (A, B,C) passapor P = (a,b,c) = y = AB +b; (2.119)
z=XC+g¢

¢ a equagio da reta s paralela ao vetor (A, é, (') passando pelo ponto P = (a, b, ¢). Para obter uma reta
que passe na origem escolha P = (0,0,0). Posso obter qualquer elemento de r selecionando um valor
para o nimero real \.

E a equagio vetorial da reta que passa no ponto P = (a, b, c) e é paralela ao vetor (A4, B.C'). Hi um
habito de dizer-se que se leva a reta s para a origem, porque, subtraindo P da equacdo desta reta, como
P € s entio eu estarei levando o ponto P para a origem e com ele a reta s:

Pes;P=(a,bc) = (AM+a,AB+b, C+c);\€R; (2.120)
P e s;P=(a,b,c); (2.121)

ves = v=AA4,B,C)+ (a,b,c); (2.122)

wer = w=M\A4,B,C);r passana origem; (2.123)

Na primeira equacdo eu escrevi a soma das coordenadas de P em cada coordenada da equagdo na
equacdo seguinte eu expressei a equagdo da reta s como soma de vetores, expressando um vetor v € s
como soma dum muiltiplo de (A, B.C') mais o vetor deslocamento P = (a, b, ¢). Na dltima equagio eu
expressei o vetor w € r como um multiplo do vetor (A4, B, C'), entdo r passa na origem.

Use apenas duas coordenadas e vocé vai encontrar a equagdo da reta em dimensao dois. Ou use mais
coordenadas para obter a equagdo da reta em dimensao n de sua escolha.

E interessante discutir o caso da equacdo vetorial da reta no plano porque posso obter a equagio na
forma y = ma + b partindo da equagdo vetorial. Vou comegar pelo caso mais simples, quando a reta
passa na origem.

Por exemplo, P = (a,b) = (0,0), (A, B) € R? entdo

Per;P=(0,0); = xz=M;y=AB;\€R,; (2.124)
AB _ B.

Y=m=2E =B, (2.125)

y=mz= %x; m = % coeficiente angular; (2.126)

e estas contas somente sdo vélidas se A # 0 quer dizer o vetor (A, B) néo é (0, B) que seria paralelo ao
eixo OY, o defeito da equacdo expressa em termos do coeficiente angular. Mas no espago, trabalhando
com um médulo espacial, o coeficiente angular € inttil. . .

Se a reta ndo passar na origem a equacdo fica

y = max + b; b # 0; (2.127)
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e vocé encontra o valor de b aplicando a equagdo a um ponto arbitrario por onde a reta passe, de maneira
semelhante ao que ja foi feito com equacdo geral da reta Ax + By + C' = 0 para encontrar o valor de
C. Esta equacdo, Az + By + C' = 0 é comumente chamada de equagdo geral da reta porque agora
ndo importa se algum dos coeficientes, A, B, C' é zero. Observe que esta equacdo pode ser a equacgio
dum plano ou de qualquer variedade linear. Sempre é necessério informar em que dimensdo a coisa se
encontra. . .

Apresentei a equag@o da reta com coeficiente angular m, que eu em geral me recuso a a usar porque
ndo tem equivalente em dimensdo maior do que dois. Entretanto estes cdlculos mostram que posso
voltar da equacdo vetorial da reta para a equacdo da reta, dado um coeficiente angular r € um ponto
P € r; P = (a,b), areta que passa no ponto P com coeficiente angular m.

Eu tive que abrir uma excec¢io, m # 0 o caso da reta perpendicular ao eixo O X, quando ndo existe
coeficiente angular mostrando, mais uma vez a fragilidade deste conceito.

No espago o coeficiente angular ¢ inutil. . .

O que salva o coeficiente angular nas contas das equacdes (eq. 2.6.124) (eq. 2.6.128) é no caso do
plano eu reproduzi a equacao duma fung¢io do primeiro grau cujo grafico € equagdo da reta “que passa no
ponto” P = (p, q). E o coeficiente angular é a derivada constante duma fun¢io do primeiro grau.

A equacdo vetorial da reta vale para qualquer dimensao apenas, em lugar do coeficiente angular, vao
aparecer as derivadas parciais quando eu definir a fung@o do primeiro grau cujo grafico é equacio da reta.

A denominacdo derivada parcial vem dum tempo em que ndo se tinha uma ideia precisa do que
era a derivada, as derivadas parciais sdo as coordenadas do gradiente que € a derivada duma funcdo
multivariada.

Vou fazer as mesmas contas que fiz no caso da reta no plano, agora com equacao vetorial da reta no
espaco, me fixando no R3, mas as contas serdo as mesmas em qualquer dimensio, apenas no caso do R?
ficam mais resumidas.

Qer;Q=(mmnp = (MABXC)er eR; (2.128)
P=(a,b,c)es = (AM+a,AB+b,\C+c)€s;AeR,; (2.129)
m = Xox;n = Aoy; p = Aoz;

Qer = { B=Eg === (2.130)
p _ Xo(z—¢) _ z—c __ OF.
n ~ Xo(y—=b) — y—b ~ 9y’
P=(aboes = Flay) = (L@-a),2y-b); (2.131)

1. Naequagdo (eq. 2.6.128) eu escrevi a equacao da reta r que passa na origem.

2. Na equacdo (eq. 2.6.129) eu escrevi a equagao da reta s que passa no ponto P, observe que esta
equagdo é mais geral, basta tomar P = (0,0, 0) para ter a equagdo duma reta que passa na origem.

3. Na equagdo (eq. 2.6.130) eu retomei a equacdo da reta que passa na origem para calcular os
coeficientes parciais. Observe que precisei de um valor particular para A que chamei de \y. Porque
“ coeficientes parciais? Uma reta, no espago, estd contida em algum plano entdo ela tem diferentes
coeficientes relativamente a cada uma das dire¢es do espaco, um coeficiente na direcdo de OX e
outro na na direcdo de OY . Coeficiente angular é derivada e na origem do Calculo foram criadas
estas notagdes para indicar os coeficientes angulares parciais que vocé€ vai encontrar no Calculo
com o nome de derivadas parciais.

4. Na equagdo (eq. 2.6.131) vocé tem a expressao vetorial duma funcdo do primeiro grau de duas
varidveis e neste caso as derivadas parciais sdo constantes, se vocé quiser falar em coeficiente
angular. O gréafico duma fung¢o do primeiro grau € um plano, neste caso particular € uma reta que
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estd contida num plano no espacgo, e as derivadas parciais sdo os coeficientes angulares calculados
nas direcdes dos eixos coordenados.

2.7 Equacao do plano

Um plano é uma variedade linear de dimensdo 2, e ndo tem coeficiente angular porque num plano
ha uma infinidade de retas, cada uma com o seu coeficiente angular o que rouba este conceito do plano.
Excelente, agora eu posso comecar exatamente do ponto final quando descrevi a equacdo duma variedade
linear de dimensé&o 1. Uma reta é perpendicular a um vetor dado (A, B) e sua equagdo é

Az + By+C =0 (2.132)

e a constante C, sendo diferente de zero. a reta ndo passa na origem.

Da mesma fora um plano é perpendicular a um dado vetor. Melhor, dado um vetor vocé pode se
perguntar qual é a equagdo dum plano que lhe seja perpendicular. Da mesma forma como eu lhe mostrei
0 que acontece com as retas, hd muitos planos que sdo perpendiculares ao vetor u = (4, B, C'), mas vou
logo encontrar o caso mais simples, como fiz com a reta.

Vou considerar um plano 7 que passe na origem, ele € o subconjunto dos pontos (z,y.z) do “espago”
e eu vou exigir que sejam os pontos que formem um conjunto perpendicular ao vetor u = (A, B, C)
entdao

<(A,B,C),(x,y.2) >=0 = Ax+ By+ Cz=0; (2.133)
Q=({pqgr)en = Alx—p) +Bly—q)+C(z—1)=0; (2.134)
Q= (pqr)en = Ax+By+Cz— (Ap+ Bq+Cr) =0; (2.135)
Q=(pqr)en = Az+By+Cz—D =0; (2.136)

a equacdo, (eq. 2.134), é a equagdo do plano 7 que passa no ponto (p,q,r), algumas vezes se diz
que o plano foi levado para a origem. O ponto (p,q,r) pertence ao plano 7 que é perpendicular ao
vetor u = (A, B,C). Nas equagdes que se sucedem eu desenvolvi as contas indicadas para obter
D = Ap + Bq + C'r e assim passei da equagdo do plano que passa na origem para a equagio do plano
que passa no ponto @ = (p, ¢, 7).

Da mesma forma como eu fiz com a reta, se eu somar uma constante D a equacgdo (eq. 2.133) eu
estarei deslocando o plano, portanto vou obter a equacdo de outro plano que € paralelo ao primitivo e
portanto ainda perpendicular ao vetor u = (A, B, C) e sua equagio serd

Ar+By+Cz+ D=0 (2.137)

e da mesma forma como eu fiz com a reta, eu posso definir uma funcao linear de duas varidveis a partir
da equagdo (eq. 2.137), sempre supondo que alguma das constantes A, B, C, seja diferente de zero, e vou
escolher A # 0, tenho

By+Cz+D B C D
f(yyz):fiy " =V 1T (2.138)

Eu desprezei o coeficiente angular e agora me vejo forcado a reconsiderar a situacdo. No Caélculo
vocé vai descobrir que o coeficiente angular é a derivada das funcdes lineares que sdo aquelas cujos
gréaficos s@o variedades lineares. E no caso das fungdes multivariadas, hd vérios coeficientes angulares
que sdo as derivadas parciais. Mas vocé vai encontrar esta questdo quando estiver estudando Célculo. No
espago ndo existem coeficientes angulares e sim vetores perpendiculares as variedades lineares.
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Também, o que € uma variedade linear depende em que dimensio vocé estiver trabalhando

2x — Ty 4+ 5 = 0 é perpendicular ao vetor (7,2, 0,0); (2.139)
< (4,B,0,0),(B,—A,0,0) >=0 (2.140)

se vocé a interpretar como uma variedade do R*, entdio uma variedade linear de dimensdo 3 porque vocé
“se encontra num espaco de dimensdo 4. Uma tal variedade linear se chama de hiperplano significando
que ela é a variedade linear de dimensdo méxima dentro do espaco em questao,

* Um ponto é um hiperplano duma reta, uma variedade linear de dimensdo 1, e observe, um ponto
divide uma reta em duas semirretas,

* uma reta é um hiperplano dum plano, uma variedade linear de dimensao 2, volte a observar que
uma reta divide o plano em dois semiplanos,

* um plano é um hiperplano dum “espago” de dimensao 3, uma variedade linear de dimensao 3,

* 0 “espago” da Geometria Euclidiana é um hiperplano dum espago de dimensdo 4.

E cabe-lhe o direito de perguntar se ndo ha aqui uma confusio proposital. Nao ha! precisamos com
frequéncia de fazer referéncia a variedade linear de dimensdo maxima dum determinado espago e é entdo
cdmodo se referir a uma tal variedade como um hiperplano do espago. E a forma mais resumida de dizer
“a variedade linear de dimensdao mdxima do espaco” em questdo. Muito Util quando se trabalha com
espacos de dimensao infinita quando é impossivel subtrair uma unidade a dimensao. . .

O nosso universo tridimensional esta imerso numa multidao de espagos de dimensao maior do que 3,
os celulares s@o objetos que tem 9 — 8817 — 8817 nove coordenadas portanto pertencem a um espaco de
telecomunicagdes de dimensao nove. Atengdo, este exemplo foi mal escolhido para o0 momento porque
sugere que 0 nosso universo estd contido no espago dos telefones celulares e isto ndo é verdade. Eu
poderia ter apagado o exemplo, eu cometi um erro, e preferi corrigir o erro com esta observacdo. A
Matematica formaliza o mundo real, e voc€ vai encontrar o exemplo dos telefones quando avanga em
Algebra Linear que vai lhe dar exemplos diversos de espagos de alta dimensao. Estes espacos podem ser
distintos e nenhuma relagao ter entre eles como € o caso dos telefones e 0 nosso universo. Os autores
podem cometer erros, fique atento!

Dados dois niimeros reais x, , a expressio (, i) representa um ponto do espago R?, que é um plano
ou uma variedade linear de dimenséo 2, ou (x, y, z), para trés nimeros reais dados, representa um ponto
do espagco R?, um espaco tridimensional, uma variedade linear de dimensao 3,

P =(z1,29,...2,) € Rz € R; (2.141)

P € R™ uma variedade linear de dimensio n; (2.142)

Dados dois pontos P,Q € R?, P = (a,b) e Q = (m,n), confira a figura (fig ??), pagina ??, posso
calcular a distincia entre eles usando o teorema de Pitdgoras,

d(P,Q)=+/(m—a)?+ (n—->02=+/(a—m)?+(b—n)? (2.143)

O moédulo das diferencas que aparecem na equagdo (eq. 143) medem o comprimento dos catetos
do tridngulo retingulo que o segmento P determina com retas paralelas aos eixos coordenados.

Os pontos P, ) também determinam dois vetores, u, v, do plano e o segmento de reta mede a diferenca
u — v ou v — u. Como a diferenca entre dois vetores é um vetor, eu posso calcular o médulo do vetor
u — v para obter a distincia entre os pontos P, () usando o produto escalar

hiperplano ¢
um conceito
relativo.
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/home/tarcisio/tex/dicionario/DistanciaEntfreDoisPontos0l.eps

Figura 2.13: Distancia entre dois pontos e o teorema de Pitagoras

u—v=(a—m,b—n);v—u=(m—a,n—0>); (2.144)

l[u—vl|=[v—ul|l=v<u—v,u—v>=+/(m—a)?+n-0)2=dPQ); (2.145)

e o resultado é o mesmo.
As propriedades da distancia sdo

1. reflexividade d(P,Q) > 0ed(P,Q)=0 < P=Q
2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);

3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q) a soma de dois lados é maior, ou igual, ao
terceiro lado.

Qualquer fungdo de duas varidveis que tenha estas propriedades define uma distincia num conjunto M e é quando se diz que
(M, d) é um espago métrico. Esta frase sugere que hd distintos meios de definir distancia, o que é verdade. E a mesma coisa que
dizer que existem diversas geometrias e vou logo lhe dar um exemplo bem simples de que esta diversidade é necessdria.

A companhia de energia elétrica, que ndo precisaria ser privada vai cabear o ponto de energia dum poste até sua casa. Para
evitar que fiquem fios elétricos no ar, ela poderia conduzir os fios por dentro do poste até uma caixa no chio e desta para outra caixa
também no chdo para o outro lado da rua para finalmente chegar em sua casa onde deveria haver no chido a uma caixa de conexao
onde os fios seriam conectados a sua casa. Tudo isto com seguranca e beleza, sem fios espalhados pelo ar. A distancia calculada ndo
seria a “euclidiana” e sim a soma dos segmentos de linha reta usados para fazer este servico. Esta distancia € chamada distancia [l .
A distancia l2, € a distancia euclidiana, definida na equagao (eq. 143), que seria inutil para calcular a distincia do ponto de energia
elétrica até sua casa. O 2 se refere ao indice da raiz quadrada.

A distancia é uma propriedade bidimensional porque envolve em suas propriedades no maximo trés
elementos do espago que determinam um plano deste espago, o que facilita muito nas demonstra¢des das
propriedades mais gerais da distancia. Para o R™ a férmula na equacido (eq. 143) fica

d(P,Q) = k;(pk — qr)*; (2.146)

P=(pi,...,pn):; Q= (q1,---qn);
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2.7.1 Produto vetorial

Vou apresentar-lhe o produto vetorial que ainda é chamado de produto externo porque dados dois
vetores u,v o produto u X v L v, € um vetor que é perpendicular ao plano determinado pelos vetores
u, v, € assim tem sentido chama-lo de produto externo. Eu prefiro chamar produto vetorial porque o
resultado é um vetor.

uXv Lo, uxv Ly (2.147)

é um vetor que é perpendicular ao plano determinado pelos vetores u, v. .

Da mesma forma como o produto escalar ha duas formas equivalentes de definir u X v, uma ¢ algébrica
e a outra é geométrica. Eu vou colocar as duas formas na préxima definicdo e em seguida vou mostrar
que elas produzem o mesmo resultado.

Definicao 12 (Produto ). Verorial
Dados dois vetores i = ((u1, u2,us)), v = (v1, v2, v3) 0 determinante formal

i J k
U uz uz | =1
v V2 U3

U2 U3
V2 U3

-

U us
v U3

Uy U2
U1 U2

+k (2.148)

O determinante formal, porque ndo se trata dum “determinante” mas funciona como se fosse um
“determinante”, estabelece como calcular os coeficientes de cada um dos vetores f, f, kemu x v.

Observe que a primeira linha contem os vetores da Fisica e no cdlculo deste determinante usei o
desenvolvimento pela primeira linha caindo em subdeterminantes de ordem dois, que vao produzir os
coeficientes de cada um dos vetores f, j, k.

Ao mesmo tempo as propriedades do determinante se transferem para para u X v que € anticomutativo,
trocando a ordem de duas linhas dum determinante se lhe troca o sinal entdo

uXv=—-vxXuuxu=0; (2.149)

Vou aplicar a definicdo a dois vetores do circulo unitdrio S' e como consequéncia vou obter uma outra
caracteriza¢do do produto vetorial.

O produto vetorial é geométrico por natureza, ndo sei qual € a sua origem histérica, mas certamente,
como muitas férmulas da Matematica, ele deve ter surgido na Fisica e traduz efeitos fisicos como por
exemplos os efeitos eletromagnéticos ou da eletricidade. Depois a Matematica se apossou da defini¢cao
que aparece mais a frente incorporada ao produto tensorial que € um tipo de produto multilinear alternado.
E a razdo pela qual estou colocando uma coordenada nula nos vetores @, ¥ para caracterizar que sio dois
vetores do R3, necessario para escrever corretamente o determinante.

i = (cos(a),sin(a),0); ¥ = (cos(f),sin(B),0); (2.150)

7 i ok
uxv=| cos(a) sin(a) 0 |= (2.151)

cos(B) sin(B) 0

= sin(a) 0 ~| cos(a) O -1 cos(a) sin(a)

! sin(8) 0 ’ —J cos(B) 0 tk cos(B) sin(B) |’ (2.152)
uxv=Fk zgzgg; ziﬁggg =k (cos(a) sin(B) — cos(B) sin(a)) ; (2.153)
Esin(8 — ); (2.154)

|u x v| = |u|lv] sin(B — «); (2.155)

Nio € um “determinante” por-
que somente tem sentido se
for desenvolvido pela linha

(4,3, k)
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A tltima equagdo é verdadeira sob a condi¢do de que u,v € S* mas posso agora refazer as contas
com u,v € R? escritos na forma polar que é a recuperagdo de dois vetores quaisquer, do plano, a partir
de sua proje¢ao no circulo trigonométrico entao

i = [ul(cos(a), sin(a), 0); 7 = [v](cos(8), sin(8), 0); 2.156)
uxv=/| |ulcos(a) |u|sin(e) 0O |= (2.157)
[v]cos(B)  [v]sin(B) 0
_ =| |ulsin(a) O -| |u|cos(a) O > Jucos(a)  |ulsin(a)
=T By o7 o) o [+F] Mes Wy [+ @19
uxv=Fk mggzgg; m:ﬁgg; = k|ul|v| (cos() sin(B) — cos(B) sin(a)) k sin(8 — «(2.159)
|u x v| = |ul|v|sin(8 — a); (2.160)

E assim eu obtive a expressdo para o médulo do produto externo.

Esta formulag@o seria invalida para dois vetores u, v € R™ para o célculo de u x v, mas um pequeno
esforco de imaginag@o serve para adapti-la para este caso uma vez que dois vetores determinam um
espacgo bidimensional dentro dum espago de qualquer dimensdo, entdo a expressio € valida e deixo esta
extensao para sua imaginacio. ..

A tltima equacdo da lista acima mostra uma propriedade geométrica muito utilizada

1. para calcular a drea dum paralelogramo, e consequentemente, também, de tridngulos. |u||v| sendo
as medidas de dois lados consecutivos dum paralelogramo, |u||v|sin(8 — «) é a medida da drea do
paralelogramo que tenha estas medidas para os dois lados consecutivos.

2. Efeito colateral serve para calcular a drea de qualquer tridngulo que tenha estas medidas |u||v| para
dois de seus lados consecutivos.

3. Também, efeito colateral, serve para determinar se as duas dire¢des determinadas por i, ¥ sdo
paralelas ou nao.

4. Se os lados tiverem medida 1 o resultado é o sin(f8 — «) o angulo entre as dire¢des determinadas

pelos vetores i, U .

2.7.2 produto vetorial

o ||W|| = |& x 9] = ||2||||7]| sin(y) em que «y é o Angulo entre os vetores i, ¥ no circulo unitério do
plano que eles determinam.

cUXU=—-UX1U
e Uxv=0 <« = 1,7 sdo colineares.

 Se os vetores i, ¥ ndo forem colineares, entdo eles determinam um plano e os trés vetores i, ¥/, 4 X U,
nesta ordem, formam um triedro orientado positivamente. Basta para isto mostrar que, tomados
dois a dois, estes trés vetores ndo colineares entdo eles sdo linearmente independentes e determinam
um espaco de dimensao trés.

 Efeito colateral se o determinante formal que define o produto vetorial for zero, entdo os dois
vetores sdo colineares.
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» Se @ = (u1,us,us) e ¥ = (vy, vy, v3), entdo

i j k
— - = Uy U
UXV=] U Uz U3 | =1

S (2.161)

U2 U3 2
V2 U3

U1 V2 V3

em que o “determinante” é apenas uma forma de calcular as coordenadas do novo vetor e i 7 k
sdo0 os vetores da Fisica. Desta forma o menor de ordem dois, identificado pelo vetor ¢ fornece
a primeira coordenada de u x ¥, e assim sucessivamente para o calculo da segunda e terceira
coordenada.

Eu preciso mostrar que o vetor « X ¢ é perpendicular ao plano determinado pelos vetores i, ¥/ mas isto
¢é consequéncia direta da defini¢do usando o determinante formal e ja foi praticamente feito quando eu
considerei acima dois vetores com a terceira coordenada nula obtendo, portanto elementos do plano deter-
minado por f, fresultando num vetor que € multiplo do vetor k que € perpendicular ao plano determinado
pelos vetores Z 5

Se os vetores 0, ¥ forem colineares entdo o “determinante” € nulo e portanto 4 x ¥ = 0.

O “determinante” utilizado na defini¢do para o calculo de ¥ x ¢/ tem um lado positivo porque mostra
uma propriedade fundamental do produto vetorial, a anticomutatividade:

—

UXT=—UX

i

(2.162)

pela troca de linhas no determinante.

Mas tem um lado negativo com a sugestao de que se trate dum produto restrito a dimensao trés. Al-
gumas vezes se chama este produto de produto exterior porque o resultado € um vetor perpendicular ao
plano determinado pelos dois fatores, e isto vale em qualquer dimensdo: u, v, u X v forma um triedro po-
sitivamente orientado se u, v forem linearmente independentes. Se ndo forem linearmente independentes
o produto vetorial é nulo porque dois vetores linearmente dependentes se encontram sobre uma mesma
reta e portanto o seno do angulo entre eles € zero, consequéncia da propriedade do médulo de u X v.

Na figura (fig ??), pagina ??, se pode ver que o significado geométrico do produto vetorial de dois

/home/tarcisio/tex/dicionario/ProdutoVetorial.eps

Figura 2.14: @ x ¥ = Area do losango

vetores
X U= |d]|v]] sin(y)] (2.163)
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Eles determinam um losango quando se copia, paralelamente, os segmentos que correspondem aos ve-
tores e a projecdo de i sobre a perpendicular a reta suporte de ¥ vale ||ul| sin(y). O produto ||u||||v]| sin(y)
¢ a drea deste losango determinado pelos vetores , v.

Para verificar o médulo do produto vetorial, deixe-me observar que os vetores i, U determinam um
espaco de dimensao 2, se forem l.i. que vou supor que sejam inicialmente, e portanto eu posso transporta-
los sob forma de equivaléncia geométrica para o plano complexo e assim obter dois vetores da forma
re'®, se’® que os representem. O produto vetorial destes dois vetores é igual, em médulo, ao produto
vetorial ¥ X U.

i ik
rcos(a) rsin(a) 0 | =rs(cos(a)sin(f) — sin(a) cos(B))k = (2.164)
scos(B) ssin(B) 0
rssin(a — B)k;y = a — B; (2.165)
U X U=rs|sin(a — B)k| = rs|sin(a — )| = rs|sin(y)| = |@]||¥]| sin(y)| (2.166)

Exemplos com os vetores do triedro fundamental da Fisica:

Z, ﬁ', k ; triedro dos vetores unitarios da Fisica; (2.167)
ixj=kjxk=ikxi=j; (2.168)
(2.169)

Se a dimensdo do espaco E for maior ou igual a trés, o produto vetorial € uma operac¢do bindria
bilinear alternada (anticomutativa) em E. Esta afirmacio é valida para R? munido com o triedro da
Fisica.

O produto vetorial ndo foi criado por acaso, ele permite sintetizar importantes propriedades fisicas
0 que torna natural a sua definicdo com o “determinante” trazendo na primeira linha os trés vetores da
Fisica. A Matematica em seguida absorveu a defini¢cdo que se originou na Fisica com o nome de “produto
exterior” que € um exemplo de denominagdo de ma qualidade se originando do fato de que v X v ndo
pertence ao plano determinado por pelos dois fatores. Se a dimensdo do espaco for maior ou igual a trés
o produto vetorial passa a ser uma operacdo bindria, ndo comutativa, do espago e nada exterior.

Entre as muitas propriedades do produto vetorial tem se a chamada Regra BAC_CAB

o

Ax (BxC)=B(A.C)— C(A.B) (2.170)
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A = (a1,a2,a3); B = (b1,b2,b3); C = (c1,c2,¢3); (2.171)
i gk
P=Ax(BxC)=Ax| b by bg |= (2.172)
c1 ¢y c3
i j k
_ @ s as = (2.173)

(bacs —bzc2)  (bzer —bicz)  (bica — bacy)

az(bica —baci) — az(bzcr — bics),
=< az(bacg — bzcz) —ai(brea — bacy), = (2.174)
al(b301 — blcg) — a2(b203 - b332)

=D— E =< B(A.C) — C(A.B); (2.175)

D = (b1,b2,b3)(a1c1 + azca + azcs); E = (c1,c2,c3)(a1by + azba + azbs); (2.176)

D = (b1(a1c1 + a2c2 + azez), ba(arcr + azca + azez), bs(arcr + azea + azces)) (2.177)

E = (c1(a1b1 + a2ba + a3bs), ca(a1bi + a2bs + azbs), c3(a1b1r + agba + asbs)); (2.178)
i j k ,

D—-FE= al a2 as :AX(BXC)iP (2.179)

bacz —bgca  bzcr —bics  bica —bacy

Embora esta demonstraciio tenha sido feita no R? ela segue vilida em qualquer dimensio maior ou
igual a trés.

O produto vetorial foi concebido para lidar com espacos de dimensdo trés e uma forma de demonstrar
as propriedades deste produto pode facilmente ser feita definindo os vetores como combinagao linear dos
vetores da Fisica para os quais valem

ixj=kjxi=—-kjxk=ukxj=—-i;kxi=j;ixk=—j; (2.180)

2.7.3 distancia do ponto P = (a,b,c) ao plano 7

Ao mostrar-lhe como calcular a distancia dum ponto a uma reta eu lhe falei que seria o caso mais
simples e que sua generalizagdo seriam casos mais complexos. Vou lhe falar dum exemplo que fica fora
do escopo da Geometria Analitica porque precisa das técnicas do Célculo, alids, eu ja venho fazendo
isto com frequéncia porque o objetivo da Geometria Analitica, hoje, é de uma preparagao para o Calculo
e portanto criar motivacdo para o estudo do Célculo estd dentro do objetivo deste livro. E tenho usado
exemplos de viagens espaciais, assunto bem “momentoso”, nas também passo-lhe a adverténcia de que

Geometria Analitica é “deficiente” para resolver estes problemas.

Um médulo espacial destinado a fotografar a superficie dum planeta distante, tem que calcular a sua distancia ao planeta para
decidir se ja se encontra dentro das condi¢des dos seus aparelhos Gticos para obter uma imagem de boa resolugdo. O mddulo
espacial € um ponto no Universo e sua distincia a um planeta, que é relativamente grande, tem ser calculado relativamente a uma
variedade linear de dimensdo dois tangente ao planeta.

E o Cilculo que vai Ihe dar as técnicas para encontrar variedades lineares tangentes, retas tangentes, planos tangentes. E este o
uso da derivada! Entdo neste momento eu vou lhe mostrar como calcular a distancia dum ponto a um plano, e serd no Calculo que
vocé vai aprender a encontrar planos tangentes e agora vocé sabe porque é preciso saber encontra-los.

A distancia dum ponto P a um plano depende da reta r perpendicular ao plano passando por P, exa-
tamente como eu ja fiz com a distancia dum ponto a uma reta, tenho que procurar uma reta perpendicular
ao plano determinada pelo ponto P. A geometria do Universo ndo € a euclidiana, € a teoria da relativi-
dade que nos diz isto, mas para “pequenas distancias”, como esta dum modulo espacial a um planeta,
apenas alguns milhdes de quilometros, a geometria euclidiana funciona, como também funcionam as leis
de Newton, embora um médulo em 6rbita dum planeta se encontra em queda livre e muita coisa j4 se
explica com com teoria da relatividade como a auséncia de peso dos astronautas. . .



94 CAPITULO 2. O ESPACO

Mas, deixe-me voltar para Geometria Analitica e ficar na Geometria Euclidiana e seguir com as leis
de Newton da gravitagdo, porque, para pequenas distincias como dum mdédulo espacial para um planeta
podemos supor que a luz seja um raio e caminhe em linha reta. ..

Tenho um plano, 7 no espago, @ C R?, uma variedade linear de dimensdo 2, e um ponto P cuja
distancia ao plano 7 eu quero calcular. Preciso duma reta que passe por P encontrando o plano 7 perpen-
dicularmente no ponto Q e a distancia de P ao plano 7 é d(w, P) = d(P, Q). E bem semelhante ao que
fiz no célculo da distancia dum ponto a uma reta.

Vou repetir o pardgrafo anterior colocando como uma aplicacdo ao cdlculo da distancia dum médulo
espacial a um planeta. O médulo espacial € o ponto P e a distincia de P ao planeta é obtida usando
um plano tangente ao planeta, e isto é coisa que voc€ vai entender melhor no Calculo, mas estou lhe
mostrando uma aplicacdo futura desta questdo. E aqui que preciso da equagdo da reta s, no espaco,
passando por P cuja intersecdo com o plano 7, perpendicularmente, € o ponto () e a distincia de P ao
plano 7 é d( P, @), semelhante ao caso da distancia do ponto P para a reta r.

Portanto s || (4, B,C) que é o vetor perpendicular ao plano como foi visto na determinacdo da
equacgdo dum plano ou duma reta.

Deixe-me colocar os dados numa sequéncia de equagdes a partir das quais posso escrever o algoritmo
computacional. Os comentérios, depois do sistema de equacdes, podem ser Uteis para entender o que eu
fiz.

P = (a,b,c) € R?; coordenadas do ponto P; (2.181)
Az + By+ Cz+ D =0oplano 7; (A, B,C) L m; (2.182)
(A,B,C) L7t = Q= (mmn,q ennNP+Am—an—>b,q—c); (2.183)
(A,B,C)® (m —a,n—0b,q—c) =(0,0,0); (2.184)
i j k
(m—a) (n—>) (¢—c) |=1(0,0,0); (2.185)
A B C
C(n—b) = B(g—c) =0;
Alg—c)—C(m —a) =0; (2.186)
B(m—a)— A(n—0b) =0;
Cn — Bq= Cb— Bg;
Aq—Cm = Ac— Ca; (2.187)
Bm — An = Ba — Ab;
0 C -B m Cb— Bce
—-C 0 A n =| Ac—Ca (2.188)
B —-A 0 q Ba — Ab
d(P,m) = d(P,Q); (2.189)
det(M) = 0 e nio pode, a solucdo é dnica ; (2.190)

Explicando cada linha desta sucess@o de equagdes:

1. Na equacdo (eq.7.181) eu escrevi as coordenadas do ponto P cuja distdncia ao plano 7w quero
calcular.

-

2. na equagdo (eq.7.182) estd a equag@o do plano 7, com a indicagdo de que o vetor (4, B,C) L 7.

3. Na equacdo (eq.7.183) estdo as coordenadas do vetor perpendicular ao plano m, o ponto ) =
(m,n, q) que vou procurar como intersecéo da reta perpendicular ao plano 7 passando por P que é
dada por P+ A(m —a,n — b, ¢ — ¢) em que A € um ndmero real qualquer. Quando A = 0 tenho P
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e quando A = 1 tenho () portanto esta reta passa por estes pontos. Na equagdo seguinte estabeleci
a condigdo para que esta reta determinado por P() seja perpendicular ao vetor (A, B, C).

4. Na equagio (eq.7.184) eu impus a condi¢do (A, B,C) ® (a — m,b —n,c — q) = (0,0,0) com a
qual vou encontrar o ponto ) no plano 7 como o ponto em que a reta perpendicular a este plano o
encontra também passando pelo ponto P.

substitui A, B, C, pelas coordenadas do vetor normal e daqui para frente eu vou usar os novos
valores de A, B, C, da equagdo normal do plano. Vou fazer o mesmo no programa. Observe que
multiplicar uma equacdo por um niimero ndo a altera. Mas agora D := %D j4 me da a distancia
do plano a origem.

5. A equagdo (eq.7.185) lembra-lhe que o ponto P deve determinar a reta s paralela ao (A, B, () para
que seja perpendicular ao plano 7.

6. A equacgdo (eq.7.186) define a reta s, vetorialmente. Ela passa no ponto P o que estd indicado com
asoma \(A, B,C) + (a, b, ¢) dum miiltiplo de (4, B, C).

7. Na equacgdo (eq.7.187) estou construindo o ponto ) = (m.n.q) € s como um elemento da reta s
que pertence a intersecdo @ = (m,n,q) € sNm. Q = (m,n,q) € sNpi é o ponto que eu quero
encontrar no plano 7 para calcular a distancia d( P, Q) = d(P, 7). Aqui tem um defeito de notagio,
eu devia ter usado )\ para indicar que € um valor particular de A que corresponde a determinagdo
do ponto Q.

Na proxima equacgdo vou resolver um sistema de equagdes para determinar as coordenadas de @)
como um elemento da interse¢do s N 7, na interse¢do da reta s com o plano 7. Vou encontrar o
valor particular de .

8. Na equacdo (eq.7.188) se encontra o sistema equacdes que vai determinar o valores de m,n,q e o
valor particular de A. Os dados da questéo sdo a,b,c; P = (a,b,¢), A, B,C, D e X é a solugéo, o
coeficiente que vai determinar os coeficientes de () na proxima equagao.

9. A equagdo (eq.7.189) determina () com o valor de A encontrado.
10. Na equagdo (eq.7.190) a distincia d( P, 7) é calculada.

11. A equagdo (eq.7.191) apresenta a distdncia colocando ||||A|||| em evidéncia, os astronautas vdo
precisar de encontrar o melhor valor de A que produza a resolugdo ideal para a imagem do planeta
em questao ...

E a Geometria Analitica informa aos programadores do médulo espacial qual € a melhor posi¢ao
para obter imagens do planeta, aguarde o Cdlculo para saber o significado de ||A|| = ||(A, B, C)|| como
informac@o para os astronautas. . .

A Geometria Analitica sabe calcular a distancia dum ponto a um plano, o Célculo sabe calcular um
plano tangente a uma superficie, a superficie dum planeta. .. Os astronautas tém que saber Geometria
Analitica, Caélculo, Equagdes Diferenciais e programacio, para encontrar o momento certo de produzir
as imagens com a precisdo necessdria. O meu objetivo é a Geometria Analitica como motivac¢io para o
Cilculo que vira depois.

Vou transformar este sistema de equagdes num programa para calcular a distdncia de um ponto, um
modulo espacial, ao plano 7 tangente ao planeta.
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2.8 Exercicios

Os exercicios servirdo para desenvolver a sua intui¢do a partir das ideias aqui expostas.

Exercicios 2. Variedades Os itens, em cada questdo, estdo numerados usando os cinco primeiros
nimeros primos, 2,3,5,7,11. Ao final de cada questdo, ao lado da etiqueta gabarito, vocé pode encon-
trar o produto dos niimeros primos que correspondem as op¢oes verdadeiras. E possivel que o gabarito
esteja omitido para que apareca apenas quando for publicada a correcdo da lista. Os itens podem ser
todos verdadeiros ou apenas alguns verdadeiros. Mas havendo algum falso, haverd também o corres-
pondente verdadeiro. Quando for o caso de que uma resposta tenha que ser dada aproximadamente, o
valor fornecido terd quatro digitos depois do ponto, ou virgula, decimal, para ser considerado correto.

1. Plano cartesiano Na figura (??), pdgina ??, vocé tem o o plano cartesiano com quatro pontos
marcados e alguns segmentos de reta tragados. O plano cartesiano é dividido em quatro quadrantes
habitualmente referenciados com algarismos romanos, 1,11, I11,IV com a ordem crescendo no
sentido positivo, anti-hordrio. Selecione as opgdes corretas nas afirmagdes abaixo.

Figura 2.15: O plano cartesiano

(2) (V) I(F)[ ] O segmento de reta PQ se encontra no primeiro quadrante.
(3) (V) J(F)[ ] O segmento de reta PQ corta o eixo OY em sua parte negativa.

(5) (V) I(F)[ ] O segmento de reta PQ corta o eixo OY em sua parte positiva e atravessa do
quadrante I para o quadrante 11.

(7) (V) I(F)[ ] O segmento de reta que se origina no ponto R aparentemente corta o segmento
PS perpendicularmente.

(11) (V)[ ](F)[ ] O segmento de reta que se origina no ponto R aparentemente corta o segmento
QS formando dngulos agudos e obtidos.

gabarito:

2. Plano cartesiano Considere ainda a figura (??), pdgina ??.

/home/tarcisio/tex/sba/tarcilsio/GeometriaAnaliticall_01

.eps
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(2) (V) I(F)[ ] A distancia entre P e S é \/(T— 9)2 + (5 — 6)2.
(3) (V) I(F)[ ] A distancia entre P e S é \/(T+9)2 + (5 + 6)%
(5) (V)[ I(F)[ ] A distancia entre S e Q é \/(T+5)2 + (5 — 6)2
(7) (V) I(F)[ ] A distancia entre S e Q é \/(9+ 6)2 + (6 + 6)2.
(11 ) (V)[ )(F)[ ] A distancia entre S e Q ¢ \/(9 —5)2 + (6 + 6)2.

gabarito: 21

3. Plano cartesiano Considere a figura (fig ??), pdgina ??.

/home/tarcisio/tex/sba/tarcilsio/GeometriaAnaliticalO_02.eps

Figura 2.16: Segmentos de reta no plano cartesiano

(5) (V) I(F)[ ]O ponto médio do segmento de reta PQ é (%, —3)

-

(7) (V) I(F)[ ] Com um compasso (eletronico) eu tracei dois circulos com centro nos pontos P
e Q. Tracando um segmento de reta que passe na intersecdo dos circulos eu posso obter o
ponto médio do segmento PQ).

(11) (V)[ J(F)[ ] O segmento de reta que passa na intersecdo dos circulos com centro nos pontos
P e Q vai cortar o segmento PQ) perpendicularmente no seu ponto médio.

gabarito: 385

4. Plano cartesiano Considere a figura (fig ??), pdgina ??.

(2) (V)[ I(F)[ ] O segmento de reta que passa na intersecdo dos circulos ird cortar o segmento
PQ exatamente ao meio se e somente se os raios dos circulos forem iguais.
(3) (V)] I(F)[ ] Tracando um tridngulo que tenha por lado o segmento PQ) e o terceiro vértice

um dos pontos de intersecdo dos circulos vai se obter um tridngulo isosceles se os raios dos
circulos forem iguais.
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(5) (V)[ I(F)[ ] Considere R um dos pontos de interse¢do dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A altura do tridngulo RPQ)
encontra o segmento P(Q) em seu ponto médio.

(7) (V) I(F)[ ] Considere R um dos pontos de intersecdo dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A drea do triangulo RP(Q) é menor

do que 6+/13% + 1122

(11) (V)[ J(F)[ ] Considere R um dos pontos de intersecdo dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A drea do tridngulo RPQ é

exatamente igual a 6y/132 + 1121/2.

gabarito:

5. Equagdo da reta A figura (fig ??), pdgina ??, apresenta o vetor u = (5,5) que é perpendicular a

/home/tarcisio/tex/sba/tarcijsio/GeometriaAnaliticalO_03.eps

Figura 2.17: Equagio da reta

reta r.

(2) (V) [(F)[ ] A equacdo da reta r na figura (fig ??) éy — x = 0.
(3) (V) I(F)[ ] A equacdo da reta r na figura (fig ??) é 5y — 5x = 0.
(5) (V) I(F)[ ] A equagdo da reta r na figura (fig ??) é 5y = bx.
(7) (V) I(F)] ] A equacdo da reta r na figura (fig ??) é by = —bx.
(11) (V)[ J(F)[ ] A equacdo da reta r na figura (fig ??) é y + x = 0.

gabarito:

6. Coeficiente angular

A figura (fig ??), pdgina ??, mostra a reta v que é perpendicular ao vetor u = (5, 5).

(2) (V)[ I(F)[ ] r é perpendicular ao vetor u = (1,1).
(3) (V)[ I(F)[ ] Como r é perpendicular ao vetor u = (1, 1) entdo sua equacdo é x +y = 0.
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/home/tarcisio/tex/sba/tarcilsio/GeometriaAnaliticalO_03.eps

Figura 2.18: Equagio da reta

(5) (V)[ I(F)[ ] Como r é perpendicular ao vetor v = (1, 1) e passa na origem entdo sua equa¢do
éx+y=0.

(7) (V) I(F)[ ] O coeficiente angular da reta r ¢é -1.

(11) (V)[ (F)[ ] Considere trés pontos P = (a,b),Q = (p,q), R = (m,n) escolhidos a esmo

sobre a reta r. Entdo . B
—g_49-n_n70 g, (2.191)
a—p p—-m m-—a

gabarito: 770

7. Coeficiente angular Um quadrado de lado 5, com vértices P,Q, R, S lidos sequencialmente no
sentido anti-hordrio, estd centrado na origem com lados paralelos aos eixos coordenados.

(2) VMILIF)[]P=(50),Q=(55),R=(-50),5=(0,5)

(3) (VMLIF)]P=(-5,0),Q=(-5-5),R=(-5,5),5 = (5,5)

(5) VILIF)[]P=(-5,0),Q = (-5, 5) =(-5,5),5=(5,5)

(7) (V[ I(F)[]P=(—25,-25),Q = (2,5,-2.5), R = (2.5,2.5),5 = (—2.5,2.5)
(11) (V[ I(F)[ ] P = (—2.5,-2.5),Q (2 5,2.5), R = (—2.5,2.5),5 = (2.5, —2.5)

gabarito:

8. distdncia entre dois pontos

Trés vértices dum quadrildtero retdngulo sao P = (4,2),Q = (-1,-3), R = (4,-3)

(2) (V)[I(F)[ ] O quarto vértice S é S = (1,2)

(3) (V)L I(F)[ ] 0 quarto vértice S é S = (2,—1)
(5) (V)[I(F)[ ] O quarto vértice S é S = (—2,2)
(7) (V)L I(F)[ ]0 quarto vértice S é S = (—1,2)
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(11) (V)[ J(F)[ ] O quarto vértice S é S = (—1,1)

gabarito:

9. distdncia entre dois pontos Os trés vértices dum tridngulo sdo P = (—5,9),Q = (5,9),R =
(0,0)
(2) (V)[ [(F)[ ] O trigngulo PQR ¢ equildtero.
(3) (V)] I(F)[ ] Todos os lados do tridgngulo PQ R tém medidas diferentes.
(5) (V)[ [(F)[ ] A drea do tridngulo PQR é 90;
(7) (V)[ J(F)[ ] O trigngulo PQR é isésceles.
(11) (V)[ J(F)[ ] A drea do tridgngulo PQR é 45;

gabarito:

10. Distancia dum ponto a uma reta Considere no plano XOY a reta r de equacdo 3x — Ty +10 = 0.

(2) (V)[ I(F)[ ] O ponto P = (—1,5) ndo se encontra na reta r.
(3) (V) J(F)[ ] O ponto P = (—1,5) se encontra na reta r.
(5) (V)[I(F)[ ] Oponto P = (—1,1) é um ponto da reta r.
(7) (V)[ I(F)[ ] O vetor (7,3) é paralelo a reta r.

(11) (V)[ J(F)[ ] O vetor (3,—T) é perpendicular a reta r.

gabarito:

11. Distancia dum ponto a um plano Considere no plano X OY a reta r de equacdo 3x — Ty+10 = 0.

(2) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto P = (—1,5) aretar é

d(P,r) =~ 5.077 aproximadamente (2.192)
(3) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto P = (—1,5) aretar é
d(P,r)5, exatamente. (2.193)

(5) (V)[ I(F)[ ] A reta s, de equacdo 3x — Ty = 0, é paralela a reta r. A distdncia entre as retas
r,sé 10.

(7) (V) I(F)[ ] Areta s, de equagdo 3x — Ty = 0, é paralela a reta r. A distdncia entre as retas
r, s € aproximadamente 5.077.

(11) (V)[ J(F)[ ] A distdncia entre duas retas paralelas r, s é o comprimento dum segmento de reta
PQtalque P €, Q € se PQ L, osegmento de reta PQ é perpendicular a reta s.

gabarito:

12. Equagdo do plano no R? A equagdo linear 5z + Ty = 0 representa um plano m do R3.
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(2) (V)[ J(F)[ ] Um vetor perpendicular ao plano 7 é o vetor (7,—5,0)
(3) (V)[ I(F)[ ] Um vetor perpendicular ao plano  é o vetor (5,7,0)
(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,10, 8) pertence ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] O ponto (—7,5,0) pertence ao plano .

(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto P = (5,7) ao plano 7 é /5% + 7.

gabarito:

13. Equacdo do plano no R?

A equagdo do plano m é z = 0

(2) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (0,0, 1) ao plano 7 é 1.

(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,1) pertence ao ao plano .

(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (0,1) pertence ao ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] O vetor (0,0, 10) ¢é perpendicular ao plano .
(11) (V)[ (F)[ ] A disténcia do ponto (1,1,1) ao plano 7 é 1.

gabarito:

14. Equagdo do plano no R?

A equagdo do plano mé —z = 0.

(2) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (0,0,1) ao plano 7 é 1.

(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto (0,1) pertence ao ao plano .

(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,1) pertence ao ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] O vetor (0,0,1) é perpendicular ao plano .
(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (1,1, 3) ao plano  é 3.

gabarito:

15. distancia Os pontos (1,3).(7,3), (9, 8), (3, 8) determinam o quadrildtero Q).

(2) (V[ I(F)[ ] Q é um paralelogramo.

(3) (V)[I(F)[ ]A dreade Q é 30.

(5) (V)[I(F)[ ] A dreade Q é 40.

(7) (V[ I(F)[ ] Q é um retangulo.
(11) (V)[ I(F)[ ] Q é um quadrado.

gabarito:

16. distdncia dum ponto a um plano A equacdo do plano 7w é 5 + 7y + 32 +10 =10

(2) (V)[ I(F)[ ] O vetor (—5,—7,—3) € perpendicular ao plano .



102 CAPITULO 2. O ESPACO

(3) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto P = (3,4,5) ao plano 7 é aproximadamente 7.4639.

(5) (V)[ I(F)[ ] Dado um ponto P = (a,b, ) a reta s que passa por P, perpendicularmente ao
plano , é paralela ao vetor V = (A, B,C) = (5,7, 3). A equagdo vetorial da reta s é

s ={(2,9,2) e R% (z,y,2) = A(5,7,3); A € R; (2.194)

(7) (V)[ I(F)[ ] Dado um ponto P = (a, b, c) a reta s que passa por P, perpendicularmente ao
plano w, é paralela ao vetor V.= (A, B,C) = (5,7, 3). A equagdo vetorial da reta s é

s={(z,y,2) €ER3 (x —a,y—b,z—c)=A57,3);\€R; (2.195)
(11) (V)[ J(F)[ ] A distdncia do plano  a origem é aproximadamente 1.0976.

gabarito:

17. distancia dum ponto a um plano Sao dados trés pontos A = (—1,1,7),B = list(3,4,7),C =
list(5, —1,7)

(2) (V)[ [(F)[ ] O trigngulo ABC ¢ equildtero.

(3) (V)[ J(F)[ ] O trigngulo ABC é isdsceles.

(5) (V)[ I(F)[ ] O tridngulo ABC ¢ escaleno.

(7) (V) I(F)[ ] Os pontos A, B, C determinam um plano paralelo ao plano XOY .
(11) (V)[ J(F)[ ] A equagcdo do plano determinado pelos pontos A, B,C é z = T.

gabarito:

18. distdncia dum ponto a um plano A figura (fig ??), pdgina ??, lhe mostra um triangulo de vértices

/home/tarcisio/tex/sba/tarcisio/GeometriaAnaliticalO_18.eps

Figura 2.19: Triangulo
P=(-6,7),Q =(-5,-12), R = (14,2).
(2) (V) I(F)[ ] O tridngulo PQR ¢ escaleno.
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(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto de encontro das bissetrizes no tridngulo PQR é (1, —1)
(5) (ML IF)[ ] O trigngulo P,Q Ry

P = (O7O)an = (L _19)7R = (207 _5)7 (2.197)
(2.198)

é idéntico ao tridngulo PQ R mas foi deslocado por uma translacdo de tal forma que um dos
Vértices se encontra na origem.

(7) (V)[ J(F)[ ] A drea do tridngulo PyQ1R; € igual a drea do tridngulo PQR e vale %
(11) (V)[ (F)[ ] A drea do triangulo PQR é 2 = 2<t{}1)

1 1 1
M = 1 =19 0 (2.199)
20 -5 O

gabarito:

19. distancia dum ponto a um plano Considere a expressao

S ={(z,y,2) e R* A(x —3)+ By —4) + C(2 — 5) = 0} (2.200)

(2) (V)[ J(F)[ ] Se A, B,C forem trés constantes dadas, S é um plano.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se A, B forem duas constantes dadas, e C € [—1.1] S é uma familia de planos
determinada pelo vetor (A, B, C') passando pelo ponto P = (3,4, 5).

(5) (V)[ I(F)[ ] Se A, B forem duas constantes dadas, e C € [—1.1] S é uma familia de planos
determinada pelo parametro C € [—1.1].

Az —3)+ By —4) + C(z — 5) = 0; (2.201)

Alx —3)+B(y —4)

(z=5)=— 5 ; (2.202)
. A@E-3)+By-4 _ A, B,
z=5 . = C(:c 3) C(y 4); (2.203)
A B
Fz,y) =5 - (@ =3) - Z(y—4); (2.204)
G(z,y) =5~ %(x—:&) — g(yfél); (2.205)
AS — AT)(z — 3 BT — BS)(y — 4
F(z,y) — G(z,y) = ( ST)(I ) + ( ST)(y ); (2.206)
(AS — AT)(z — 3) — (BT — BS)(y — 4
F(z,y) - G(z,y) = Je =3) ST( =1 2207
5—&(x—3)—2(y—4) = F(z,y);
5_Ap_3)— %
(ASPA(Tx)(gc 3)) D(T BS))(y 4)(x Z{,)axs AT)(z—3)—(BT—BS)(y— 4) (2.208)

(B

ST + ST ST
(AS—AT)(z—3) _ (AS—AT)(a— 3)+w+(BT BS)(y—14) .
ST ST ;

(7) VMLIF)]
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(11) VI[P ]

gabarito:

20. distdncia dum ponto a um plano A base de um tridngulo é o segmento de reta vai do ponto (0,0)
ao ponto (a,0) e a diferenga das distncias entre estes dois pontos e o terceiro vértice (x,y) é
constante.

(2) (V)[ J(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento & base do tridngulo é 2ax + a®

(3) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distdncias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento d base do tridngulo é —2ax — a®

(5) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento a base do tridngulo é —2ax + 2a>

(7) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento a base do tridngulo é —ax + a®

(11) (V)[ J(F)[ ] A diferenca das distncias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento & base do tridngulo é —2ax + a®

gabarito:

21. Grupo S*

Considere S' o conjunto dos niimeros complexos de médulo 1

(2) (V[ I(F)[ ] O produto de w,v € S* também é um niimero complexo de médulo 1.

(3) (V)[ I(F)[ ] Como o produto de niimeros compl/exos é comutativo entdo o produto é comuta-
tivo em S .

(5) (V) [(F)[ ] Como o produto de niimeros compl/exos é associativo entdo o produto é associa-
tivo em S* .

(7) (VI IF)[ ] O inverso de w € S* também é um niimero complexo de médulo 1.
(11) (V)[ ](F)[ ] O conjunto dos niimeros complexos de modulo 1 é um subgrupo do grupo multi-

plicativo de todos os niimeros complexos diferentes de zero.

gabarito:




Parte 11

Funcoes e curvas polinomiais

105






Capitulo 3

O espaco bidimensional

3.1 Geometria Analitica

3.1.1 Funcoes e seus graficos

Funcao é um tipo de relagdo entre elementos dum produto cartesiano de dois conjuntos, A x B, isto
quer dizer, o grafico da fun¢do € um subconjunto de A x B.

Considere o produto cartesiano A x B de dois conjuntos ndo vazios. O primeiro, A, é o dominio
duma funcdo f cujo gréfico sdo os pontos

{(z,y);2 € Ay € By = f(x); }; (3.1)
fiA— Bz y= f(z); 3.2)
ALy BiAs 2 y=f(z) e B; (3.3)
g R—Riz—y=f(z) =% (3.4)
3.5

e o segundo, B € o contradominio da fungdo f. Algumas vezes se usa a denominag¢do mais intuitiva
conjunto de saida, para o dominio e conjunto de chegada para o contradominio. A nota¢do na equacio
(eq. 3) é mais esquisita mas voc€ deve se preparar para encontra-la sendo equivalente ao que estd expresso
na equagdo anterior. A dltima equagdo define inteiramente uma funcao polinomial do segundo grau.

Ha muitas relacdes que atendem a especificacdo acima, mas serd uma funcdo se as duas condi¢des
seguintes forem satisfeitas:

(Vo € A)(3y € B);y = f(x); (3.6)

a imagem y é tinica para cada z € A; 3.7
1. todos os elementos do dominio A sdo utilizados;
2. aimagem f(x) é dnica para todos = € A;

3. observe que a condigdo anterior ndo impede que uma mesma mesma imagem f(x) corresponda a
varios elementos, como é o caso das fun¢des constantes.

O conjunto A é o dominio, o conjunto B é o contradominio da funcéo f, e a expressdo y = f(x) é uma
relagdo que especifica como se pode obter a imagem dum elemento dado, x.

107
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Observe que pode ndo haver condicio de usar de todos os elementos do contradominio B, em par-
ticular, a fungdo constante, que associa todos os elementos do dominio A com um unico elemento do
contradominio B é uma fun¢@o de grande importancia e faz uso de apenas um elemento do B se este ndo
for um conjunto unitdrio.

A figura (fig ??), pagina ??, ilustra todos os conceitos descritos acima usando diagramas de Venn.

/tex/dicionario/funcao_01_00.eps

Figura3.1: f: A — B;

O subconjunto de B formado por todas as imagens f(x);x € A é chamado de conjuntos dos valores
de f, ou imagem de f.

Se todos os elementos do contradominio forem utilizados, cabe pensar numa funcio inversa e ela
existe em dois casos:

1. injetividade se f for injetiva,

r#y = fx)# flyouf(z)=f(y) = z=y

neste caso f é também bijetiva representando uma forma de identificar os dois conjuntos A, B.

Posso usar isto para identificar duas estruturas algébricas, como (R, +) e (RT™T, -) porque a fungio
log € uma bijecdo entre os dois conjuntos subjacentes a estas duas estruturas.

2. Se o conjunto B for todo utilizado, mas f ndo for injetiva confundindo elementos que tenha a
mesma imagem, posso definir uma relacio de equivaléncia (mod f) e definir uma funcdo bijetiva
do conjunto quociente (mod f) em B que entdo serd bijetiva. E isto que ocorre na congruéncia,
nos restos da divisdo por um ndmero inteiro maior ou igual a 2, chamadas classes dos restos. As
classes de equivaléncia (mod f) sdo definidas como os subconjuntos de A, do dominio, que tenham
a mesma imagem em B. “Equivalente”, aqui, quer dizer ter a mesma imagem.

Neste caso a fun¢@o inversa existe mas nao € do tipo
1B — A; (3.9)

e sim do tipo
B — P(A); (3.9

associando a cada elemento de B com um subconjunto de A.
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Neste segundo caso f ndo tem inversa, mas com frequéncia € preciso de trabalhar com a “inversa”
neste caso para encontrar a classe de equivaléncia a que pertence um determinado elemento que é
o nome de cada subconjunto de A que é imagem de algum elemento y € B. Um exemplo muito
comum, bem seu conhecido, é o caso da raiz quadrada que vocé costuma escrever

T VT (3.10)

aimagem de x é um conjunto formado por dois elementos, estes dois elementos formam uma classe
de equivaléncia que é a imagem tnica de x. Vocé tem aqui um exemplo comum em que a fungéo
tem como imagem um conjunto de classes de equivaléncia.

3. Conjunto quociente aparece na figura (fig ??), pagina ??, identificado com o simbolo A/ == das
classes de equivaléncia mod( f). Fazer um comentdrio sobre esta nota¢do, penso, acrescenta dados
para que vocé compreenda o conjunto quociente. Esta é uma notacdo das mais expressivas, de
fato o conjunto A estd sendo dividido em subconjuntos que sdo as classes de equivaléncia que a
funcdo gera no dominio, volte a figura (fig ??), pagina ??, onde vocé vai ver o conjunto quociente
que eu desenhei copiando o conjunto A dividido em subconjuntos. A esta dividido em classes de
equivaléncia.

4. Decomposi¢do candnica duma func¢io que aparece na figura (fig ??), pagina ??, com os morfismos
i, s entdo t0s = f.

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé pode identificar trés subconjuntos do produto cartesiano A x B e

/tex/dicionario/Funcao0l1_01.eps

Figura 3.2: dos trés grificos, apenas um é de fungdo

apenas um deles é o grafico de uma fun¢io, o que esta marcado com a etiqueta (1). No grafico marcado
com (2) falha a condi¢do da equagdo (eq. 7) uma vez que ha pontos do conjunto A que tém dupla
imagem, mais de uma imagem. No grifico marcado com (3) falha a condi¢do da equagao (eq. 6) uma vez
que ha pontos de A que ndo tem nenhum correspondente no grafico.
Para definir uma fun¢do, um gréfico é suficiente, entdo o grafico na figura (fig ??) marcado com a
etiqueta (1) define uma func¢ao:
[+ A= Byy= f(z); (3.11)

sendo a equacdo o proprio grafico que pode ter sido obtido por um aparelho que esteja medindo algum
fendmeno e registrando a intensidade do mesmo numa folha de papel com um plotador “durante o tempo”

A Matemidtica contornou o
problema de valores maltiplos
criando o conceito de classe de
equivaléncia e conjunto quoci-
ente!
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que o conjunto A representa, um intervalo de tempo. Neste caso o conjunto B também seria um inter-
valo de nimeros reais e existe um subconjunto do conjunto B que corresponde a variacdo do fendmeno
descrito por f que é o nome da fung¢do. Na mesma figura vocé€ também pode ver identificados os graficos
das relagbes R, .S que ndo sdo do “ tipo funcdo”.

E muito comum que se defina uma fungio com auxilio de uma equacdo também fornecendo o
dominio, A e o contradominio, B, em cujo produto cartesiano, A x B estd o grifico da funcio:

y=f(z)=(z+3)(x—4);z € [-510]; f: [-5,10] > R; (3.12)

cujo gréafico vocé pode ver na figura (fig ??), pagina ??, e vocé pode observar que o contradominio, R, é

/tex/dicionario/Funcao0l_02.eps

Figura 3.3: dominio da fungio f é o intervalo [-5,10]

muito grande, mas o dominio, [—5, 10] foi totalmente utilizado.

A equacdo poderia ter sido escrita como z = f(¢) = (¢ + 3)(¢t — 4) e na verdade néo hé “varidveis”
em fungdes. A presencga de x,y, t, 2 na redagdo da equacdo apenas indicam defeitos de linguagem como
vocé pode ver na proximo exemplo.

Considere g o polindmio do terceiro grau com coeficientes 3, 4, 5, 0 em ordem decrescente das poténcias.
Esta é uma forma aparentemente complicada de dizer

g:R — R;g(z) = 32% + 42% + 525 (3.13)

mas ilustra a afirmac¢do de que ndo existem varidveis em funcdes, eu poderia dizer, com um certo erro,
que uma fung@o € um grdfico e o erro estd em que nem sempre posso apresentar o grdfico duma fungdo
embora ele exista e seja impossivel apresentd-lo usando algum dispositivo grafico. Algumas vezes é
apenas muito dificil construir o grafico duma funcao.

Ha autores que definem funcdo usando o conceito de grafico:

Definicao 13 (funcdo). como um grdfico
Dados dois conjuntos A, B, um subconjunto graf(f) C A x B é o grdfico duma fungdo se qualquer
que seja a reta perpendicular ao conjunto A corta graf(f) uma e somente uma vez.

Fica claro que a “fungdo raiz quadrada” nao € uma funcio, mas precisamos dela com frequéncia para
resolver equagdes do segundo grau entdo a solugdo € defini-la usando as classes de equivaléncia. . .

Uma reta perpendicular ao conjunto B pode cortar graf(f) mais de uma vez. Esta defini¢do é
particularmente 1til para determinar qual é o grafico que € de funcdo na figura (fig 2?).
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Figura 3.4: o polindmio com coeficientes 3, 4, 5,0

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé tem o grafico do polindmio g que estd especificado apenas com
a indicagdo de quais sdo os seus coeficientes na ordem decrescentes da poténcia. Como foi indicado
o coeficiente zero, entdo fica claro que o coeficiente de maior grau é 3 do contrdrio ndo se teria um
polindmio do terceiro grau. Este exemplo mostra que nao preciso de nenhuma varidvel para descrever
completamente a funcdo g, entretanto, para obter o seu grafico com gnuplot eu me vi obrigado a
escrever
g(x) =3% T *3+4xx % *2+5*x;

novamente por um defeito de linguagem para comunicar-me com a linguagem de programacio que nao
tem um vocabuldrio suficiente para que eu lhe diga que desejo o grafico do polindmio com coeficientes
3,4,5,0, uma deficiéncia de linguagem. As fungdes podem ser vistas como extensdes do conceito de
nimero e nesta forma de ver posso somar, multiplicar, subtrair, dividir, calcular poténcias de funcdes
e a maioria das linguagens de programagdo entendem estas operacdes. Considere este exemplo como
gnuplot

pow (X, n) = Xx*n; ## (1)

g(x) = 3xpow(x,3)+ 4d*pow(x,2)+5%xx; ## (2)

set title "polindémio com coeficientes 3,4,5,0 "; ## (3)
set xrange [-2:3]; set yrange [-30:180]; ## (4)

f(x) = sin(x)*g(x) ## (5)

plot g(x),0, f(x); ## (6)

plot f(x)+g(x)+4 ## (0)

pause -2 "aperte enter para terminar" ## (7)

O simbolo do jogo da velha significa para gnuplot o inicio dum comentdrio fazendo-o ignorar tudo
daquele ponto até o fim da linha, e desta forma pode ignorar uma linha completa, se o comentario estiver
no inicio da linha. Estou usando os comentarios para fazer referéncia a cada linha do programa

Raspe e cole este cddigo num terminal do gnuplot[WKol0] para conferir o resultado e se habituar
ausar gnuplot que ajuda muito a entender a Matematica.

1. defini a fungdo pow () usando uma expressdo nativa de gnuplot.

2. defini um polindmio de grau 3, observe que estd sendo efetuado o produto de 3xpow (x, 3), do
nimero 3 pela fungio polinomial 3. Também uma soma de fungdes que finalmente define o
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polindmio ¢ portanto gnuplot sabe multiplicar nimeros por func¢des, somar fungdes. Confira a
linha de ntimero (6).

3. Um titulo foi dado ao gréfico.
4. A definicao do dominio e do contradominio.
5. Definicédo da fungdo f como produto da fungdo sin pelo polindmio g.

6. O comando que gera os grificos de g, f e do eixo OX.No “plot” seguinte vocé vé que gnuplot
“sabe” somar trés fungdes f, g, 4, trés ou mais, vocé é quem decide!

7. Um comando que para gnuplot permitindo que o grifico fique na tela, apertando “enter” faz com
que gnuplot prossiga e neste caso seja encerrado.

As, fungdes como extensao dos nimeros, servem para guardar, memorizar, a intensidade de fendmenos.
O exemplo do cddigo do gnuplot mostra que voc€ pode trabalhar com a dlgebra de fungdes

3.2 Variedades lineares

O conceito variedade foi introduzido para romper a prisdo em que Geometria Euclidiana nos manteve
por séculos. Variedade € um objeto geométrico, portanto uma reta € uma variedade, um circulo é uma
variedade, um plano € uma variedade.

Ha uma diferenca entre circulo e reta: retas sdo variedades lineares e circulos sdo variedades nao
lineares. Eu vou adotar a forma como um professor de linguas da aulas incrementando o vocabuldrio com
exemplos. Entdo vou dar exemplos de variedades e aos poucos este conceito vai se tornar nativo no seu
vocabuldrio matematico.

Como o objetivo da Geometria Analitica é algebrizar e numerizar os entes geométricos, entdo o
proximo passo € encontrar a equagdo da reta. Mas reta é uma variedade linear de dimensdo 1. Um novo
conceito, dimensdo! E mais facil dar exemplos para que vocé adquira este novo conceito.

1. No primeiro capitulo descrevi os nimeros terminando com dois tipos de nimeros, os nimeros reais
que se identificaram com uma reta, uma variedade dimensao 1 e

2. os numeros complexos que se identificaram com um plano, uma variedade dimensdo 2.
3. O “espago”, como pensavam 0s gregos, € o
R°=RxRxR (3.14)
uma variedade linear de dimensao 3.
Entdo eu ja lhe apresentei alguns exemplos e vou agora somar estas ideias em conjunto:

* Um ponto ¢ variedade de dimensdo zero, eu vou dizer que € uma variedade linear de dimensao 0,
pode ser uma variedade ndo linear de dimensao 0, funciona! E funciona porque um ponto pode ser
visto como um circulo de raio zero.

¢ Uma reta é uma variedade linear de dimensao 1.

¢ Um circulo é uma variedade nao linear de dimensdo 1. As curvas sdo variedades de dimensio 1,
se o raio nao for nulo. ..
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* Um plano é uma variedade linear de dimensdo 2, porque num plano hd uma infinidade de retas
com distintos angulos entre elas. Mas eu ainda preciso mostrar como vou calcular o angulo entre
retas. Neste momento estou usando a sua experiéncia e se eu lhe pedisse que tragcasse num papel
duas retas que tivessem entre si um angulo reto, vocé saberia desenhar, portanto vocé sabe que
existe Angulos entre retas que estejam no mesmo plano. E isto que caracteriza o plano como uma
variedade linear de dimensdo 2, nele ha retas que t€ém angulos diferentes de zero, entre elas.

+ O “espaco”, R3 é uma variedade linear de dimensdo 3, porque eu posso ter retas reversas, quer
dizer, duas retas que ndo se encontram num mesmo plano e, consequentemente, eu posso ter pla-
nos distintos dentro do R? entfio a dimensdo do R? tem que ser maior do que 2. Como seria um
exemplo de u € R3? Acho que vocé aceitaria que eu lhe disse que u = (x,y, z) um objeto deter-
minado por trés coordenadas. Os elementos de R? sdo desta forma, eu preciso de trés informagdes
independentes para determinar um elemento do R? é o que caracteriza que R? tem dimensdo 3.
Além disto ele contém retas e planos que seria uma forma de caracterizar R? como uma variedade
linear de dimensao 3.

* duas retas perpendiculares determinam um plano, e um plano € uma variedade linear de dimensao
2, dois planos perpendiculares determinam o “espaco”, R3, que assim é uma variedade linear de
dimensao 3. Quando eu souber escrever equagdes de retas e planos, eu vou poder calcular angulos
entre estas variedades.

Estes conceitos antigos, agora traduzidos como variedades, podem ser mais adiante concretizada,
neste momento, sei, sdo afirmacdes ainda vagas produzidas pela via de exemplos.
Entdo vou apresentar as equagdes das variedades lineares.

3.3 Equacao duma variedade linear de dimensao 1

Dado um vetor v € R?, u = (a,b) seus miltiplos geram tridngulos semelhantes é o que vocé
pode ver na figura (fig ??), pagina ??, e, consequentemente, se encontram sobre uma mesma reta. Para
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Figura 3.5: reta e proporcionalidade

demonstré-lo, negue a afirmacdo: “eles ndo se encontram sobre a mesma reta”, entdo os catetos nao sao
proporcionais, mas eles foram obtidos por multiplicacdo de constantes que produzem a mesma razao! aquieneo

coeficiente angular

Ou seja, ndo estarem sobre a mesma reta contradiz que eles sejam multiplos portanto sendo multiplos se  derew.
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encontram sobre uma mesma reta. Esta razdo é o coeficiente angular da reta que contém estes vetores.
Vou falar do coeficiente angular de retas mas sou critico a respeito: quando um médulo estiver navegando
no espaco e precisar sair na direcio duma reta, ndo vai haver coeficiente angular que seja ttil. .. A figura
(fig ??), pagina ??, lhe mostra como posso me livrar do coeficiente angular usando um vetor perpendicular

/home/tarcisio/tex/sba/tarcisio/GeometriaAnaliticalO_03.eps

Figura 3.6: Vetor perpendicular a uma reta

a reta que além do mais lhe oferece uma maneira simples de escrever a equacdo da reta quando ela passa
na origem,

u=(A,Bjulr(z,y er = <(A,B),(z,y) >=0 (3.15)
equacgdo da retar é Az + By = 0; (3.16)
(p,q) €r = Ap+ Bq=0; (3.17)

que lhe mostra como usando a dire¢do do vetor @ mais um ponto (p,q) € r eu posso obter a equacdo
cartesiana da reta r quando ela passa na origem.

Comecei com um caso particular: a reta r passa na origem, deixe-me ver o caso de uma reta s, paralela
areta r que ndo passe na origem. Tome um ponto (m,n) € s e considere a expressao

t={(zx—m,y—n);(z,y) € s;} =s— (m,n); (3.18)

O conjunto ¢t é um deslocamento da reta pelo vetor (m,n) e um dos elementos de ¢ é (0,0) quando
(z,y) = (m.n) entdo t = r, pela Geometria Euclidiana, porque ¢ é paralela a reta r e tendo um ponto em
comum (0, 0) elas coincidem: ¢ = r e a expressdo na equagio (eq.18) é uma outra forma de escrever a
equacdo da reta r e eu vou reescrever a equagdo (eq.16) usando esta informacdo:

u=(A,Bjulryx—my—n)er = <(A,B),(x—m,y—n)>=0 (3.19)
equagdo da retas € A(x —m) + B(y —n) = 0; (3.20)
Az + By — (Am + Bn) = Az + By + C = 0;C = —(Am + Bn); (3.21)

A equagio duma reta perpendicular ao vetor (A, B) é Az + By + C = 0 e vocé determina o valor de C
aplicando esta equacdo a um ponto que pertenga a reta.

Exemplo 5 (equacdo da reta). perpendicular a (A, B)
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Se a reta r for perpendicular ao vetor (A, B) e passe pelo ponto (a,b) sua equagdo serd
Az +By+C=0
e como passa no ponto (a,b) entdo Ao + Bb+C =0 = C = —(Aa+ Bb).

Na figura (fig ??), pagina ??, r passa na origem entio

(p,q) =(0,00er = Ap+Bg+C=0 = C=0; (3.22)
equacdo da retar é Az + By = 0; (3.23)
(0,0)er = (A,B) Lr = equagdodaretarAx + By = 0; (3.24)

O produto escalar vai me dar uma saida para evitar o coeficiente angular.

Uma variedade linear de dimensao 1, que passe na origem, é o lugar geométrico dos pontos do espago
que contém vetores com coordenadas proporcionais.

Esta propriedade vai me permitir de encontrar a equacdo duma variedade linear de dimensdo 1 que
passe na origem. Qualquer ponto (z, y) sobre esta variedade é da forma (A\a, \b)

=Xy =\ L = Ay = Ao (3.25)
X

esta formula ndo vale para retas que sejam perpendiculares ao eixo OX, criando uma excegdo. Entdo eu
vou encontrar uma outra forma de criar equagdes para variedades lineares de dimensdo 1 que passem na
origem. A é o coeficiente angular desta reta.

O produto escalar vai me dd uma saida para evitar o coeficiente angular, e eu insisto que a Geometria Analitica serve para
muitas aplicagdes, com auxilio do Célculo e das Equagdes Diferenciais, para escrever programas que gerenciem o trafego dos
modulos espaciais.

Mostrei como com o vetor u = (A, B) podia estabelecer a condi¢do para determinar o conjunto dos
pontos do plano que sejam perpendiculares a u. Geometricamente € uma reta, certo? Quem o garante é
a Geometria Euclidiana. Tome um ponto (z.y) genérico em cima desta reta e exigindo que ela passe na
origem, entao

< (z.),(A,B)>=0 (3.26)

porque dois vetores perpendiculares determinam o dngulo 5 cujo cosseno € zero. Entdo
<(z.y),(A,B)>=0 = Ax+ By=0; (3.27)

¢ a equagdo duma reta que seja perpendicular ao vetor u = (A, B) e que passe na origem.

Agora ndo interessa qual € a inclinagdo de u = (A, B), qualquer que seja u = (A, B), a equagdo
dum reta que lhe seja perpendicular e que passe na origem é Ax + By = 0. Vocé pode desenhar diversos
exemplos e calcular equagdes de retas passando na origem perpendiculares a um dado vetor u = (A, B).

Deixe-me fazer uma modificacdo na equagdo Ax + By = 0 para lhe mostrar a maneira pritica de
determinar a equagdo Az + By + C' = 0 duma reta que néio passa na origem.

—(Az+C)

Ar+By+C=0;C #0;Az+By+C=0 = y= 5 ; (3.28)

e eu obtive a equacdo duma variedade linear deslocada de f% se B # 0. Se B = 0 posso repetir as
contas dividindo agora por A. E uma das duas constantes, A ou B tem que ser diferente de zero do
contrdrio este exemplo se trivializa, tudo € zero!

Defina agora a fun¢@o do primeiro grau

—(Az+C) A

B#0 = f(a:):Tz—Ex—%;B#O; = f(O)z—%; (329)

O Cilculo precisa
da equagio da reta
com coeficiente angular.

Neste livro

vou ignorar que
existem Geometrias
ndo euclidianas. . .
mas elas existem,

a geometria da Terra
n3o € euclidiana!

E, no espago, serd assim que um programa
ird encontrar a equacio da reta que interes-
sar.
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e a equacdo Az + By + C = 0 é a equagdo duma reta perpendicular ao vetor u = (A, B) que passa no
ponto (0, —%). No grafico da fungdo f(z) = —4z — & 0 0 nimero —4 € o coeficiente angular desta
reta e depois no Célculo vocé vai aprender que é a derivada constante duma funcdo do primeiro grau.
Se B = 0 refaga as contas dividindo por A e ndo tem sentido que sejam ambos, A, B sejam nulos. O
nimero —% € chamado de coeficiente linear desta reta e estou fazendo este registro porque ainda estes
dois “coeficientes” sdo muito usados na literatura e sobre tudo em questdes de concursos. . .

Se uma reta, uma variedade linear de dimensdo 1, ndo passar na origem sua equacdo ¢ da forma

Ax + By + C = 0com C # 0. Em geral a afirmacao que se faz é
Ar+By+C=0 (3.30)

é a equagdo duma variedade linear de dimensdo 1 que ndo passa na origem se C' # 0, por uma questao de
beleza no formato da equacdo e a Matematica € a ci€ncia do belo. Mas, ela continua sendo perpendicular
ao vetor u = (A, B). Esta é a razdo que esta formulagéo para encontrar a equagdo duma reta é mais
eficiente, e € ela vai servir quando vocé estiver programando a viagem dum mddulo espacial.

3.4 Distancia entre objetos

3.4.1 Entre dois pontos

A Geometria Analitica digitalizou o espaco e a geometria euclidiana, tornando possivel a algebrizacio da
geometria. Assim (z,y), para dois nimeros reais dados. representa um ponto do espago R?, que é um
plano ou um espago bidimensional, ou (z,y, z), para trés nimeros reais dados. representa um ponto do
espaco R3, um espaco tridimensional, ou

P = (x1,22,...2,); 2 € R; P € R" uma variedade linear de dimenséo n; (3.31)

Dados dois pontos P, € R?, P = (a,b) e Q = (m,n), confira a figura (fig ??), pagina ??, posso
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Figura 3.7: Distancia entre dois pontos € o teorema de Pitdgoras

calcular a distancia entre eles usando o teorema de Pitdgoras,

d(P,Q) = /(m—a)?+ (n—b)2=/(a—m)? + (b—n)? (3.32)
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O moédulo das diferengas que aparecem na equacgio (eq. 32) medem o comprimento dos lados do
tridngulo retangulo que o segmento P() determina com retas paralelas aos eixos coordenados.
As propriedades da distancia sdo:

1. reflexividade d(P,Q) > 0ed(P,Q) =0 < P=Q
2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);

3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q) A soma de 2 lados é maior ou igual do que
o terceiro lado;

Qualquer funcdo de duas varidveis que tenha estas propriedades define uma distancia num conjunto M e}é quando se diz que
(M, d) é um espago métrico. Esta frase sugere que hé distintos meios de definir distancia, o que é verdade. E a mesma coisa que
dizer que existem diversas geometrias e vou logo lhe dar um exemplo bem simples de esta diversidade é necessdria.

A companhia de energia elétrica, que ndo deveria ser privada, vai cabear o ponto de energia dum poste até sua casa. Para evitar
que fiquem fios elétricos no ar, ela poderia conduzir os fios por dentro do poste até uma caixa no chdo e desta para outra caixa
também no chdo para o outro lado da rua para finalmente chegar em sua casa onde deveria haver no chdo uma caixa de conexao
onde os fios seriam conectados a sua casa. Tudo isto com seguranca e beleza, sem fios espalhados pelo ar. A distancia calculada nao
seria a “euclidiana” e sim a soma dos segmentos de linha reta usados para fazer este servico. Esta distancia € chamada distancia l1.
A distancia la, € a distancia euclidiana, definida na equagdo (eq. 32), que seria indtil para calcular a distancia do ponto de energia
elétrica até sua casa. O “2” se refere ao indice da raiz quadrada.

A distancia é uma propriedade bidimensional porque envolve em suas propriedades no maximo trés
elementos do espago que determinam um plano deste espago, o que facilita muito nas demonstracdes das
propriedades mais gerais da distancia. Para o R™ a férmula na equacéo (eq. 32) fica

aP.Q) = /3.

kzl(pk — ar)*%; (3.33)
P= (pla s 7p71,);Q = (Q17 s 7qn)7

Uma forma de definir a distincia passa pelo produto escalar ou produto escalar que estd definido em
todos os espagos de dimensao finita e também em espagos de dimensdo ndo finita. O produto escalar,

2

como meio de definir distancia também pode ser definido de vdrias maneiras. A defini¢cdo usual no R” é

< P,Q>= Zpqu = ||P||||Q] cos(7); (3.34)
k=1

em que 7y é o dngulo entre P e Q.

Os pontos P, () também determinam dois vetores, u, v, do plano e o segmento de reta mede a diferenca
u — v ou v — u. Como a diferenca entre dois vetores é um vetor, eu posso calcular o médulo do vetor
P — @ para obter a distincia entre os pontos P, () usando o produto escalar

u—v=(a—m,b—n);v—u=(m—a,n—0>b); (3.35)
lu—v|=lv—ull=y<u—v,u—v>=/(m—a)?+ (n—0)%=d(P,Q); (3.36)

e o resultado é o mesmo.

A primeira expressdo na (eq. 34) é uma forma bilinear definida em R" e a segunda é a expressdo
bidimensional da mesma no plano determinado pelos dois vetores.

Observe que a equagdo (eq. 34) nos oferece a oportunidade de definir angulo entre dois vetores dum
espacgo qualquer em que esteja definido um produto escalar, usando a funcgdo acos(). Tais espacos se
chamam espagco com produto escalar.

Como todas as
diversidades. ..
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Observacao 3. triedro positivo

A ordenagdo de vetores no espago € uma questdo importante e apenas traduz as leis da Fisica ou da Natureza. Observe como
isto é feito usando a regra do sacarrolhas que também poderia ser chamada de regra do parafuso.

Como dois vetores no R™ determinam um plano do R™, entdo o dngulo é um conceito geométrico claro, é o menor segmento do
circulo trigonométrico que os dois vetores determinam. Na figura (fig ??), pdgina ??, vocé vé dois vetores do R™ que determinam
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Figura 3.8: o angulo entre dois vetores do R™

um plano e tomando a origem comum aos dois vetores como centro de um circulo de raio 1 um dos vetores corta o circulo
trigonométrico na origem do circulo.

Aqui parecem haver alguns conceitos difusos, mas ndo é bem assim. Existe uma orientagcdo padrdo para os vetores no espago,
dada pela regra do sacarrolha. O sacarrolha segue a orientagdo dos parafusos, para enfid-lo na rolha a rotagdo é negativa, é
a mesma orientagdo para enfiar um parafuso numa pegca. Com esta regra a figura (fig ??), mostra no circulo trigonométrico o
ponto inicial marcado pela reta suporte do vetor U, estando os vetores U, @ orientados positivamente pela regra do sacarrolhas.
Se houver um terceiro vetor ele vai ocupar a posi¢do do sacarrolhas pronto para “sacar uma rolha” mostrando a posigdo de trés
vetores formando um triedro com ordenagao positiva.

Para que vocé se convenga de que esta regra é consistente, deixe-me sugerir-lhe um experimento: considere dois vetores
perpendiculares, tome a figura (fig ??) como padrdo, pensando nos dois vetores U, @ cortando o circulo trigonométrico na quarta
parte, 5.

Mas agora considere que || = |ii| = 1, por construgdo, vocé selecionou ¥, @ € S, no circulo trigonométrico.

O sacarrolhas na origem dos eixos, o ponto comum dos vetores U, U, representando um terceiro vetor “arrancando a rolha”,
na diregdo positiva, é o vetor Z e também |Z| = 1, tudo por construgdo.

Os dois vetores U, Z, determinam um plano e o vetor U é o sacarrolhas nesta nova situagdo. O produto vetorial de vetores
executa, algebricamente, esta operagdo:

UXU=2Z;UXZ=7 (3.37)
ou ainda, como na Fisica: R,
iXj=kyjxk=r1 (3.38)
sendo que esta operacdo ndo é comutativa. . .
Exj=—7 (3.39)

A eletricidade se comporta de acordo com esta regra para definir o sentido da corrente positiva gerada por gerador montado
com tmds eletromagnéticos. A regra do sacarrolhas apenas traduz o que se passa no mundo eletromagnético. Se vocé inverter as
conexdes nos polos duma bateria, o eletroimd vai rodar no sentido inverso:

ixk=10kxj=— (3.40)
Uma propriedade que tem uso intenso € a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz
| <P,Q>[<|[P[lQl (3.41)

que tem uma demonstracao simples no plano, mas eu ji observei que, dados dois vetores, eles determinam
um plano do espaco a que eles pertencem portanto demonstri-la num plano ndo é uma restri¢do.

Para isto preciso mostrar que a forma trigonométrica da defini¢do na equacio (eq. 34) é idéntica a
expressdo da soma de produtos na mesma equagdo porque

| < P,Q>|=P[lQllcos()| < [IPI[IQI; (3.42)
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Se n = 2 é consequéncia direta da férmula de Euler porque, dividindo pelo médulo dos vetores teremos:

P Q _ [<P,Q>] .
< TP Ton >= Temer = b (3.43)
< o 78 >=< (cos(a), sin(a)), (cos(8), sin(B)) >; (3.44)
< HTP;“’ & >= cos(a — B) = cos(7); (3.45)

Na equagio (eq. 43) usei a propriedade das formas bilineares que permite a distribuicdo dos coeficientes || P||, ||Q|| entre os dois
fatores!.

Na equacdo (eq. 44) usei uma representacdo plana dos dois vetores que podem ser expressos como pontos do circulo trigo-
nométrico sendo «, B os seus dngulos e 7 é o dngulo entre eles. Na passagem da equagdo (eq. 44) para a equagdo (eq. 45) usei a
expressdo do produto escalar

< (cos(a), sin(a)), (cos(B), sin(B)) >= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a — B); (3.46)

Os cdlculos mostram que posso me reduzir, na demonstragio, ao caso dos vetores unitarios. Entdo, na sequéncia vou supor que
1Pl = Q] = 1.

A passagem critica, na demonstragdo por indugdo que esta na passagem de n — 1 para n que € semelhante a passagem da
dimensdo 2 para 3, mas esta é mais intuitiva. Deixe-me agora considerar P, Q € R3, vetores unitérios, portanto pontos de S2 a
esfera unitria do R3. Mas estes dois vetores determinam um plano que corta S? segundo um circulo unitério, uma curva plana, e,
pela demonstrago anterior, cos(vy) € o valor do produto escalar entre eles, em que -y € angulo entre os vetores.

Mas esta demonstragdo ndo seria necessdria dentro do escopo duma demonstracdo por inducdo, ela é simplesmente tomada
como verdadeira para todo N < n — 1 e temos que considerar agora P, Q € R"™, dois vetores unitdrios. Mas estes vetores definem
um plano do R™ e o valor do produto escalar para dois vetores, no plano, em dimensido N < n, por hipétese de indugdo, é cos(7y),
em que 7y é o angulo entre os vetores, o que termina a demonstragao.

3.4.2 Distancia dum ponto a uma reta

Vou comecar com o caso mais simples e depois vou fazer um comentario mostrando como este caso
mais simples facilmente se generaliza para os casos mais complicados. Vou calcular a distdncia dum
ponto a uma variedade linear de dimenséo 1, o caso mais simples.

Vou mostrar-lhe um algoritmo sob forma de equacdo matematica que depois vou traduzir para um al-
goritmo computacional, quer dizer, um programa escrito numa linguagem de programacao, para calcular
a distdncia dum ponto a uma reta.

A distincia do ponto P = (a,b) a reta r é obtida fazendo-se a projecéo de P ao longo da reta s
perpendicular a reta r, e seja Q = (m,n) esta projecdo, () € s. A distincia de P areta r é a medida do
segmento P(Q).

O método vetorial para estabelecer a equagao da reta torna imediato a passagem da equagdo da reta r
para a equagdo reta s, s L r, porque na equagio da reta aparece o vetor (A, B) que lhe é perpendicular
logo na equagdo dareta s, s L r vdo aparecer as coordenadas do vetor (A, —B) L (A, B). E ndo importa
qual seja a posi¢do da reta e também nao preciso fazer uso do coeficiente angular. . .

Confira como exemplo a figura (fig ??) em que aparecem as retas r € s L r, em que usei como caso
particular a reta r definida pela equagao

r={(z,y);3z + 4y — 1 = 0; (3.47)
o ponto P=(a,b) cuja distancia a reta r vai ser calculada.
Na figura (fig ??), pagina ??, mostro a projecdo @ € s, do ponto P, ao paralelamente ao vetor (3,4)
que € perpendicular a r.
O ponto P determina a reta s, s L r que vai encontrar a reta r no ponto ¢ = r N s. Como areta r é

perpendicular ao vetor (3, 4) entfo a reta s € perpendicular ao vetor (4, —3) e a medida do segmento P(Q)
que € a 1 distdncia de P areta r

1PQ| = |(a—m,b—n)| = +/(a—m)?+ (b—n)? (3.48)

las forma bilineares generalizam o produto de niimeros que um exemplo de forma bilinear.




120 CAPITULO 3. O ESPACO BIDIMENSIONAL

A figura (fig ??), pagina ??, lhe mostra o método de célculo da distdnciade P ar
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Figura 3.9:
Qe s;Q=rns;dPr)=[PQl; (3.49)
d(P,r) = |PQ| = |(a —m,b—n) = \/(a —m)>+ (b —n)?; (3.50)
d(P,r) = PQ| = |(a—m,b—n)|; (3.51)

obtida pelo “deslocamento” do segmento P() para origem produzindo o (a — mjb —n). Eu preferi
interpretar a figura (fig. ??) como um paralelogramo mas vocé também pode pensar em diferenca entre
vetores. O importante ¢ compreender que distancia do ponto P a reta r é dada pela medida do vetor
(a—m,b—n).

Por exemplo, os cdlculos para obter a distancia do ponto P = (—10,10) aretar, 3z + 4y — 1 = 0:

3x+4y—1=0;

4 —3y+D=0_Lr;P=(-10,10) = (a,b) € s;

P=(-10,10)= (a,b)€s = —40-30+D=0 = D=710; ; (3.52)
122 + 16y —4=0; P = (~10,10) = (a,b) =

122 — 9y + 210 = 0;

16y +9y—-—4—-210=0 = 25y=214 = y =8.56; (3.53)
3r+4y—1=0 = 3z=1—-4y = z=-11.08; (3.54)

Q = (m,n) = (—11.08,8.56) € s L ; (3.55)

s € a perpendicular a reta r que passa por P = (a, b); (3.56)
P=(-10,10) = (a,b) es Lr = C=3b—4a; = C =30+40="70; (3.57)
usando a solugio do sistema para o ponto Q) = (m, n); (3.58)

Q = (—11.08,8.56) € (L r); (3.59)

d(P,r)=d(P,Q) = \/(—11.08 +10)2 + (8.56 — 10)?; (3.60)

d(P,r) ~ 1.8; (3.61)

Para testar, eu fiz as contas usando a linguagem de programacdo calc e mostro mais abaixo um
programa que executa toda esta tarefa, dada uma reta r e um ponto P. Mas para construir o programa eu
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primeiro descrevi o problema em forma abstrata, transformando o exemplo num algoritmo para calcular
a distancia de um ponto P qualquer a uma reta r cuja equagio seja

Az + By + C = 0 areta dada, r;

Ax + By + C = 0 areta dada, ; (3.62)
P = (a,b) ponto cuja distincia a reta r quero calcular; (3.63)
Bx— Ay+ D =0retas L P€s;Q=(m,n) €snNr; (3.64)
Pes = Ba—Ab+D=0 = D=—(Ba-— Ab); (3.65)
equagdo dareta s; Bx — Ay + D =0 (3.66)
Arx+ By+ C =0; aretar;

{ Br—Ay+ D=0 1r;retas; P € s; ; (3.67)

ABx + B%y+ BC =0; aretar;
{ ABx — A?y+AD =0;s Lr;P € s; : (3.68)
(B? + A?)y + BC — AD = 0; (3.69)
y=mn=-E20-40) = AD-BC, (3.70)
rT=m= _Bch usando Az + By + C = 0; (3.71)
Q= (m,n) € snr;Q = (28, AB=LC); (3.72)
d(P, Q) é a distincia do ponto P areta r; (3.73)
d(P,Q) = /(a—m)2+ (b—n)% (3.74)

Transformei esta lista de equagdes (eq. 3.4.62) (eq. 3.4.70) no programa escrito em calc que lhe
mostro a seguir. E possivel que vocé tenha alguma dificuldade em reconhecer a lista de equacdes dentro
do programa, mas ndo esquecga que o programa é um algoritmo que vai “conversar consigo” lhe pedindo
os dados da questdo, os coeficientes da equacdo da reta r e as coordenadas do ponto P cuja distincia a
reta vocé quer calcular. Entdo estes didlogos foram incluidos no programa.

#! /usr/bin/python3
# —x— coding: utf-8 —-x-
# —x— coding: latin-1 —x-
### verificado com tarefa do geogebra DistanciaPontoReta.ggt
from os import popen
def apeteco():
print (" Aperte enter para continuar ");
popen ("read teste");

def distancia (P, Q) :
from math import pow, sgrt;
y = pow (P.pop (0)-Q.pop(0),2);
y =y + pow(P.pop(0)-Q.pop(0),2);
y = sqrt(y);
return (y);

def DadosDaReta_r () :
print('r: Ax + By + C = 0 ;P=(a,b),0=(m,n) in r;Q in r cap s ’);

LA. é um programador,
escondido num cédigo,
falando com voce!
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print (O valor de A’); A = input('A =’'); print('A ",A);
print (‘O valor de B’); B = input('B ="); print('B = ’,B);
print (‘O valor de C’); C = input(’'C ="); print(’'C = ’,C);
reta = [A,B,C];

return (reta) ;

def DadosDoPonto_P () :
print (' Fornega as coordenadas de P=(a,b), para calculo d(P,r)");
print (" as coordenadas de P=(a,b)’); P=[]
P.insert (0, input (' primeira cordenada a= ')
P.insert (1, input (' segunda coordenada b =')
a = float(P.pop(0)); b= float (P.pop(0)); P
return (P) ;

)i
)i
=[a,bl;

def CalculoDoPonto_Q(reta,P):
A=float (reta.pop(0)); B=float (reta.pop(0)); C=float (reta.pop(0));
a=float (P.pop (0)) ;b=float (P.pop(0));
print (s perp r; s = Bx — Ay + D = 0, cédlculo de D ");

D = —(Bxa-Axb); print ("O valor de D ", D); apeteco();
print ("Resolvendo o sistema para encontrar o ponto Q’);
print ("s, reta perpendicular a r é", B,"x -", A,"y + ",D," = 0");

apeteco();
print ("resolvendo o sistema para encontrar Q in s cap r");

y = ( A*D — B+*C)/ (Ax*x2+B**2);x= — (Bxy+C)/A; m=x; n=y; Q=[m,n];
print ( "O ponto Q na reta perpendicular passando por P & ");
print("Q = ll’ "(",m, ","’n, ")", "Q :", Q);

return (Q) ;

def Main () :
print ("P=(a,b) e a reta r cuja distdncia de P a ser calculada!");
print ("Q=(m,n) estd na intersecdo r cap s; s perp r; P in s");
print ("r = Ax + By + C = 0, forneca A,B,C");
reta = DadosDaReta_r();
P = DadosDoPonto_P();
a=float (P.pop(0));b=float (P.pop(0)); P=[a,b];
print ("na Main(), P =", "(",a,",",b,")", "P =", P); apetecol();

Q = CalculoDoPonto_Q(reta,P);
m=float (Q.pop (0));n=float (Q.pop(0)); O=[m,n];

print ("na Main(), 9 =", "(",m,",",n,")", "O =", Q); apeteco();
=[a,b]; print(Q,P); apeteco();

print ("calculando a disténcia d(P,Q) que é a disténcia de P a r.");
apeteco();

print ("a disténcia de P = (",a,",",b,") a reta r é ",distancia(P,Q));

print ('depois de lido o programa basta chamar Main()’);
Main () ;

apetecof () ;

quit () ;
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Eu costumo escrever programas usando o estilo da linguagem C que consiste de algumas fung¢des
que serdo chamadas por uma fung¢do principal, Main (), que funciona como um script, chamando as
funcdes do programa com a légica adequada.

No programa deixei sob comentério os comandos usados pelo gnuplot entretanto o arquivo

DistanciaPontoReta.gnuplot contém os dados
para obter o grafico com gnuplot, os dados devem ser atualizados a partir dum teste feito com

DistanciaPontoReta.py.

Experimentando o programa com

retar:3x+ Ty +5=0;P=(-3,-3) &r; (3.75)

retas: T —3y+D=0;D=—(7Tx(—3)—3%x0—3x(—3)); (3.76)
retas: 7x—3y+ 12 =0;Q = (—1.714285,0) € s; (3.77)
distancia(P, Q) = 3.26390304102695428093; (3.78)

Usei xfig tragando as retas r,s; P = (—3,—3) € s desenhei um circulo tendo por didmetro o
segmento P(Q) pedi ao xfig a drea S deste circulo e calculei

S = 7r?;

S.

T2 = P
_ S.
r=sqrt(2);

r=sqrt(S/m) = 2r = 2sqrt(S/7);

(3.79)

obtendo o didmetro do circulo que € a distancia procurada.
3.21776070859632801312 = 2r = distancia(P, Q);

Ha uma diferenca na precisao que € consequéncia dum grafico feito a mao com o editor xfig.

O gréfico que corresponde a esta experiéncia se encontra na figura (fig ??), pagina ??,

A figura (fig ??) mostra as retas r, s, os pontos P, () de acordo com a nota¢io desenvolvida acima. Eu
também construf nesta figura o circulo que passa nos pontos P, () tendo por didmetro o segmento PQ). Se
esta construgdo for feita com geogebra hd duas maneiras de determinar a distancia d(P, r), uma delas
e medindo o segmento P(Q, a outra é medindo a 4rea S determinada pelo circulo e usando a sequéncia

S=nr? = 7«:\/§;<15(P,r)=2r=2\/§ (3.80)
Vs ™

Eu calculo d( P, r) usando este mesmo caminho usando o editor grafico x£ig como aparece na figura
(fig 2?).

Para usar este programa em python3, leia o programa depois de abri-lo um terminal do python3
com o comando

python3 ’'DistanciaPontoReta.py’
se o0 programa estiver gravado no arquivo com este nome, caso contrario use o nome que voceé tiver usado.

Fornega os dados como solicitado e o programa vai calcular o terceiro coeficiente da equacdo da reta
s de modo que seja encontrada (Q € r N s. A reta s é perpendicular a reta r e foi determinada pelo ponto
P portanto a intersec@o, ), é o ponto que determina o segmento PQ) perpendicular a r cujo comprimento
éd(P,r).

O programa DistanciaPontoReta.py vai

* encontrar o ponto () sobre a reta s perpendicular a reta r que passa em P = (a, b).

* Calcular a distincia d(P, Q) = d(P,r);

Como um script
duma peca teatral. ..
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/tex/dicionario/DistanciaPontoRetall.eps

Figura 3.10: distancia dum ponto a uma reta

Este é o arquivo DistanciaPontoReta.gnuplot.

## rode primeiro DistanciaPontoReta.py com A,B,C,a,b;
## DistanciaPontoReta.py vai calcular D, lance o valor abaixo.

A = 3; B=4; C = -1;a=-10;b=10; D=70; ## lance aqui D
f(x) = -1.0x(A*x + C)/B ## transformando equagdo da reta em funcgédo
g(x) = 1.0x(Bxx + D)/A ## transformando equacdo da reta em funcédo

set pointsize 0.1

unset arrow; ## para limpar os vetores da memdéria do gnuplot

set xrange [-10:10]; set xrange [-20:20]; ## Jjanela grafica

set arrow from 0, -20 to 0, 20 head; ## eixo OY

set arrow from 0,0 to a,b head; ## vetor OP

## para obter o grafico com xfig

set terminal fig color big size 1l4cm,l4cm portrait

set output ’'teste.fig’

plot f(x), g(x), 0 ## faz o grafico

## pause -2 'Aperte enter para continuar’ ## mantém o grdfico visivel.

Deixe-me acrescentar duas observagoes:

1. programacio, programas, sdo ferramentas muito uteis mas de um certo ponto, perniciosas. O objetivo dum programa como
DistanciaPontoReta.py é lhe dar a oportunidade de verificar se os cdlculos que vocé tiver feito manualmente foram
corretos. Se vocé nao souber calcular entdo vocé nio vai dominar a Matematica,

2. gnuplot é excelente, de dominio publico, tem uma histéria que vale a pena ser conhecida e creio que no “help” dele vocé
consegue ler a respeito, mas os graficos podem ficar distorcidos. Vocé pode corrigi-los alterando com o mouse a dimensao
da janela.
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3.4.3 Equacao vetorial da reta

A equacao vetorial da reta é uma expressio para uma reta no espago de qualquer dimensao, portanto
também pode ser usada para uma reta no plano.

Exemplos ajudam para comecar.

Exemplos

Se areta s passar na origem ela € o lugar geométrico dos pontos do espaco obtidos como muiltiplo de
um certo vetor (A, B, C). Se passar no ponto P(a, b, ¢) tenho que somar a este multiplo as coordenadas
de P(a,b, c). Vou, assim, levar a reta para o ponto P(a,b, c).

s || (A, B,C); (3.81)

u=(z,y,2) €r = (,y,2) = (A, AB,\C); ) € R; (3.82)

r || (A4, B, C) passando pelo ponto P = (a,b,¢) = (z,y,2) = (A, AB,\C) + (a,b,¢);(3.83)
r=AA+aq;

r || (4, B, C) passando pelo ponto P = (a,b,c) = beginequation{ y=AB+b; (3.84)
z=XC+ ¢

¢ a equagdo da reta r paralela ao vetor (A, B , C) passando pelo ponto P = (a, b, ¢). Para obter uma reta
que passe na origem escolha P = (0,0,0). Posso obter qualquer elemento de r selecionando um valor
para o nimero real A.

E a equacio vetorial da reta que passa no ponto P = (a, b, ¢) e é paralela ao vetor (4, B.C'). Hi um
habito de dizer-se que se leva a reta r para a origem, porque, subtraindo P da equacdo desta reta, como
P € r entdo eu estarei levando o ponto P para a origem e com ele a reta

P e s;P=(a,b,c); (3.85)
= (M+a,AB+bAC+c);\€R; (3.86)
P e s; P =(a,b,c); (3.87)
ver = v=AA4,B,C)+(a,b,c); (3.88)

Na segunda equagdo eu repeti a primeira equagdo em forma mais compacta, expressando um vetor
v € r como soma dum mdltiplo de (A, B.C') mais o vetor deslocamento P = (a, b, c).

Use apenas duas coordenadas e vocé vai encontrar a equacdo da reta em dimensao dois. Ou use mais
coordenadas para obter a equagdo da reta em dimensado n de sua escolha.

E interessante discutir o caso da equacdo vetorial da reta no plano porque posso obter a equagio na
forma y = max + b partindo da equacdo vetorial. Vou comecar pelo caso mais simples, quando a reta
passa na origem.

Por exemplo, P = (a,b) = (0,0), (4, B) € R? entdo

Per;P=(0,0); = z=MA;y=AB;)€eR,; (3.89)
%:ng\\iszg; (3.90)
Yy=mz = %x; m = % coeficiente angular; 3.91)

e estas contas somente sdo vélidas se A # 0 quer dizer o vetor (A, B) néo é (0, B) que seria paralelo ao
eixo OY, o defeito da equagdo expressa em termos do coeficiente angular.
Se a reta ndo passar na origem a equagao fica

y=mz +bb#0; (3.92)

e vocé encontra o valor de b aplicando a equag@o a um ponto arbitrdrio por onde a reta passe, de maneira
semelhante ao que ja foi feito com equacdo geral da reta Ax + By + C' = 0 para encontrar o valor de
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C. Esta equacdo, Az + By + C' = 0 é comumente chamada de equagdo geral da reta porque agora
ndo importa se algum dos coeficientes, A, B, C' é zero. Observe que esta equagdo pode ser a equacédo
dum plano ou de qualquer variedade linear. Sempre € necessario informar em que dimensao a coisa se
encontra. . .

Apresentei a equacdo da reta com coeficiente angular m, que eu em geral me recuso a a usar porque
ndo tem equivalente em dimensdo maior do que dois. Entretanto estes cdlculos mostram que posso
voltar da equagdo vetorial da reta para a equacdo da reta, dado um coeficiente angular r ¢ um ponto
P € r; P = (a,b), areta que passa no ponto P com coeficiente angular m.

Eu tive que abrir uma excegdo, m # 0 o caso da reta perpendicular ao eixo O X, quando ndo existe
coeficiente angular mostrando, mais uma vez a fragilidade deste conceito.

No espago o coeficiente angular € indtil. . .

O que salva o coeficiente angular nas contas das equacdes (eq. 3.4.89) (eq. 3.4.93) € no caso do
plano eu reproduzi a equagdo duma fungdo do primeiro grau cujo grafico € equacdo da reta “que passa no
ponto” P = (p, q). E o coeficiente angular ¢ a derivada constante duma fungio do primeiro grau.

A equagdo vetorial da reta vale para qualquer dimensdo apenas, em lugar do coeficiente angular, vao
aparecer as derivadas parciais quando eu definir a fung¢ao do primeiro grau cujo grafico é equacao da reta.

A denominagdo derivada parcial vem dum tempo em que ndo se tinha uma ideia precisa do que
era a derivada, as derivadas parciais sdo as coordenadas do gradiente que € a derivada duma funcdo
multivariada.

Vou fazer as mesmas contas que fiz no caso da reta no plano, agora com equagdo vetorial da reta
no espaco, me fixando no R3 mas as contas serdo as mesmas em qualquer dimensdo, apenas neste caso
ficam mais resumidas.

P=(a,bc)er = 2= —a,AB-b,AC—c)er,AeR; (3.93)

m=Axr—a;n=\y—b;p=>Az—cg;
_ Xo(z=¢) _ z2—c _ OF.

QerQ=(mnp) = { m= e = e = o5 (3.94)
p _ Xo(z—¢) _ z—c __ OF.
n " Ao(y=b) T y—b T 9y’

F(z,y) = (&(x—a), E(y —b)); (3.95)

Na equacdo (eq. 3.4.95) vocé tem a expressdo vetorial duma fungdo do primeiro grau de duas
varidveis e neste caso as derivadas parciais sdo constantes, se vocé quiser falar em coeficiente angular, o
grafico duma fung¢@o do primeiro grau € um plano, neste caso particular € uma reta que esta contida num
plano no espaco, e as derivadas parciais sdo os coeficientes angulares calculados nas direcdes dos eixos
coordenados.

3.4.4 Equacao do plano

Um plano é uma variedade linear de dimensdo 2, e ndo tem coeficiente angular porque num plano
ha uma infinidade de retas, cada uma com o seu coeficiente angular o que rouba este conceito do plano.
Excelente, agora eu posso comecar exatamente do ponto final quando descrevi a equagao duma variedade
linear de dimenséo 1. Uma reta é perpendicular a um vetor dado (A, B) e sua equagdo é

Az 4+ By+C =0 (3.96)

e a constante C, sendo diferente de zero. a reta ndo passa na origem.
Da mesma fora um plano é perpendicular a um dado vetor. Melhor, dado um vetor vocé pode se
perguntar qual é a equagdo dum plano que lhe seja perpendicular. Da mesma forma como eu lhe mostrei
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0 que acontece com as retas, hd muitos planos que sdo perpendiculares ao vetor u = (A, B, C'), mas vou
logo encontrar o caso mais simples, como fiz com a reta.

Vou considerar um plano 7 que passe na origem, ele é um subconjunto dos pontos (z, y.z) do “espago”
e eu vou exigir que sejam os pontos que formem um conjunto perpendicular ao vetor u = (A, B, C) entdo

<(A,B,C),(x,y.2) >=0 = Azx+ By+ Cz = 0; (3.97)
Q=M@qer)erm = Alx—p)+Bly—q+C(z—71)=0; (3.98)

a equacdo, (eq. 3.98), é a equacéio do plano 7 que passa no ponto (p,q,r), algumas vezes se diz que
o plano foi levado para a origem. O ponto (p, g, ) pertence ao plano m que é perpendicular ao vetor
u=(4,B,C).

Da mesma forma como eu fiz com a reta, se eu somar uma constante D a equagdo (eq. 3.97) eu estarei
deslocando o plano, portanto vou obter a equacdo de outro plano que € paralelo ao primitivo e portanto
ainda perpendicular ao vetor u = (A, B, C) e sua equac@o serd

Ar+By+Cz+D =0 (3.99)

e da mesma forma como eu fiz com a reta, eu posso definir uma funcdo linear de duas varidveis a partir
da equacio (eq. 3.99), sempre supondo que alguma das constantes A, B, C, seja diferente de zero, e vou
escolher A # 0, tenho

By+Cz+ D B C D
floy) = -2 =y - = (3.100)

A A A’

Eu desprezei o coeficiente angular e agora me vejo forcado a reconsiderar a situacdo. No Calculo
vocé vai descobrir que o coeficiente angular é a derivada das fungdes lineares que sdo aquelas cujos
gréficos sdo variedades lineares. E no caso das fungdes multivariadas, hd varios coeficientes angulares
que sdo as derivadas parciais. Mas vocé vai encontrar esta questdo quando estiver estudando Célculo. No
espago ndo existem coeficientes angulares e sim vetores perpendiculares as variedades lineares.

Também, o que € uma variedade linear depende em que dimensao vocé estiver trabalhando

2x — Ty + 5 = 0 é perpendicular ao vetor (7,2,0,0); (3.101)
< (4,B,0,0),(B,A,0,0) >=0 (3.102)
se vocé a interpretar como uma variedade do R*, entdo uma variedade linear de dimensdo 3 porque vocé

“se encontra num espago de dimensdo 4. Uma tal variedade linear se chama de hiperplano significando
que ela é a variedade linear de dimensao méaxima dentro do espaco em questao,

* Um ponto é um hiperplano duma reta, uma variedade linear de dimenso 1,
* Uma reta € um hiperplano dum plano, uma variedade linear de dimensdo 2,
* Uma plano é um hiperplano dum “espaco”, uma variedade linear de dimensao 3,

* O “espaco” da Geometria Euclidiana é um hiperplano dum espago de dimensao 4.

E cabe-lhe o direito de perguntar se ndo hd aqui uma confusio proposital. Nao ha! precisamos com
frequéncia de fazer referéncia a variedade linear de dimensao maxima dum determinado espago e € entdo
comodo se referir a uma tal variedade como um hiperplano do espaco. E a forma mais resumida de dizer
“a variedade linear de dimensdo médxima do espaco” em questdo. Muito util quando se trabalha com
espagos de dimensdo infinita quando € impossivel subtrair uma unidade a dimensao. . .

Hé um hébito de

dar nome aos planos

letras gregas...Vou me sub-
meter

ao costume.

hiperplano é
um conceito
relativo.
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O nosso universo tridimensional esta imerso numa multiddo de espagos de dimensdo maior do que 3,
os celulares sdo objetos que tem 9 — 8817 — 8817 nove coordenadas portanto pertencem a um espago de
telecomunicagdes de dimensao nove.

Dados dois niimeros reais z, , a expressio (z, y) representa um ponto do espago R?, que é um plano
ou uma variedade linear de dimenséo 2, ou (x,y, z), para trés nimeros reais dados, representa um ponto
do espago R3, um espago tridimensional, uma variedade linear de dimensdo 3,

P =(z1,29,...2,) € Rz € R; (3.103)

P € R™ uma variedade linear de dimensao n; (3.104)

Dados dois pontos P, € R?, P = (a,b) e Q = (m,n), confira a figura (fig ??), pagina ??, posso

/home/tarcisio/tex/dicionario/DistanciaEntfreDoisPontos01

Figura 3.11: Distancia entre dois pontos e o teorema de Pitdgoras

calcular a distancia entre eles usando o teorema de Pitdgoras,
d(P,Q)=+/(m—a)2+(n—->b2=+/(a—m)?+(b—n)? (3.105)

O médulo das diferencas que aparecem na equacao (eq. 105) medem o comprimento dos catetos
do tridngulo retingulo que o segmento P() determina com retas paralelas aos eixos coordenados.

Os pontos P, () também determinam dois vetores, u, v, do plano e o segmento de reta mede a diferenca
u — v ou v — u. Como a diferenca entre dois vetores ¢ um vetor, eu posso calcular o médulo do vetor
u — v para obter a distancia entre os pontos P, () usando o produto escalar

u—v=(a—m,b—n);v—u=(m—a,n—0>); (3.106)
l[u—vl=[v—ul|l=v<u—v,u—v>=/(m—a)?+n-0)2=dPQ); (3.107)

e o resultado é o mesmo.
As propriedades da distancia sdo

1. reflexividade d(P,Q) > 0ed(P,Q) =0 <— P=Q
2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);

3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q) a soma de dois lados é maior, ou igual, ao
terceiro lado.

.eps
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Qualquer funcdo de duas varidveis que tenha estas propriedades define uma distancia num conjunto M e é quando se diz que
(M, d) é um espago métrico. Esta frase sugere que hd distintos meios de definir distancia, o que é verdade. E a mesma coisa que
dizer que existem diversas geometrias e vou logo lhe dar um exemplo bem simples de que esta diversidade é necessdria.

A companhia de energia elétrica, que ndo precisaria ser privada vai cabear o ponto de energia dum poste até sua casa. Para
evitar que fiquem fios elétricos no ar, ela poderia conduzir os fios por dentro do poste até uma caixa no chio e desta para outra caixa
também no chao para o outro lado da rua para finalmente chegar em sua casa onde deveria haver no chdo a uma caixa de conexao
onde os fios seriam conectados a sua casa. Tudo isto com seguranca e beleza, sem fios espalhados pelo ar. A distancia calculada nao
seria a “euclidiana” e sim a soma dos segmentos de linha reta usados para fazer este servico. Esta distancia € chamada distancia l1.
A distancia l2, € a distancia euclidiana, definida na equagdo (eq. 105), que seria inutil para calcular a distancia do ponto de energia
elétrica até sua casa. O 2 se refere ao indice da raiz quadrada.

A distancia é uma propriedade bidimensional porque envolve em suas propriedades no maximo trés
elementos do espago que determinam um plano deste espaco, o que facilita muito nas demonstragdes das
propriedades mais gerais da distancia. Para o R™ a férmula na equag@o (eq. 105) fica

M=

d(P,Q) = p (Pr — ar)?%

1 (3.108)
P = (plavpn)7Q = (qlv"'vqn);

3.4.5 distancia do ponto P = (a,b,c) ao plano 7

Ao mostrar-lhe como calcular a distAncia dum ponto a uma reta eu lhe falei que seria o caso mais
simples e que sua generalizacdo seriam casos mais complexos. Vou lhe falar dum exemplo que fica fora
do escopo da Geometria Analitica porque precisa das técnicas do Célculo, alids, eu ja venho fazendo
isto com frequéncia porque o objetivo da Geometria Analitica, hoje, é de uma preparacdo para o Célculo
e portanto criar motivacdo para o estudo do Célculo estd dentro do objetivo deste livro. E tenho usado
exemplos de viagens espaciais, assunto bem “momentoso”, nas também passo-lhe a adverténcia de que
Geometria Analitica € “deficiente” para resolver estes problemas.

Um médulo espacial destinado a fotografar a superficie dum planeta distante, tem que calcular a sua distancia ao planeta para
decidir se ja se encontra dentro das condi¢des dos seus aparelhos 6ticos para obter uma imagem de boa resolugdo. O mdédulo
espacial € um ponto no Universo e sua distdncia a um planeta, que € relativamente grande, tem ser calculado relativamente a uma
variedade linear de dimensio dois tangente ao planeta. E o Calculo que vai lhe dar as técnicas para encontrar variedades lineares
tangentes, retas tangentes, planos tangentes. E este o uso da derivada! Entdo neste momento eu vou lhe mostrar como calcular a
distdncia dum ponto a um plano, e serd no Célculo que vocé vai aprender a encontrar planos tangentes e agora vocé sabe porque €
preciso saber encontré-los.

A distancia dum ponto P a um plano depende da reta r perpendicular ao plano passando por P, exa-
tamente como eu j4 fiz com a distdncia dum ponto a uma reta, tenho que procurar uma reta perpendicular
ao plano determinada pelo ponto P. A geometria do Universo ndo € a euclidiana, € a teoria da relativi-
dade que nos diz isto, mas para “pequenas distincias”, como esta dum modulo espacial a um planeta,
apenas alguns milhdes de quilometros, a geometria euclidiana funciona, como também funcionam as leis
de Newton, embora um médulo em 6rbita dum planeta se encontra em queda livre e muita coisa ja se
explica com com teoria da relatividade como a auséncia de peso dos astronautas. . . Mas, deixe-me voltar
para Geometria Analitica e ficar na Geometria Euclidiana e seguir com as leis de Newton da gravitagao,
porque, para pequenas distincias como dum médulo espacial para um planeta podemos supor que a [uz é
um raio e caminha em linha reta. . .

Tenho um plano,m no espaco, m C R3, uma variedade linear de dimensdo 2, e um ponto P cuja
distancia ao plano 7 eu quero calcular. Preciso duma reta que passe por P encontrando o plano 7 perpen-
dicularmente no ponto @) e a distancia de P ao plano 7 é d(P, Q).

Vou repetir o pardgrafo anterior colocando como uma aplicacdo ao cédlculo da distincia dum moédulo
espacial a um planeta. O moédulo espacial € o ponto P e a distancia de P ao planeta é obtida usando

Como todas as
diversidades. ..
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um plano tangente ao planeta, e isto é coisa que vocé vai entender melhor no Calculo, mas estou lhe
mostrando uma aplicacdo futura desta questdo. E aqui que preciso da equagdo da reta s, no espaco,
passando por P cuja intersecdo com o plano 7, perpendicularmente, € o ponto () e a distincia de P ao
plano 7 é d(P, @), semelhante ao caso da distancia do ponto P para a reta r.

Portanto s || (A, B,C) que é o vetor perpendicular ao plano como foi visto na determinagio da
equac¢do dum plano ou duma reta.

Deixe-me colocar os dados numa sequéncia de equagdes a partir das quais posso escrever o algoritmo
computacional.

P = (a,b,¢) € R%; (3.109)

Az + By+Cz+ D =0oplano 7; (A, B,C) L m; (3.110)
Pes;slm = s| (4,B,0); (3.111)

s={(x,y,2) € R?(x,y,2) = M4, B,C) + (a,b,c); (3.112)
Q=(mmn,qg) esnmt = (m,n,q) =AA,B,C)+ (a,b,c); (3.113)

m—a=MNA = m=M+aq;
n—b=AB = n=\B+1b;
g—c=XC = q¢g=XC+g
Qenmr = Am+Bn+Cq+ D =0;Q € m;
m=M+a;n=AB+b,q=)\C+¢ (3.114)
AMA+a)+ B(AB+b)+ C(AC +¢)+ D =0;
A2\ +aA+ B>\ +bB + C?\ + cC = —D;
(A2 + B2+ C?)A = —(D + aA + bB + cC);

A= _ D+Aa+Bb+Cc — _ D+Aa+Bb+Cec.

A2+ B2+C2 IAB.OE
Q= (myn,q) =AM +a,\B+b,\C + ¢); (3.115)
d(P,7) = d(P,Q) = VA2A2 + \2B2 + \2C?; (3.116)
d(P,7) = |NIVATF BTF 02 = |l (A, B,C)]|: G.117)

Explicando cada linha desta sucessdo de equagdes:

1.

Na equacgdo (eq.4.109) eu escrevi as coordenadas do ponto P cuja distancia ao plano 7 quero
calcular.

-

na equagio (eq.4.110) estd a equagéo do plano 7, com a indicagdo de que o vetor (A, B,C) L .

-

A equagdo (eq.4.111) lembra-lhe que o ponto P deve determinar a reta s paralela ao (4, B, C) para
que seja perpendicular ao plano 7.

A equacdo (eq.4.112) define a reta s, vetorialmente. Ela passa no ponto P o que estd indicado com
asoma \(A, B, C) + (a, b, ¢) dum miltiplo de (A, B, C).

. Na equagéo (eq.4.113) estou construindo o ponto @ = (m.n.q) € s como um elemento da reta s

que pertence a interse¢do @ = (m,n,q) € sNm. Q = (m,n,q) € s N pi é o ponto que eu quero
encontrar no plano 7 para calcular a distincia d(P, Q) = d(P, 7). Aqui tem um defeito de notagéo,
eu devia ter usado )\ para indicar que € um valor particular de A que corresponde a determinacgao
do ponto Q.

Na préxima equagdo vou resolver um sistema de equagbes para determinar as coordenadas de @)
como um elemento da interse¢do s M m, na interse¢do da reta s com o plano 7. Vou encontrar o
valor particular de \.



3.4. DISTANCIA 131

6. Na equagdo (eq.4.114) se encontra o sistema equacgdes que vai determinar o valores de m,n,q e o
valor particular de A. Os dados da questéo sdo a,b,c; P = (a,b,¢), A, B,C, D e A é a solugéo, o
coeficiente que vai determinar os coeficientes de () na proxima equagao.

7. A equacgdo (eq.4.115) determina @ com o valor de A encontrado.
8. Na equacdo (eq.4.116) a disténcia d(P, 7) é calculada.

9. A equagdo (eq.4.117) apresenta a distancia colocando ||[|A]||| em evidéncia, os astronautas vio
precisar de encontrar o melhor valor de \ que produza a resolugdo ideal para a imagem do planeta
em questao . ..

E a Geometria Analitica informa aos programadores do médulo espacial qual é a melhor posicdo para
obter imagens do planeta, aguarde o Cdlculo para saber o significado de ||lambda|| = ||(A, B, C)|| como
informac@o para os astronautas. . .

A Geometria Analitica sabe calcular a distdncia dum ponto a um plano, o Célculo sabe calcular um
plano tangente a uma superficie, a superficie dum planeta. .. Os astronautas tém que saber Geometria
Analitica, Célculo, Equagdes Diferenciais e programacio, para encontrar o0 momento certo de produzir
as imagens com a precisdo necessaria. O meu objetivo é a Geometria Analitica como motivagdo para o
resto que vird depois.

Vou transformar este sistema de equagdes num programa para calcular a distdncia de um ponto, um
modulo espacial, ao plano 7 tangente ao planeta.

3.4.6 Produto vetorial

Vou apresentar-lhe o produto vetorial que ainda € chamado de produto externo porque dados dois
vetores u, v o produto v X v L v, € um vetor que € perpendicular ao plano determinado pelos vetores
u, v, € assim tem sentido chamé-lo de produto externo.

uXv Lo uxv L (3.118)

€ um vetor que € perpendicular ao plano determinado pelos vetores u, v. .

Da mesma forma como o produto escalar ha duas formas equivalentes de definir v x v, uma é algébrica
e a outra € geométrica. Eu vou colocar as duas formas na préxima defini¢cdo e em seguida vou mostrar
que elas produzem o mesmo resultado.

Definicao 14 (Produto ). Vetorial
Dados dois vetores @ = ((u1,uz2,u3)), v = (v1, v2,v3) o determinante formal
ik B
Uy Us ug | =1

U1 V2 Us

Uz Uz
V2 U3

-

Ur us
U1 U3

Uy Uz
U1 U2

+k (3.119)

O determinante formal, porque ndo se trata dum “determinante” mas funciona como se fosse um
“determinante”, estabelece como calcular os coeficientes de cada um dos vetores f, ;, kemu x v.

Observe que a primeira linha contem os vetores da Fisica e no célculo deste determinante vou usar
o desenvolvimento pela primeira linha caindo em subdeterminantes de ordem dois, que vao produzir os
coeficientes de cada um dos vetores ;, j, k.

Ao mesmo tempo as propriedades do determinante se transferem para para u X v que € anticomutativo,
trocando a ordem de duas linhas dum determinante se lhe troca o sinal entdo

uXv=—vXuuxu=_0; (3.120)
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Vou aplicar a defini¢do a dois vetores do circulo unitdrio S! e como consequéncia vou obter uma outra
caracterizacdo do produto vetorial.

O produto vetorial € geométrico por natureza, ndo sei qual € a sua origem histérica, mas certamente,
como muitas férmulas da Matematica, ele deve ter surgido na Fisica e traduz efeitos fisicos como por
exemplos os efeitos eletromagnéticos ou da eletricidade. Depois a Matematica se apossou da definicdo
que aparece mais a frente incorporada ao produto tensorial que € um tipo de produto multilinear alternado.
E a razdo pela qual estou colocando uma coordenada nula nos vetores @, ¥ para caracterizar que sio dois
vetores do R?, necessario para escrever corretamente o determinante.

@ = (cos(a),sin(a),0); ¥ = (cos(B),sin(B), 0); (3.121)

7 ik
uxwv=| cos(a) sin(a) 0 | = (3.122)

cos(B) sin(B) 0

=] sin(a) O -| cos(a) O ~| cos(a) sin(a) |

=t sin(8) 0 ’ —J cos(B) 0 tk cos(B) sin(B) |’ (3.123)
uxv=Fk Egigg; :igg; = k (cos(a) sin(B) — cos(8) sin(a)) ; (3.124)
ksin(8 — a); (3.125)
lu x v| = |ul|v|sin(B — a); (3.126)

A dltima equagdo é verdadeira sob a condi¢do de que u,v € S mas posso agora refazer as contas
com u,v € R? escritos na forma polar que é a recuperagdo de dois vetores quaisquer, do plano, a partir
de sua proje¢do no circulo trigonométrico entiao

@ = |ul(cos(a), sin(a),0); U = |v|(cos(S), sin(B), 0); (3.127)
uxv=/| |ulcos(a) |ulsin(a) 0 |= (3.128)
[v|cos(B)  |v|sin(B) O
_ =| |ulsin(a) O -| |u|cos(a) O ~| |ulcos(a) |u|sin(a) |
= olsin(8) 0 |7 Jolcos(8) 0 ’*‘“ vlcos(8) [ofsin(g) | O

—

wxv— |u| cos(ar)  |u|sin(«)

w|cos(8)  |v|sin(8) | = E|ul|v] (cos() sin(B) — cos(8) sin(e)) ksin(8 — «(k.130)
|u x v] = |ul|v]sin(8 — a); (3.131)

E assim eu obtive a expressdo para o médulo do produto externo.

Esta formulac@o seria invalida para dois vetores u, v € R™ para o célculo de u X v, mas um pequeno
esforco de imaginag@o serve para adaptd-la para este caso uma vez que dois vetores determinam um
espaco bidimensional dentro dum espaco de qualquer dimensao, entdo a expressdo € vdlida e deixo esta
extensdo para sua imaginacio. . .

Sumario das propriedades do produto externo

o ||@|| = |& x ] = ||@||||7]| sin(y) em que ~y é o Angulo entre os vetores i, ¥ no circulo unitério do
plano que eles determinam.
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cUXT=—-TUXx1U
e Uxv=0 < = u,usdocolineares.

* Se os vetores u, v ndo forem colineares, entéo eles determinam um plano e os trés vetores u, U, @ X v,
nesta ordem, formam um triedro orientado positivamente. Basta para isto mostrar que, tomados
dois a dois, estes trés vetores ndo colineares entdo eles sao linearmente independentes e determinam
um espaco de dimensao trés.

* Se @ = (u1,us,u3) e U= (v1,v2,v3), entdo

Uy U3 (3.132)

—

em que o “determinante” é apenas uma forma de calcular as coordenadas do novo vetor e ZJ, k
sdo os vetores da Fisica. Desta forma o menor de ordem dois, identificado pelo vetor ¢ fornece
a primeira coordenada de u x ¥, e assim sucessivamente para o calculo da segunda e terceira
coordenada.

Eu preciso mostrar que o vetor ¢ X ¢ € perpendicular ao plano determinado pelos vetores i, ¥ mas isto
é consequéncia direta da defini¢do usando o determinante formal e ja foi praticamente feito quando eu
considerei acima dois vetores com a terceira coordenada nula obtendo, portanto elementos do plano deter-
minado por i, fresultando num vetor que é multiplo do vetor k que é perpendicular ao plano determinado
pelos vetores ;,5

Se os vetores , ' forem colineares entio o “determinante” é nulo e portanto @ x ' = 0.

O “determinante” utilizado na defini¢do para o cédlculo de @ x ¢’ tem um lado positivo porque mostra
uma propriedade fundamental do produto vetorial, a anticomutatividade:

ixT=—0xi (3.133)

pela troca de linhas no determinante.

Mas tem um lado negativo com a sugestio de que se trate dum produto restrito a dimensao trés. Al-
gumas vezes se chama este produto de produto exterior porque o resultado é um vetor perpendicular ao
plano determinado pelos dois fatores, e isto vale em qualquer dimensao: u, v, u X v forma um triedro po-
sitivamente orientado se u, v forem linearmente independentes. Se ndo forem linearmente independentes
o produto vetorial é nulo porque dois vetores linearmente dependentes se encontram sobre uma mesma
reta e portanto o seno do dngulo entre eles € zero, consequéncia da propriedade do médulo de v X v.

Na figura (fig ??), pagina ??, se pode ver que o significado geométrico do produto vetorial de dois
vetores
4 x U= |u]|v]| sin(y)] (3.134)

Eles determinam um losango quando se copia, paralelamente, os segmentos que correspondem aos ve-
tores e a projecdo de @ sobre a perpendicular a reta suporte de @ vale ||u|| sin(y). O produto ||ul|||v]| sin(y)
¢ a area deste losango determinado pelos vetores u, U.

Para verificar o médulo do produto vetorial, deixe-me observar que os vetores i, v determinam um
espaco de dimensao 2, se forem L.i. que vou supor que sejam inicialmente, e portanto eu posso transporta-
los sob forma de equivaléncia geométrica para o plano complexo e assim obter dois vetores da forma
re'®, se’® que os representem. O produto vetorial destes dois vetores é igual, em médulo, ao produto
vetorial 4 X .

Area do
losango
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/home/tarcisio/tex/dicionario/ProdutoVetorial.eps

Figura 3.12: @ x ¥ = Area do losango

i ik
rcos(a) rsin(a) 0 | =rs(cos(a)sin(f) — sin(a) cos(B))k = (3.135)
scos(B) ssin(B) O
rssin(a — Bk;y = a— B (3.136)
| x U= rs|sin(a — B)k| = rs|sin(a — B)| = rs|sin(y)| = |@]||V]| sin(y)| (3.137)

Exemplos com os vetores do triedro fundamental da Fisica:

Z, _", k ; triedro dos vetores unitarios da Fisica; (3.138)
ixj=kjxk=ikxi=j; (3.139)
(3.140)

Se a dimensao do espaco E for maior ou igual a trés, o produto vetorial é uma operag¢do bindria
bilinear alternada (anticomutativa) em E. Esta afirmacio é valida para R? munido com o triedro da
Fisica.

O produto vetorial ndo foi criado por acaso, ele permite sintetizar importantes propriedades fisicas
0 que torna natural a sua definicdo com o “determinante” trazendo na primeira linha os trés vetores da
Fisica. A Matemadtica em seguida absorveu a definiciio que se originou na Fisica com o nome de “produto
exterior” que é um exemplo de denominacdo de ma qualidade se originando do fato de que u X v ndo
pertence ao plano determinado por pelos dois fatores. Se a dimensdo do espaco for maior ou igual a trés
o produto vetorial passa a ser uma operagdo bindria, ndo comutativa, do espago e nada exterior.

Entre as muitas propriedades do produto vetorial tem se a chamada Regra BAC_CAB

Ax (B xC)=B(A.C) - C(A.B) (3.141)
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i
by by by
€1 e2  c3

P=AX(BxC)=AX = (3.142)

i J k
= aq as ag = (3.143)
(bgecg — bgca) (bgecy — byicy) (bycg — bacy)
= ( ag(byeg — bgey) — ag(bge] — byez), ag(bges — bgcy) —aj(bjeg —bgey), aj(bgcy — bjes) — ag(bgeg — bgeg) ) = (3.144)
?
=D — E = B(A.C) — C(A.B); (3.145)
D = (by, by, b3g)(ajcy + ageg + ageg); E = (c1, ez, cg)(ayby + agby + agby); (3.146)
D = (by(ajcy + ageg + ageg), ba(ajcy + ageg + ageg), bg(ajey + ageq + agez)) (3.147)
E = (cy(a1by + agby + agbz), ca(ajby + agba + agbsy), cz(ayby + agbgy + azby)); (3.148)
i J k ,
D-E= ay ag ag =AXx(BxC)=P (3.149)
bgeg — bgcg  bgey — bieg  bicg — bgeq

Embora esta demonstracio tenha sido feita no R? ela segue vilida em qualquer dimensio maior ou
igual a trés.

O produto vetorial foi concebido para lidar com espagos de dimensao trés e uma forma de demonstrar
as propriedades deste produto pode facilmente ser feita definindo os vetores como combinacao linear dos
vetores da Fisica para os quais valem

ixj=kijxi=—kjxk=ikxj=—ikxi=jixk=—j; (3.150)

Exercicios 3. Variedades

Os exercicios servirdo para desenvolver a sua intuigdo a partir das ideias aqui expostas.

Os itens, em cada questdo, estdo numerados usando os cinco primeiros niimeros primos, 2,3,5,7, 11.
Ao final de cada questdo, ao lado da etiqueta gabarito, vocé pode encontrar o produto dos niimeros
primos que correspondem as opcdes verdadeiras. E possivel que o gabarito esteja omitido para que
apareca apenas quando for publicada a corre¢do da lista. Os itens podem ser todos verdadeiros ou
apenas alguns verdadeiros. Mas havendo algum falso, haverd também o correspondente verdadeiro.
Quando for o caso de que uma resposta tenha que ser dada aproximadamente, o valor fornecido terd
quatro digitos depois do ponto, ou virgula, decimal, para ser considerado correto.

1. Plano cartesiano Na figura (??), pdgina ??, vocé tem o o plano cartesiano com quatro pontos
marcados e alguns segmentos de reta tracados. O plano cartesiano é dividido em quatro quadrantes
habitualmente referenciados com algarismos romanos, I,11,I11,IV com a ordem crescendo no
sentido positivo, anti-hordrio. Selecione as op¢des corretas nas afirmagoes abaixo.

(2) (V)[ I(F)[ ] O segmento de reta P7Q se encontra no primeiro quadrante.

(3) (V) I(F)[ ] O segmento de reta PQ corta o eixo OY em sua parte negativa.

(5) (V[ I(F)[ ] O segmento de reta PQ corta o eixo OY em sua parte positiva e atravessa do
quadrante I para o quadrante 11.

(7) (V) I(F)[ ] O segmento de reta que se origina no ponto R aparentemente corta o segmento
PS perpendicularmente.

(11) (V)[ J(F)[ ] O segmento de reta que se origina no ponto R aparentemente corta o segmento
QS formando dngulos agudos e obtidos.

gabarito:

2. Plano cartesiano Considere ainda a figura (??), pdgina ??.

(2) (V) I(F)[ ] A distancia entre P e S é \/(T— 9)2 + (5 — 6)2.

Dos tempos em
relégios tinham
ponteiros. ..
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/home/tarcisio/tex/sba/tarci

Figura 3.13: O plano cartesiano

(3) (V) I(F)[ ] A distancia entre P e S é \/(T+ 9)2 + (5 + 6)2.
(5) (V)[ I(F)[ ] A distancia entre S e Q é \/(T+5)2 + (5 — 6)%.
(7) (V)[ I(F)[ ] A distancia entre S e Q é \/(9 +6)2+ (6+6)2
(11) (V)[ )(F)[ ] A distancia entre S e Q é \/(9 —5)2 + (6 + 6)2.

ESPACO BIDIMENSIONAL

sio/GeometriaAnaliticall_01.eps

gabarito: 21

3. Plano cartesiano Considere a figura (fig ??), pdgina ??.

Figura 3.14: Segmentos de reta no plano cartesiano

(2) (V)[ I(F)[ ] O ponto médio do segmento de reta PQ é (

13
2
(3) (V) I(F)[ ] O ponto médio do segmento de reta PQ é (%

/home/tarcisio/tex/sba/tarcijsio/GeometriaAnaliticall_02.eps

(5) (V)[ I(F)[ ]O ponto médio do segmento de reta PQ é (3, —3).
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(7) (V) I(F)[ ] Com um compasso (eletronico) eu tracei dois circulos com centro nos pontos P
e Q. Tracando um segmento de reta que passe na intersecdo dos circulos eu posso obter o
ponto médio do segmento PQ).

(11) (V)[ J(F)[ ] O segmento de reta que passa na interse¢do dos circulos com centro nos pontos
P e Q vai cortar o segmento PQ) perpendicularmente no seu ponto médio.

gabarito: 385

4. Plano cartesiano Considere a figura (fig ??), pdgina ??.

(2) (V)[ I(F)[ ] O segmento de reta que passa na intersegcdo dos circulos ird cortar o segmento
PQ exatamente ao meio se e somente se os raios dos circulos forem iguais.
(3) (V)[ I(F)[ ] Tracando um tridngulo que tenha por lado o segmento PQ) e o terceiro vértice

um dos pontos de intersecdo dos circulos vai se obter um tridngulo isosceles se os raios dos
circulos forem iguais.

(5) (V)] [(F)[ ] Considere R um dos pontos de intersecdo dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A altura do triangulo RPQ)
encontra o segmento P(Q) em seu ponto médio.

(7) (V)[ I(F)[ ] Considere R um dos pontos de interse¢do dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A drea do tridngulo RP(Q) é menor

do que 6v/13%2 + 1121/2

(11) (V)[ J(F)[ ] Considere R um dos pontos de interse¢do dos circulos na figura (fig ??). Também
aceite que os raios dos circulos sdo iguais, como parecem. A drea do tridngulo RPQ é

exatamente igual a 64/132 + 1121/2.

gabarito:

5. Equagdo da reta A figura (fig ??), pdgina ??, apresenta o vetor u = (5,5) que é perpendicular a

/home/tarcisio/tex/sba/tarcijsio/GeometriaAnaliticalO_03.eps

Figura 3.15: Equagio da reta

reta r.
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(2) (V) I(F)[ ] A equagdo da reta r na figura (fig ??) é y — x = 0.
(3) (V) I(F)[ ] A equagdo da reta r na figura (fig ??) é 5y — 5z = 0.
(5) (V) I(F)[ ] A equagdo da reta r na figura (fig ??) é by = bx.
(7) (V)[ I(F)[ ] A equagdo da reta r na figura (fig ??) é by = —bzx.
(11) (V)[ J(F)[ ] A equacdo da reta r na figura (fig ??) é y +x = 0.

gabarito:

6. Coeficiente angular

A figura (fig ??), pdgina ??, mostra a reta v que é perpendicular ao vetor u = (5, 5).

/home/tarcisio/tex/sba/tarci|sio/GeometriaAnalitical0_03.eps

Figura 3.16: Equagio da reta

(2) (V)[ I(F)[ ] r é perpendicular ao vetor u = (1,1).

(3) (V)[ I(F)[ ] Como r é perpendicular ao vetor u = (1, 1) entdo sua equacdo é x +y = 0.

(5) (V)[ I(F)[ ] Como r é perpendicular ao vetor w = (1, 1) e passa na origem entdo sua equa¢do
éx+y=0.

(7) (V) I(F)] ] O coeficiente angular da reta r é -1.

(11) (V)[ J(F)[ ] Considere trés pontos P = (a,b),Q = (p,q), R = (m,n) escolhidos a esmo

sobre a reta r. Entdo . b
—g_4a7n_nT0 g, (3.151)
a—p p—m m-—a

gabarito: 770

7. Coeficiente angular Um quadrado de lado 5, com vértices P,Q, R, S lidos sequencialmente no
sentido anti-hordrio, estd centrado na origem com lados paralelos aos eixos coordenados.

(3) (VIIF)]P= (75,0)7Q = (75775)3R = (7575%5 = (575)
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(5) (VIIF)]P= (7570)762 = (757 *5)aR = (*535%5 = (535)
(7) (VINF) P =(—-25,-25),Q = (2,5, -2.5), R = (2.5,2.5),S = (~2.5,2.5)
(11) (V[ (F)[ ] P = (—2.5,-2.5),Q = (2,5,2.5), R = (~2.5,2.5), S = (2.5, —2.5)

gabarito:

8. distancia entre dois pontos

Trés vértices dum quadrildtero retdngulo sao P = (4,2),Q = (-1,-3), R = (4,-3)

gabarito:

9. distdncia entre dois pontos Os trés vértices dum tridngulo sdo P = (—5,9),Q = (5,9),R =
(0,0)

(2) (V)[ J(F)[ ] O tridngulo PQR é equildtero.
(3) (V)] ](F)[ ] Todos os lados do tridngulo PQ R tém medidas diferentes.
(5) (V)[ J(F)[ ] A drea do tridngulo PQR é 90;
(7) (V)[ J(F)[ ] O tridngulo PQR é isosceles.
(11) (V)[ J(F)[ ] A drea do tridngulo PQR é 45;

gabarito:

10. Distancia dum ponto a uma reta Considere no plano XOY a reta r de equagcdo 3x — 7y + 10 = 0.

(2) (V)[I(F)[]O ponto P = (—1,5
(3) (V)[ J(F)[ ] O ponto P = (—1,5) se encontra na reta r.
(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto P = (—1,1) é um ponto da reta r.
(7) (V)[ I(F)[ ] O vetor (7,3) é paralelo a reta r.

(11) (V)[ (F)[ ] O vetor (3, —7) é perpendicular & reta r.

,B) ndo se encontra na reta r.

gabarito:

11. Distancia dum ponto a um plano Considere no plano X OY a reta r de equagdo 3x — 7y +10 = 0.

(2) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto P = (—1,5) aretar é

d(P,r) =~ 5.077 aproximadamente (3.152)
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(3) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto P = (—1,5) aretar é
d(P,r)5, exatamente. (3.153)
(5) (V)[ I(F)[ ] A reta s, de equagdo 3x — 7y = 0, é paralela a reta r. A distdncia entre as retas
r,sé 10.

(7) (V) I(F)[ ] Areta s, de equagdo 3x — Ty = 0, é paralela a reta r. A distdncia entre as retas
r, s € aproximadamente 5.077.

(11) (V)[ ](F)[ ] A distancia entre duas retas paralelas r, s é o comprimento dum segmento de reta
PQtalque P €1, Q € se PQ L r, o segmento de reta PQ é perpendicular a reta s.

gabarito:

12. Equacdo do plano no R> A equacdo linear 5x + Ty = 0 representa um plano m do R>.

(2) (V)[ ]J(F)[ ] Um vetor perpendicular ao plano w é o vetor (7,—5,0)
(3) (V)[ I(F)[ ] Um vetor perpendicular ao plano  é o vetor (5,7,0)
(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,10, 8) pertence ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] O ponto (—7,5,0) pertence ao plano .

(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto P = (5,7) ao plano 7 é \/52 + 7.

gabarito:

13. Equacgdo do plano no R?

A equagdo do plano mé z = 0

(2) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto (0,0, 1) ao plano 7 é 1.

(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,1) pertence ao ao plano .

(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (0, 1) pertence ao ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] O vetor (0,0,10) é perpendicular ao plano .
(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (1,1,1) ao plano 7 é 1.

gabarito:

14. Equacdo do plano no R?

A equagdo do plano mé —z = 0.

(2) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (0,0,1) ao plano 7 é 1.

(3) (V)[ ]I(F)[ ] O ponto (0, 1) pertence ao ao plano .

(5) (V)[ I(F)[ ] O ponto (1,1) pertence ao ao plano .

(7) (V)[ I(F)[ ] Ovetor (0,0,1) é perpendicular ao plano .
(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto (1,1, 3) ao plano 7 é 3.
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gabarito:

15. distancia Os pontos (1,3).(7,3), (9, 8), (3, 8) determinam o quadrildtero Q).

(2) (V)[I(F)[ ] Q é um paralelogramo.

(3) (V)[I(F)[ ] A drea de Q é 30.

(5) (VLIF)[]A drea de Q é 40.

(7) (VI[I(F)[ ]Q é um retangulo.
(11) (V)[ I(F)[ ] Q é um quadrado.

gabarito:

16. distancia dum ponto a um plano A equagdo do plano w é 5x + Ty + 3z + 10 =0

(2) (V)[ I(F)[ ] O vetor (—5,—7,—3) € perpendicular ao plano .
(3) (V)[ J(F)[ ] A distancia do ponto P = (3,4,5) ao plano 7 é aproximadamente 7.4639.

(5) (V)[ I(F)[ ] Dado um ponto P = (a,b,c) a reta s que passa por P, perpendicularmente ao
plano =, € paralela ao vetor V = (A, B,C) = (5,7, 3). A equagdo vetorial da reta s é

s={(z,y,2) € R (z,y,2) = \(5,7,3); A € R; (3.154)

(7) (V)[ I(F)[ ] Dado um ponto P = (a,b,c) a reta s que passa por P, perpendicularmente ao
plano , é paralela ao vetor V.= (A, B,C) = (5,7, 3). A equagdo vetorial da reta s é

s={(z,y,2) €ER3(x —a,y—b,z—c)=A5,7,3); A € R; (3.155)

(11) (V)[ J(F)[ ] A distdancia do plano m a origem é aproximadamente 1.0976.

gabarito:

17. distancia dum ponto a um plano Sao dados trés pontos A = (—=1,1,7), B = list(3,4,7),C =
list(5,—1,7)

(2) (V)[ J(F)[ ] O tridngulo ABC' é equildtero.

(3) (V)[ I(F)[ ] O triangulo ABC é isésceles.

(5) (V)[ J(F)[ ] O tridngulo ABC é escaleno.

(7) (V)[ [(F)[ ] Os pontos A, B, C determinam um plano paralelo ao plano XOY .
(11) (V)] J(F)[ ] A equacdo do plano determinado pelos pontos A, B,C é z = 1.

gabarito:

18. distdncia dum ponto a um plano A figura (fig ??), pdgina ??, lhe mostra um triangulo de vértices

P=(-6,7),Q = (-5, —12), R = (14,2).

(2) (V)[ I(F)[ ] O tridngulo PQR ¢ escaleno.
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/home/tarcisio/tex/sba/tarcisio/GeometriaAnaliticalO_18.eps

Figura 3.17: Triangulo

(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto de encontro das bissetrizes no tridngulo PQR é (1,—1)
(5) (V[ I(F)[ ] O triagngulo P,Q R,

P = (_677>7Q: (_57_12)7R: (14,2)a (3]56)
P = (an)le = (17_19)3R: (207_5)7 (3.157)
(3.158)

é idéntico ao tridngulo PQ R mas foi deslocado por uma translagdo de tal forma que um dos
Vvértices se encontra na origem.

(7) (V)[ [(F)[ ] A drea do tridngulo Py(QQ1 R, é igual a drea do tridngulo PQR e vale %

(11) (V)[ )((F)[ ] A drea do tridngulo PQR é 2 = 2<t{M)

1 1 1
M=| 1 -19 0 (3.159)
20 -5 0

gabarito:

19. distancia dum ponto a um plano Considere a expressdo

S ={(z,y,2) € R*; A(x — 3) + B(y — 4) + C(z — 5) = 0} (3.160)

(2) (V)[ I(F)[]Se A, B, C forem trés constantes dadas, S é um plano.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se A, B forem duas constantes dadas, e C € [—1.1] S é uma familia de planos
determinada pelo vetor (A, B, C) passando pelo ponto P = (3,4,5).
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(5) (V)[ I(F)[ ] Se A, B forem duas constantes dadas, e C € [—1.1] S é uma familia de planos
determinada pelo parametro C € [—1.1].

Az —3)+Bly—4)+C(z—5)=0;  (3.161)
Alx —3)+ By —4)

(2=5)=— G ; (3.162)
A(x —3)+ B(y —4) A B
= — —_ _ o _ 4 . .
z2=5 c C(SE 3) C(y )i (3.163)
A B
Flz,y)=5-S(r=3) = S(y—4) (3.164)
A B
Glzy)=5—m(@=3) -2y -4  (.165)
B _ (AS—AT)(zx—3) (BT —BS)(y—4)
F(z,y) — G(z,y) = o7 + o7 : (3.166)
AS — AT)(z —3) — (BT — B —4
F(z,y) - Gla,y) = 25— 4D 3)ST( Ny=D. 3167
5—4(x—3)—2(y—4) = F(z,y);
5—5(x—3) - By —4) =G(z,y);
(AS=AT)(2=3) | (BT-BS)(y=4) _ (AS—AT)(@=3)—(BT-BS)(y=4). (3.168)
ST ST ST )
(AS—AT)(z—3)  (AS—AT)(x—3)+ EBL-BIWAD L (BT_BS)(y—4)
ST ST )

(7) MLIF)]
(11) (V)[I(F)[]

gabarito:

20. distancia dum ponto a um plano A base de um tridngulo é o segmento de reta vai do ponto (0,0)

ao ponto (a,0) e a diferenca das distdncias entre estes dois pontos e o terceiro vértice (r,y) é
constante.

(2) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distdncias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento a base do tridngulo é 2ax + a>

(3) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento & base do tridngulo é —2ax — a®

(5) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento & base do tridngulo é —2ax + 2a>

(7) (V)[ I(F)[ ] A diferenca das distdncias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento d base do tridngulo é —ax + a®

(11) (V)[ J(F)[ ] A diferenca das distancias mencionada entre o ponto (x,y) e os extremos do
segmento a base do tridngulo é —2ax + a®

gabarito:
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Capitulo 4

Integral das funcoes polinomiais

4.1 integracao com somas de Riemann

Ha vérias formas de entender a infegral, a mais elementar € como uma drea.
Se f for uma funcdo univariada integrdvel no sentido de Riemann entdo o simbolo

b
/f(w)dw “.1)

representa 4 area limitada pelo grafico de f, pelo eixo OX desde o ponto a até o ponto b, quer dizer que é
uma drea algébrica porque o sinal muda se ela for calculada de b para a. Na figura (??) pagina ??, vocé

/tex/dicionario/integral.eps

Figura 4.1:

pode ver a interpretagao geométrica da integral de f com a indicacdo de que algumas das “subdreas” sdo
positivas ou negativas.

A razdo do sinal € que a integral, mesmo interpretada como area, € uma quantidade de um determinado
fendmeno: quantidade calor, quantidade de movimento, distdncia percorrida, dependendo do significado
de f.
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Se f representar a velocidade com que um corpo se move, se tem a distincia percorrida pelo corpo
entre os pontos a e b. E este exemplo justifica bem que a integral seja um drea algébrica, tenha sinal.

Um bom exemplo é do péndulo que justifica bem que a integral seja um drea algébrica, tenha sinal.
Supondo que ele esteja funcionando em condig¢des ideais, sem atrito, sem resisténcia do ar, ele balancaria
eternamente do ponto de saida de volta para o ponto de saida, quer dizer a distancia percorrida seria zero.
Mas mesmo considerando um péndulo nas condi¢des normais, ele vai e volta sem atingir o ponto inicial
mas chega perto portanto a distincia percorrida € quase zero, porque, de volta, a distancia percorrida é
negativa.

Nem sempre é possivel o célculo da integral de uma fungéo qualquer, por exemplo, a fungdo f(z) = %
ndo € integrdvel a Riemann se o ponto x = 0 pertencer ao intervalo de integracdo. A integral sobre o
intervalo [a, b] que ndo tenha o zero em seu interior existe mas o célculo é um pouco mais trabalhoso. As
integrais simples de serem calculadas é das fungdes polinomiais e vou me especializar neste caso agora.

4.2 Integral das funcoes polinomiais

A integral de uma fun¢fo univariada é uma drea algébrica limitada pelo grafico da fungéo, o eixo OX
e dois limites definindo um intervalo. Este conceito é do Calculo, “drea algébrica” é uma especializacdo
do conceito de area, considerando o sinal. O simbolo

b
(eq.81)/f(x)dx (4.2)

representa esta ideia e neste caso o intervalo é [a, b] quando se tem

/bf(x)dx: —/af(x)da: 4.3)
a b

em que uma das 4reas se inicia no ponto x = a, com condicio inicial x = a, e a outra se inicia no ponto
x = b, com condig¢@o inicial x = b, iguais em mdédulo mas com sinais contrarios.

Existem diversas férmulas que foram descobertas ao longo dos quase trezentos anos de existéncia
do Cilculo para calcular exatamente uma grande quantidade de integrais. Sabe-se calcular, exatamente,
qualquer integral de funcdo polinomial, de diversas fungdes trigonométricas, de muitas fun¢des que sejam
composicao de polindmios com fungdes trigonométricas, de algumas fungdes racionais . ..

Mas se pode dizer que o célculo de todas estas integrais mencionadas acima foram descobertas por
acaso, ou indiretamente. Facilmente pode-se cair numa integral para a qual ndo haja férmulas que permi-
tam o cdlculo exato, e um exemplo bem simples é

a

fla) = / %dm;a > 0; (4.4)

1
que € uma integral de grande importancia pratica porque
1
f@) =1n(t); f'(t) = il 0; 4.5)

Ou seja, In(t) é um nome de uma nova fung¢io definida como uma integral.
Este exemplo vai me levar a restricao de estudar as integrais das funcdes polinomiais porque elas sao
as tnicos para as quais nés temos um método efetivo para encontrar uma férmula: as somas de Riemann.
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Partindo da suposi¢do de que exista a integral de y = f(x) sobre um intervalo [a,b], confira a
representacdo geométrica na figura (fig. ??), pagina ?? uma forma de calcular a integral consiste em
fazer uma aproximagao do seu valor pela drea de retdngulos contidos na regido limitada pelo grafico de
f,oeixo OX e os limites de integracdo definidos pelo intervalo considerado.

O gréfico na figura (fig. ??), pagina ??
mostra geometricamente esta ideia. No grafico, figura (fig.
??) tive o cuidado de fazer as subdivisdes para minimizar
os erros, um dos retangulos representa a drea por excesso
noutro tanto ha excesso como falta e nos demais a area foi
calcula por falta, de modo que ha uma certa compensagio
visual. Mas isto é um detalhe sem relevancia, o que inte-
ressa é que a quantidade n de subdivisdes do intervalo [a, b]
seja grande.

Porém, muito melhor do que estas tentativas de compensagao, Figura 4.2: Soma de Riemann
que sao necessariamente visuais, portanto rudimentares, con-
siste, simplesmente, em reduzir a medida das bases dos retingulos e melhor ainda considera-las todas
iguais com valor Az = b_Ta em que N € a quantidade de tais retangulos, para finalmente fazer o célculo
com um programa de computador. Se a fun¢ao for continua o Célculo demonstra que as somas de Rie-
mann uniformes sao suficientes para serem usadas para obter o limite desejado.

A soma das areas dos retangulos se expressa com a soma de Riemann

Aproximagdo da_integral com dreas de retangulos

f )te =S oo - o) @6

afbf(x)dif ~ :2; f(@r)Azy; Az = 21 — g3 4.7
afbf(x)dm ~ él Fan)Azy; Azy = o, — Tp—1; .8)
Frayde ~'S fla+ kAz)Az = Az’ ST fla+ kAa); 4.9)
u - Az = =9 - (4.10)

Vou fazer comentarios a respeito de cada uma destas equagdes. Este tipo de soma que aparece nas
equacdes (eq. 6) (eq. 7) se chama soma de Riemann. e elas podem aparecer com vdarios formatos
alternativos como o do equagdo (eq. 8). A expressao da soma de Riemann que aparece na equacio (eq.
9) € particularmente importante, ¢ chamada de soma de Riemann uniforme. Observe que nela o passo da
soma foi obtido dividindo o intervalo em n partes iguais: Az = b*T“. Vantagem das somas de Riemann
uniformes, eu pude usar a propriedade distributiva do produto relativamente a soma, colocando Az em
evidéncia. Isto da um ganho computacional imenso, fago as somas das alturas e depois multiplico pelo
tamanho comum das bases.

E vilido usar somas de Riemann uniformes se for possivel, primeiro, provar que a integral existe,
e aqui, sim, existe um caminho tedrico, cientifico, para a demonstracdo da existéncia de integrais, por

b
exemplo, pode-se provar que se f for continua, entdo [ f(x)dz existe em qualquer intervalo contido

a
no dominio de f portanto vale aplicar somas de Riemann e programas de computador para rapidamente
calcular esta integral. E o caso das fungdes polinomiais.
Um programa vai ajudar a compreender a validade do método que vocé pode inclusive aplicar em
fungdes ndo polinomiais.
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def f(x):
return (x+3)*(x-5);

def g(x):
return x*x2; ## a funcdo do segundo grau

def P (x):
return 3*x*x2 + 4xx + 7;

def h(x):
return P (x)*sin (x);

def riemann(f, inicio, fim, n):
X, soma, deltax = inicio, 0, (fim-inicio)/float (n);
while(x < fim):
soma += f(x); ## incrementa soma com f (x)
x += deltax;
return (somaxdeltax) ;

inicio = 0; fim = 10; n = 10000;
riemann (f, inicio, fim, n);

Aplicando a riemann as fung¢des definidas:

riemann(f, 0, 1, n);
-15.668216665000065

riemann (g, inicio, fim, n);
333.38333500003193

riemann (P, 0, 1, n);
10.00105000499965

Defina a fung¢do F' que vocé desejar e calcule sua integral no intervalo [a, b] com a precisdo n execu-
tando

riemann(F, a, b, n);

O método oferecido por este programa o libera da necessidade da resposta das integrais no seu livro
de Calculo, ou melhor, complementa o seu livro de Célculo oferecendo-lhe um meio de verificar se vocé
fez as contas corretamente. Claro, o resultado é aproximado, se o valor da integral for % 0 programa vai
lhe fornecer 0.3333328333339961 com precisdo n = 1000000 e ndo adianta aumentar muito a precisao
porque os erros acumulados do algoritmo podem piorar o resultado.

4.3 Ocaso f(x) = 2?

a
Vou logo calcular [ x2dx e depois mostrar que este “caso particular” pode ser rapidamente extrapo-
0

lado para o cdlculo de [ z"dx e finalmente para qualquer polindmio.
0
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f(z) = 2% A= (b—a)/N;zp = a+kA @.11)
b n—1
[ fz)de ~ p Flap)A; (4.12)
a =0
b n—1
[ fz)dz =~ A ];0 fa); 4.13)
b n
[ f(z)de =~ AkZ (2x)%; (4.14)
a =1

1. Na equagdo (eq. 11) defini f, A,z = a + kA. Os nds, onde estou definindo os valores de f
formam uma progressao aritmética, a grande vantagem do método como logo vou mostrar.

2. Na equacgdo (eq. 12) escrevi a soma de Riemann que me d4 uma aproximagdo para o valor da

b
integral [ f(x)dz.

3. Naequagio (eq. 13) eu coloquei A em evidéncia.

4. Naequacdo (eq. 14) escrevi a expressdo de f () como segunda poténcia dos termos da progressio
aritmética.

4.3.1 Somas de potencias

Agora vem a grande vantagem das func¢des polinomiais, as somas das poténcias n dos termos de uma
progressdo aritmética sdo obtidas por um polindmio bem definido do grau n + 1. Vou continuar, por um
momento com o caso particular f(x) = 2% porque as ideias para chegar no caso geral f(x) = 2" ficam
bem evidentes a partir deste exemplo particular. Exemplos particulares bem escolhidos levam facilmente
a uma generalizacgao!

O caso aqui é soma dos quadrados dos termos duma p.a.. Vou listar os resultados e deixar-lhe as
demonstra¢des como exercicio. Se voc€ quiser dominar a Matematica terd que aprender a colocar a mao
na massa, e neste caso, lhe garanto, ¢ uma questio de persisténcia. Vou chamar os resultados de teoremas,
mas nao se assuste, enfrente!

2 (Diferenca). de polinémios

Se P(z) for um polinémio do grau n entdo Q(x) = P(x —a) — P(x) é um polindémio do graun — 1.
.' Basta demonstrar no caso particular P(x) = x™ porque, na diferenga, todos os termos de P(xz) = Apz™+-- -+
Ag vdo cair de um grau e Ao desaparece. Comece pelo caso P(x) = x2 depois P(z) = x> passa para P(x) = x™. Coragem!

3 (Soma de ). poténcias duma p.a.

Considere a progressdo aritmética
ag, a1, ,an;ar = ag + kA 4.15)

A soma
ag +a?+ - +a? = P(a,) — P(ao) (4.16)

em que P é um polinémio do grau 3.
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E consequéncia do teorema anterior, a diferenca P(ay) — P(ao) é dada por um polinémio do grau 2,
chame o polinémio do segundo grau que esta sendo aplicado aos termos da progressdo aritmética de Q) e agora faga

P(an) — Plan—1) = Q(an); (4.17)
P(an—1) — P(an—2) = Q(an—1); (4.18)
P(an—2) — P(an—3) = Q(an—2); (4.19)

(4.20)

P(az) — P(a1) = Q(az); (4.21)
P(a1) — P(ao) = Q(a1); (4.22)
Plan) = Plao) = 3 Qlar); (423)

A soma da coluna com as diferengas se resume a P(an) — P(ao) porque de uma linha para outra se dd um cancelamento, a soma

n
da coluna depois das igualdade é >, Q(ay).
b



Capitulo 5

A derivada das funcoes polinomiais

5.1 derivada das func¢oes polinomiais

Derivada dos polinomios é um caso particular de derivacido que é fécil de construir e pode servir
como primeiro passo para o estudo da derivada e do limite.

Para que vocé entenda melhor o coefi-
ciente angular instantdneo um exemplo da Fisica

é bem instrutivo. A reta tangente

Considere a seguinte situacdo, represen-
tada no grafico da figura (fig ??), pagina 2?. m
Neste gréfico estou simulando o que acon- outra curva

. . tangente
teceria se eu estivesse rodando uma pedra presa

a um corddo que, num determinado instante,
se quebrasse. A pedra, enquanto presa a mi- @
nha mao pelo cordao, em movimento, muda
de dire¢do a cada instante. Mas quando o
corddo se quebra ela se mantém numa direcio
fixa, a da tangente.

Como garoto, morando em Belém que era
a cidade das mangueiras, quando chovia, a
molecada corria para as ruas para tomar ba-
nho de chuva e comer mangas. As que caiam Figura 5.1: e corddo se quebra!
no chdo ndo prestavam, ja estavam arreben-
tadas e sujas, melhor era, com uma pedra presa a um corddo, girar com forca e soltar o corddao no no
momento certo quando a pedra subia, como na figura (fig ??), tragando o grafico duma parabola devido a
forca da gravidade, fazendo uma curva exatamente num cacho de mangas rosadas, bem maduras, entio era
s6 balangar o galho com jeito para as mangas caissem nas maos dum companheiro que estava na bicora.
A figura (fig ??), pagina ??. lhe mostra a Fisica do processo, a pedra sai pela tangente, uma parabola, e
0 garoto, experiente, consegue que o corddo fique preso num cacho de mangas bem madurinhas.

E 0 que vou estudar agora, a derivada. Enquanto a pedra estd rodando presa ao corddo, o seu coefici-
ente angular estd mudando a todo instante. E uma lei da Fisica, quando o corddo for solto, no momento
certo, a pedra parte em linha reta com o ultimo coeficiente angular, o coeficiente angular instantaneo.
E uma lei da Fisica: se nenhuma forga estiver atuando sobre um corpo, ele se mantém em movimento
retilineo uniforme. Se ndo houvesse a forca da gravidade a pedra seguiria pela reta tangente, mas devido

a mio que segura o
corddo estd aqui!

{ quando o corddo se quebra }
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a atrag@o terrestre ela segue por uma parabola que é do maximo interesse do moleque com foco nas man-
gas, a pedra sobe e faz uma curva junto ao cacho de mangas e neste momento o corddo fica preso em
volta das mangas, o moleque balanga o cacho e as mangas caem.

E a derivada que me dé o coeficiente angular instantineo duma curva e que me permite escrever a
equagdo da reta tangente num ponto da curva, confira a figura (fig. ??) que mostra as tangentes ao grafico
da fungdo y = f(x) = 22 — 2 — 6 em dois pontos escolhidos no grafico.

Calcular a derivada de fungdes polinomiais é simples e vou comecar com um caso bem trivial, mais
simples do que este da figura (fig. ??). Vou calcular a derivada de f(x) = 22, acompanhe as contas
depois das quais eu vou fazer comentéarios.

y=f(x)=2%2x=a = (a,a®) € graf(f); (.1

(a+ Az, (a + Ax)?) € graf(f); (5.2)

{ ﬁy— U ((l;o+efAi1)g di(;)éante ©-3)

m = % =2a+ Ax; (5.4)

r(x) = f(a) + m(x — a); equagdo da reta secante; (5.5)

{ Az=0 = 2¢ % = f(a) =m=2q (5.6)
r(z) = f(a) + m(z — a) = f(a) + 2a(z — a);

Comentando o sistema de equacdes.

1. Na (eq.1) eu escrevi a equagio da fungdo f e também observei que o ponto (a,a?) pertence ao
grafico de f,

2. na (eq.2) eu observei que o ponto (a + Az, (a + Az)?) também estd no gréifico de f. Eu preciso
de dois pontos para tragar a reta secante,

3. na equagdo (eq.3) calculei a diferenca Ay correspondendo a diferenca Ax, os dois catetos do
tridngulo retangulo correspondente a reta secante, entdo o coeficiente angular m da reta secante
que passa nos pontos (a,a?) e (a + Ax, (a + Ax)?) ém = %. Aze Ay = fla+ Az) — f(a)
s@o os dois catetos do tridingulo retangulo que determina a reta secante como hipotenusa.

4. naequacio (eq.4) expandi as contas da equagio anterior. Como a? foi eliminado eu pude simplificar
cancelando Az e obtendo a expressio do coeficiente angular m,

5. na (eq.5) escrevi a equacdo da reta secante com coeficiente angular m.

6. na equacgdo (eq.6) eu calculei o valor de m quando Az = 0 que é o coeficiente angular da reta
tangente, também chamado de coeficiente angular instantidneo Quando Az = 0 obtenho o limite,
o coeficiente angular da reta tangente.

dy

= 2a; 5.7
a2 (5.7

f'(a) =

Este simbolo, & néo € uma fragdo porque Az = 0, foi uma invengao atribuida a Leibniz como o

9 d b
limite da fragio £ A2 quando Az = 0.

7. Agora eu tenho uma nova fun¢do f’(z) = 2z, a fungdo derivada. Ela me fornece o coeficiente

angular instantineo do grafico de f(z) = x2. Bu usei m = f’(a) = 2a no programa com

gnuplot, confira!
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Eu lhe proponho que faca a experiéncia seguinte, usando gnuplot que é um programa de dominio
publico para fazer gréaficos de varios tipos, inclusive de fungdes. Vocé encontra gnuplot nesta URL:
http://www.gnuplot.info

Fi gura 5.2: tangentes

http://www.gnuplot.info/
* Abra o gnuplot, se ndo tiver, instale-o!

* No terminal do gnuplot copie cada uma das linhas abaixo acionando o enter depois da dltima
linha.

» Coloque o cursor, o ratinho dentro da janela grifica e acione pausadamente o botdo esquerdo do o
ratinho.

Vocé devera ver as secantes se movendo e se aproximando da tangente no ponto a = 2.

f(x) = x*xx2; ## defini a funcdo f, escolha outra!
Deltax = 2; ## valor inicial para Deltax
a=2; ## ponto de tangéncia...

m= (f (a+Deltax)—-f (a))/Deltax; ## coef. angula da reta secante
## equagdo da reta secante com coeficiente angular m

r(x) = f(a) + mx(x—-a); ## equagdo da reta

t(x) = f(a) + 2ax(x—-a); ## equacdo da reta tangente

set xrange [0:5]; set yrange [-3:15]; ## janela grafica p gnuplot
## o comando que faz a coisa rodar .....

while (Deltax>1) { \

m=(f (a+Deltax)-f (a)) /Deltax;\

plot f(x), r(x), 0; \

Deltax = Deltax-0.2;\

pause mouse; }

plot f(x), t(x), O;

}

Deltax = 0.1; replot;

Observe as chaves, elas é que definem a 16gica do programa. Substitua ’pause mouse” por “pause 3” e
agora fique apenas olhando a janela gréfica acontecer! Reduza o valor de Deltax e use pause 0.5.
Refaca suas experiéncias. Este programa se encontra gravado no arquivo IntroCalculo04.gnuplot,
escolha o nome mais apropriado para vocé e execute num terminal do gnuplot
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load "IntroCalculoO4.gnuplot’

e vocé vai ver a reta tangente aparecer ao final. A reta tangente foi calculada por mim, é a equagdo t (x) e
vocé vai aprender a calcular retas tangentes usando a derivada. Os programas ndo sao capazes de calcular
retas tangentes a ndo ser em casos muito especificos. Entdo eu precisei terminar incluindo a reta tangente.
O coeficiente angular da reta tangente é o valor da derivada da fun¢do no ponto de tangéncia.

O coeficiente angular instantaneo € o coeficiente angular da reta tangente, € o caso da pedra rodando
presa ao corddo que, quando o cordao for solto, a pedra segue na dire¢do da tangente, € este o coeficiente
angular instantaneo, entretanto, devido a atra¢do da gravidade ela segue pela pardbola tangente. A reta
tangente e a parabola tangente, sdo ambas tangentes ao gréfico de f.

O simbolo g—g ndo é uma fracdo, mas funciona como se fosse e vocé€ vai encontra-la no Céalculo

funcionando como se fosse uma fracdo, f'(a) = %. Eu considero este simbolo um dos mais intrigantes
da Matemadtica e como o numerador dy e o denominador dx sdo “limites”, e no segundo caso zero, %
ndo € uma fracdo. E funciona como se fosse uma frag@o, provocou muitas tentativas de explica-lo sem
sucesso, inclusive criando um conceito mal fundamentado, infinitesimal € o nome do Calculo, até o
comeco do século 20 era Cdlculo integral e infinitesimal. Vocé vai encontrar g—g no Calculo onde ele serd
usado como se fosse uma fragao!

A tltima operagdo, usando Az = 0, somente pode ser feita com as fungdes polinomiais para se obter
exatamente o limite que € o coeficiente angular instantaneo, o coeficiente angular da reta tangente, porque
o termo lider da expressdo polinomial é cancelado na diferenca, e Ax pode ser colocado em evidéncia
para eliminar o denominador Az. Como ndo ha mais Az no denominador posso calcular exatamente o
coeficiente angular da reta tangente dando a Az o valor zero.

Eu usei uma fun¢@o que me permitiu contas bem rapidas, mas valem as mesmas contas para qualquer
fun¢do polinomial porque o principal efeito vale para todas elas: “o termo lider da expressdo polinomial é
cancelado” permitindo que se coloque Ax em evidéncia para eliminar o denominador Ax e obter o valor
do limite simplesmente dando a Az o valor zero.

Deixo-lhe como exercicio refazer as contas que eu fiz com f(x) = 22 com qualquer fungio polino-

mial de sua escolha, comece com f(z) = 23 que tem um termo a mais de f(x) = 22, depois teste
f(z) =42 + 32 + 22 + 1 (5.8)

um pouco mais de contas mas verd ao final que o mesmo acontece, o termo lider, 423 desaparece per-
mitindo que vocé coloque Ax em evidéncia. Depois dé a Ax o valor zero para encontrar o limite, a
derivada:

1. A derivada de f(z) = 22 no ponto z é 2z + Ax = 2z,

2. A derivada de f(z) = x> no ponto z é

2 2 3
3x Am—&-&gfaﬁ +Azx _ (59)
= 322 + 3zAz + Az?; (5.10)
Az =0 = 32 aderivada no ponto z; (5.11)

3. A derivada de f(z) = x* no ponto z é 423,
4. A derivada de f(x) = 423 + 322 + 2z + 1 no ponto = é 1222 + 6z + 2.
5. A derivada de f(x) = 5x* + 42 + 32% + 22 + 1 no ponto x é 20z° + 1222 + 6z + 2.
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6. A derivada de f(x) = 3z no ponto x é 3, e tinha que ser, o coeficiente angular de uma reta é
constante.

A regra de derivagio da fungdo polinomial f(z) = Az™ é f'(x) = nAz"~! que vocé pode aplicar a
cada mondmio de uma funcio polinomial.

5.2 A derivada implicita

~ . . d; . . 3 . N .,
A notacdo de Leibniz % me diz que a derivada estd sendo calculada relativamente a varidvel x.
Agora eu vou usar a fragdo de Leibniz para construir um outro tipo de derivacdo, derivada implicita que
me permite calcular a derivada de uma expressao algébrica sem saber se hd alguma func¢do que possa ser

definida. Olhe um exemplo:

22 +y? =4 (5.12)
2udr + 2ydy =0 = 2ydy = —2zdx = W= _=. (5.13)

1. Na equacdo (eq.12) eu escrevi uma expressao algébrica que mais a frente voc€ vai ver que € a
equacdo do circulo de centro na origem e raio 2.

2. Na equacdo (eq.13) eu calculei a derivada implicita da expressdo anterior e para isto derivei cada
mondmio relativamente a uma varidvel deixando indicado, dx ou dy, relativamente a quem a deri-
vada estava sendo calculada.

Usei a intrigante propriedade do simbolo de Leibniz %, que ndo é uma fragdo, mas que funciona
como se fosse, para calcular a derivada

dy df(z) =
de dx vy

(5.14)

de uma funcdo f que eu ndo conheco.

Eu vou usar derivada implicita para compreender a estrutura de expressdes algébricas no préximo
capitulo em que vou trabalhar com as equacdes da cdnicas entdo eu posso encontrar a equacdo de uma
reta tangente a equagdo do circulo, por exemplo. Vou fazer as contas e depois explicar cada passo.

2% +y? = 4; (5.15)
T = a;dr =2 — a;
yi=bidy:=y—b

2zdx 4+ 2ydy =0 = 2a(z — a) + 2b(y — b) = 0: (5.16)
2(y —b) = —2a(zx —a) = bly—>b) =—a(zr —a);
(y—b)=—3@—a) = y=b—§(@—a) (5.17)

Comentando,

1. Estou partindo de uma hipétese:

(a,b) €x? +y? =4;9y°> =4 — 2%y = /4 — a2 (5.18)

quero dizer, o ponto (a,b) satisfaz a equagdo x? + y> = 4 coisa que eu obtive de alguma ma-
neira, ou estou simplesmente fazendo a hipotese que pode dar certo depois. Nés matematicos, com
frequéncia, fazemos hipéteses deste tipo, supomos que seja verdade que o ponto (a, b) satisfaz a
equacdo 2 + y? = 4 e vamos em frente fazendo contas. Se der certo teremos encontrado alguma
coisa interessante! E funciona!

Neste caso eu até conhego!
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2. Na (eq.16) eu substitui x por a e dz por x — a € o significado do simbolo “:=". Também substitui
y por b e dy por y — b que me permitiu, na (eq.17), escrever a equagdo da reta que passa no ponto
(a.b) com coeficiente angular — %

O ponto (1.2,1.6) aproximadamente satisfaz a equagdo (eq.15) descobri isto experimentando com

Python3, entdo eu vou considerar (a,b) = (1.2,1.6) e vou fazer o gréfico do circulo com sua reta

tangente no ponto (1.2, 1.6). Usando as equagdes que escrevi acima tenho

y=>b—%¢(xr—a)(ab)=(12,16); (5.19)
y=16—12(z—1.2); (5.20)

A figura (fig ??), pagina ??, mostra que meu experimento, usando a derivada implicita e também a

/tex/sba/tarcisio/IntroCalculo0401.eps

Figura 5.3: Reta tangente ao circulo

»fracdo de Leibniz”, eu consegui tracar o grafico de uma reta tangente a curva com equacio =2 + 32 = 4
que eu estou supondo que seja um circulo. Funciona!

Eu nem mesmo preciso saber que 22 + % = 4 é um circulo, se o ponto pertencer a esta curva, com
a derivada implicita eu posso fazer o grafico de uma reta tangente a curva. Experimentando com uma
linguagem de programacao eu posso descobrir varios pontos sobre uma curva e, tragando tangentes, eu
posso ter uma ideia do gréafico da curva. ...

Vocé pode repetir estas contas com a equacdo de uma funcio polinomial qualquer, escolhendo um
ponto )a,b) = (a, f(a)), calcular a derivada %h:a = f'(a) escrever a equacdo da reta tangente
r(z) = f(a)+ f'(a)(z — a) e pedir que gnuplot faga os graficos de f, r para ver aparecer a reta tangente
ao gréfico de f. O c6digo do gnuplot com (a,b) = (1.2,1.6) o ponto que descobri no circulo,

a=1.2; b =1.6;

m = —-a/b; ## o valor da derivada

f(x) = sqgrt(4— xx%x2); g(x) = —-sqgrt (4- x*x2);

r(x) = b - m*x(x-a); ## a reta tangente

set yrange [-4:4]; set xrange [-4:4];## janela grdfica do gnuplot
plot f(x),g(x),r(x),0 ## comando para fazer o grafico

Troque os dados no “programa do gnuplot com os dados de uma funcdo polinomial de sua
escolha. D€ a m o valor da derivada calculada no ponto a;
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Vou usar esta ferramenta no capitulo sobre as curvas da Geometria Analitica, mas estd no ponto para
mais um exemplo.

Considere a expressdo S : z2 4+ zy +y? = K que pode representar uma curva. Na verdade eu sei que
representa uma curva porque eu fiz uma varredura num retdngulo do plano procurando pontos (z, y) que
satisfizessem S e encontrei

£(2.0,4.0) = 28 (a,b) = (2.0,4.0)
£(3.0,6.0)) = 63.0 (a,b) = (3.0,6.0)

achei mais pares (, y) para outros valores da constante K mas dei preferéncia ao casoem K = 63, (a,b) =
(3.0,6.0), uma escolha que fiz. Vou mostrar mais adiante todo o c6digo em Python3.

Observe a dimensao, ela tem duas varidveis e a regra pratica para o célculo da dimensao me diz que
se trata duma variedade ndo linear de dimenséo 1, .

Na sequéncia de equacgdes vou construir uma lista de vetores tangentes que vao dar-me uma ideia de
como € esta curva usando a derivada implicita, vou traduzir as equacdes para Pytnon3 e produzir um
grafico. Comentdrios depois das equacdes!

S:22+ay+y? =63 = 2z +y)dz + (2y + x)dy = 0; (5.21)
j—g =— gjig inutil, perigoso no espago; (5.22)
(= (2y + x), 2z + y) é o vetor tangente, ttil, funciona! ; (5.23)
(a,b) € S(—(2b+ a),2a + b) é o vetor tangente ;
(a,b) =(3.0,6.0) € § = a+0,b+9) ¢ S; (5.24)
(a + 6,b+ &) aproximadamente vetor tangente ;
a,0) = (3.0,06. — (— +a)a,2a + 0, € o vetor tangente ; .
b 3.0,6.0 2b 2 b, P)é (5.25)

Deixe-me explicar as equagdes.

1. Na equagdo (eq.21) eu calculei a derivada implicita da equagdo f(z,y) = P em que P é uma
constante, quer dizer que estou cortando o grifico de z = f(z,y) na altura P é o que estou
chamando de S que “penso” que € uma curva e vamos ver que de fato €.

2. Naequacgdo (eq.22) eu calculei a derivada % que me dé o coeficiente angular da reta tangente. Mas
coeficiente angular € perigoso, como vou obter uma curva hd pontos da curva em que o coeficiente
angular ¢ infinito o que me impede de calcular uma reta tangente num tal ponto. E por esta razio
que eu costumo dizer que o coeficiente angular é perigoso. A solugdo € trabalhar com vetores tan-
gentes. A derivada implicita me fornece o modelo para a variedade linear tangente, reta tangente,
plano tangente ...Nela estd contido o vetor perpendicular a variedade linear tangente entdo uma
pequena inversao nas coordenada e posso obter um vetor tangente.

3. Naequagdo (eq.23) eu calculei o vetor tangente. Lembre-se, na equacio dareta Axr+ By+C =0
o vetor (A, B) é perpendicular a reta entéio o vetor (—B, A) ou (B, —A) é paralelo a reta. Como
quero obter uma aproximacgdo da curva, eu vou desenhar com o meu programa uma sequéncia de
vetores tangentes bem pequenos, na verdade eu vou obter uma poligonal mas, como os lados serdo
“infinitesimais” o resultado vai dar a impressao de que se trata de uma curva do nivel P.

4. Naequagdo (eq.24) estou mostrando a sequéncia que vou usar no programa.

Vou lhe apresentar o programa que produziu estas imagens, figura (fig ??), pagina ??,
Eis o c6digo em Python3 e depois volto a fazer comentarios.

na linguagem da prisao da Ge-
ometria Euclidiana, uma curva

No espaco ndo existe coefici-
ente angular. Temos que usar
vetores tangentes.
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IntroCalculo04_03.eps IntroCalculo04_031l.eps
(a) Curva e o plano (b) Curva, plano e a superficie
Figura 5.4: Curva no espago
def f(x,vy):
return xx*2 + X%y + y*x*x2;
def Df(a,b,P):
M=(-(a + 2xb), (2xa + b),P); ## vetor tangente
return M;
def Testa(x,y):
I = range (0,40)
a=0.1+x;b =0.2xy;
for p in I:
a=0.1*p*x;b =0.2+p*x;
if (f(a,b) < 95.84):
print('a = ",a,’b = ’,b,f(a,b))
def Curva(a,b,delta,P):
M = Df(a,b,P);print (deltaxM[0],deltaxM[1],M[2]);
I = range(0,400000);
for p in I:
a = atdelta*M[0];b=b+delta*M[1];
M = Df(a,b,P);
print (M[0],M[1],M[2])
1. No inicio a defini¢do da fungdo z = f(x,y) que usei no programa para desenhar uma curva no
espaco. A curva foi obtida cortando esta superficie com um plano paralelo ao XOY'.
2. Calculei a derivada implicita,

2z + y)dz + (z + 2y)dy = (a,b);(2a + b, a + 2b); (5.26)
(—(a+ 2b),2a + b) vetor normal a reta tangente; (5.27)

e entdlo defini a funcdo Df (a, b, P) que vai produzir o vetor tangente que € perpendicular ao vetor
que define a equagdo da reta. Lembre-se, na equagdo da reta Az + By + C = 0 o vetor (A, B)
€ perpendicular a reta e portanto os vetores (—B, A), (B, —A) séo paralelos a reta tangente. Esta
funcdo vai devolver o vetor paralelo em cada ponto do grifico. E parecido com o caso que vocé ja
viu no célculo do 7 usando poligonos envolvendo o circulo.
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3. Afungdo Testa (x,y) foiusada para descobrir um terno (a, b, P) sobre alguma curva. Encontrei
varios e escolhi um terno que passei como dado para a fun¢do Curva (a, b, delta,P).

4. A fun¢do Curva (a,b,delta, P) recebe o terno que eu escolhi e recebe a precisdo delta com
que a poligonal vai ser tracada e cria uma tabela com pontos extremos dos vetores tangentes que
gravei no arquivo IntroCalculo04.data.

5. Para executar o programa, primeiro rodei Testa (a, b)) que fez a descoberta de pontos sobre
alguma curva. Depois transformei esta fungdo em comentario e rodei Curva (a, b, delta,P)
que produziu a curva determinada por (a, b, P) . O resultado ndo é uma “curva” e sim uma linha
pontilhada com pontos muito préximos um do outro.

O programa produz uma tabela com n linhas e trés colunas que graveiem IntroCalculo04.data,
e rodei o seguinte script do gnuplot

f(x,y) = X**x2 + x*xy + y**Z;
splot 15.75, f(x,y), ’'IntroCalculo04.data’ with points

em que 15.75 é o valor de P que eu escolhi que vai produzir o plano que corta o grifico de z = f(z,y)
produzindo uma curva no espago. Se vocé€ rodar este script do gnuplot com os arquivos corre-
tos, vocé pode mover a figura no espagco usando o ratinho para ter uma visdo mais clara do que esta
acontecendo.

O resultado se encontra nas figuras (fig ??), pagina ?? em duas versdes que obtive gravando a figura
produzida pelo gnuplot.

5.3 Quociente de polinomios

Chama-se fungdo racional uma funcéo f definida por um quociente de polinémios,

(5.28)

Vou calcular a derivada de uma funcgao racional e vocé vai ver que € semelhante ao cdlculo que se
pode fazer com qualquer fracdo.

Para calcular a derivada eu preciso comecar calculando o coeficiente angular da secante ao gréfico.
Agora a fungdo com que vou trabalhar é fungdo racional:

@) = 5 (5.29)

fla+ D) — flo) = SR - 59 = (5.30)
= GeraloE ~ oHetia) = (5.31)

= D)) Q) (5.32)

1. Na equacdo (eq.29) eu defini uma fungdo racional, um quociente de dois polindmios,
2. naequacdo (eq.30) eu escrevi o valor de f(x + A) — f(x) a diferenca entre duas fracoes,e

3. na equacdo (eq.31) eu usei a técnica discutida quando defini a diferenca entre duas fragdes em
que o “denominador comum” é o produto dos denominadores, Q(z + A)Q(zx), claro, em cada
uma das fra¢des multiplicando, a primeira por Q(x) e a segunda por Q(x + A) para ndo alterar a
fracdo: uma fracdo nao se altera quando multiplicarmos tanto o numerador como o denominador
pelo mesmo niimero, e a regra vale para fungdes racionais também. . .
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Vou fazer o mesmo que ja fiz quando calculei a derivada dum polinémio, eu quero calcular o limite
quando A for zero no quociente
flx+A) - f=)

A

e, neste caso, exatamente como eu ja fiz no célculo da derivada de polindmios, eu vou substituir,

(5.33)

A:=0 (5.34)

na quociente para obter o limite que € a derivada. Depois das contas vou fazer comentarios porque neste
caso estou usando um truque muito comum, somar e subtrair uma expressao que me facilite fazer uma
fatoracdo adequada, leia com cuidado que vocé pode pular os comentarios.

w - (5.35)
- Mot < 536
_ P(m+A)Q(:v)7P(IQ)8:(10)A~SSEJ£;g($)*P(I)Q(gﬁﬂLA) _ (5.37)
_ (P(:z:+A)7P(:1:)Q;(Ci(j)A+)gEi;f(w)*Q(IJFA)) — (5.38)
- (P(”A);P(”g“i:i;gz:)czmg@(w” 450 E@QEI-P@Q @), (5.39)
r % _ P’(w)Q(g(;;';(w)Q/(x); (5.40)
P(z)

€ a expressdo da derivada da funcdo racional o)

1. Na equagdo (eq.35) copiei o quociente cujo limite eu desejo calcular

2. Naequagdo (eq.36) eu calculei a soma das fra¢des divida por A que corresponde a equagio ante-
rior.

3. Naequagdo (eq.37) eu apliquei o truque, somando e subtraindo P(z)Q(z) que vai me permitir a
fatoracdo produzindo duas parcelas prontas para calcular a derivada.

4. Na equacdo (eq.38) transferi A para cada termo do numerador arrumando os termos que devem
expressar uma derivada, primeiro a derivada de P e depois a derivada de @ e substitui A por zero,
exatamente da mesma forma como fiz no calculo da derivada dos polindmios porque o termo lider
de cada polinémio é cancelado me permitindo colocar A em evidéncia e cancelando este valor do
denominador. Resultado, calculei o limite, a derivada.

Qualquer funcdo expressa como uma fragdo tem sua derivada calculada com expressdao que obtive
para a derivada de g e no Célculo vocé vai encontrar a forma de fazer isto com as fun¢des que ndo sejam
polinomiais.

As fungdes racionais sdo muito “delicadas” porque elas t&€m uma fungdo no denominador e isto cria
um problema, me obriga a discutir cuidosamente o dominio deste novo tipo de fung@o. Deixe-me dar-lhe
alguns exemplos e inclusive fazer com que gnuplot produza os graficos de algumas fungdes deste novo
tipo para conferir que os célculos que fiz com f(x) = % produzem uma reta tangente em qualquer
ponto escolhido, que € efeito da derivada.

Exemplo 6 (Derivando). fungées racionais

1.
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2.
3.

Alguns dos exercicios lidam com equagdes diferenciais, sdo os exemplos mais simples e, na verdade,
sdo exercicios de integragcdo ou derivacdo porque quando vocé calcula uma integral na verdade vocé esta
resolvendo uma equagdo diferencial e o mesmo se d4 quando vocé calcula uma derivada. Este livro é
uma introducao ao Calculo e 14, no Célculo, vocé vai aprofundar o estudo da integral e da derivada e das
equagdes diferenciais, aqui vocé terd exemplos simples. Se o valor do gabarito estiver visivel, fatore-o
para ver quais sao as opcdes corretas. A maioria das questdes nesta secdo pode ser facilmente testada
com gnuplot mas se vocé usar este método estara se enganando. Entretanto ele € vélido para verificar
se vocé tiver acertado a resposta correta.

5.4 Exercicios

Exercicios 4. funcdes e seus grdficos

1. dlgebra com fungoes

Considere as fungoes

2 +1 2 42
— 5.41
742 ,9(x) 41 ( )

flz) =

(2) (VILI(F)[ ] A fungdo h(z) = f(x) + g(x) é

_ 203 + 322+ 3z +5

W) = 224 32 +2 (5:42)
(3) (VILI(F)[ ] A fungdo h(z) = f(z)g(z) é
224 + 623 + 2
(5) (VILI(F)[ ] A fungdo h(z) = f(x)g(x) é
_(@+22+ (@ +1)°
e P TR G449
22 +3x+2 22 +3x+2
o) =g 9@ ="
(7) (VILI(F)[ ] A fungdo h(z) = f(x)g(x) é
(424 (x4 1)*
hz) = (x+2)(x+1) (545)
(11) (V)L I(F)[ ] A fungdo h(z) = f(z)g(z) é
4 2
h(z) = 2" 432742 (5.46)

2+ 3x +2
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gabarito:

2. grdficos de funcdes Considere a variedade ndo linear definida pela equacdo

522 + 5y + 6y — 4 = 0;
(2) (V)[ I(F)[ ] A intersecdo com a variedade linear
z+y=0

é o vazio.
(3) (V)[ I(F)[ ] A intersecdo com a variedade linear

z+y=0

é x + y = 0 quer dizer que a variedade linear estd contida na variedade ndo linear.

(5) (V)[ I(F)[ ] A intersecdo com a variedade linear
z+y=0

é o conjunto unitdrio {(0,0)}.
(7) (V)[ I(F)[ ] A intersecdo com a variedade linear

z+y=0

é o conjunto {(1,1),(-1,-1)}
(11) (V)[ J(F)[ ] A intersecdo com a variedade linear

z+y=0
é o conjunto {(1,-1),(—-1,1)}

gabarito:

3. derivada implicita

S : 522 + 5y% + 6y = 4;
(2) (V)] ][(F)[ ] Derivando implicitamente a expressdo S obtenho
(10z + 6y)dy + (10y + 6x)dx = 4;
(3) (V)[ ]J(F)[ ] Derivando implicitamente a expressdo S obtenho
(10z + 6y)dz + (10y + 62)dy = 0;
(5) (V)] ][(F)[ ] Derivando implicitamente a expressao S obtenho
(10x + 6y)dy + (10y + 6z)dz = 0;

Se (a,b) € S entdo

(10a 4 6b)(z — b) + (10b + 6a)(z — a) = 0;

é a equagdo da reta tangente a S no ponto (a, b)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)
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(7) (V)] [(F)[ ] Derivando implicitamente a expressdo S obtenho
(10z + 6y)dy + (10y + 6x)dz = 0; (5.58)
Se (a,b) € S entdo
(10a + 6b)(y — b) + (10b + 6a)(x — a) = 0; (5.59)

é a equagdo da reta tangente a S no ponto (a, b)

(11) (V)[ J(F)[ ]Derivando implicitamente a expressdo S obtenho
(102 + 6y)dz + (10y + 62)dy = 0 (5.60)
Se (a,b) € S entdo
(10a + 6b)(z — a) 4+ (10b + 6a)(y — b) = 0; (5.61)
é a equagdo da reta tangente a S no ponto (a, b)

gabarito:

4. fungdo e dominio

22 +1 2242

T+ 2 9(@) = r+1

(2) (V)[ J(F)[ ] O dominio da fungdo f é a reta R — {—2} e o dominio da fungdo g é R — {—1}.

(3) (V)[ J(F)[ ] O dominio da fun¢do f é a reta R — {2} e o dominio da fun¢do g é R — {1}.

(5) (V)[ I(F)[ ] O dominio da funcdo fg, o produto ponto a ponto das funcoes f,g é a reta
R —-{2,1}.

(7) (V)[ I(F)[ ] O dominio da funcdo fg, o produto ponto-a-ponto das funcées f,g é a reta
R-—{-2,—-1}

(11) (V)[ J(F)[ ] O dominio da funcdo f + g, a soma ponto-a-ponto das funcdes f,g é a reta
R-—{-2,-1}.

fz) =

(5.62)

gabarito:

5. desigualdades Considere as funcoes

2 1
f(x):m;g(x):$+3

(5.63)

(2) (V)[ I(F)[ ] O dominio de f é R — {%}

(3) (V)[I(F)[ ] O dominio de g é R — {—3}.

(5) (V)ILI(F)[ ] A fungdo f é positiva na semirreta (%, 00)

(7) (V)L I(F)[ ]A funcéo f é negativa na semirreta (—oo, %)
(11) VIIEIL]

(=3, 1) f(z) > 0> g(z); (5.64)

{ (3:00)f(x) < g(x);
(=00, =3)f(z) < g();
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gabarito:

6. curva e derivada implicita

f(z,y) = 2® — 5z + 2y + 2> — 6y (5.65)
(2) (V)[ I(F)[ ] Considere a expressdo na equagdo (eq.65) entdo
flzy) = -1 (5.66)

é uma variedade linear de dimensdo 1.

(3) (V) [(F)[ ] Considere a expressdo na equacdo (eq.65) entdo

fla,y)=—4 (5.67)

é uma variedade ndo linear de dimensdo 1.
(5) (V)[J(F)[ ] £(0.5,—0.5) = —3.0 implica que o ponto (0.5, —0.5) pertence a curva

flz,y) =-3.0 (5.68)
(7) (V)[ I(F)[ ] A reta tangente no ponto
(a,b, P) = (0.5,—-0.5,—3.0) (5.69)
é
(a+4b—6)(z—a)+ (2a—5+b)(y—>b) =0 (5.70)
(11) (V)[ ](F)[ ] A reta tangente no ponto
(a,b,P) = (0.5,—-0.5,—3.0) (5.71)
é
(a+4b—6)(z—a)+ (2a—5+b)(y—>b) =0 (5.72)
gabarito:
7. Sistema de equagoes lineares
Jy—z+w=1
—r+2y+22=0 (5.73)

—x+y—3z+w=-1

(2) (V)[ [(F)[ ] Posso escrever o sistema na equagdo (eq.73) como um produto de matrizes:

0 3 -1 1 v 1
12 2 0 Y l=1 o (5.74)
1 1 -3 1 o ~1

w

(3) (V) I(F)[ ] O sistema na equagdo (eq.73) tem determinante zero entdo ele vai ser impossivel
ou indeterminado
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(5) (V) I(F)[ ] O sistema na equagdo (eq.73) ndo tem determinante menor diferente de zero
entdo ele é impossivel.

(7) (V)] [(F)[ ] O sistema na equagdo (eq.73) tem um determinante menor diferente de zero entdo
ele pode ser indeterminado, quer dizer pode ter vdrias solucades.

(11) (V)[ I(F)[ ] A solugdo é X = (1,—z + 0.5, 2,—0.5 + 42) é uma reta no R3.

gabarito: 462

8. fungdo racional

Considere a fungao racional
- 322+ 2+ 1
o x2-1

f(z) (5.75)

(2) (V)[ I(F)[ ] A fungdo f definida na equacdo (eq.75) tem dois polos, pontos em que ela ndo
estd definida que sdo —1.1.

(3) (V)[ J(F)[ ] A derivada [’ da fungéo f definida na equagéo (eq.75) é

(6 +2)(z? — 1) — (322 + 2z + 1)22

fix) = e b (5.76)
(5) (V)[ I(F)[ ] A equagdo da reta tangente ao grdfico de f no ponto (4, f(4) é
m= f'(4);y = f(4) +m(z —4) (5.77)
(7) (V)[ I(F)[ ] A equagdo da reta tangente ao grdfico de f no ponto (10, f(10) é
m = f'(10);y = f(10) + m(z — 4); (5.78)
(11) (V)[ J(F)[ ] A equagdo da reta tangente ao grdfico de f no ponto (1, f(1) ndo existe!
gabarito:
9. fungdo racional Seja
flx) = ! (5.79)

x
(2) (V)[ [(F)[ ] Esta fungdo, definida na equagdo (eq.79) ndo estd definida para x = 0 que o seu
tinico polo.
(3) (V)[ [(F)[ ] A derivada de f definida na equacdo (eq.79) é
fl@)=—= (5.80)

x
(5) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo [ definida na equacdo (eq.79) no ponto
(1,1) é paralela a segunda bissetriz dos eixos.

(7) (V)[ I(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo f definida na equacdo (eq.79) no ponto
(=1, —1) é paralela a segunda bissetriz dos eixos.
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(11) (V)[ J(F)[ ] A equagdo da reta tangente ao grdfico da fungdo f definida na equagdo (eq.79)
no ponto (2, %) é

y=rf2)+ f'(2)(z—2) (5.81)

gabarito:

10. fungdo racional
(2) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da fun¢do f(x) = 22 no ponto (1,1) é

y=14+2(xz-1) (5.82)

(3) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo f(x) = 2 + 3x + 4 no ponto (1,1) é
y=fQ)+f(1)(z-1) (5.83)

(5) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo f(x) = x® + 3z + 4 no ponto (1,1) é
y=f(1)+f()(z-1) (5.84)
(7) (V)[ I(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo f(x) = x* + 322 + 52 + 4 no ponto (1,1) é
y=f1)+f()(z-1) (5.85)
(11) (/V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico da funcdo f(x) = x*—32%+5x—4 no ponto (a, f(a))
) y = f(a)+ f'(a)(z —a) (5.86)

gabarito:




Capitulo 6

A Geometria Analitica

6.1 Circulo e elipse

Se vocé desenhar numa folha, com um compasso, um circulo e depois inclinar a folha um pouco vai
ver uma elipse em lugar do circulo. Quer dizer que uma elipse é um circulo deformado. A aparéncia
que lhe passo com esta introdugdo é de que circulos sdo irrelevantes e nem mereciam ser tratados, e estou
lhe passando uma informagao falsa. Embora nio haja nenhum circulo, ou esfera, em todo o Universo,
assim como ndo ha retas, estas equacgdes sdo importantes no processo de construg¢ao de aproximagdes que
é coisa que vocé vai encontrar no Cédlculo ou em programas para conduzir médulos espaciais . . .

O circulo é uma variedade ndo linear de dimensao 1, é uma curva fechada assim como a elipse.

Ocorre que, apesar de que no Universo ndo haja uma tnica reta e nem planos, retas, planos, circulos e
elipses sdo essenciais para construir aproximagdes e foi por esta razao que o segundo capitulo se dedicou
as retas e planos, as variedades lineares. A Matematica € uma ciéncia de modelos embora na pratica os
modelos que a Matemadtica constrdi tém que ser adaptados o que se chama de aproximacao.

Vou continuar pela equagao do circulo.

O circulo é uma conica, quer dizer uma curva determinada pela interse¢do dum plano com um cone de
duas folhas, e aqui estou me referindo a uma curva espacial porque um cone é um sé6lido, uma variedade
dum espaco tridimensional. Confira também a equacdo da elipse para uma analise destas intersecdes,
confira elipse, pardbola, hipérbole ou reta. . .

H4 uma imprecisdo neste texto que serd corrigida mais a frente, mas procure descobri-lo voc€ mesma.

6.1.1 Equacao geral do circulo

Da geometria, circulo € “o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam dum ponto chamado
centro”. Vou usar a definicio de distancia entre dois pontos para obter a equagdo dum circulo.

Deixe-me identificar o centro com as coordenadas C' = (a, b) e um ponto genérico, P, do plano com
as coordenadas (x,y). A frase da geometria que define circulo pode entdo ser traduzida algebricamente
como

Definicdo 15. do Circulo de centro C = (a,b) e raio r

d(P,C) =r;\/(x—a) +(y—b)?=r; ©6.1)
ViEz—a2+y-0b2=r = (z—a)?+@y-0b*=r% (6.2)

em que r ¢ a distancia constante entre P e C.

167
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A figura (fig ??), pagina ??, lhe apresenta a ideia , da geometria, contida na defini¢do do circulo.

/home/tarcisio/tex/dicionario/equacaocircullo0l.eps

Figura 6.1: circulo de raio r e centro (a, b)

A expressao na equacdo (eq. 1) poderia ser considerada a equacdo do circulo, mas ndo € nesta forma
que vocé vai encontrd-la, habitualmente, mas sim na forma no formato da equag¢dao (eq. 2). Entretanto
qualquer uma das duas equacdes é perfeita para representar o circulo, apenas, no primeiro caso podem
surgir problemas se for usada num programa de computador pela presenca da raiz que exige que o seu
“pardmetro”, o radicando, seja positivo entdo serd preciso ter cuidado com o dominio das varidveis.
Também a raiz quadrada € positiva entdo para usar esta expressdo da equacdo (eq. 1) é preciso usar o
sinal &+ na frente do radical. Entdo € melhor fazer o que todo mundo faz e considerar (eq. 2) como a
equagdo do circulo.

Como a equacdo (eq. 2) é um polindmio em duas varidveis, eu vou também expressar a equacio do
circulo no formato

P(z,y) = (x —a)* + (y — b)* —r%; (6.3)

esta expressdo é muito util dentro dum programa. P(x,y) = 0 é a equagéo do circulo com centro no
ponto (a, b) e raio r.
Um caso importante da equagao do circulo é quando a origem € o centro do circulo quando a equacao
fica
P(z,y) = 2> +y* —r* = 0; (6.4)

Basta que vocé substitua ¢ =: 0,b =: 0 na equag@o (eq. 3) ou na equagdo (eq. 2) para voltar da
equagdo do circulo de centro no ponto (a, b) para a equagéo do circulo de centro na origem.

6.1.2 Identificando um lugar geométrico

O objetivo da geometria analitica é duplo, por um lado, codificar em equagdes algumas figuras
geométricas, as cOnicas, e por outro lado, identificar numa expressao algébrica “geral” que tipo de figura
geométrica se encontra codificada na expressdo. Este segundo problema ndo € nada facil e na verdade
melhor faz parte do ambiente matemadtico mais amplo que € a geometria algébrica, mas é exatamente este
segundo problema que aparece na maioria dos exercicios de geometria analitica: “dado o polinémio”.

P(x,y) = Az> + By? + Cay+ Dz + Ey+ F =0 (6.5)
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emque A, B,C, D, E, F sdo constantes dadas, quero saber qual é a conica que a equacéo (eq. 5) “repre-
senta” ou se ndo representa nenhuma conica.

Vou me especializar, neste momento com o caso do circulo para encontrar as regras e fazer esta
identificagdo, partindo da expressao que se encontra na equagao (eq. 5), se expandir esta equagdo, quando
vou encontrar a sequéncia de expressoes

Plz,y) = (x —a)’+ (y—0)?—1r*=0; (6.6)
P(x,y) = 22 — 2ax + a® + y* — 2by + b* — r? = 0; (6.7)
P(z,y) = 2? + 9% — 2ax — 2by + a® + % — r? = 0; (6.8)
P(z,y) = Az? + By? + Cay + Dx + Ey + F = 0; (6.9)
Se A = B podera ser um circulo, continuando.. . . ; (6.10)
P(z,y) =2®> +y> +Cay+ Dz + Ey + F = 0; (6.11)
C=0;D=—-2a;F=—2b;F = (—r% + a% + b?); (6.12)

a=-2b=-L:F=—r?+a®+0b% (6.13)

—r?=F—(a®>+b) = r?=(*+b)-Fr=vVa2+b—F = a®>+b>—F >0{6.14)

Na equag@o (eq.6) eu escrevi o modelo da equagio do circulo de centro (a, b). Na equagdo (eq.9) eu
tenho a expressao que desejo testar, verificar se € ou ndo a equagdo dum circulo. Entdo nas equagdes que
seguem eu comecei a fazer a completacdo de quadrados para estabelecer as regras que os coeficientes
dados A.B,C, D, E devem satisfazer para que P(x,y) = 0 seja a equagio de um circulo. A condi¢io
A = B é necessdria, se for falsa a resposta imediata sera “Nao pode ser um circulo” que vai ser a resposta
dum programa para testar se expressao na equacio (eq.9) ¢é a equacdo dum circulo. E se esta condigdo
A = B for verdadeira o programa vai responder “Pode ser um circulo” e o programa vai seguir testando
acompanhando os cdlculos feitos acima. Neste caso, para simplificar o programa, divido a equagdo toda
por A quer dizer que o programa agora vai testar se

2> +y>+Ca+ Dz + Fy+ F =0; (6.15)

e um circulo e vou passar os dados

A=1,B=1,C;D;E; F; (6.16)

Comparando as duas equacdes deduzo que se A = B poderei ter um circulo, continuando...e se
A # B aexpressdo pode representar uma elipse, uma hipérbole ou nenhuma conica. Estes outros casos
vao ser tratados posteriormente e vou produzir os programas que fardo os respectivos testes no momento
certo.

As contas que vou fazer, semelhantes a estas feitas na equacdo (eq.6), costumam ser rotulados como
completacao dos quadrados porque se procura “‘compactar” uma expressdo algébrica, fatorando-a , rever-
samente, para obter somas de quadrados ou produtos de expressdes algébricas do primeiro grau.

Uma sequéncia
de equagdes é

um modelo para
um programa. ...
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P(x,y) =2% —dx +y> +6y —3=0; 6.17)
Plz,y)=2?—4r+4—4+y>+6y+9-9-3=0; (6.18)
P(r,y) =2 —dx+4+y>+6y+9—-9—-3—4=0; (6.19)

P(r,y)=2? -4z +4+y> +6y+9—16 = 0; (6.20)
P(z,y) = 2? +y? —4x + 6y — 3 = 0; (6.21)
P(z,y) = (z = 2>+ (y — (=3))* -4 = 0; (6.22)
P(z,y) = Az> + By?> + Dz + Ey + F = 0; (6.23)
A=B=1 = 2°+y*+Dx+Ey+F =0; (6.24)
(z —a)’ + (y = b)* = 1% = 0; (6.25)

2% — 2ax + a® + y? — 2by + b% — r? = 0; (6.26)

22 +y? — 2ax — 2by — 12 + a® + b? = 0; (6.27)
A=1B=1;D=—-2a;FE = —2b;F = a? + b*> — r?; (6.28)
Pr,y) = (z—2)*+ (y +3)* — 4% (6.29)

(z =2+ (y — (=3))> = 4% (6.30)

que € a representagdo algébrica do circulo de centro C' = (2, —3) e raio r = 4. Eu obtive esta mesma
resposta usando o programa

\begin{tabbing}
def VerificaCirculo(A,B,C,D,E,F):
a=0; b=0; r=0;
if (A == B):
if not (A==0) :
B=B/A;C=C/A;D=D/A;E=E/A; F=F/A;
print (A,B,C,D,E,F); %% mostra os coeficientes
apeteco () ;
if (C==0) :
print ("Ndo pode ser um circulo! ");
else:
a= -D/2; b = -E/2; %% calcula a,b
if ($r >= 09$):
print (/E o circulo de centro (’,a,’,’,b,’) e raio’,S\sqrt{r}s);
else:
print (Ndo pode ser um circulo!);
else:
print ("Ndo pode ser um circulo, verifique se é uma elipse!");

Se vocé quiser experimentar este programa, grave-o num arquivo, por exemplo TestaCirculo.py.
Antes deste texto dé os valores que lhe interessam para A, B, C, D, E, F. Digite na linha de comandos
python3 TestaCirculo.py
e vocé vai ter uma das resposta do programa para os valores que vocé tiver dado as constantes A, B, C, D, E, F.
Na sequéncia de contas das equagdes (eq. 17) -(eq. 21) usei uma técnica denominada completagado de
quadrados em vez de procurar identificar os coeficientes da equacdo geral (eq. 17). Quando se identifica
A = B, é mais pritico seguir por este método, simplificando toda a equagdo na divisdo por A que ja foi
verificado ndo ser zero, para testar se a expressao representa um circulo.
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Para dominar as técnicas envolvidas no trabalho com geometria analitica, como em qualquer dis-
ciplina ou atividade humana, a regra é bem simples: fazer uns mil exercicios. ..e vocé os encontra aos
milhares em textos livres distribuidos na Internet. Alids, esta regra vale para dominar qualquer assunto
em Matemadtica, tem que diga que Matematica é noventa por cento cdlculo e no maximo dez por centro
invengdo e mesmo as invengdes sdo consequéncias de cdlculos porque, de repente, aparece uma expressio
interessante no meio da calcularia.

Mais acima, no texto, se encontra uma imprecisio ao dizer que uma expressio como P(z,y) re-
presenta uma certa variedade. A falha consiste em nao identificar a dimensdo do espago em que esta
expressao “codifica” algum objeto.

Por exemplo, num espago de dimensao 3,

2yt =1 (6.31)

representa o cilindro cuja base € o circulo unitdrio do plano XOY e a geratriz é o eixo OZ. Apenas
mencionar esta equacio, sem identificar o Universo em que ela estiver sendo considerada, deixa uma
indefini¢@o. Este erro é muito comum nos textos, mas € dificil de ser corrigido sem criar uma redacgdo
muito complexa, em geral se admite, implicitamente, que se houver apenas duas varidveis, entdo a di-
mensdo do Universo é dois: um plano, uma variedade linear de dimensao dois,

E interessante responder a uma pergunta que sempre é feita. Porque a P(z,y) = 0 é que representa
a equagio do circulo e ndo apenas P(z,y)? E que escrevendo “apenas P(x,y) vocé tem uma expressio
livre que pode assumir qualquer valor em fungdo dos valores dados as varidveis x, y e consequentemente
P(x,y) se refere a qualquer ponto (z,y, z) do R3 em que z = P(z,y).

Em outras palavras, se P(x,y) = 0 for um circulo entdo z = P(x,y) serd um paraboloide. Experi-
mente com gnuplot

set contour
f(x,y) = X*x%2 + y*%x2;
splot f(x,y), 10;

e vocé vai ver o paraboloide cortado a altura z = 10 produzindo um circulo e no plano vocé vai ver
as curvas de nivel que sdo circulos, € o efeito do set contour que liga o modo curvas de nivel do
gnuplot.

A restri¢io P(x,y) = 0 limita esta expresséo a z = 0. Outra forma de dizé-lo, é que P(x,y) = 0
corresponde ao sistema de equagdes

z = P(z,y);
{ —0: (6.32)

em que a primeira equacdo representa o grafico da fungio bivariada z = P(z,y) e a segunda equagio
representa o grafico da fung@o bivariada z = 0, o grafico do plano XOY ou seja, a equagdo (eq. 32)
representa a intersecdo de duas superficies, duas variedades de dimensdo 2, que pode ser uma curva.
As curvas num espaco de dimensdo maior, como aqui seria o0 R3, sdo determinadas por interse¢io de
superficies. Assim, o erro mencionado acima fica amenizado com um sistema de equacdes como na
equacdo (eq. 32).

A indefini¢@o persiste. .. uma curva é uma variedade de dimens@o 1 e a expressdo P(x,y) = 0 apenas
sugere que existam duas varidveis o que daria para calcular a dimens@o por uma regra pratica que diz que
a dimensao € uma unidade menor do que o nimero de varidveis.

Ao escrever

2 —dx+y P +6y—3=0 (6.33)

ndo contém nenhuma informagao sobre a varidvel z, o que significa que ela pode ter qualquer valor entdo
esta expressio no R? é um paraboloide uma vez que nio estd estabelecida nenhuma restricio sobre z e

Regras préticas
sdo perigosas!
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existem restricdes apenas sobre os valores de z, y. No R? é uma variedade de dimensio 2, uma superficie,
No R* é uma variedade de dimensio 3, um sélido. Infelizmente o gnuplot ainda nio chegou ao R*.

Entre escrever textos extremamente complicados termina valendo o bom senso que é determinado
pelo contexto.

6.1.3 O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico, ou circulo unitirio, S!, é uma figura geométrica que aparece em muitas
situagdes merecendo assim um tratamento especial. Eu costumo me referir a S’ como um transferidor.
Posso partir da equacdo (eq. 4), basta dar o valor 1 aor =1

P(z,y) =2 +y* =1; (6.34)
x = cos(0);y = sin(0); (z,y) = (cos(0),sin(h)); (6.35)
pet? = p(cos(#) +isin(9)) € C; (6.36)

A afirmacdo contida na equagdo (eq. 35) ¢é a relagcdo fundamental da trigonometria e vale sempre
que a soma de dois quadrados for 1. Explicando melhor, se a soma de dois quadrados for 1, como na
equacdo (eq. 34) entdo os nimeros z, y sdo, respectivamente cosseno e seno de algum angulo.

A equagdo (eq. 36) é a féormula de Euler-De-Moivre comumente referida apenas como férmula de
Euler, mas De-Moivre a encontrou e provou de forma muito mais complicada alguns anos antes que
Euler,

Tenho assim a forma polar do circulo trigonométrico quando p = 1, ou dum circulo qualquer quando
peERT.

6.1.4 O poder da Geometria Analitica

Neste ponto eu posso lhe mostrar como € poderoso o método analitico, quando ele puder ser usado.
A equagdo dum circulo é da forma

22 +y*+Cz+ Dy+ E =0; 6.37)

em que considerei A = B = 1.

Quantas “amostras” eu preciso para determinar a equagdo dum circulo? Nesta equacdo ha trés
incégnitas, C, D, E e dando valores a x, y eu posso obter um sistema de equagdes nas varidveis C, D, E.

Eu tenho trés incognitas, C, D, E, entdo eu preciso de uma amostragem com trés elementos para
construir um sistema de trés equagdes e assim determinar as trés incdgnitas, C, D, E. Eu ndo posso dar
um exemplo facilmente, porque esta amostragem tem que ser “legal”’, ndo podem ser trés pontos (x, y)
quaisquer, eles t&ém que ser escolhidos em cima dum circulo, coisa que ndo tenho neste momento. . . entdo
eu tenho que prosseguir de forma abstrata, € assim que entra a abstracdo em Matemdtica e mesmo noutros
ramos do conhecimento, a gente continua como se tivesse as condi¢des ideais e depois alguns testes
terminam por nos colocar no trilhos...e vocé vai ver logo, nas linhas abaixo, que eu vou entrar nos
trilhos.

Observe que eu ja terminei o meu objetivo de mostrar como é poderoso o método analitico, se
convenga, releia e verifique que o que vou dizer encerra o assunto do que vou agora fazer um sumdrio.

Com uma amostragem legal de trés elementos eu determino a equacido dum circulo, observe a con-
sequéncia.

* Um tridngulo determina um circulo. Se eu precisava duma “amostragem legal”, ei-la, pegue um
tridngulo qualquer que ele determina um circulo. Isto € um teorema da Geometria Euclidiana nada
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facil de demonstrar com os métodos da Geometria, e eu acabei de demonstra-lo analiticamente,
pegue um tridngulo qualquer que ele determina um circulo e aplique a férmula aos trés vértices. Ja
tenho uma amostragem legal.

* Para todo tridngulo existe um tinico circulo no qual ele estd inscrito. E uma outra versdo do teorema
da Geometria citado acima. Nada fécil de demonstrar com os métodos da Geometria Euclidiana.

* Para determinar um circulo bastam trés pontos, e aperte o cinto, e eles podem estar todos numa
mesma linha reta, o resultado e a prdpria reta que é um circulo degenerado. .. Tirando este caso
degenerado, fica a afirmacio inicial de que todo tridngulo determina um circulo.

6.1.5 A derivada implicita

Vou terminar a discussdo sobre o circulo com uma propriedade geométrica que a dtica geométrica
prova, experimentalmente, e eu vou obter este resultado experimental com apoio da derivagdo implicita.
Vou mostrar que os circulos sdo solugdes dum tipo particular de equagdo diferencial das mais faceis de
serem resolvidas. Nao se assuste que este livro ndo se dedica as equacdes diferenciais mas pode fazer
referéncia a elas para que voce ja esteja acostumado quando 14 chegar.

A figura (fig ??), pagina ??,
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Figura 6.2:

mostra-lhe o angulo de incidéncia e o angulo de reflexdo dum raio de luz que ao incidir sobre uma
superficie polida sob um angulo « se refrate segundo o mesmo angulo . Nao vou entrar na questdo da  Este resultado depende
Fisica sobre o que € a luz, onda ou ndo, o que interessa é que os calculos com raios de luz funcionam de f:;‘r‘j:)‘;;:de aluz
acordo com a 6tica geométrica que € o que me interessa aqui. Também ndo vou colocar na discussdo que
ha modifica¢dao do dngulo de reflexdo quando a luz atravessa distintos meios, vou considerar que tudo se
passa dentro dum meio homogéneo, porque o que me interessa aqui € a superficie sobre a qual incide um
raio de luz e saber o que acontece no caso especifico de que seja uma superficie esférica, apesar de que
eu esteja me restringindo ao caso de um curva, o circulo.
Na figura (fig ??) vocé vé uma curva, e poderia ser uma superficie polida, sobre a qual incide um
fecho de luz segundo o angulo « e o resultado € a luz se reflete de acordo com o mesmo angulo de
incidéncia, . Na figura também aparece a reta tangente no ponto de incidéncia, e no Calculo vocé vai
ter a explicag@o exata de porque preciso da reta tangente para registrar o angulo «, porque isto envolve
a derivada que ndo pode ser meu assunto aqui. Esta questdo do angulo de incidéncia aparece no Ensino



174 CAPITULO 6. A GEOMETRIA ANALITICA

Meédio onde ndo aparece a derivada portanto vocé tem todas as razdes para aceitar o que estou propondo
agora.

A equagfo da esfera generaliza uma dimensdo na equagdo do circulo, agora ela trabalha com trés
varidveis. Derivar implicitamente a equacdo da esfera e depois vou fazer algumas substitui¢des que eu
ja fiz antes quando lhe apresentei a derivada implicita na secao sobre a derivada. Depois das contas eu
vou tecer comentérios sobre cada uma das equagdes que voc€ poderd pular se considerar que ndo precisa
1e-las.

2?4+ y? + 22 =12 (6.38)
2zdx + 2ydy + 2zdz = 0; (6.39)

T =a;dr =: T — a;
y:=bydy:=y—b; (6.40)

z:=cdz=:z—c

2a(x — a) + 2b(y — b) + 2¢(z — ¢) = 0; (6.41)
< (2a,2b,2¢), (x —a,y — b,z — ¢) >=0; (6.42)
< (a,b,¢),(x —a,y — b,z — ¢) >= 0; (6.43)

1. Na equagdo (eq.38) apresentei a equagdo da esfera de centro (0,0, 0) e raio 7.

2. Naequacio (eq.39) calculei a derivada implicita da equag@o da esfera e como de habito as varidveis
dx, dy, dz indicam relativamente a quem estou calculando a derivada e como % é uma constante
sua derivada é zero. O ponto (a,,b,c) é o local, na superficie onde esta sendo calculada a deri-
vada, como se trata duma esfera entdo (a, , b, c) é a extremidade do raio que parte da origem até a
superficie da esfera. dx, dy, dz vao ser substituido de acordo com a regra que explicada a seguir.

3. Na equacgdo (eq.39) apresentei as substitui¢des que vao me permitir obter a equacdo dum plano
tangente agora, no espaco a derivada produz um plano tangente a uma superficie.

4. Na equagdo (eq.39) identifiquei a soma da equacdo anterior como um produto escalar entre dois
vetores, € como o produto escalar € zero entdo os vetores sdo perpendiculares.

5. Na equacdo (eq.39) eu eliminei a constante comum as coordenadas do vetor (2a, 2b, 2¢) obtendo
uma expressdo mais simples para dois vetores perpendiculares. O vetor (z — a,y — b,z — ¢)
€ um vetor genérico de uma variedade linear porque todas as equagdes das coordenadas sdo do
primeiro grau, entdo é um vetor que descreve um plano do espago tridimensional e como foi obtido
por derivagdo € o objeto tangente a superficie da esfera. Conclusdo, o produto escalar representa
a equacgdo duma variedade linear de dimensdo dois, comumente chamada de plano onde posso
identificar um vetor perpendicular a ela: (a,b,c), o raio da esfera no ponto (a, b, c), o que prova
que o plano tangente a superficie da esfera é perpendicular ao vetor posigao.

(a,b,¢) L (x —a,y—b,z—¢) (6.44)

6. O vetor (a, b, ¢) é vetor que representa um segmento de reta, e tanto (a, b, ¢) como qualquer miltiplo
deste vetor, é o caso de (2a, 2b, 2¢) sdo perpendiculares ao plano tangente mas interessa-me iden-
tificar a propriedade numa esfera, e também num circulo, o raio € perpendicular a variedade linear
tangente. Observe, neste frase, o ganho que tenho usando o conceito de variedade significa tanto
reta quanto plano!

Traducdo geométrica: O raio da esfera é sempre perpendicular ao plano tangente.
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O que me interessa mesmo € o circulo e a dtica geométrica vai me ajudar a revelar uma importante
propriedade desta curva que € um dos assuntos deste capitulo. A proxima figura, (fig ??), pagina ??, lhe
mostra um circulo e agora o raio de luz, ao incidir sobre o circulo ird fazé-lo sempre na direcao do centro
do circulo, determinada pelo raio, vai se refletir na mesma dire¢ao, na direcdo determinada pelo raio o
que significa que a tangente € perpendicular ao raio porque os angulos de incidéncia e de reflexdo sdo
iguais a § = . Este € o resultado dum experimento impossivel da 6tica geométrica. Eu tentei realizar o
experimento num quarto escuro com uma bola de ginastica sem sucesso, quando um colega da Fisica me

mostrou que seria impossivel pela estrutura porosa da matéria que difrata o raiode luz . ..
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Figura 6.3:

Eu estou me valendo da dtica geométrica que somente pode comprovar experimentalmente: um raio
de luz se reflete perpendicularmente a qualquer superficie esférica, diz a otica geométrica. No Calculo
esta questao vai ser demonstrada com precisdo, usando a derivada implicita, que ndo pode ser meu assunto
aqui. No Célculo vocé vai aprender a equagao diferencial do circulo que leva facilmente a demonstracio
desta propriedade experimental da 6tica geométrica. refletir sobre a mesma direcdo em que veio, a direcdo
perpendicular a reta tangente. Este resultado experimental me diz que no circulo a tangente ¢ perpendi-
cular ao raio e o Célculo vai lhe mostrar que esta ¢ uma forma de definir circulo, a tnica curva que em
qualquer ponto a tangente é perpendicular ao raio. Esta afirmacdo vale para qualquer superficie esférica
que sdo as Unicas que a dtica geométrica poderia testar. Mas o Calculo prova facilmente aquilo que eu
nunca conseguiria verificar experimentalmente ...e a ferramente é a derivada implicita que produz uma
equacao diferencial, uma das poucas de fécil solucdo.

6.2 Equacao da elipse

A equagdo da elipse, € uma expressdo polinomial do segundo grau que descreve, no plano, uma elipse.
E um item da Geometria Analitica.

6.2.1 Os dois focos da elipse

O circulo se define a partir do raio e dum ponto chamado centro, a elipse tem dois focos F1, I e vocé
pode construir uma elipse com lapis e papel
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1. marcando dois pontos que representam os dois focos,
2. em cada um dos focos pregando uma taxa, e nas taxas amarrando uma linha,

3. estique a linha com um 14pis e com ela sempfe esticada movimento o 14pis.

A figura resultante é uma elipse e a soma distancias de cada ponto sobre esta curva a cada um dos
focos é constante que € o comprimento da linha.

£ <

A definicdo geométrica da elipse € “o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distdncias
a dois pontos fixos, chamados focos, é constante”. Entdo, vocé pode construir uma elipse com auxilio dum
pedaco de linha com extremos fixos em dois pontos, os focos, fazendo a ponta dum ldpis se movimentar
mantendo a linha esticada.

Se vocé juntar os focos num ponto o resultado serd um circulo.

6.3 O discipulo e 0 mestre

A elipse é uma das conicas e sua importincia se encontra na Astronomia uma vez que €, aproximada-
mente, a forma das curvas descritas pelos astros em seus movimentos em torno dum polo de gravidade,
como a Terra em volta do Sol ou da Lua em volta da Terra. Foi Kepler que corrigiu a teoria heliocéntrica
de Copérnico analisando os dados que herdou de Tycho Brae. Copérnico afirmou que os astros percorriam
uma 6rbita circular em volta do Sol.

Ha vérias formas de definir esta curva chamada elipse. Kepler, se beneficiando das medicdes que
Tycho Brae fez ao longo de toda sua vida, conseguiu matar a charada que Copérnico havia deixado
quando criou a teoria heliocéntrica, que quase lhe custou a vida nas mios da ctipula da igreja catdlica,
que impunha a “teoria” geocéntrica. Copérnico prop0s que a rota dos planetas seriam circulos tendo o
Sol como centro. Em sua teoria, entretanto, ficou o problema do movimento de Marte que parecia ter
uma velocidade negativa relativamente a dos demais planetas, andava para trds. Analisando os dados
coletados por Tycho Brae, Kepler concluiu que seriam elipses as rotas dos planetas em volta do Sol,
e assim conseguiu resolver o problema deixado por Copérnico com a rota de Marte que é uma elipse
com excentricidade um pouco maior do que a da Terra', e, em sua segunda lei, estabeleceu que “se um
planeta estivesse ligado ao Sol por uma linha, esta linha cobriria iguais dreas durante iguais intervalos
de tempo”. Observou também que o Sol estaria colocado num ponto fora do centro do movimento. Na
figura (fig ??), pagina ??, vocé€ vé o caminho da Terra em volta do Sol, uma elipse em que o Sol ocupa
um dos focos.

Um feito relativamente recente, pode motiva-la a compreender a equagao da elipse. O mdédulo espacial
Rosetta da agéncia espacial europeia, fez grande parte de sua viagem que durou 10 anos, para depositar
um robot na superficie do cometa 67P/Churyumov—Gerasimenko, usando a gravitagdo universal como
forca de propulsao. Este feito, que pode ser visto no link

http://wp.me/psvm—2fu
mostra como uma nave espacial pode obter propulsio da gravidade de um planeta para seguir sua viagem
pelo Universo. Para fazer uso da gravidade é preciso compreender, entre outras coisas, a equacao da
trajetoria dos astros e a elipse € um caso comum.

I A excentricidade é a medida de como uma elipse distorce um circulo a ela relacionado, é a razdo ;—2 = g em que 2a é soma

das distancias dum ponto sobre a elipse aos focos e 2¢ € a distancia entre os focos. No circulo ¢ = 0 zerando a excentricidade do
circulo visto como elipse.
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Figura 6.4: elipse ¢ a rota da Terra em volta do Sol

6.4 Espaconave sul-coreana

Em 4 de janeiro de 2023 a Coreia anunciou o envio dum foguete para uma viagem de exploracdo da
Lua. Estou traduzindo um texto distribuido na internet pelo ministério das Ciéncias da Coreia como um
exemplo do uso da elipse em viagens interplanetarias, um exemplo concreto. Vou omitir alguns detalhes
que sdo propaganda americana. Também estou omitindo detalhes de horario que ndo interessam para os
fatos da Geometria Analitica. A palavra chave, é Danuri, 0o nome dado pelos coreanos ao foguete, se vocé
quiser pesquisar na Internet e ver o texto de onde tirei os dados.

A primeira manobra foi enviar Danuri numa rota balistica numa velocidade de 8.000 km/h e num
certo momento reduzida para 7.500 km/h. Embora o texto ndo forneca dados mais precisos, se trata duma
operacdo determinada pela equagdo diferencial que descreve a gravitacdo universal. Como o foguete
perdeu massa, queimou combustivel, entdo era preciso ajustar sua velocidade para encontrar a Orbita
que lhe correspondia em volta da Lua com a velocidade certa. Também € uma questdo que pode ser
bem explicada num texto de Célculo, hd uma velocidade certa, determinada pelo peso do objeto, para
que ele entre em Orbita no ponto de encontro com a mesma. Danuri pesava 678 quilos no momento de
seu lancamento e parte deste peso seria do combustivel. No momento relativo a sua distancia da Lua,
esta velocidade deveria ser corrigida para Danuri se aproximasse da orbita desejada com a velocidade
certa para entrar em 6rbita do nosso satélite e foi o que ocorreu, “ficou confirmado que Danuri havia
sido capturado pela atragdo gravitacional da Lua transformando-se num satélite lunar.” Esta questio,
no Cilculo, pode ser tratada em diversos momentos, um deles é quando se estuda derivada descrevendo
quando, no momento certo, a trajetéria do foguete encontrou a 6rbita lunar que lhe correspondia dadas as
condicdes de peso e velocidade, uma solugdo precisa duma equacdo diferencial, coisa que jd mencionei
anteriormente, as equagdes diferenciais sdo o instrumento certo para governar a trajetoria de objetos em
viagens espaciais, com o necessario uso de programas de computacdo para ajustar as Orbitas.

No dia 28 de dezembro de 2022 o médulo espacial foi conduzido a quatro manobras que o levaram
a uma Orbita circular da Lua, e neste ponto eu acrescento que deve haver imprecisdo na noticia porque
ndo ha trajetdrias circulares, elas sdo necessariamente elipticas e podem ser, e deve ser o caso, com baixa
excentricidade ou quase circular, como € o caso da Terra em sua trajetéria em volta do Sol, € uma elipse
quase circular. O resto da noticia fala dos objetivos da missdo que vocé pode encontrar usando a chave
mencionada acima e inclusive poderd ver fotos relacionadas a missao.
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6.5 Cenario geométrico das conicas

Esta secdo talvez vocé deva omitir num primeira leitura, eu tentei torna-la diddtica, mas confesso que
ndo tive sucesso. Melhor serd esperar para quando vocé terminar de estudar todo o livro e queira retornar
para reforcar esta discussdao. Pular esta discussdo ndo lhe tratard nenhum prejuizo para entender o resto
da discussdo sobre as cOnicas.

As cbnicas, circulo, elipse, pardbola e hipérbole, sdo o resultado do corte feito num cone de duas
folhas por um plano. E o que vou descrever aqui usando uma figura plana.

Vou mostrar que as cOnicas se alteram na passagem entre circulos e pardbolas. Por exemplo, uma
elipse € apenas um circulo deformado e uma pequena deformagdo dada a um elipse faz surgir uma
pardbola. Inclusive isto tem aplicagdo na Astronomia ou melhor na exploracdo espacial em que uma nave
espacial pode ser deixada hibernando numa elipse e repentinamente sair da elipse para uma parabola mu-
dando a trajetéria como foi o caso do projeto com a nave espacial Rosetta da agéncia espacial europeia,
ou caso do mddulo espacial Danuri, descrito na pagina ??, do ministério da Ciéncia da Coreia do Sul.
Uma pequena alteracdo num plano que produz uma pardabola e o resultado é uma hipérbole. Voc€ vai ver,
também, que existem hipérboles degeneradas.

Vou descrever a origem dos circulos, das elipses, das hipérboles e das parabolas como interse¢des
dum cone de duas folhas.

6.5.1 Singulares ou estaveis

As cdnicas sdo geradas no espaco tridimensional quando um plano corta um um cone de duas folhas,
portanto o cendrio é tridimensional, o R?, mas o resultado é projetado no plano no R2. As conicas sdo
curvas planas.

Para estabelecer um cendrio deixe-me fixar alguns “quadros” da geometria envolvendo um cone de
duas folhas. Ha duas classes de planos que delimitam os eventos produzindo circulos e pardbolas e depois
vocé vera que elipses e hipérboles sdo variagdes destas duas curvas, na verdade os eventos estdveis cujos
limites s@o os eventos instdveis circulos e das pardbolas. .. mas vocé ndo precisa dar muita importancia
a esta frase se ainda ndo souber o que sdo sistemas dindmicos, que ¢ uma forma de entender as equagoes
diferenciais. Este vocabuldrio ¢ tipico das equagdes diferenciais. Mas vocé€ ndo precisa saber resolver
equagoes diferenciais para continuar lendo, apenas precisa saber que serd quando vocé estudar este tipo
de equacdes que esta figura vai adquirir uma coloragfo definitiva. Que sirva para alimentar o seu desejo
de estudar estas equagdes num certo futuro.

Vou também definir um plano codificador de onde vou deduzir um circulo codificador obtendo uma
forma mais efetiva e simples para classificar melhor os eventos e descrever todas as possibilidade de
conicas. Eu gostaria, pelo menos, que tudo ficasse simples.

As conicas sdo obtidas pelo plano codificador. Alguns itens precisam ser esclarecidos antes que eu
entre na codificagdo geométrica.

O cone de duas folhas é uma superficie gerada por uma reta, chamada geratriz que circula em torno
de uma outra reta chamada eixo do cone. Estas duas retas, no espago, se cortam num ponto V' chamado
vértice do cone. Confira a figura (fig. ??), pagina ??.

e circulo qualquer plano perpendicular ao eixo do cone, corta o cone segundo um circulo. Na figura
(fig. ??) estou mostrando interse¢des de planos perpendiculares ao eixo do cone. Quer dizer
que posso gerar uma infinidade de cOnicas a partir da escolha dum certo plano. Para tornar mais
simples a linguagem, eu vou passar a falar no singular me fixando num unico plano, o plano que
vai determinar as conicas deste texto. Observe que este circulo é uma curva espacial mas se o eixo
do cono coincidir com o eixo O Z, sua projecdo no plano X OY serd um circulo e se o eixo do cone
ndo for paralelo ao eixo OZ a projegdo seria uma curva diferente. Entdo, para ndo complicar, vou
também considerar que o eixo do cone é o eixo OZ. Alids esta uma regra importante na construgao
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Figura 6.5: Cone de duas folhas

cientifica, procurar identificar o caso mais simples a partir do qual todos os outros casos sejam
obtidos por transformagdes adequadas.

 pardbola um plano tangente a superficie do cone em uma das folhas, contém uma imagem da
geratriz, ou qualquer plano paralelo a ele. Um tal plano corta a superficie do cone segundo uma
pardbola se ndo contiver a diretriz. E vai cotar apenas uma das folhas. O caso do plano tangente
a superficie do cone que s@o aqueles que contém a diretriz, € uma situacdo limite que pertence ao
“caso da hipérbole”. Eu vou discutir este caso sob o titulo hipérboles degeneradas.

* Caso limite ou solucdo singular Se o plano for tangente a superficie do cone, o resultado € uma reta
que se confunde com geratriz quando ela “passar” na reta tangente. Eu estou pensando no movi-
mento de rotacdo geratriz em torno do eixo. Esta reta ¢ uma hipérbole degenerada, linguagem da
geometria. As Equagdes diferenciais chamam esta figura de um caso limite, uma solucio singular
duma equagio diferencial. Por que solugdo singular? Porque qualquer toque no plano e ele deixa
de ser tangente produzindo de volta uma parabola, num sentido, e no outro uma hipérbole porque
estard cortando as duas folhas.

A teoria das equacgées diferenciais chamam estas solu¢des de singulares porque em geral elas ndo sdo
solucdes que se possam obter com célculos algébricos, o Célculo as chama de “limites”. Elas surgem
rapidamente na passagem das parabolas para as hipérboles. E também o caso dos circulos que aparecem
abruptamente dando lugar as elipses. Para as equacées diferenciais elipses e hipérboles sdo solucoes
estaveis. Circulos e pardbolas sdo solugdes singulares que aparecem e “instantaneamente” desaparecem.
O Cilculo pode explicar melhor estes efeitos.

Estes trés casos mostram que € preciso relacionar angulos entre planos. Vou agora precisar de fazer
referéncia aos angulos que um plano faria com os planos das duas classes descritas com as etiquetas
circulo e pardbola. Determinamos o angulo entre dois planos usando duas retas perpendiculares, cada
uma delas, a um dos planos. E o angulo entre estas retas que define o angulo entre os planos. O que
determina a equacdo duma variedade linear € a reta que € perpendicular a ela, entdo o angulo entre duas
variedades lineares é o Angulo entre as respectivas retas que as determinam.



180 CAPITULO 6. A GEOMETRIA ANALITICA
6.6 Plano codificador

Tem uma outra forma de codificar o cendrio com proje¢des sobre um plano.

Existe exatamente um plano, deixe-me chama-lo plano codificador, que é determinado pela geratriz
e pelo eixo do cone, duas retas concorrentes no vértice V.

Posso codificar todo o cendrio repetindo a andlise que fiz anteriormente agora tendo como cendrio o
plano determinado pela geratriz, parada, junto com o eixo. Da mesma forma como eu descrevi no cendrio
anterior, estou me referindo a um plano que corta i eixo do cone no ponto ) Usando este plano como vou
passar a fazer, o plano codificador € o que aparece na figura (fig ??), pagina ??, com a etiqueta 0 para a
classe do circulo e a etiqueta 1 para a classe da pardbola, contendo as imagens da geratriz e do eixo do
cone. A geratriz € Unica, mas ela roda no espaco produzindo duas imagens no plano codificador, duas
retas concorrentes em V.
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Figura 6.6: o circulo codificador

Deixe-me descrever a figura (fig ??), pagina ??, e partir para uma especializacio da codificagdo que
vai agora ficar restrita apenas ao circulo que aparece na figura (fig ??), o circulo codificador. Este circulo
tem o centro em um ponto () do eixo do cone e raio qualquer. Apenas para obter uma figura menos
poluida é bom selecionar o raio menor do que d(Q@, O) em que O é ponto de concorréncia da diretriz e o
eixo do cone. Este circulo é uma abstracio que encontrei para descrever como se obtém todas as possiveis
coOnicas, ele é apenas uma referéncia ao movimento dum plano que corte o cone, este plano ird rodar de
acordo com este circulo portanto se trata dum circulo centrado no ponto ) do eixo do cone mas que
se encontra num plano perpendicular ao pano determinado pelas duas imagens da geratriz mencionadas
acima. Portanto o ‘circulo codificador” ndo faz parte das coOnicas, ele apenas registra do movimento do
plano que corta o cone de duas folhas, € um circulo que codifica as cOnicas, repito, uma abstracdo que eu
espero que descreva bem o que ocorre.

Melhor seria um filme que eu ainda ndo sei como produzir e se eu conseguir produzir, vou apagar
todo este paragrafo anterior!

Nele, no circulo codificador, vocé€ pode identificar seis pontos que foram etiquetados com os nimeros
{0,1,3,4,5} e que vou agora associar as cOnicas que se podem obter, “seis” porque estou comegando a
etiquetar com zero.
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* circulo A classe dos planos perpendiculares ao eixo marcada com os nimeros 0, 3 e reduzida a
uma reta perpendicular ao eixo do cone passando pelo centro do circulo codificador que aparece
na figura (fig ??).

Qualquer reta perpendicular ao eixo do cone, na figura (fig ??) representa um plano desta classe
que esta agora reduzida as etiquetas 0, 3 do circulo codificador.

* pardbola a classe dos planos cuja interse¢do produzem pardbolas, marcada com os nimeros 1,2, 4, 5
e reduzida as duas retas paralelas a alguma das representacdes da geratriz, passando pelo centro do
circulo codificador que aparece na figura (fig ??). A geratriz € tinica, mas ela roda no espago e
assim aparece no plano da figura (fig ??) duas vezes.

As imagens das diretrizes ndo pertencem a esta classe porque elas vao gerar hipérboles degene-
radas de que vou tratar mais a frente. Observe que circulos e pardbolas sao determinados por
pontos isolados do circulo codificador em comparagdo com as elipses e hipérboles que vao ficar
determinadas por intervalos.

* o universo dos planos que nos interessam sao os planos perpendiculares ao plano da (fig ??). Outra
forma forma de fixar os planos interessantes é considerando a reta perpendicular ao plano codifica-
dor, (fig ??), passando pelo centro do circulo codificador: sdo os planos do espago que contenham
esta reta ou planos paralelos a estes.

O conjunto dos planos que contem um reta se chama um feixe de planos, portanto nos interessam
todos os planos paralelos a um dos planos do feixe determinado pela reta perpendicular ao circulo
codificador passando pelo seu centro.

Entenda os nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5 como etiquetas no circulo codificador que se vé na figura (fig 2?).
E agora estou partindo para forma ainda mais especializada (e simples) de codificar usando apenas pontos
ou setores do circulo codificador que aparece na (fig ??).

Estes niimeros, 0, 1, 2, 3, 4, 5 ndo seriam as melhores escolhas para etiquetar, talvez melhor fosse usar
o angulo da diretriz com o eixo do cone, entretanto isto dependeria da escolha da diretriz e implicaria
numa maior complexidade da linguagem. A escolha que fiz usa a figura (fig ??) e portanto mostra, por
semelhanca de tridngulos a dependéncia do angulo que a diretriz faz com o eixo do cone. Enfim, fazer
uma codificagdo implica em tomar uma decisdo para escolher o codigo.

Todos os planos do universo que nos interessa, agora ficam classificados assim, usando apenas pontos
ou segmentos de arco do circulo codificador:

* Os planos que produzem conicas sdo os planos do feixe de planos determinado pela reta perpendi-
cular ao circulo codificador passando pelo centro mesmo, ou planos paralelos a algum dos planos
deste feixe.

* circulo os planos que determinam a reta etiquetada com 0, 3 ou uma sua paralela.

* pardbola os planos que determinam as retas etiquetadas com 1, 2,4, 5, ou uma paralela a ela, exce-
tuando as imagens da geratriz, confira o item hipérbole.

* elipse os planos que determinarem com o centro do circulo codificador uma reta nos intervalos
(0,1),(2,3),(3,4), (0,5) Estas etiquetas significam mesmo um intervalo aberto porque os extre-
mos do intervalo ficam para circulo ou pardbola. Como observei acima, circulos e pardbolas ficam
determinadas por pontos do circulo codificador. Estas figuras sao muito instaveis, por exemplo um
objeto astrondmico raramente se encontra sobre uma trajetdria do tipo circulo ou pardbola. . . se isto

ocorrer serd por uma instabilidade que deve ser corrigida.
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* hipérbole os planos do feixe que pertencerem ao complementar das op¢des anteriores, ou ainda,
quando um plano determinar uma reta que passando pelo centro do circulo que ndo esteja nas clas-
ses anteriores. Um plano da classe pardbola, representa uma situagdo limite exatamente represen-
tado pelos planos tangentes ao cone, eles determina hipérboles degeneradas que se reduzem a duas
semi retas representadas por qualquer das diretrizes. Eu vou voltar a esta questio na construc¢do da
equacdo da hipérbole.

e retas A intersecdo dum plano com o cone pode ser uma reta, se ele for tangente a superficie do
cone. Tecnicamente, tais retas seriam hipérboles degeneradas. Observe que as hipérboles t€m dois
ramos desconexos, neste caso seriam duas semi retas conetadas na origem. .. os dois ramos duma
hipérbole degenerada.

E um bom exercicio corrigir as etiquetas deste modelo transformando-as em angulos no forma 7m—radianos
usando o angulo « entre uma das imagens da diretriz e o eixo do cone. O autor agradece se vocé lhe enviar
esta a proposta e promete analisi-la para alterac@o do texto como uma contribuicao sua.

Rota hiperbélica dum asteroide

Entre 2017 e 2023 o mundo dos astronomos foi sacudido pela passagem dum asteroide incomum
pela nossa vizinhanga e que os astronomos Darryl Seligman, Gregory Laughlin concluiram em um artigo
publicado no Arkiv astro-ph arXiv:2005.12932 se tratar possivelmente dum bloco de gelo e hidrogénio
destacado dalguma estrela longinqua, mas pertencente a nossa via ldctea, que transitou nas vizinhancas do
nosso Sol numa trajetdria, provavelmente hiperbolica um fato raro, de ser observado, tanto a trajetoria hi-
perbdlica como um objeto externo ao sistema solar, na vizinhanga onde vivemos.https://arxiv.org/abs/2005.12932

Eu tomei conhecimento desta visita de 2017 num artigo publicado na Scientific American de 03 de
junho de 2020. O artigo referido menciona a conclusdo a que chegaram os dois astronomos, Darryl Se-
ligman da Universidade de Chicago e Gregory Laughlin da Universidade de Yale, publicada num artigo,
da Astrophysical Journal Letters mas que primeiro apareceu no preprint da arXiv.org. O objeto foi inici-
almente chamado de ‘Oumuamua, uma palavra havaiana para denominar visitantes trazendo noticias € o
primeiro objeto inter estelar observado no nosso sistema solar e sua trajetdria seria hiperbdlica.

A grande maioria dos objetos celestes que se consegue observar, dentro da nossa galaxia, percorrem
los trajetorias elipticas tendo em dos polos algum objeto de maior porte que o0 mantém prisioneiros, como é o
o polo caso dos astros do sismtema solar prisioneiros do nosso sol. Trajetéria hiperbdlica dum objeto denuncia
" que o objeto escapou da prisdo, obviamente atraido por outro objeto de maior porte do que aquele que
antes o mantinha prisioneiro. E o que ocorre com as naves espaciais que os terrdqueos enviam de visita
a outros astros do sistema solar, nestes casos as naves espaciais primeiro entram numa trajetdria eliptica
para no momento certo, saltar para outra trajetdria eliptica descrevendo entdo um pedago de hipérbole
antes de entrar em outra trajetdria eliptica tendo como polo algum dos astros do sistema solar. Neste
casos a nave espacial usa uma propulsdo no momento certo para escapar rumo ao novo astro também com
a ajuda da a¢@o da gravidade do seu novo polo.
O plano que corta o cone, na figura (fig ??), pagina ??, foi selecionado no feixe de planos de modo
que a reta com que ele corta o circulo codificador determine neste circulo um &ngulo no intervalo (0, 1),
confira o plano codificador que aparece na figura (fig ??), pagina ??.
Para obter elipses basta alterar a posi¢ao do plano da posicdo 0. na figura (fig. ??), pagina 22,
Na figura (fig ??), pagina ??, vocé vé o corte do plano produzindo uma elipse.
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Figura 6.7: Esquema de corte do cone

Uma elipse é um circulo deformado, e vou mostrar como podemos desfazer a deformag@o para obter
dados da elipse, como por exemplo a sua drea. Entdo é importante compreender como se vai e volta duma
elipse para um circulo, um exemplo de codifica¢do e decodificacdo.

Vou considerar uma elipse desenhada com os dois focos sobre o eixo OX com a origem dos eixos no
ponto médio dos pontos focais, como vocé pode ver na figura (fig ??), pagina ??.

Na figura vocé também vé dois circulos, um deles inscrito na elipse, com raio b e a elipse esta inscrita
no outro com raio B.

Com esta defini¢cdo vou obter os dados de medigéo da elipse.

¢ Chamando F; = (—c¢,0), F» = (¢,0); ¢ > 0, aos dois pontos focais, que se encontram sobre 0 eixo
OX e considerando P = (x,y) um ponto genérico que descreve a elipse inicialmente localizado
sobre o eixo OY.

* Nesta localizagdo inicial escolhida, o ponto P = (z,y) que descreve a elipse, se encontra numa
posicdo de simetria determinando dois tridngulos retdngulos semelhantes, com a origem e qualquer
dos focos. A hipotenusa mede a e os dois catetos medem, respectivamente, b, c. O cateto que mede
¢ é a metade da distancia entre os focos, entao a distancia focal é convenientemente chamada de
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Figura 6.8: Plano corta cone segundo uma elipse
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Figura 6.9: As medidas da elipse

2c. Como o outro cateto mede b, pelo teorema de Pitagoras,

a? =b%+ (6.45)

¢ Se o ponto P estiver sobre o eixo O X, se conclui que a soma das distancias de P aos focos é 285,
o didmetro do circulo de raio maior:

d(Fy,P) +d(P,F;) = F1O + OP + PFy; (6.46)
c+B+|B—¢ = (6.47)
c+ B+ B—-c=25B; (6.48)

d(Fy, P) +d(P, F3) = 2B; (6.49)
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* Suponha agora que o ponto P = (z,y) se encontre numa posi¢do arbitraria. Posso calcular a
expressdo da soma das distancias aos focos:

d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2B; (6.50)
VE+e)2+y2+4/(z—c)2+y2=2B; (6.51)

(x+c)24+y?>=2B—/(z — )% + y% (6.52)

Elevando ao quadrado ambos os membros e simplificando os termos semelhantes vem:

(x+¢)?+y? =4B% —4B\/(x — )2 + 12 + (z — ¢)®> + % (6.53)
(x+c)+1y? — (v —c)®? —y? —4B% = —4B\/(x — ¢)? + y2; (6.54)
dxc —4B% = —4B\/(x — ¢)? + y%; (6.55)

zc— B2 = —By/(z — )2 + ¢2; (6.56)

(zc — B?)? = B%((x — ¢)? +?); (6.57)

x2c? — 2B%xc + B* = B*((x — ¢)? + y?); (6.58)

r2¢? — 2B%xc+ B* = B%(c? + 2% + y? — 2c2); (6.59)

22c¢? + B* = B?c? + B%2? + B%y?; (6.60)

22c? = —B* + B%c? + B?x? + B?y?; (6.61)

x2c? — B%x? = —B* + B%c? + B%y?; (6.62)

2?(c? — B?) = B%(¢* + y* — B?); (6.63)

12(B% — ¢?) = B%(B? — ¢ — ?); (6.64)

Deixe-me chamar o nimero positivo B? — ¢? de r?:

P =B>-c=(B-c)(B+c)>0 (6.65)

Posso simplificar a expressdo na equagdo (eq. 64), repetida abaixo, com os seguintes calculos:

22(B%? — %) = B%(B? — &2 — y?); (6.66)
2?r? = B%(r? — y?); (6.67)
2? = By (6.68)
L =150 (6.69)

I2 2
z =1-1; (6.70)
2= 6.71)

2 2

B+ Bzy_cz =1 (6.72)

Esta ndo € a forma comum como aparece a equacao da elipse na literatura, e sim com a seguinte
expressao:

= B2 ¢ (6.73)
z Loy (6.74)
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em que p, q sdo dois nimeros positivos, aqui vocé esta vendo de onde vém estes dois nimeros
positivos associando-os aos dois circulos que elipse tangencia, por fora, o de menor raio, e por
dentro o de maior raio.

Posso expressar y como fungio de x obtendo entdo duas equagdes de fungdes
fla) = \/1- 25z < /p; (6.75)
g(x) = —\/1 = Z5]a| < /B; (6.76)

e usar gnuplot para obter o grafico da elipse dando valores para B, p que pode ser vista na figura
(fig ??), pagina ??,
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Figura 6.10: grifico duma elipse com gnuplot

Se fosse possivel associar botdes controlando potencidometros que alterassem o tamanho de b €
(0, B) poderiamos

— ver a elipse colapsar para um segmento de reta e coincidir com o didmetro do circulo maior,
quando b = 0 e neste caso ¢ = a,

— ou, quando b = B, e neste caso ¢ = 0, a elipse coincidiria com o circulo maior, e a equagio
(eq. 83) se transformaria na equagdo do circulo de raio B

T LY =242 B2 6.77)

excentricidade da elipse. Ainda observando a figura (fig ??), se ¢ = 0 entdo os dois circulos ficam
coincidentes e a elipse se transforma num circulo. A excentricidade € definida pela razdo <, usando

a hipotenusa e um dos catetos do tridngulo retdngulo. E uma convengio a escolha do cateto que
mede ¢, bem conveniente. ¢ € [0,a] e quando ¢ = 0, os dois circulos na figura (fig ??) ficam
coincidentes. O cateto que mede b ndo oferece esta variacio e certamente foi esta razao da escolha
que se tem para a defini¢do da excentricidade.

Um circulo é uma elipse com excentricidade nula. A excentricidade da rota da Terra em volta do
Sol fica préximo de zero variando préximo do nimero 0.016710 ou seja € uma 6rbita quase circular.
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Uma forma de perceber a excentricidade duma elipse se did quando vocé desenhar um circulo numa
folha de papel. Ao olhar para figura com o papel perpendicular ao eixo do seu cone de visdo vocé vera
um circulo, produzindo um angulo diferente do dngulo reto, vocé terd a impressao de ver uma elipse. Esta
experiéncia tem o que ver com a proxima.

Um cone, em geometria, ¢ uma figura espacial que se obtém quando se fizer girar uma reta, chamada
geratriz do cone, em torno de outra que lhe seja obliqua, chamada eixo do cone. O resultado serd um
cone de duas folhas como aparece na figura (fig ??), pagina ??.

Uma terceira forma de obter uma elipse consiste em cortar um cone de forma que o plano de corte
ndo seja perpendicular ao eixo do cone. Vocé pode ter uma visdo disto se desenhar um circulo sobre uma
folha de papel e olhar o desenho com o papel inclinado em relagdo ao eixo do cone de sua visdo. Se a
inclinacdo for de 90 graus, o papel estiver perpendicular ao eixo do cone de sua visdo, vocé estard vendo
um circulo, com qualquer outro adngulo, até zero, vera uma elipse. Esta definicdo ainda tem um outro
grande interesse: o plano que corta o cone ird produzir todas as cdnicas dependendo do angulo do corte.

Nao ¢ facil passar da forma geométrica para a forma algébrica na defini¢do da elipse, as contas sdo
muito complicadas.

Vou mostrar como se pode obter a equa¢do duma elipse que esteja colocada numa posicao arbitréria,
mas com dados conhecidos, no plano, como transformacdo da equagdo obtida com os eixos da elipse
sobre os eixos coordenados.

Primeiro deixe-me aplicar uma translag@o a elipse usando o vetor (r, s) transformo, assim, a equagéo

22 y?
Tt =1 (6.78)
na equagao
(z—r)? (y—s)?*
=, (6.79)
esta é a equagdo da elipse com polos F; = (—c¢,r) e F; = (¢, s) obtidos com a soma do vetor de

translagéio aos focos anteriores. Observe que a translacdo € (r, s), mas aparece dentro da equacéo (x —
T, Y — S).
6.7 Circulo, elipse reta e plano

Os itens, em cada questdo, estdo numerados usando os cinco primeiros nimeros primos, 2,3,5,7,11.
Ao final de cada questdo, ao lado da etiqueta gabarito, vocé€ pode encontrar o produto dos nimeros
primos que correspondem as op¢des verdadeiras. E possivel que o gabarito esteja omitido para que
aparega apenas quando for publicada a correcdo da lista. Os itens podem ser todos verdadeiros ou apenas
alguns verdadeiros. Havendo algum falso, havera também o correspondente verdadeiro.

6.8 Exercicios

Exercicios 5. Reta, circulo, elipse

1. Circulo e reta Considere a expressdo
P(z,y) = 2>+ 62 +y> + 8y +9 (6.80)
(2) (V)] [(F)[ ] Completando os quadrados tenho

P(z,y) = (x —3)>+ (y +4)> +9; (6.81)



188 CAPITULO 6. A GEOMETRIA ANALITICA

(3) (V) I(F)[ ] Completando os quadrados tenho
P(z,y) = (z+3)> + (y + 4)* — 16; (6.82)

(5) (V)[I(F)[ ] P(x,y) =0 é a equagdo dum circulo de raio 9.
(7) (V)[I(F)[ ] P(x,y) =0 é a equagdo dum circulo de raio 16.
(11) (V)[ J(F)[ ] P(z,y) = 0 € a equacdo dum circulo de raio 4 e de centro (—3, —4)

gabarito:

2. Circulo e reta

P(x,y) =22 +y* + 2z + 4y — 11; P(x,y) = (6.83)

Yy
(2) (V)[I(F)[ ] P(x,y) = 0¢€ a equagcdo dum circulo de centro (1,2)
(3) (V)[I(F)[ ] P(z,

(

(
(5) VLI ] P(z,

(

(

= 0 € a equagdo dum circulo de centro ,—2) e raio 16.

(7) VILIF)] Pz,
(11) (V)[I(F)[ ] P(z,

= 0 é a equagdo dum circulo de centro

) (

) (-1, —

) = 0 € a equagdo dum circulo de centro (—1, —2) e raio 4.
) (—1,2) e raio 4.
) (

L e e w

= 0 ¢ a equagdo dum circulo de centro (1,—2) e raio 4.

gabarito:

3. Circulo e reta

Considere a figura (fig ??), pdgina ??,

GeometriaAnalitica30_03.eps

Figura 6.11: Circulos

a=3;b=05; (6.84)
(z—a)®+(y—a)®—s*=0; (6.85)
(x—b)2+ (y—b)?—s2=0; (6.86)
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(2) (V)[ )(F)[ ] O valor de s nas equacdo do circulo de centro (a,a) é /2.
(3) (V)[ I(F)[ ] O valor de s nas equagdo do circulo de centro (a,a) é 2a.

(5) (V)[ I(F)[ ] O valor de s nas equagdes do circulos de centro (a,a) é av/2.
(7) (V)[ J(F)[ ] O valor de s nas equagdes do circulo de centro (b, b) é av/2.
(11) (V)[ J(F)[ ] O valor de s nas equagdes do circulos de centro (b,b) é av/2.

gabarito:

4. Circulo e reta Na figura (fig ??), pdgina ??, o circulo Cy contém em seu interior trés outros circulos

C3,Cs, Cy.

(2) (V)[ J(F)[ ] O raio do circulo Cy mede (a + b)\/§
(3) (V) I(F)[ ] O raio do circulo Cy mede b/2.
(5) (V)[ I(F)[ ] O raio do circulo Cy mede 2a/2.
(7) (V[ I(F)[ ] O raio do circulo Cs mede 2a+/2.
(11) (V)[ J(F)[ ] O raio do circulo C3 mede mais do que av/2.

gabarito:

5. Circulo e reta Na figura (fig ??), pdgina ??, hd quatro circulos,Cy,Cs,Cs, Cy. e a reta r.

(2) (V)[ J(F)[ ] Os circulos Cy e Cy4 sdo tangentes a reta r.

(3) (V)[ J(F)[ ] Os circulos Cy e Cy4 sdo tangentes a um ao outro.

(5) (V) I(F)[ ] A equacdodaretaréy—x =0

(7) (V) I(F)[ ]A equacaodaretaréy+x+C =0;C >0
(11) (V)[ I(F)[ ] A equagdo daretar éy+x+C =0;C <0

gabarito:

6. Circulo e reta
(x—a)*+ (y —a)* —r* = 0; (6.87)

(2) (V) I(F)[ ] A equacdo (eq.8.87) representa no plano cartesiano um circulo de centro num
ponto da primeira bissetriz.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se o pardmetro “a” na equagdo (eq.8.87) for considerado um parametro variando
no intervalo [—1, 1] ird gerar uma figura com fronteira formada por dois semicirculos e dois
segmentos de reta.

(5) (V) I(F)[ ] Se o parametro “a” na equagdo (eq.8.87) for considerado um parimetro variando
no intervalo [—1, 1] ird gerar um losango.

(7) (V)[ I(F)[ ] Se o raior forigual a 1, r = 1, na equagdo (eq.8.87) a drea do disco delimitado
por este circulo serd .

(11) (V)[ J(F)[ ] Se o raio r for igual a 2, r = 2, na equacdo (eq.8.87) a drea do disco delimitado
por este circulo serd 4.
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gabarito:

7. circulo e reta
P(z,y) = Az*> + By? + Cx + Dy + E = 0; (6.88)

(2) (V)[]F)[]Se A=1,B=1,C =—-6,D =4,E = —12 entdo P(xz,y) = 0 ¢ o circulo de
centro (3, —2)
(3) VLIF)]
2?4 9% — 6z +4y — 12 =0; (6.89)

E o circulo de centro (3, —2) e raio 5
(5) WVILIFI]

{ 224+ y? —6x +4y —12=0;

6(y —1) +8(x —7) =0; (6.90)

E a intersecdo do circulo de centro (3, —2) e raio 5 com uma reta que passa no ponto (7,1)
e este sistema de equagdes tem uma tnica solugdo.

(7) (V)ILIF)]
2?4+ 9% —6x+4y+13=0; (6.91)

E o ponto (3, —2), um circulo com este centro e raio zero.
(11) WML ]

(6.92)

2?2+ 9% — 62 +4y — 12 = 0;
T—3+y+2=0;

E a intersecdo do circulo de centro (3, —2) e raio 6 com uma reta que passa no ponto (3, —2)
e portanto este sistema de equagdes tem apenas duas solugdes.

gabarito:

8. circulo e reta Os pontos P = (6,6),Q = (2,3), R = (4,7) sdo os vértices do tridngulo PQR.
(2) (V)[ I(F)[ ] Os pontos (0,0), (—4, —3), (—2, 1) sdo os vértices dum tridngulo equivalente ao
tridngulo PQR.

(3) (V)[ I(F)[ ] Os pontos (2,—1), (—2,—4), (0,0) sdo os vértices dum tridngulo equivalente ao
tridngulo PQR.

(5) (V)[ I(F)[ ] Os vetores (2, :1), (—2:—4) sdo perpendiculares e isto prova que PQR ¢ um
tridangulo retdngulo.

(7 ) (V)[ I(F)[ ] Os catetos do tridngulo PQR medem /5, /20.
(11) (V)[ )(F)[ ] A drea do tridgngulo PQR é 5.

gabarito:

9. circulo e reta

P = (4,-4),Q = (—4,4), R = (4V/3,4/3) sdo os vértices do triangulo PQR
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(2) (V)[ )(F)[ ] O tridngulo com vértices P' = (0,0),Q" = (=8,8), R’ = (4V/3 — 4,43 + 4)
é equivalente ao tridngulo PQR.

(3) (V)[ I(F)[ ] O triangulo com vértices P' = (0,0),Q" = (=8,8), R’ = (4/3 — 1,43 + 1)
é um tridngulo retdngulo.

(5) (V)[ I(F)[ ] O triangulo com vértices P' = (0,0),Q" = (—8,8), R = (4(v/3 —1,4(v/3+1)
é um tridngulo equildtero.

(7) (V) I(F)[ ] A drea do triangulo com vértices P' = (0,0),Q" = (-8,8),R' = (4V/3 —
1,43 + 1) é aproximadamente —55.42562

(11) (V)[I(F)[]P = (4,—4),Q = (—4,4), R = (4V/3,4V/3) sdo os vértices do triangulo PQR
que determina o circulo de equagdo

10v/3 10v3
2?4y — T\fx - %y —16 =0; (6.93)

gabarito:

10. circulo e reta Dados os pontos
P = (377)762 = (6a5)7R: (15771) (6.94)
decida o que se pode dizer
(2) (V)[ I(F)[ ] PQR é um tridngulo isdsceles.
(3) (V) I(F)[ ] PQR é um tridngulo retdngulo.
(5) (V)[ I(F)[ ] PQR é um tridngulo equildtero.
(7) (V) I(F)[ ] PQR é um tridngulo degenerado.
(11) (V)[ J(F)[ ] Os vértices do tridngulo PQ R se encontram sobre uma mesma reta .

gabarito:

11. circulo e reta

Suponha dados trés pontos P, Q, R que determinam o tridngulo PQR. Vou designar os lados do
tridngulo como PQ,QR, RP.

(2) (V)[ I(F)[ ] A lei de Charles diz que PQ + QR+ RP =0

(3) (V[ I(F)[ ] Se PQ + QR = PR entdo a soma de dois lados do tridngulo é igual ao terceiro
e isto é impossivel.

(5) (V[ I(F)[ ] Se PQ + QR = PR entdo a soma de dois lados do tridngulo é igual ao terceiro
€ o caso da igualdade, na desigualdade triangular, quando se tiver um tridngulo degenerado.

(7) (V)[ I(F)[ ] Se os pontos P,Q, R ndo forem colineares entdo a soma dos mddulos de dois
lados serd sempre maior do que o médulo do terceiro lado, pela desigualdade triangular.

(11) (V)[ J(F)[ ] O tridngulo PQR determina um unico circulo no qual ele estd inscrito.

gabarito:
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12. circulo e reta O tridngulo com vértices (9,3), (7, —1)e(1, —1) determina um circulo C no qual ele
estd inscrito.

(2) (V)[ I(F)[ ] O centro do circulo C é (4,3)

(3) (V)[I(F)[ ] O raio do circulo C é \/535,
(5) (V)[I(F)[ ] O raio do circulo C é 4.

(7) (V)] I(F)[ ] Indefinido porque pode haver vdrios circulos determinados por este tridngulo.

(11) (V)[ I(F)[ ] E o circulo de centro (4,3) e raio % porque hd um tinico circulo determinado
por este tridngulo.

gabarito:

13. triangulo e circulo O triangulo PQR estd inscrito em S', o circulo trigonométrico.

(2) (V)[I(F)[] Se PQR for equildtero entdo existe um tridngulo semelhante a PQR cujos
vértices sdo as entradas da matriz

0 0
cos(Zr) sin(%’r) (6.95)
cos(%F) sin(4F)

(3) (V)[ I(F)[ ] Se PQR for equildtero entdo as coordenadas dos seus vértices ndo podem ser
todas niimeros inteiros.

(5) (V) I(F)[ ] PQR for um tridngulo equildtero e todas as coordenadas dos seus vértices sdo
niimeros inteiros.

(7) V[ I(F)[ ] Se PQR for equildtero entdo existe um tridngulo semelhante a PQR cujos
Vvértices sdo as entradas da matriz

cos(?’r) sin(£F); (6.96)
cos(H%)  sin(4E);

(11) (V)[ J(F)[ ] Nao existem tridngulos equildteros inscritos em circulos.

gabarito:

14. triangulo, drea

Os vértices do triangulo ABC sdo (2,3),(4,7),(=5,2).

(2) (V)[ [(F)[ ] A drea de ABC' ¢é dada pelo determinante da matriz

2
4
-5

N~ W

1
1 (6.97)
1

mas o valor tem que ser corrigido.
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(3) (V)[ I(F)[ ] O triangulo cujos vértices sdo (0,0), (2,4), (=7, —1) é uma imagem equivalente
de ABC e que vértice (2, 3) foi levado para a origem.

(5) (V)[I(F)[ ]A altura de ABC relativamente ao lado BC ¢ aproximadamente 2.5253.
(7) (V)[I(F)[ ]A dreade ABC é 13.

(11) (V)[ (F)[ ] A altura de ABC relativamente ao lado BC' é aproximadamente 1.2626.

gabarito:

15. reta, circulo, equagdo A figura (fig ??), pdgina ??,

T

Figura 6.12:

lhe mostra o circulo C de centro (—3, —4) de raio 5 e a reta 8(x — 1) — 6(y + 7) = 0 tangente ao
circulo no ponto (1,—7)).

(2) (V)L I(F)[ ]A reta de equagao

8z — 6y = 0; (6.98)
é tangente ao circulo C.
(3) (V[ I(F)[ ] A reta de equagdo
8x — 6y = 50; (6.99)
passa no ponto P = (1,-7)
(5) (V[ I(F)[ ] A reta de equagdo
8x — 6y — 50 = 0; (6.100)

passa no ponto P = (1, —7T) onde ela tangencia o circulo C.

(7) (V) I(F)[ ] A reta cuja equagdo é
8x — 6y = 50; (6.101)

passa no ponto P = (1,—7) e pelo centro do circulo C
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(11) (V)[ I(F)[ ] A reta cuja equagdo é
8r—6y—10=0 (6.102)
é tangente ao circulo C

gabarito:

16. circulo, reta Na figura (fig ??), pdgina ??, a reta de equacdo x + vy + a = 0 corta o circulo C cuja
equacdo é x° + y? = a®.

/tex/dicionario/GeometriaAnaglitical30_16.eps

Figura 6.13: circulo e reta

(2) (V)[ I(F)[ ] O circulo C ¢ inscrito num quadrado de lado a.
(3) (V)[ I(F)[ ] O circulo C é inscrito num quadrado de lado 2a.
(5) (V)[ J(F)[ ] Os pontos de intersegdo sdo (0,0), (2a,2a);
(7 ) (V)[ I(F)[ ] Os pontos de intersecdo sdo (a,a), (—a, —a);
(11) (V)[ I(F)[ ] Os pontos de intersecdo sdo (0,—a), (—a,0),(0,a), (a,0);

gabarito:

17. Reta numérica 5(x? + y* + az + by) = 9ab é a equagdo do circulo C.

(2) (V)[I(F)[]C é o circulo de centro (3, %)
(3) (V)[ I(F)[ ] C é o circulo de centro (a,b).
(5) (V)[ J(F)[ ] C é o circulo de centro (2a, 2b).
(7) (V)[I(F)[ ] C é o circulo de centro (—a, —b).
(11) (V)[ J(F)[ ] C é o circulo de centro (—a/2,—b/2).

gabarito:
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18. completacdo dos quadrados Verifique, para a expressdo geral do segundo grau

ar® + by’ +cxy+dr+ey+ f=0 (6.103)
a condigcdo para que seja a equagdo dum circulo.

(2) (V) [(F)[ ] Para que uma equag¢do do segundo grau em x,y represente um circulo, como a
equagdo (eq.103), € preciso que a = b portanto a expressdo geral para analisar seria

2?4+ +ary+br+cy+e=0 (6.104)

(3) (V)] I(F)[ ] Completando o quadrados na equacdo (eq.104) tem-se

2 2

b
x2+y2+axy+bx+cy—|—e:O(x+§)2—Z—i—(y—i—g)Q—Cz—&—ach—I—e:O (6.105)

donde se conclui que uma condi¢cdo necessdria é a = 0.

(5) (V)] [(F)[ ] Considerando a = 0 na equacdo (eq.104) ao completar os quadrados se pode
— A _ L, b2 ‘2
concluir que a expressdo representa um circulo se e > 7 + .

(7) (V) [(F)[ ] Considerando a = 0 na equacdo (eq.104) ao completar os quadrados se pode
concluir que a expressdo representa um circulo se e < % + %.

(11) (V)[ J(F)[ ] Considerando a = 0 na equacdo (eq.104) ao completar os quadrados se pode

. - . 2 2
concluir que a expressdo representa um circulo se e = % + < mas neste caso representa um
ponto.
gabarito:

19. equagdo do circulo

Condigdo para determinar um circulo

(2) (V)L I(F)[ ] Dar o centro e o raio.
(3) (V)[ I(F)[ ] Fornecer trés pontos que estejam no circulo.

(5) (V) [(F)[ ] Apresentar um tridngulo retdngulo, (fornecer as coordenadas dos vértices do
tridngulo), cuja hipotenusa seja o didmetro do circulo.

(7) (V) J(F)[ ] Fornecer as coordenadas dos vértices de qualquer tridngulo.

(11) (V)[ J(F)[ ] Fornecer as coordenadas dos vértices dum quadrado qualquer.

gabarito:

20. retas no espaco 3D

Marque as afirmagées verdadeiras, ignore as falsas!
(2) (V)] [(F)[ ] Dados os pontos
P = (4787 0)5 P, = (L 273); Ql = (07 9, 0); QZ = (_37 -1, 3)

eles determinam as retas Py Py e (Q1Q2 que sdo perpendiculares entre si.
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(3) (V)L I(F)[ ] Dados os pontos
Pl = (2717 1)7P2 = (3a25 _1)7Q1 = (Oa 174)1Q2 = (273a0)

eles determinam as retas P P> e QQ1Q2 que sdo perpendiculares entre si.
(5) (V)[ I(F)[ ] Dados os pontos

Pl = (37174)7132 = (737275);621 = (4365 1)aQ2 = (07578)

eles determinam as retas P P> e Q1Q2 que sdo perpendiculares entre si.
(7) (V) I(F)[ ] Dados os pontos

P1 = (3>174)7P2 = (_372a5);Q1 = (436a 1);Q2 = (07578)

eles determinam as retas P, Py e QQ1Q)2 que sdo paralelas.

(11) (V)[ J(F)[ ] Dados os pontos
P1 = (27 17 1)7 P2 = (31 2a _1)7 Ql = (07 1a 4)a QZ - (27 37 0)
eles determinam as retas Py Py e Q1Q2 que sdo sdo paralelas.

gabarito:

21. Reta, circulo e elipse Dados os pontos

Pl = (27 1a4)7P2 = (71747 1)7@0,5,1 = ()7Q2 = (37 715 72) (6106)

(5) (V)[ I(F)[ ] A reta Q1Q2 passa no ponto P e € paralela ao vetor (—3, Z_’;, -3).
(7) (V)[ I(F)[ ] A reta Q1Q2 passa no ponto Q2 e é paralela ao vetor (3, —6, —3).

~—

(11) (V)[ J(F)[ ] A reta P,Q passa no ponto Qo e é paralela ao vetor (—1. —_’2, —6)

gabarito:

22. Reta, circulo e elipse

A equagdo da retar e Axr + By + C = 0.

(2) (V)[ J(F)[ ] Se A =0 entdo r é paralela ao eixo OX.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se B =0 entdo r é paralela ao eixo OY .

(5) (V)[ I(F)[ ] Se B x A # 0 entdo r ndo é paralela ao eixo OY .

(7) (V)[ I(F)[ ]Se Bx A # 0 entdo r ndo é paralela ao eixo OX.
(11) (V)[ J(F)[ ] Se B x A = 0 entdo r é paralela ao vetor (—B, A).

gabarito:
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23. Equagdo paramétrica da reta

A equagdo da retar e Ax + By + C = 0 com AB # 0 e r passa no ponto (p, q)

(2) (V[ I(F)[ ] Entdo q = —22£€.

A(—p+m) ).

(3) (V)[ I(F)[ ] Se também r passar no ponto (m,n) entdo r € paralela ao vetor (p—m, =

(5) (V)[ I(F)[ ] Se também r passar no ponto (m,n) entdo a equagdo ((p — m)t, W)
descreve os miiltiplos do vetor (p — m, W)

que se encontram sobre uma reta paralela a reta r.

, portanto o lugar geométrico dos pontos

(7) (V)[ I(F)[ ] Se também r passar no ponto (m,n) entdo a equagdo (p, q)+((p—m)t, W)

descreve os multiplos do vetor (p — m, W)

uma reta paralela a reta v que passa no (p, q).

deslocados para o ponto (p,q) portanto

. ~ ~ A(—p+m
(11) (V)[ ](F)[ ] Se também r passar no ponto (m,n) entdo a equagdo (p, q)+((p—m)t, W)
descreve os nuiltiplos do vetor (p—m, W) deslocados para o ponto (p, q) sendo assim
uma descri¢do da r, é equagdo paramétrica da reta r.
gabarito:
24. equagdo do plano e da reta
Considere as equagdes dos planos
Ayx + Biy + C1z = Da;
{ Asx + By + Coz = Do; (6.107)

e a expressdo matricial deste sistema
A B C N D
1 1 1 _ 1
(o (i)-(5) 100

(2) (V) I(F)[ ] A expressdo matricial, equacdo (eq.108) transforma um sistema de equagoes
numa fungdo linear, T', em que a matriz é a constante e T se aplicar a qualquer “ ponto” do
R3 e no caso da equagdo (eq.108) os valores se encontram no R2.

(3) (V) I(F)[ ] Como a (eq.108), ou a (eq.107) que lhe é equivalente, vale para (x,y,z) € R3
entdo posso escolher z = 0 o que equivale a eliminar a terceira coluna da matriz na (eq.108).
Posso também escolher x = 0 ouy = 0 e assim eliminar a primeira ou segunda coluna da
matriz.

(5) (V)[ I(F)[ ] Do ponto de vista da matriz na equacdo (eq.108), zerar uma das coordenadas
no dominio, equivale a considerar novos sistemas com matrizes 2 X 2 e assim resolver uma
equacgdo mais simples para depois retornar a (eq.107) com o valor obtido, se houver solugdo.

(7) (V) J(F)[ ] Se todos os determinantes menores na equagdo (eq.108) forem diferentes de zero,
o sistema tem solucdo unica. Se algum deles for nulo, ainda pode ter solugdo mas ndo serd

unica.
(11) (V)[I(F)[]
T
( ; _32 _41 ) Y = ( —78 ) (6.109)
z
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Este sistema tem uma infinidade de solugdes, é a intersegcdo de dois planos, portanto uma
reta. Selecionando x = 100 vou encontrar a solugdo (x,y, z) = (100, —138,217).

A solugdo (x,y,z) = ( 100, Error 10001 , Error 10001 )

gabarito:

25. equagdo do plano O plano 7 é perpendicular ao vetor (100, 585, —462) e passa no ponto (3,5, —7).

(2) (V)[ I(F)[ ] A equagdo do plano w é
100z + 585y — 462z = 0; (6.110)

(3) (V) I(F)[ ] A equacdo do plano 7 é
100x + 585y — 462z = 6459; (6.111)

(5) (V) I(F)[ ] A equagdo do plano 7 é
100z + 585y — 462z = —6459; (6.112)

(7) (V)[ I(F)[ ] A equagdo do plano w é
100z 4 585y — 462z + 6459 = 0; (6.113)

(11) (V)[ ](F)[ ] A equacgdo do plano m é
100x + 585y — 462z + 64 = 0; (6.114)

gabarito:

26. equagdo do plano Selecione as afirmagdes corretas

(2) (V)[ I(F)[ ] Um plano paralelo ao plano XOY tem por equacdo z = c em que c é uma
constante dada.

(3) (V)[ I(F)[ ] Um plano paralelo ao plano XOZ tem por equacdo y = c em que c é uma
constante dada.
(5) (V)[ I(F)[ ] Um plano paralelo ao plano 100(x — 3) + 585(y — 5) — 462(z 4+ 7) = 0; tem
por equagdo 100(x — a) + 585(y — b) — 462(z — ¢) = 0 em que a, b, ¢ sdo constantes dadas.
(7) (V)[ ]I(F)[ ]JO plano 7 que é paralelo ao plano 100(x — 3) + 585(y — 5) —462(z +7) =0
tem por equagdo 100(x — a) + 585(y — b) — 462(z — ¢) = 0 € 0 ponto (a, b, ¢) pertence ao
plano .
(11) (V)[ J(F)[ JUm plano w que seja paralelo ao plano 100(z —3) +585(y —5) —462(z+7) =0
e passe pelo ponto (—1, 1, 3) tem por equagdo 100(x 4+ 1) 4+ 585(y — 1) — 462(z — 3) = 0.

gabarito:

27. equagdo do plano Selecione as opgoes corretas.
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(2) (V)] J(F)[ ] Dois planos que sejam paralelos sdo perpendiculares a um mesmo vetor dado.
(3) (V) J(F)[ ] Se o produto ABC' de trés mimeros dados for diferente de zero entdo

Alx —a)+Bly—b)+C(z—¢)=0 (6.115)

é a equagdo dum plano que contém o ponto (a, b, c);
(5) (V)L I(F)[ ] A solugao do sistema

A(x—a)+Bly—b)+C(z—c)=0
{ (x—a)?’+(y—0b2+(z—c)? =4 (6.116)
é um circulo de raio 4 que se encontra no plano cuja equagdo é
Alx—a)+By—b)+C(z—c¢) =0; (6.117)
(7) (V)[ I(F)[ ] Os pontos (2,1,3),(1,3,2),(—1,2,4) determinam um plano.
(11) (V)[ ](F)[ ] Como o determinante
1 1 1
3 -1 -1 (6.118)
2 -1 -2

vale 4, os vetores v = (3,—1,—1),w = (2, —1, —2) determinam um losango com esta drea.

gabarito:

28. equacgdo do plano

3xr—y—2=";
{ 20 —y — 2z = 10; (6.119)

sdo as equagoes dos planos T e v, nesta ordem.

(2) (V)[ [(F)[ ] Os planos 7 e vy tém intersecdo vazia.
(3) (V)[ [(F)[ ] Os planos 7 e y tém intersecdo ndo vazia e determinam uma reta.

(5) (V)] [(F)[ ] Escolhendo um valor para z, arbitrariamente no sistema (eq.8.119) permite cal-
cular os correspondentes valores de x,y do ponto P = (x,y, z) que pertence a reta determi-
nada pelos planos 7 e 7.
(7) (V) I(F)[ ] No sistema de equacdes (eq. 8.119) escolhendo x = 100 a solucdo tnica do
sistema é (x,y, z) = (100,396, —103).
(11) (V)[ J(F)[ ] No sistema de equacdes (eq. 8.119) escolhendo z = 10 a solucdo unica do
sistema é (x,y, z) = (—13, 56, 10).

gabarito:

29. equagdo do plano A matriz expandida do sistema de equagoes é

2 3 1 3
<3 R 4) (6.120)

Na matriz expandida,

em cada linha,

na ultima entrada, os dados do
sistema.
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(2) (V)[ I(F)[ ] No sistema (eq. 8.120) escolhendo o valor z = 100 tem por solugédo (x,y,z) =
(46,63, 100).

(3) (V)[ J(F)[ ] No sistema (eq. 8.120) escolhendo o valor x = 100 tem por solucdo (z,y,z) =
(100,138, —217).

(5) (V)[ I(F)[ ] No sistema (eq. 8.120) escolhendo o valor x = 100 tem por solugdo (x,y, z) =
(100,138, 217).

(7) (V)[ ]J(F)[ ] No sistema (eq. 8.120) escolhendo o valor x = 100 tem por solucdo (z,y,z) =
(100, —138,217).

(11) (V)[ J(F)[ ]No sistema (eq. 8.120) escolhendo o valor z = 100 tem por solugdo (x,y,z) =
(46.81818181818181818182, —63.54545454545454545455, 100).

gabarito:

30. equagdo do plano Considere a equagdo
2x+3y+2—-3=0 (6.121)
que representa a variedade linear m do R3.
(2) (V)[I(F)[ ] O ponto P = (0,0,0) € .
(3) (V)] J(F)[ ] A variedade linear w ndo passa na origem.

(5) (V)[ I(F)[ ] O vetor @ = (2,3, 1) é perpendicular a variedade linear .

(7) (V)[ I(F)[ ] O conjunto dos pontos (x,y,z) = (2t,3t,t);t € R representa uma reta que
passa na origem e é perpendicular a variedade linear .

(11) (V)[ J(F)[ ] O conjunto dos pontos {(x,y,z) = (2t,3t,t);t € R} representa uma reta con-
tida na variedade linear .

gabarito:

31. equagdo do plano Dada a reta, r, de equagdo 3x — 4y + 12 = 0 determina quais afirmagdes sdo
verdadeiras.
(2) (V)[ I(F)[ ] O ponto P = (0,0) satisfaz a equacdo da reta r.
(3) (V)[ I(F)[ ] Hd uma reta, s passando por P = (0,0), que é perpendicular a reta r.
(5) (V)[ J(F)[ ] Como areta, s L r passa por P = (0,0), entdo sua equagdo é —4x + 3y = 0.
(7) (V)[ I(F)[ ] A intersecdo das retas s N r é o ponto (—1.44,1.92), aproximadamente.
(11) (V)[ J(F)[ ] A distancia de P = (—1.44,1.92) a reta r € 2.4, aproximadamente.

gabarito:

32. equagdo do plano r é a reta de equacdo bx + 3y — 3 = 0.

(2) (V)[ J(F)[ ] A reta r passa nos pontos (0, 3)(5,0).
(3) (V)[ I(F)[ ] O ponto (4,0) pertence a reta r, entdo sua distdncia a r é zero.
(5) (V)[ I(F)[ ] A distancia do ponto (4,0) a reta r € aproximadamente 2.9154.
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(7) (V)[I(F)[ ] A reta s, de equagdo 3x — by — 12 = 0, é perpendicular a reta r e o (4,0)
pertence a reta s.

(11) (V)[ ](F)[ ] A intersegdo entre as retas s e r é o ponto Q = (—0.78,2.3).

gabarito:

6.9 O que é uma parabola

Vou comecar falando do cendrio geométrico em que os atores sdo um cone de duas faces e um plano
que corta o cone, neste capitulo discutindo o caso da pardbola. Em seguida passo para a definicdo
algébrica da pardbola e vocé pode considerar este texto inicial como uma disgrecdo do assunto, até por-
que a passagem desta apresentacdo geométrica para a defini¢ao algébrica nao € nada fécil e ndo considero
importante tratar dela aqui. Vocé pode facilmente encontrar esta discussdo na wikipedia de forma muito
melhor do que eu poderia fazer aqui e copiar seria plagio.

6.9.1 Parabola e o cone

Uma forma de iniciar a conversa sobre as conicas, agora a pardbola, é a geométrica, e 0 cendrio
é um cone de duas folhas, uma superficie, ou uma variedade de dimensdo dois, um objeto do espaco
tridimensional, que pode ser cortada por um plano, uma outra variedade de dimensao dois, também um
objeto do espago tridimensional, resultando numa curva, ainda no espago tridimensional, mas que pode
ser projetada no plano. Uma das possiveis curva € a pardbola e vou me concentrar na curva plana.

E interessante conectar este estudo com um aspecto mais geral, o conceito de estabilidade que vocé
vai encontrar quando estudar equacdes diferenciais, e lembro que, neste livro, estou sempre me referindo
aos seus estudos futuros como motivacdo mesmo para que vocé se dedique a Geometria Analitica como
base para o que vier depois.

Quando vocé estudar equagées diferenciais ird passar por um capitulo que trata da estabilidade e
neste momento deve se recordar do que agora vou dizer a respeito da parabola, ou a respeito do circulo.
Qualquer movimento angular no plano secante e a figura pula de pardabola para uma elipse ou para uma
hipérbole. Trato da hipérbole no préximo capitulo, e tratei da elipse e do circulo, no capitulo anterior.

Uma pequena variag@o na posi¢do do dngulo do plano e ele vai cortar a outra folha resultando numa
curva desconexa, formada de duas curvas, uma hipérbole, fazendo referéncia aos ramos duma hipérbole,
ou segue cortando apenas uma das folhas segundo uma elipse. Os circulos e as parabolas sdo duas figuras
instdveis, qualquer varia¢@o no angulo do plano secante e a figura deixa de ser circulo ou pardbola.

Aqui, e ligado as equagées diferenciais, se encontra a importancia da Geometria Analitica, os objetos
no espaco se encontram presos a outros objetos seguindo 6rbitas que se chamam de elipses porque estdo
bem préximas disto e saem deste tipo de Orbita para seguir por pardbolas quando recebem um empuxo
préprio ou externo mas para voltar cair em elipses em 6rbita de outro corpo celeste. E mais um exemplo
da instabilidade das pardbolas agora nas 6rbitas dos objetos em viagens interplanetarias.

Confira a figura (fig ??), pagina ??, em que se pode ver um plano cuja interse¢do com um cone produz
uma parébola.

No cenario geométrico, o plano que corta o cone, na figura (fig ??), pagina ??, se encontra paralelo
aum dos planos tangentes a superficie do cone. Variacao possivel: ndo ha nenhuma variagio possivel de
angulo, somente de deslocamento paralelo que ainda produza interse¢ao, para que se obtenham pardbolas.

Para se obter elipses ou hipérboles se usam variagdes de angulos, mas para obter pardbolas ou circulos
apenas € possivel com a variacdo de deslocamentos paralelos a um plano que produza este tipo de curva.
Confira o cendrio geométrico na equagao da elipse, para uma visdo mais completa das conicas. Confira

Tycho Brae

mediu as orbitas

¢ seu aluno, Kepler, descobriu que eram
clipses.
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/home/tarcisio/tex/fundamentjos/Analitical_02.eps

Figura 6.14: Plano paralelo a imagem da diretriz: pardbola

a também a equacdo da hipérbole para ver que este tipo de curva é obtida quando o plano se encontra
numa direcdo intermedidria entre as imagens das diretriz no plano XOY'.

Observacao 4. Construgcdo geométrica
Vou agora chegar a equagdo da parabola pela via de sua definicdo geométrica.
As pardbolas tém uma defini¢do geométrica, acompanhe a descri¢do na figura (fig ??), pdgina ??.

/tex/dicionario/equacaoparabiolal2.eps

Figura 6.15: equagdo da pardbola

Preciso de duas retas, uma chamada diretriz, d, e outra chamada de eixo da pardbola, r.

Deixe-me explicar o que vocé estd vendo e até sugiro que vocé repita o processo usando esta explicagdo para compreender a
construgdo, e depois entender a definicdo algébrica da pardbola.

No eixo selecione um ponto, F, chamado foco da pardbola. Considere P um ponto arbitrdrio sobre a pardbola, entdo
d(P,d) = d(P, F), a distancia de P ao foco F ¢ igual a distancia de P a reta diretriz d. A figura (fig ??) foi desenhada com
um compasso eletrénico, um editor de imagens, e usei xfig, o compasso é um circulo! Estas duas distancias sdo calculadas de
forma diferente, mas o compasso eletrénico e de grande ajuda. Para calcular d(P, F) é abrir o compasso, e xfig me oferece
duas formas para tragar circulo, uma comegando pelo centro e abrindo o compasso até atingir o raio desejado, a outra, que é mais
apropriada para construir pardbolas, abrindo o compasso em cima do do foco F' e quando ele tangenciar a diretriz d o centro
do circulo estard sobre um ponto da pardbola. O ponto médio entre F' e d é um ponto da pardbola que se chama de vértice da
pardbola.
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Posso, imediatamente escrever as equagdes que definem uma pardbola:

F =(0,p);p>0; P = (z,y); diretrizé OX — p = d; (6.122)
d(P,F) = /22 + (y — p)? = d(P,d) =y + p; (6.123)

2+ (@y—p?=y*+2py+p* = 2%+y>—2py+p*=y>+2py+p% (6.124)
B —dpy=0; = y=1%; (6.125)

Escolha p = i e vocé tem a pardbola padrdo

1
y:x2;F=(071)§ (6.126)
em que o vértice da pardbola e (0,0) e a diretriz é a retay = —i, uma reta paralela ao eixo OX.

Eu fiz algumas escolhas para obter uma equagdo muito particular e bem conhecida que aparece até mesmo no Ensino Funda-
mental quando se estudam as equagdes do segundo grau.

E esta equagdo que estou chamando de equacdo padrdo da pardbola. Escolhi este “padrdo” porque vocé certamente jd
encontrou esta equagdo anteriormente com a designagdo de parabola. E hd uma outra razdo que vai aparecer nos exercicios, dela
vocé pode obter todas as outras fazendo transformagaoes.

1. Escolhi o foco em cima do eixo OY .
2. Escolhi a diretriz jd afastada do foco com distdncia 2p abaixo do eixo OX.
3. Ao final escolhi um valor para p que simplificou completamente a equagdo.

A primeira pergunta que vocé certamente se deve fazer é se foi legal fazer todas estas escolhas. Bom, eu sabia que o resultado
seria este, depois apliquei as minhas escolhas a defini¢do da pardbola:

d(P, F) = d(P, d)

que é exatamente a mesma que eu usei para fazer o desenho na figura (fig ??). Entdo estou dentro da legalidade. .. e obtive uma
equagdo que com toda certeza vocé jd passou por ela, com o nome de pardbola!

A construgdo geométrica passa pelo uso de circulos, como descrevi acima, abertos a partir do ponto F' e quando o circulo
tangenciar a diretriz o centro do circulo estard sobre o ponto P = (x,y), um ponto da pardbola, porque sua distancia a diretriz
d igual ao raio, que é também a distdancia do centro ao foco F'. O editor xf1ig tem dois métodos para desenhar circulos, imagino
que seja o mesmo com os demais editores grdficos:

1. selecionando um ponto, no caso F, e puxando o ratinho vocé abre um circulo que passa no ponto F. Escolha este método
e quando o circulo tangenciar a diretriz, o centro do circulo é o ponto P.

2. selecionando um ponto, no caso seria P, puxando o ratinho vocé abre um circulo de centro no ponto P. Ndo escolha este
método!

Deixe-me mostrar-lhe outra maneira, para o caso de que o editor grdfico que vocé estiver usando apenas lhe permitir tragcar
circulos a partir do centro. Trace um circulo de centro em F, use a mesma abertura do compasso, ou copie este circulo se vocé
estiver usando um programa editor de grdficos. Deslise o circulo que vocé tiver copiado com o centro sobre circulo original até
que ele fique tangente a diretriz e passando pelo ponto F, quando isto acontecer o centro do circulo vai se encontrar a mesma
distdncia da diretriz e do foco F', vocé encontrou um ponto sobre a pardbola: é o centro do circulo. No caso da elipse vocé desliza
o ldpis com a linha esticada e aparece a elipse. No caso da pardbola vocé tem que obter cada ponto, isoladamente, . ..

Mas ndo é nada fdcil repetir esta experiéncia geometricamente, como ¢ fdcil construir a elipse com linha e duas taxas que
descrevi no capitulo anterior.

E esta construgdo que vocé pode observar na figura (fig ??), na figura pode néo ficar claro, mas os segmentos de reta que véo do
centro ao ponto de tangéncia com diretriz sdo perpendiculares a diretriz porque a distdncia dum ponto a uma reta é comprimento
do segmento perpendicular a reta que liga o ponto a reta. Desta constru¢do geométrica se pode deduzir uma propriedade da
pardbola: ela fica inteiramente no semiplano determinado pela diretriz onde se encontrar o foco F' porque

* 0 grdfico da pardbola passa no ponto médio entre F' ¢ a diretriz, este ponto fica sobre o eixo da pardbola e é o ponto em o
grdfico da pardbola se encontra a menor distancia tanto do foco quanto da diretriz.

¢ Na medida que o ponto P se afastar desta posi¢do inicial, mantendo a distancia r ao foco, se vai afastar também da diretriz
d, portanto ndo pode passar para o outro semiplano, sem cortar a diretriz d porque, num tal ponto a distdncia seria zero,
impossivel.

« Este ponto especial em que se dd a distdncia minima tanto ao foco como a diretriz é o vértice da pardbola. Este é um ponto
importantissimo em estudos de otimizagdo/minimizagdo.

e Assim, selecionando a diretriz, o plano fica divido em dois semiplanos e o grdfico da pardbola fica inteiramente num dos
semiplanos, exatamente naquele em que se encontrar o foco F.

pardbola padriao
ndo € um nome
padrao!

Nio € impossivel, resulta
numa pardbola degene-
rada que coincide com a
geratriz, uma reta!



tas que a luz se pro-

também como raios

204 CAPITULO 6. A GEOMETRIA ANALITICA

e Se vocé fizer o foco variar em cima do eixo, vocé pode obter uma pardbola mais fechada, quando F' estiver muito afastado
da diretriz, ou mais aberta, quando F' estiver mais proximo da diretriz. Tentei produzir isto com um programa, mas falhei,
por enquanto, ndo desisti. . .

Uma propriedade geométrica da pardbola que é usada em Gtica estabelece que toda semirreta paralela ao eixo, ao encon-
trar a pardbola, se “reflete” seguindo por outra semirreta que passa pelo foco. Entdo se no foco da pardbola houver uma
fonte de irradiagdo, os raios emitidos encontram a superficie da pardbola e se refletem ao longo duma semirreta paralela
ao eixo. E este o principio das antenas parabdlicas, dos refletores de lampadas dos veiculos, no foco fica colocado um re-
ceptor da irradiacdo que se pretende receber. No caso das ldmpadas dos veiculos, no foco se encontra uma fonte luminosa
cujos “raios” se refletem na pardbola produzindo um “um feixe de raios paralelos” que iluminam o caminho em frente.

Uma outra forma de dizer esta propriedade é a seguinte, o raio que vier paralelamente ao eixo da pardbola, quando
incidirem na pardbola se refletem com o mesmo dngulo de incidéncia indo se abrigar no foco. O dngulo de incidéncia é
calculado com a reta tangente a pardbola no ponto de incidéncia. Se vocé tiver construido a pardbola como foi descrito
acima, tragando um reta paralela ao foco, e na interse¢do uma tangente, a perpendicular a tangente neste ponto lhe dard
o dngulo de incidéncia. Repita este angulo tracando uma reta e ela ird passar em cima do foco.

Conta-se que os gregos usaram espelhos parabdlicos para se defenderem de ataques de navios guerreiros concentrando a
imagem dos raios solares em cima do foco que seriam os navios dos inimigos. E possivel montar um forno ou fogdo solar e aqui
pode encontrar os dados para fazé-lo. Seria uma aplica¢do muito mais interessante do que usar a ciéncia para fazer guerra, o uso,
para fins pacificos, do conhecimento cientifico.

Vou repetir o processo com algumas escolhas levemente diferentes e vou encontrar uma outra ex-
pressdo também sua conhecida. Mas vocé pode saltar esta segunda constru¢cao numa primeira leitura, é
duma repeticdo e o resultado é uma rotacdo da pardbola padrdo.

Para obter uma equacdo, de forma simples, € interessante fazer algumas restrigdes. Depois vou
mostrar-lhe como posso obter a forma mais geral a partir do resultado que vou obter.

¢ Escolher a diretriz, d, que simplifique as contas. Por exemplo, quando a projecdo de P = (z,y)
sobre d for exatamente a primeira coordenada de P esta diretriz, d, € o eixo O X, porque a distincia
de qualquer ponto do plano ao eixo O X é exatamente o médulo da ordenada.

d(P,d) = |y| (6.127)

* O eixo desta pardbola serd qualquer reta paralela ao eixo OY’, entdo a melhor sele¢do para simpli-
ficar as contas € que seja exatamente o eixo OY .

* Ao selecionar o foco, F' = (0, ¢) estarei decidindo se o grifico da parédbola ird ficar no semiplano
positivo ou negativo. Vou selecionar ¢ > 0 e assim o gréfico estard no semiplano positivo.

O vértice da pardbola é o primeiro ponto do gréfico é o ponto médio entre F' = (0, ¢) e a diretriz
d = OX: P(0, 5) que se encontra a meio caminho entre F' e d. E o ponto da pardbola que fica mais
proximo da diretriz, uma outra forma de compreender a propriedade descrita acima, o grafico da parabola
fica inteiramente no semiplano determinado pela diretriz e pelo foco: uma reta,a diretriz d, € um ponto
fora dela, o foco F', determinam o semiplano onde fica o grafico da pardbola.

Qualquer valor para ¢ > 0, serve para para comegar este calculo, entdo, pela “andlise geométrica” na
observagdo ??, o grifico desta pardbola se encontra inteiramente no semiplano positivo, que corresponde
a0 semieixo positivo OY .

Para continuar a construcdo, seguindo a descricdo geométrica, vou construir circulos centrados no
foco F = (0,¢). O ponto P = (z,y), como se encontra sobre um circulo de centro F' = (0, ¢) e raio r
satisfaz a equagao do circulo

22+ (y—p) =12 (6.128)

e sua distancia a diretriz, é y = r, que € a mesma distancia ao foco F, pela escolha que eu fiz da diretriz
d = OX, portanto y > 0.
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y=r; (6.129)
22+ (y—c)? =12 (6.130)
z2 + (r— 0)2 =2 (6.131)
2?2+ 12 —2rc+c? =1r? (6.132)
2 —2rc+F=0 = = (6.133)
2c ’
y=r= 62;612,; (6.134)
2 4 z? z? 2
y= 1) =S =g 6139

Obtive y como fun¢@o do segundo grau da varidvel z.
De fato, quando x = 0 eu terei encontrado o primeiro ponto, o vértice da pardbola,

) (6.136)

. 2 ~ ~ 24 .2, ~ I
porque escolhi ¢ > 0 e também por esta razdo a fungdo, y = f(z) = % € uma fung@o positiva, o seu
grafico se encontra totalmente acima do eixo OX e posso transformar o grafico na figura (fig ??) para
refletir os célculos que acabei de fazer, confira a figura (fig ??), pagina ??, que foi obtido por rotacdo do

/tex/dicionario/equacaoparablolal3.eps

2

Figura 6.16: apardbolay = f(z) = 02;;96

gréfico na figura (fig ??) usando o editor grafico xfig.

Observacao 5. Invaridncia de rotagées e translagoes

Esta operagdo que acabei de fazer usando um editor grdfico para reaproveitar um grdfico que eu jd havia feito, langa luz
numa propriedade da pardbola (e de qualquer figura geométrica): independéncia dos movimentos rigidos: translagdo e rotagdo.
A palavra técnica é invariancia. Transladar ou rodar um figura geométrica ndo altera as suas propriedades geométricas. Fiz uso
desta invaridncia ao selecionar as condigcdes que me permitissem facilmente obter a equagdo.

Na figura (fig ??), pagina ??, vocé pode ver os graficos, com os valores para ¢ € {1, 2, 3}, construidos
com auxilio de gnuplot. O grifico que estd mais distante da geratriz € o que corresponde a maior
constante ¢ = 3.

O cédigo fonte do gnuplot para obter estes graficos é

Na geometria euclidiana

vocé usa esta invariancia,

todo tridngulo com lados 3.4,5
sdo retdngulos ndo importa a

a posicdo em que eles

se encontrem.

Nas geometrias ndo euclidianas
esta invariancia é falsa!
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Figura 6.17:
pow (x,n) = x**n;
cl = 1.0;
£1(x) = (pow(cl,2) + pow(x,2))/(2xcl);
c2 = 2.0;
£2(x) = (pow(c2,2) + pow(x,2))/(2%c2);
c3 = 3.0;
£3(x) = (pow(c3,2) + pow(x,2))/(2+c3);
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set yrange [-2:25];
plot fl(x), f2(x), f3(x), O

pause -2 "aperte uma tecla para continuar

foco F' = (0, ¢). Vocé deduzir isto lendo o cédigo do gnuplot, corresponde ao grifico de £3.

vai estar no semiplano negativo que corresponde a semirreta negativa OY ~ e as contas ficam

Posso fazer imediatamente algumas generalizacdes. Sempre que o foco se encontrar na parte positiva
do eixo OY a equagdo da pardbola serd esta que acabei de encontrar com o valor de ¢ correspondente ao

Se o foco estiver na semirreta negativa do eixo OY’, entdo ¢ < 0 e pela andlise geométrica, o grafico

lyl=r;y=—r;r>0;F =(0,¢);c <0;

22 + (y — ¢)? = r?; equagdo do circulo

12—|—y2—2yc+02:r2:y2;

22 —2yc+c2=0 = y=

o _2+2_ 2
y=[flz)=S5F=5%

c<0;

2
T 0 < 0;

(6.137)
(6.138)
(6.139)
(6.140)

(6.141)

¢ uma fungio negativa, porque ¢? + 2 > 0, mas ¢ < 0. E simétrica da que obtive anteriormente para o
mesmo valor positivo de c.

Observacao 6. Raio incidente e raio refletido
Este assunto necessita do Cdlculo portanto eu vou descrever um problema para o qual eu ndo tenho a devida fundamentagdo.
Entendo que vale a pena dentro do espirito que anunciei, estou usando a Geometria Analitica como uma fonte de estimulo para o
estudo do Cdlculo.
O objetivo é demonstrar a afirmagdo feita anteriormente: a todo raio incidente que venha paralelamente ao eixo da pardbola,



6.9. A DEFINICAO DA PARABOLA 207

corresponde um raio refletido cuja reta suporte passa no foco da pardbola.

Vou mostrar, por construgdo, que, quando um raio incidir sobre a superficie da pardbola, pelo lado de dentro, onde se
encontra o foco da pardbola, se a superficie for refletora, o raio serd refletido passando pelo foco. Aqui, ainda, vou usar a equagdo
simplificada que obtive na equagdo (eq. 129). A invaridncia, sob movimentos rigidos, me permite a extensdo da propriedade para
qualquer pardbola.

O principio bdsico vem da Fisica Geométrica pelo qual um raio que incida sobre uma superficie refletora, num meio ho-
mogéneo, serd refletido sob um dngulo igual ao dngulo de incidéncia, funcionando a reta perpendicular a superficie, no ponto de
incidéncia, como mediatriz da soma dos angulos: angulo de incidéncia mais dngulo de reflexdo. O que caracteriza uma superficie
parabdlica refletora € que o raio refletido passa pelo foco.

Os conceitos necessdrios:

1. reta tangente num ponto dado,

2. reta perpendicular num ponto dado,

3. dngulo de incidéncia,

4. dngulo de reflexdo.

Como definir uma reta perpendicular a uma curva? Se eu tiver uma reta tangente a curva, no ponto desejado, entdo uma Motivagio para

reta que seja perpendicular a tangente é também perpendicular & curva. Para obter a reta tangente preciso usar a derivagdo. "2 €Al
voc precisa da

Como neste ponto do livro vocé ainda ndo deve ter estudado derivada, “aceite” que a derivada é o método do Cdlculo que permite  derivada!
encontrar uma reta tangente a uma curva.

Para obter a reta perpendicular a uma curva num ponto, vou primeiro construir a reta tangente ao ponto considerado, depois
vou calcular a perpendicular a reta tangente no referido ponto. Acompanhe os cdlculos com a figura (fig ??), pdgina ??.

/tex/dicionario/RetaTangentePerpendicular.eps

Figura 6.18: tangente e perpendicular num ponto da curva

Vou mostrar que a reta suporte do raio refletido passa no ponto F = (0, ¢) completando a afirmagdo.
Com o Cdlculo, posso obter a reta tangente ao grdfico duma fungdo, para o que preciso da derivada da mesma. Neste nivel, a  Derivada é estudada
. . p dlculo.
derivada produz o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico. no Céleulo
P . . . ~ < N . . ~ Confira a reta tangente
O Cdlculo nos ensina a determinar a reta tangente ao grdfico duma fungdo, o método para fazé-lo é a derivada da fungdo.  ua relembrar a férmula, ¢ a expressio da
Confira a reta tangente para relembrar a formula. A derivada das fungédes polinomiais é simples: Formula de Taylor

do primeiro grau, assunto do Céleulo.

P(z)=2" = P'(z)=na""1; (6.142)

P(z) = Az + Bx™ = P/(z) =nAz""! + mBx™"1; (6.143)

P(x) = Az™ + Ba™; P'(a) = nAa™" ! + mBa™™1; (6.144)

b = P(a) o grdfico de y = P(x) passa em (a, P(a); (6.145)

m = P'(a);b= P(a);y =b+ P'(a)(z —a) =y =b+m(z — a) = f(z); (6.146)

A iiltima equagdo é a formula de Taylor do primeiro grau, escolha valores para n, m,a, sugiron = 2,m = 3,a = le
use gnuplot para fazer os grdficos de P(z), f(x) e o resultado é a reta tangente ao grdfico de y = P(x) no ponto (a;b) =
(a, P(a)). Mas estou fora do contexto, lhe mostrando como usar gnuplot para ver a reta tangente ao grdfico duma fungdo
polinomial, para estimular seus estudos posteriores do Cdlculo e é por isto que usei letra pequena.
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Vou me fixar na expressdo obtida na equagdo (eq. 135).

2 2
f@)= 5.+ 525¢>0; (6.147)
fl(x) =2 (6.148)

c

e aqui estd mais uma razdo da minha escolha dum padrio para a equagdo da pardbola, uma fungdo.

Se eu considerar um ponto qualquer sobre a pardbola, P = (a,b) = (a, & 2‘; € ) a reta tangente, t, que passa no ponto P é

P = (a,b) = (a, “5=) = (a, f(a)); (6.149)

reta tangente t : y = f(a) + f'(a)(z — a) = f(a) + L(z — a); (6.150)

y = b+ m(xz — a)reta perpendiculary = b — %(z —a); (6.151)

y = f(a) — £(z —a); (6.152)

y(0) = f(a) = ¢(=a) = f(a) + ¢ (6.153)

uma reta que seja perpendicular a esta tem por coeficiente angular m = 75 quando a # 0, depois verei qual é o significado do

caso a = 0, que ¢é o vértice da pardbola.
Cdlculo da equagdo da reta perpendicular, p, que passa no ponto P = (a,b) = (a, f(a))

retap: y= f(a) + m(z —a); m=—=; fa) = ‘ZQQJZCQ; (6.154)
retap: y=“E — (z — a); (6.155)

A perpendicular é importante porque ela é que “divide” o dngulo dos raios incidente e refletido em dois dngulos iguais. Se
a for o dngulo entre um raio (uma semirreta) e a perpendicular, incidindo no ponto P = (a, f(a)) o raio refletido vai fazer um
dngulo o no sentido negativo, sentido hordrio, quando a < 0, também com a reta perpendicular.

Quando a > 0, se revertem os sentidos dos dngulos, o dngulo o do raio incidente é tomado no sentido positivo, sentido
anti-hordrio, e no mesmo sentido o dngulo entre a perpendicular e o raio refletido. Estou deixando de lado o caso a = 0 que
corresponde ao vértice da pardbola.

Porque o angulo de reflexdo € igual ao angulo de incidéncia, diz a Fisica, e a reta perpendicular é a mediatriz. O grdfico na
figura (fig ??), pdgina ??, foi feito a mdo seguindo a defini¢do geométrica da pardbola entdo os dngulos de incidéncia e reflexdo
ndo estdo precisos, sendo a figura apenas para efeito de ilustragdo.

Dizem que os gregos usaram isto para se defenderem de atacantes pelo mar, construindo espelhos parabdlicos bastante recur-
vados, o que significa com o foco muito distante, em cima dos navios agressores.

/tex/dicionario/equacaoparabolal5.eps

Figura 6.19: raios paralelos ao eixo da pardbola

Raios paralelos ao eixo se refletem em dire¢do ao foco. Tudo que é necessdrio para fazer “bom uso” dos raios solares, consiste
em colocar o foco no ponto desejado, em cima dum barco que o faria pegar fogo. . . isto pelo menos conta a historia!

De qualquer forma é possivel usar espelhos parabdlicos para assar a comida calculando corretamente a posi¢do do foco dum
espelho parabdlico usando a ciéncia de forma benfazeja com finalidade pacifica.

Na figura (fig ??), pdgina ??, vocé pode ver o grdfico feito com gnuplot, agora com maior precisdo.

Os comandos do gnuplot para obter este grdfico estdo listados abaixo, mas observe que estou usando derivada para obter o
grdfico e vai ser no Cdlculo que vocé terd a informagdo completa. Que sirva de motivagdo para os seus estudos do Cdlculo.
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Figura 6.20: raio incidente e raio refletido

pow (x,n) = xx*n; ## redefini xx*n fica compativel com C
cl = 1.0;

fl(x) = (pow(cl,2) + pow(x,2))/(2%cl);

c2 = 2.0;

f2(x) = (pow(c2,2) + pow(x,2))/(2%c2);

c3 = 3.0;

f3(x) = (pow(c3,2) + pow(x,2))/(2%c3);

set yrange [-2:25];

plot fl(x), f2(x), £f3(x), O

pause -2 "aperte uma tecla para continuar "

print "A partir daqui o objetivo é fazer o grdafico dum raio"
print "incidente e do raio refletido que ird passar no foco."
pause -2 "aperte uma tecla para continuar "

c = 3.0;

P(x) = (pow(c,2) + pow(x,2))/(2xc);

dpP (x) = x/c;

a = —-4;

R(x) = P(a) + dP(a)*(x — a); ## reta tangente

T(x) = P(a) - (1.0/dP(a))*(x — a); ## normal

## eixo neste caso é paralelo ao eixo OY

M = P(10); ## dados para melhor aspecto

set yrange [-2:M] ## dados para melhor aspecto

set xrange [-16:16]; ## dados para melhor aspecto

set arrow from a,P(a) to a,20 nohead ## raio paralelo ao eixo
set arrow from 0,0 to 0,20 nohead ## eixo da pardbola

pi2 = 2*atan(l); ## angulo do eixo e tbém do raio incidente
theta = atan(- (1.0/dP(a))); ## angulo da normal

alpha = pi2 - theta ## angulo de incidéncia

beta = theta - alpha ## dngulo de reflexdo

### raio refletido

R2(x) = P(a) + tan(beta)*(x - a);

pause -2 "aperte enter para continuar"

print "pi2= ",pi2," theta =",theta," alpha= ",alpha," beta = ", beta
pause -2 " P(x), T(x), R(x),R2(x) , 0 aperte enter para continuar"

## set terminal post enhanced color portrait ## imprimir em papel
## set terminal fig color portrait big solid ## imprimir em papel
## set output "equacaoparabolalO6" ## imprimir na tela

## set output "equacaoparabola06.fig" ## imprimir em papel

/tex/dicionario/equacaoparabolal6.

eps

’
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plot P(x), T(x), R(x),R2(x) , ¢, 0 ;
pause -2 " terminou! ";

No cddigo do gnuplot, o simbolo do jogo da velha marca o inicio dum comentdrio, coisa que gnuplot simplesmente
ignora. Posso usar isto para guardar informagdes ou esconder comandos que, neste momento, eu ndo quero usar.

A luz, como o calor, sdo ondas € o modelo da Otica Geométrica funciona bem nos calculos, tanto
assim que podemos captar sinais de satélites com antenas parabdlicas. As ondas sdo objetos multidimen-
sionais e nada do tipo de segmentos de reta, qualquer onda tem uma quantidade imensa de frequéncias
que nos chegam alteradas pelo emissor guardando a informacdo enviada. Mas o modelo matematico
com que estou apresentando as ondas como um segmento de reta orientado, funciona, mas € apenas um
modelo com o qual se consegue manipular a realidade em pequena escala e a nivel elementar.

6.9.2 O caso do vértice da parabola

Depende de qual equacido tiver sido escolhida para a pardbola, se for a equacdo padrdo, simples, a
tangente é horizontal, € paralela a reta diretriz d, é paralela ao eixo OX. O eixo da parabola padrio é
perpendicular a diretriz e neste caso € vertical, e coincide com o eixo OY’, o angulo de incidéncia € igual
ao angulo de reflexdo: zero. O todos os raios passam e se refletem em cima do eixo OY e também passam
no ponto F'.

Este € um caso especial em que os célculos falham porque o eixo da pardbola, sendo uma reta per-
pendicular ao eixo OX, ndo tem coeficiente angular O coeficiente angular da tangente é zero e ndo posso
calcular o coeficiente angular duma reta que seja perpendicular o eixo O X. Mas ainda assim funciona, os
casos deste tipo se classificam como pontos de singularidade e o estudo destes pontos sempre oferecem
alguma dificuldade junto com o fato de que eles sdo importantes para completar a teoria.

6.9.3 Equacao geral da parabola

O modelo construido com a equacdo (eq. 135) funciona bem na maioria dos casos, se for possivel,
para construir o modelo, fazer a suposicdo de que a diretriz seja o eixo OX. Entretanto é preciso, em
muitas circunstancias, testar se uma determinada equag@o representa uma pardbola, um circulo, uma
hipérbole, uma elipse ou uma reta. Para isto é preciso reconhecer o que a equagdo representa sendo
necessdrio construir a equagdo geral de cada cdnica, no presente caso, da pardbola.

As cdnicas, como objetos da Geometria Algébrica, sdo representadas por equagdes polinomiais.
Comecando com as curvas planas, estou pensando em polindmios em duas varidveis e do segundo grau o
que comporta todas as cdnicas e muito mais do que elas.

Exemplo 7 (Transformacdo). matricial Vou comecar com um exemplo completando uma afirmagdo feita antes, “todas
as equagoes de pardbolas podem ser obtidas da equagdo padrdo mediante uma transformagao matricial. Confira a sequéncia de
equagoes depois das quais farei comentdrios.

P={(z,y);y =z%z € R} (6.156)
a —b
M:( 0 ); (6.157)
_ 2
M( 22 ) - ( b+ a2 ) = {(X0Y); X (@) = ax = b ¥ (2) = bu + aa?; z € R}; (6.158)

A matriz na equagdo (eq. 6.9.157) é uma matriz de Cauchy-Riemann, ela representa o niimero complexo a + bi e produz uma
rotagdo seguida duma homotetia . Selecionando a = cos(6),b = sin(0) a matriz M produz apenas uma rotagdo de angulo 0
porque |a + bi| = 1. Na (eq. 6.9.158) eu tenho as equagdes paramétricas dum novo objeto, o pardmetro é x e nada a ver com x
na equagdo da pardbola padrdo. Na verdade eu deveria ter escrito a (eq. 6.9.158) com o formato:

{(X,Y); X(t) = at — bt%; Y (t) = bt + at?;t € R}; (6.159)
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como ¢ habitual escreverem-se equagdoes paramétricas usando a varidvel t como pardmetro e estd pronta para usar no gnuplot.
Experimente com gnuplot, eis a lista de comandos, no final de cada linha um comentdrio explica o comando. Se vocé quiser ver
a pardbola x = —y? escolha = % logo depois da “definicdo” de m, onde tem um comentdrio sugerindo que escolha o valor
para o dngulo 6. Ou rode vdrias vezes o programa com valores que vocé desejar para o dngulo 6.

set param; ## liga o modo paramétrico

pi = 3.14159265358979323848 ## defini ’’valor’’ da constante. de Argquimedes
theta = pi/4; ## escolha aqui um valor para o angulo

a = cos(theta); b = sin(theta); ## escolhi a+bi

X (t)=axt-b*t*%2; Y(t) = bxt + axtxx2; ## equagdes paramétricas

set arrow from -5,0 to 2,0 head; ## desenha OX

set arrow from 0,-5 to 0,6 head; ## desenha OY

XX (t)=0; YY(t)=t; XXX(t)=t;YYY(t)=0; ## eqg. param dos eixos

set trange[-2:2] ## aparece um grdfico razodvel

plot X(t),Y(t), XX(t),YY(t), XXX(t),YYY(t); ## pardbola padrdo, rotagdo pi/4
pause -2 "aperte enter para terminar" ## sendo a imagem desaparece!

Vocé viu o resultado da rotagdo na figura (fig ??), pdgina ??,

Xoxy —
XKDV —
XXXV

05 1

Figura 6.21: pardbola padrio, rotagdo I

Nao é trivial reescrever a equagdo (eq. 6.9.158) em coordenadas cartesianas como proprio grdfico produzido pelo gnuplot
sugere, deixa de ser uma fung¢do da varidvel x, e ndo é uma fung¢do da varidvel y. gnuplot estd lhe “provando” que o novo
objeto “parece” uma pardbola . ..

Experimente com 0 = g e vocé vai ver o grdfico de y = —x2, que corresponde a uma rotagdo % aplicada a pardbola padrao

e neste caso eu consigo escrever facilmente a equagdo cartesiana. Basta-lhe alterar o comando que define t heta na sequéncia de
comandos do gnuplot, seleciona o valor desejado para obter pardbolas com rotagdo 0. E se usar |a + bi| # 1 vocé ird obter
pardbolas modificadas com modulo de a + bi. Tenha cuidado, a + bi # 0 ...

A importancia do exemplo ?? é que ele lhe mostra que, a partir da pardabola padrao, eu posso obter
qualquer que seja a pardbola, e como a matriz M é inversivel, o seu determinante é exatamente |a + bi/,
entdo o processo € reversivel.

6.9.4 Alterando graficos com operacoes algébricas

gnuplot € uma calculadora grafica, a definicdo é minha! Vale a pena usar o comando help do
gnuplot para conhecer um pouco da sua histéria, uma histéria bonita de gente que produziu um pro-
grama e o deixou em dominio publico a servigo de toda a Humanidade. Depois muitos outros se juntaram
ao projeto que cresceu € é hoje uma calculadora grdfica. Vocé€ pode aplicar operacdes algébricas em
graficos como vou mostrar aqui.
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Vou mostrar-lhe como obter outras expressdes. acompanhe a sequéncia de equagdes ao final da qual
vou tecer comentdrios. No gnuplot executei o comando “unset param” para desligar o modo pa-
ramétrico e voltar para modo normal em que a varidvel é z. Redefini as funcdes X, Y e agora vou usar
trés operagdes com a funcdo X para descobrir experimentalmente como transforma-la em uma funcio
igual a Y, sdo as operagdes

1. Aplicar uma matriz de Cauchy-Riemann, M, produzindo uma rotag¢do seguida duma homotetia,
equivalente a multiplicar, no plano complexo, pelo nimero a + bs.

2. Escrever as equagdes paramétricas, X (t), Y (¢).

3. multiplicagdo pela constante A: X — A % X que produz uma expansio ou uma contracdo do
gréifico conforme |A| seja maior ou menor do que 1, é uma homotetia relativamente & origem.
Estou descrevendo um caso particular, da pardbola padrio cujo vértice é (0,0).

4. translagdo horizontal: X (z) — X (z — B), observe, se eu quiser fazer uma translagéo no sentido
positivo do eixo O X o nimero B tem que ser positivo, se eu quiser fazer uma translag@o no sentido
negativo do eixo OX o niimero B tem ser que negativo. E um exercicio experimental. O sinal “de
menos” na expressao facilita pensar na escolha certa. ..

5. translagdo vertical: X (z) — X (z) +C
Quer dizer que eu vou trabalhar com a expressao
X(z) — AX(x — B) + C no gnuplot: A* X(x — B) + C; (6.160)

Comece a sua sessdo de experimentos definindo A = 1, B = 0,C = 0, sem alteracgdes, e peca que
gnuplot faga o grifico de X (), Y (z) e vai ver duas pardbolas com concavidades distintas e quero que
sejam iguais. . . E proibido usar A = 0! Como é proibido proibir, experimente A = 0...

Entdo, na linha anterior (leia o c6digo do gnuplot), altere os valoresde A = 1, B = 0,C = 0,
comece com A = —2 e vocé vai ver que se produziu uma mudanga na concavidade de X, é o papel
do parimetro A. A mudanc¢a na concavidade equivale a uma alteragdo do foco da parabola, mantendo o
sinal de A vocé corre o foco F' deixando-o mais préximo do vértice, |A| < 1, ou mais longo do foco F,
|A] > 1. Com A < 0 vocg altera o semiplano onde vai ficar a pardbola. Faga os experimentos, analise 0s
resultados, aprenda fazendo porque é andando que a gente faz o caminho.

Agora preciso deslocar a combinagdo A x X (z + B) + C para a esquerda, no sentido negativo do eixo
OX, entdo troque B = —1 e vocé vai ver que € preciso “abrir” A * X (x + B) + C, quer dizer usar um
valor em médulo menor para A, experimente A = —1 e vocé terd obtido duas pardbolas aparentemente
coincidentes. Aplicando “zoom” no grafico poderd ver pequenas diferencas entre elas.

Estes experimentos servem para lhe dar poder! Vocé pode fazer operagdes algébricas com fungdes,
vocé passou do estigio de fazer operagdes algébricas com nimeros e agora pode usar a maquina de
calcular gnuplot para dilatar, transladar para cima ou para baixo graficos de fungdes. Melhor, sem
precisar de fazer plagio com LA....

Na figura (fig ??), pagina ??, se encontram os “valores inicial e final” do experimento, mas eu estou
omitindo as 10 tentativas que eu fiz para obter um resultado decente, e vocé€ ganha experiéncia comecando
do “inicio” até descobrir o “final”.

Foi um experimento, agora eu vou lhe provar que posso conseguir que AX (z + B) 4+ C seja igual a
Y. Em vez de fazer experimentos com as constantes A, B, C' eu vou calculd-las. Vou resolver a equagdo
algébrica AX(z + B) + C = Y(x), agora A, B,C é que sdo as varidveis, como, alids, ocorreu no
experimento. Vou aplicar identidade entre polinémios.

Acompanhe a lista de equagdes seguinte depois da qual eu faco comentérios sobre seus itens. Depois
vou deixar-lhe a lista de comandos do gnuplot para que vocé mesmo faca as suas experiéncias.
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A*‘X(x—BM /]
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Figura 6.22: duas pardbolas
0 = T;a = cos(0);b=sin(f);y = z%; (6.161)
2
) ()= ) - (50) 616
A, B, C sdo as constantes, agora varidveis; (6.163)
AX(x — B) + C = Y (x); igualdade entre polindmios; (6.164)
A(a(z — B) = b(z — B)?) + C =Y (z) = bx + az?; (6.165)
aAzx — aAB — Abx? + 2AbBx — AbB? + C = bx + ax?; (6.166)
—Abz? + (2AbB + aA)x — aAB — AbB? + C = az? + bx; (6.167)
—Abxl=ax® = —Ab=a = A= —%;
(2AbB +aA)x =br = (20B+a)A=b = —(2bB+a)j = b;
{ —2abB —a?> =0 = —2abB=ad>+b> = B= —‘122?;52; (6.168)
—aAB — AbB?>+C =0 = C =aAB+ AbB? = (a + bB)AB;
A=—a/b;B=—(ax%2+bx%2)/(2xaxb);C = (a+bx*B)* Ax B, (6.169)

Na ultima equacgéo eu traduzi os valores de A, B, C para o dialeto das linguagens de computagio, as
expressoes estdo prontas para setem testadas com uma linguagem de programacdo. Esta é uma técnica de
que fago uso com frequéncia quando faco transformagdes nas equacdes, deixo que o computador verifique
se as constas estdo corretas. Para isto dou valores arbitrarios as “varidveis” e verifico, linha por linha, se
as transformagdes produzem o mesmo valor depois de feita uma transformagdo algébrica. Deixo-lhe esta
dica de uso duma linguagem de computacio para verificacao das contas.

Observe também que deixei o valor de C' em fun¢o de a,b, A, B. Quando eu tentei calcular C a
expressdo ficou tdo complicada que me dei contas de que ficava mais bonita e simples em funcio de
a,b, A, B. E como objetivo principal destas transformagdes € para aplicar num programa esta expressao
para C' é perfeita. Apenas aparentemente encriptada para nés humanos ... .

Experimente com ¢ = 7 e vocé vai ver o gréfico de z = —12, que corresponde a uma rotagio 5
aplicada a pardbola padrdo e neste caso eu consigo escrever facilmente a equacdo cartesiana. Observe
que basta-lhe alterar o comando que define theta na sequéncia de comandos do gnuplot, selecionar
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o valor desejado para obter pardbolas com rotagéo de angulo 6. E se usar |a + bi| # 1 vocé ird obter
pardbolas modificadas com modulo de a + bi.

Tenha cuidado, a + bi # 0 ...

O script do gnuplot deixa de funcionar quando sin(#) = b = 0 porque

tB:_az+ﬁ.

a
A=_2 e+
b’ 2ab '’

(6.170)
evite b = 0 para 6 ao rodar o script do gnuplot.

Use a linha de comando

gnuplot -persist GeometriaAnaliticad4001l.gnuplot
o parametro “-persist” faz com que o motor do gnuplot deixe o gréifico persistindo de modo que ao fazer
varios experimentos vocé tenha na tela os casos anteriores do processo para compara-los. “Queime” as
telas, para se livrar das mesmas, quando ndo lhe interessar mais ver os resultados anteriores.

A importancia do exemplo ?? € que ele lhe mostra que, a partir da pardbola padrao, eu posso obter
qualquer que seja a pardbola, e como a matriz M € inversivel, o seu determinante é |a + bi|, entdo o
processo € reversivel.

6.9.5 Os testes com gnuplot

#! /usr/bin/gnuplot
### passe este arquivo para o gnuplot executar
pi = 3.14159265358979323848 ## defini ’’valor’’ da constante. de Arquimedes
theta = 5+pi/3.0; ## escolha aqui um valor para o angulo
a = cos(theta); b = sin(theta); ## escolhi at+bi, matriz Cauchy-Riemann
print "Apliquei a matriz de Cauchy-Riemann que representa a+tbi "
print "a equacdo da pardbola padrdo (x, power(x,2))"
print "Resultado: vou produzir uma rotagdo \
na pardbola padrédo (x,power(x,2))"
print "Obtive equacdes paramétricas "
print " X(t)=a*t-b*xt*x2; Y(t) = bxt + axt*x*x2; "
print ’Grédfico das equacdes paramétricas, uma pardbola."
print ‘Liguei o modo paramérico do gnuplot \n \
set param; liga o modo paramétrico '/
pause -2 "aperte enter para continuar"
set param; ### liga o modo paramétrico
X(t)=art-b*t*%2; Y(t) = bxt + a*t**2; ## equacdes paramétricas
set arrow from -5,0 to 2,0 head; ## desenha 0OX
set arrow from 0,-5 to 0,6 head; ## desenha OY
XX (t)=0; YY(t)=t; XXX (t)=t;YYY(t)=0; ## pares de eq. param dos eixos
set trange[-2:2] ## aparece um grdfico razodvel
print ’"grdfico razodvel da pardbola padrdo sob rotacgao theta ’;
print 'O valor de theta foi escolhido no inicio deste script.’;
pause -2 "aperte enter para continuar, visualizar o grafico"

## isto é um comentdrio ———————————————————

plot X(t),Y(t), XX(t),YY(t), XXX (t),YYY(t); ## pardbola padrido, rotacido theta
pause -2 "aperte enter para continuar" ## sendo a imagem desaparece!

print "Retornando ao modo normal do gnuplot: unset param;"

pause -2 "aperte enter para continuar" ## sendo a imagem desaparece!

unset param;
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print "Retornei ao modo normal do gnuplot: unset param;"
print ’‘Iniciando os experimentos com os graficos das duas’
print ’pardbolas: objetivo fazer com que os graficos fiquem’
print ’coincidentes. '

print ’Vou resolver a equacgdo polinomial AX(x-B)+C= Y (x)

pause -2 "aperte enter para continuar"

X (X)=a*x—b*x**x2; Y(X) = b*x + a*x*x*2;

A =-1.0; B=-2.0; C = 0.0; ##

print "valores iniciais, inicio do experimento"

print 'A=', A, 'B ="', B, 'C =", C;

pause -2 "aperte enter para continuar"

plot AxX(x-B)+C, Y(x), O

pause -2 "aperte enter para continuar"

A =-1.0; B=-1.5; C = 0.0; ##

print "Segundo teste, continuando o experimento"

print 'A=', A, 'B ="', B, 'C =", C;

pause -2 "aperte enter para continuar"

plot AxX(x-B)+C, Y(x), O

pause -2 "aperte enter para continuar"

## - isto é um comentdrio ———————————————————————
print "Terceiro teste, continuando o experimento"

A = -1; B=-1;C=0;

print 'A=', A, 'B ="', B, 'C=", C;

pause -2 "aperte enter para continuar"

plot AxX(x-B)+C, Y(x), O

pause -2 "aperte enter para continuar"

## - isto é um comentdrio ———-———————————————————
print ’Valores calculados a partir da igualdade de polindémios’
print "Confira GeometriaAnaliticadO.tex’

print "valores finais, fim do experimento"

pause -2 "Fim do experimento. Aperte enter para continuar"
theta = 3xpi/4; a=cos(theta); b=sin(theta);

print "a= "', a, b = ', b; pause -2 "Valores de a,b verificar!"
A =—a/b; B=—(a**2+b**x2)/ (2*axb); C = axA*B + bxA*xB**x2; ## fim do
print 'A= ', A, 'B ="', B, 'C ="', C; pause -2 "Valores finais"
pause -2 "aperte enter para continuar"

plot AxX(x-B)+C, Y(x), O

pause -2 "aperte enter para terminar"

6.10 Modelando as conicas como polinomio do segundo grau

As cOnicas, com excecdo das retas, sdo polindmios do segundo grau
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experimento

2= P(z,y) = Az? + Bry + Cy* + Dz + Ey + F (6.171)

é uma fungo de duas varidveis e por isso eu escrevi 2 = P(x, y) consequentemente para cada valor dado
as varidveis x, y corresponde a uma altura z portanto a equacdo (eq. 171) representa um variedade do
espago R3. Nesta modelagem, o caso das retas corresponde A = B = C' = 0 e no Célculo vocé vai
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encontrar que

24 = 2. 20 = 28
B = 5y 20 = G
2Az + By + D = 22; Br+2Cy+ E = §C; (6.172)

dz = %—I;daz + %dy;
dz = (2Az + By + D)dz + (Bz + 2Cy + E)dy;

em que a dltima equacdo lhe vai permitir de escrever facilmente a equag@o do plano tangente a uma cnica
o que justifica que eu esteja lhe abrindo os olhos para a importancia do Célculo que vai tornar muitos do
“problemas da Geometria Analitica” triviais e vou terminar este exemplo lhe mostrando que num “passe
de mdgica”eu escrevo a equacdo do plano tangente a z = P(x,y) no ponto (a, b, ¢) € graf(P)

= a;de = (z - a);
y = bidy == (y — b);
(z—¢) = (24a+ Bb+ D)(x — a) + (Ba+2Cb + E)(y — b);

Neste ultimo sistema de equacdes eu ultrapassei um tépico polémico do Cilculo, o infinitesimal,
que nunca encontrou uma explicagdo, e usei um método de derivar considerado complicado, a derivada
implicita, na Gltima linha da primeira equacgdo, para produzir um modelo que me permitiu escrever a
tltima equagdo que € a equagdo do plano tangente ao graf(P) no ponto (a,b,c). dz,dy,dz sdo sim-
plesmente novas varidveis que adquirem uma expressio quando vocé encontra (x,y,z) = (a,b,c) €
graf(P).

Vocé vai encontrar esta sequéncia no Célculo e a Geometria Analitica ndo tem meios simples para
conduzi-lo a equagdo do plano tangente ou da reta tangente. Dentro do curso de Geometria Analitica
eu usaria esta sequéncia como um “macete”, antecipando o Calculo, e ganhando agilidade dentro da
Geometria Analitica. Vou usar este método em alguns exercicios. Aqui, os métodos do Célculo sdo
macetes, e no Calculo vocé vai encontrar o fundamento deles.

6.11 Dimensao

Dimensdo é um conceito da Algebra Linear que vou usar aqui de maneira informal, inclusive vou Ihe
apresentar uma “formula prética” para calcular a dimensao.

O conceito “variedade” veio nos livrar da prisdo em que Geometria Euclidiana nos manteve por mais
de um milénio, quase dois milénios, este conceito precisa dum qualificativo, “a dimensdo”. O grafico de
z = P(z,y) é uma variedade de dimensdo 2, uma superficie.

E muito dificil discutir a dimensdo dum objeto como este. Dependendo dos valores dos coeficientes
o gréfico de P pode ser um plano, por exemplose A = B =C = D = E = 0; F' = 1 seria o plano
paralelo ao plano coordenado XOY com altura F' = 1. Se F' = 0 € o proprio plano coordenado X OY .

Se eu escrever

P(z,y) = Az> + By + Cy? + Dz + Ey+F =0 (6.174)

esta equacgdo equivale ao sistema de equagdes

{ 2z = P(x,y) = Az?> + Bxy + Cy*> + Dz + Ey + F;

2 =0 (6.175)

Isto no mostra que uma simples igualdade, P(x,y) = 0 implica na queda da dimensdo de dois para
um. z = P(x,%y) é um objeto do R® e P(z,y) = 0 é uma variedade contida no plano XOY e pode ser
uma curva do plano XOY . Pode ser também um tinico ponto ou o vazio!



6.11. VARIEDADE E DIMENSAO 217

E observe que eu tive o cuidado de dizer “é uma variedade do R3” sem especificar a sua dimenséo. E
uma superficie R? que sdo os objetos bidimensionais deste espaco e uma regra prdtica, que nem sempre
funciona, pode ser usada: “conte o niimero de varidveis e subtraia um, para obter a dimensdo do objeto”.
Nem sempre funciona porque

2?4 y? =4 (6.176)

tem duas varidveis entdo sua dimensao seria 1 o que ndo € verdade porque este objeto € vazio e a dimensao
do vazio é —1. A dimensdo dos pontos é zero, e x2 4+ y? = 0 é um ponto! A regra pritica deixou de
funcionar.

A dimensdo do vazio é —1, por convencdo, e também por convengao, o seu didmetro é —oo.

Mas, tirando os casos criticos, a regra pratica nos dd uma sugestdo de dimensdo para comecar a
pensar.

Vou partir deste caso. Se D, E # 0, os coeficientes de x e de y, respectivamente, forem diferentes de
zero, posso expressar qualquer das varidveis como fungdo da outra:

P(z,y)=Dx+ Ey+ F =0; (6.177)
D F
_ Dz F. _ . _ h — .
y=-Lz_ L y—mx+b,m——E,b——E, (6.178)
€ a equacdo duma reta. E continua sendo a equacdo duma reta se D ou E for diferente de zero separada-
mente. Uma reta € uma curva, € um objeto de dimensio 1.

Observacao 7. Variedades

Evitei de usar a palavra “objeto”, usei a palavra “variedade” que significa “um objeto da geometria”.

Uma reta é uma variedade de dimens@o 1, tais variedades sdo habitualmente chamadas de curvas que é a denominagdo tipica
da geometria. A palavra variedade surgiu para estender a geometria a dimensdo maior do que 3.

Como estou, neste momento no plano, tenho apenas variedades de dimensdo

* dois, o proprio plano, que é o universo neste momento;
* um, as curvas;

* zero, 0s pontos;

¢ —1 o vazio.

Hd vdrias teorias sobre dimensdo o que inclui dimensdo fraciondria dos fractais. E um assunto que merece um desenvolvimento
proprio que ndo cabe aqui na discussdo das conicas.

Se ambos os coeficientes forem nulos ndo representa coisa alguma, talvez o vazio.
Se os coeficientes C, D, E, F' # 0 mas A = B = 0 entdo posso expressar x ou y como fungido da
outra varidvel, por exemplo:

Dx + F
C Ey=—Dx—-F,y=———;C E #0; 6.179
y(Cz + E) - Fy=-g 5 CetEF (6.179)
Quer dizer que tenho que excluir do plano areta x = — % Como C'z+ FE troca de sinal no ponto x = — %

entdo esta expressdo produz uma curva que se encontra no semiplano positivo no segundo quadrante ou
no primeiro, dependendo dos valores de D, C.

Deixe-me ver um exemplo antes de apresentar caso geral. O quadro abaixo se chama uma tabela de
sinais da expressdo y = giig que, como num produto, tem um sinal que varia de acordo com o sinal do

numerador e o denominador.

[Derc=TF=tE=i [ [ [ [ [ ]

T <-1]-110 1 >1
Ce+FE=—-x2+1 + 2 1 0 —
Dr+F=x+1 — 0 1 + +
_ Dz+F
= CztE _ 0 |+ ]=+0 _
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Entdo eu identifiquei onde cada termo da frago troca de sinal, onde se anula especificando estes

valores para x com o correspondente valor para Cx + E, Dx + F, g;ig O simbolo +oo identifica a
Dx+F

presenca dum polo em cuja vizinhanga os valores de y = &7 sdo muito grandes ou muito pequenos.
A presenga do polo indica que esta expressao representa uma hipérbole, confira a equac@o da hipérbole
onde tais expressdes sdo estudadas mais a fundo.

A imagem na figura (fig ??), pagina ??, foi um bom exemplo, posso aplicar rota¢cdes numa pardbola
sem perder sua propriedades geométricas e até ganhar com isto, porque encontrei, de forma relativamente
facil, a equagdo da pardbola. Vou usar esta metodologia ao revés aplicando uma rotag¢@o na equagao (eq.
135). . Esta maneira de falar é imprépria, ninguém aplica rotacdo em equagdes, porque rotacdo é uma
operagdo geométrica. Mas, se eu lhe exibir uma operagdo algébrica que represente uma rotagdo, entao eu
vou poder aplicar uma rotagdo na equagdo . . .

Confira matriz de rotacdo no plano, e vocé vai encontrar uma matriz na forma:

cos(d) sin(f) \ .
A(0) = ( —sin(f) cos(0) )’ (6.180)

As matrizes de Cauchy-Riemann representam os niimeros complexos unitarios.

Selecione um valor para o angulo, vou usar § = 7/2 e observe o resultado sobre os vértices dum
quadrado que se encontra no primeiro quadrante: (0, 0), (1,0),(1,1),(0,1). Aplicar A(w/2) as imagens
dos vértices se encontram no segundo quadrante e o quadrado sofreu uma rotagdo de 7/2:

ao= (20 3O Y = (O 3): ws
o= ()= (Ae-(Da-(V):
(D)-(1)oa()-(5)r e
(D-()ea(D)-()m e

Isto ndo é uma demonstragéio, é um exemplo. Para demonstrar que A(#)u produz uma rotacdo de
angulo 6 sobre 4 vou aplicar A(f) num vetor qualquer e depois calcular o produto escalar do vetor
original com o vetor imagem,

< A(0)u, i >= |A(0)d]|d] cos() (6.185)

—

em que 7 é o angulo entre os dois vetores A(), @.
Simplifica muito o resultado se impuser a condi¢ao

i = 2 +y* = 1; (6.186)
porque o médulo do vetor « vai ficar “transparente” no resultado, e “transparéncia” € coisa que esta bem

em moda!

Acompanhe os célculos
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i= <z> 22 +y2 =1, (6.187)

s (O (1)< (me o ) s
|A(0)@|? = (cos(0)z + sin()y)? + (—sin(0)z + cos(0)y)? = (6.189)
= cos?(6)x? + sin’(0) + xy cos(h) sin(h) + (6.190)
+sin?(0)x? + cos?(0)y? — xy cos(#) sin(h) = (6.191)

= (2% 4 y?)(sin?(#) + cos?(0)) = 1; (6.192)

[A@)a> =1 = |A®)d] = 1; (6.193)

< A(0)u, u >= |A(0)d]|u] cos() (6.194)

< A(0)i, i >= (cos(0)x + sin(0)y)z + (— sin(0)z + cos(0)y)y = (6.195)
= 22 cos(0) + xysin(0) — xy sin(#) + y2 cos(6); (6.196)

< A(0)@, @ >= (2% + y?) cos(0) = |A() ||| cos(v); = cos(y); (6.197)

consequentemente o angulo entre A(0)@ e @ é v = 6 portanto o efeito de aplicar A(6) no vetor @ foi de
produzir uma rotacdo de 6 e o exemplo nas equagoes (eq. 182)- (eq.184) ndo aconteceu por acaso!

Isto significa que, ao transformar (x, f(x)) usando a matriz A(6), o resultado serd uma pardbola em
que a diretriz e o eixo estardo afetados da rotac@o do angulo 6, e se, reciprocamente, aplicar A(—6) a uma
pardbola qualquer cuja diretriz seja uma reta que faca angulo 6 com o o eixo OX o resultado serda uma
pardbola do tipo que aparece na equagdo (eq. 135), com foco no semiplano positivo. Ao fazer a rotacdo
com

A(y);v=2r—0 (6.198)

vou encontrar uma pardbola da equacdo (eq. 143) com foco no semiplano negativo. Como a pardbola da
equacdo (eq. 143) € a pardbola da equacdo (eq. 135) sob uma rotacdo de 7, basta selecionar uma das
duas opgdes. Mais claramente, as parabolas tendo OX como diretriz e com o foco em OY T descrevem

todas as possiveis pardbolas do plano. Esta é a razdo pela qual escolhi um pardbola para ser o padrdo,
y =22

Como descrevi todas as possiveis pardbolas que podem ser construidas no plano, vou agora descrever
um algoritmo para obter uma pardbola qualquer a partir da equacio (eq. 135) .

Aplicando A(#) na equagéo pardbola que aparece na equacdo (eq. 135), temos

i) e

A()(z, f(x)) = ( _Czlsr(lf();) sin(6

)
cos(0)
_( weos(6) + f(x)sin(9) ) _
- ( —zsin(0) + f(z) cos(0) ) (6.200)
_ [ weos(9) + (& + S )sin(0)
= < —xsin(f) + (”2”% + Qi)cos(e) ) ’ (6.201)

Esta € uma equacgado que depende da tnica varidvel x e permite descrever a parabola que foi obtida da
equacdo (eq. 135), aplicando-lhe uma rotagio de . Este tipo de equacdo se chama equacgdo paramétrica.
As equagdes paramétricas resolvem melhor a questdo da dimensdo, se uma variedade for descrita por um
n varidveis com uma equacio paramétrica, entdo ela é de dimensao n.
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Mas, além de rotagdo se pode também aplicar outro movimento rigido, a translagdo por um vetor
(h, k). Basta somar este vetor a equagdo (eq.201) para obter a equacéo

22 | 2y
xco.s(ﬂ) + (Z2+ 262) sin(f) + h ; (6.202)
—xsin(0) + (5; + §5;) cos(0) + k

que € a equacdo paramétrica da pardbola desejada.

Observacao 8. Algoritmo para obter uma pardbola qualquer

Quero obter a pardbola que tem por diretriz, d, e o foco F' que se encontra no eixo r. Os dados sdo a
diretriz d e o eixo, que é perpendicular a diretriz determinado pelo foco F. Como estamos na geometria
euclidiana, a diretriz e o foco determinam de forma tvinica o eixo da pardbola. O eixo, r é a tinica reta
perpendicular a d passando por F.

Para aplicar a equacdo (eq. 202) preciso das constantes: 6, c, h, k.

Os dados sdo a diretriz d e o foco F. O eixo r, a tinica reta perpendicular a d, passando por F, estou
na geometria euclidiana!

* Calculo 0 angulo 6 € [—7t, ) entre d e 0 eixo OX;
e Calculo a interse¢do, P = (h, k), entre d e r;
* Calculo a distancia d(P, F) = ¢;

e Obtive, 0, c, h, k, substituo na equagdo (eq. 202).

6.12 Exercicios

Exercicios 6 (A pardbola). Pardbola, reta, circulo e elipse

1. Matriz de Cauchy-Riemann

Considere

a

M = ( Z —b ) ; (6.203)

(2) (V)[ I(F)[ ] Se x + iy for um niimero complexo, quer dizer x,y € R entdo

M:(Z b><x>:(axby)@(a—&-bi)(m—&—iy); (6.204)

a y bx + ay

(3) (V)[I(F)[ ]Sea=1,b=0entdo M é a matriz identidade, uma matriz de Cauchy-Riemann.
(5) (V) I(F)[]Sea=0,b=0entdo M é a matriz nula, uma matriz de Cauchy-Riemann.
(7) (V)[ I(F)[ ] Se z = a+ bi # 0 for um niimero complexo diferente de zero, entdo existe o seu

a—bi
a?+b?

(11) (V)[ J(F)[ ] Dados os niimeros complexos z = x+yi, w = a+bi a matriz de Cauchy-Riemann
que representa o produto zw é

axr —by —(ay+ bx)
< ay + bz ax — by (6.205)

inverso que é = £ e¢Z éo conjugado de z.
zZz

gabarito:




6.12. EXERCICIOS 221

2. equagdo de variedades lineares O sistema de equagoes

{ Az +By+Cz+E=0

Pr+Qy+Rz+S=0 (6.206)

é a representacdo algébrica da intersecdo das variedades lineares que cada uma das equagoes
representa no R3. Verifique quais sdo as afirmagées verdadeiras que se podem deduzir desta
intersecdo.

(2) (V)] ](F)[ ] A intersecdo pode ser uma reta, mas também pode ser um plano ou o vazio.

(3) (V)[ I(F)[ ] Dividir uma equacdo por um niimero diferente de zero ndo a altera, entdo o
sistema inicial é equivalente a

r+8y+52+L=0
{ S (6.207)

r+Sy+ L4 2=0

se AP # —;

(5) (V)L I(F)[ ] Se o sistema tiver uma solugdo (ndo for impossivel que é caso de planos paralelos
diferentes) entdo
z=4 = (v,y)=(-16,0); (6.208)

(7) (V) I(F)[ ] Considere a substituicdo
A=1,B=2C=3;E=4,P=-1;QQ = —20; R= —-3;5 = —4; (6.209)

no sistema de equacoes inicial. Se o sistema tiver uma soluc¢do (ndo for impossivel que é caso
de planos paralelos diferentes) entdo

z=4 = (x,y) =(-16,0); (6.210)
(11) (V)[ I(F)[ ] Se
(AB,BC,CD) # (0,0,0) (6.211)
entdo
Ar+By+Cz+E =0 (6.212)

representa um plano no R3.

gabarito:

3. reta na geometria euclidiana

Na geometria euclidiana dois pontos determinam uma vnica reta e esta condi¢cdo, dados dois pon-
tos, permite a determinacdo da equagdo desta reta.

(2) (V)[ ](F)[ ] Dados dois pontos P = (a, b, c),Q = (m,n, o), diferentes, eles determinam uma
tinica reta r na geometria euclidiana. entdo

x =t(a —m);
X =(z,y,2) er = y=tb—n); teR; (6.213)
z =t(c— o);
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(3) (V)[ I(F)[ ] Dados dois pontos P = (a,b,c),Q = (m,n,o), diferentes, eles determinam
uma vinica retar e se X = (x,y, z) € r entdo estes trés pontos determinam um tridngulo no
espaco de dimensdo maior ou igual a dois, na geometria euclidiana.

(5) (V)[ I(F)[ ] Dados dois pontos P = (a, b, ¢),Q = (m,n, o), diferentes, eles determinam uma
tnicaretar e se X = (x1,y1,21), (T2, Y2, 22) € 1 entdo

x—x = t(x — x2);
Y=y =ty —v2); (6.214)
z—z1 =t(z — 29);

porque dados dois tridngulos semelhantes, os seus lados homdlogos sdo proporcionais, na
geometria euclidiana.

(7 ) (V)[ I(F)[ ] Dados dois pontos P = (a, b, c),Q = (m,n, o), diferentes, eles determinam uma
tinica reta r na geometria euclidiana.
Se X = (x1,y1,21), (T2,Y2,22) € r entdo
rT—r _Y—n Z— 21,

= ; (6.215)
T — T2 Yy—1Y2 Z— 22

porque dados dois tridngulos semelhantes, os seus lados homaologos sdo proporcionais, na
geometria euclidiana.

(11) (V)[ J(F)[ ] Dados dois pontos P = (a, b, c),Q = (m,n, o), diferentes, eles determinam uma
tinica reta r na geometria euclidiana. e a condi¢do

x—a:y—b:z—c; 6.216)
rT—m y—n zZ—o0

vale para qualquer (x,y, z) € r € a equagdo da reta num espago de dimensdo maior ou igual
a trés.

gabarito:

4. reta na geometria euclidiana P = (2,3,4),Q = (—1,-3,2).

(2) (V) I(F)[ ] A equagdo da reta PQé

3 = 6 = B) ; (6.217)
(3) VILIF)[] Se
M = (x,y,2) € PQ
entdo
(z,y,2) = 1(3,6,2) + P; (6.218)

(5) (VLIF)[]Se

M = (z,y,2) € PQ

entdo
(z,y,2) =(3,6,2) + Q; (6.219)
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(7) (V)[I(F)]]Se
M = (z,y,2) € PQ

entdo se P = (a,b,¢),Q = (m,n,o),

(z,y,2) =tla—m,b—mn,c—o0)+ P; (6.220)

(11) (V[ I(F)[ ]Se

M = (z,y,2) € PQ
entdo se P = (a,b,¢),Q = (m,n, o),
(z,y,2) =tla—m,b—n,c—o0)+ Q; (6.221)
gabarito:

5. Fatoragdo de polinomio do segundo grau Considere a expressdo

P(z,y) = Az? + 2Bxy + Cy* =0 (6.222)

(2) (V)LIF)[]
P(z,y) = (Az + By)z + (Bz + Cy)y =0 (6.223)

(3) WVLIF]
P(z,y)=0 = Az+By=0 = (Bz+Cy)=0o0uy=0; (6.224)

Entdo se a reta de equagcdo Ax + By = 0 estiver contida no grdfico de P(x,y) = 0 entdo a
unido do eixo OX com a reta Bx + Cy = 0 estard também contida no graf(P(z,y) = 0).

(5) (VLIF)]
P(x,y)=0 = Bx+Cy=0 = Ax+ By=0ouxz=0; (6.225)

Entdo se a reta de equagdo Bx + Cy = 0 estiver contida no grdfico de P(x,y) = 0 entdo a
unido do eixo OY com a reta Ax + By = 0 estard também contida no graf(P(x,y) = 0).

(7) VLI ]

Aa:+By+Bx+Cy_

P =
(z,y)=0 ) .

0 (6.226)

O grdfico de P(x,y) = 0 é formado pelas duas retas de equagdo Ax+ By = 0 e Bx+Cy =
0.

(11) (V)[ (F)[ ] Se a reta Ax + By = 0 estiver contida no grdfico de P(x,y) = 0 entdo a reta
Bx + Cy = 0 ndo estard contida no grdfico de P(x,y) = 0.

gabarito:

p - |PF
6. Pardbola, razdo ﬁ

Numa pardbola a razdo entre o comprimento dos segmentos que unem um ponto genérico P a
diretriz d, perpendicularmente, e a ligacdo de de P = (x,y) ao foco F é igual a 1.
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(2) (V)[ I(F)[ ] Se o focoéF = (1,2) e adiretriz é x +y — 2 = 0 entdo a equagdo da pardbola
é

2?4y —dy+6—-22y=0 (6.227)

(3) (V)[ I(F)[ ] Se o foco for F' = (—1,1) e a diretriz for x —y = 0 entdo a equacdo da pardbola

foi obtida por uma rotagdo de —% da pardbola com foco F' = (0,/2) e tendo por diretriz o

eixo OX tendo por vértice o ponto (0, ?

(5) (V)[I(F)[ ] Se o foco for F = (0, \/ﬁ) e a diretriz sendo o eixo OX entdo o eixo desta
pardbola é o eixo OY, o seu grdfico se encontra no semiplano que contém a parte positiva do
eixo OY entdo sua equagdo é da forma

3
Y= aa® + %; a>0; (6.228)

para algum valor de o > 0.

(7) (V)[I(F)[ ] Se o foco for F = (0, \/5) e a diretriz sendo o eixo OX entdo o eixo desta
pardbola é o eixo OY, sabendo que o ponto (2,3) pertence ao grdfico entdo sua equacdo é

V2 6—v2

=ar’+ "o = ; 22
y=ox'+ - g (6.229)

(11) (V)[ I(F)[ ]Se o foco for F = (0,+/2) e a diretriz sendo o eixo OX entdo o eixo desta
pardbola é o eixo OY, sabendo que o ponto (2,5) pertence ao grdfico entdo sua equacdo é

y=a%+1; (6.230)
gabarito:
7. Equacgdo da pardbola
(2) (V) I(F)[ ] A equacdo da pardbola é
Y2 + 4z — 2y + 3 = 0; (6.231)
entdo o seu foco é F = (0,1).
(3) (V) I(F)[ ] A equagdo da pardbola é
v 44z —2y+3=0; (6.232)
entdo o seu foco é F = (—3,1).
(5) (V) I(F)[ ] A equagdo da pardbola é
y?+ 4 — 2y +3=0; (6.233)
entdo a diretriz é a reta x = %
(7) (V) I(F)[ ] A equagdo da pardbola é
v 44z —2y+3=0; (6.234)

entdo o seu vértice é V. = (—3,1).
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(11') (V)[ I(F)[ ] A equagio da pardbola é
y? +4da — 2y + 3 =0;
entdo o seu vértice é V = (—z,1).

gabarito:

8. Equacdo da pardbola Considere a expressdo

Yy 4r +2y-3=0
que possivelmente representa uma pardbola.
(2) (V)] [(F)[ ]As coordenadas do vértice, do foco e a equagdo da diretriz sdo
V =(0,1); F = (0,—1); diretrizx = a = 2;
(3) (V)] I(F)[ ] As coordenadas do vértice, do foco e a equacdo da diretriz sdo
V =(0,1); F = (-1, -1); diretrizx = a = 2;
(5) (V) J(F)[ ] As coordenadas do vértice, do foco e a equagdo da diretriz sdo
V=01,1);F = (-1,-1); diretrizx = a = —2;
(7) (V) I(F)[ ] As coordenadas do vértice, do foco e a equacdo da diretriz sdo
V=01,1);F = (b,—1) = (0,-1); diretrizx = a = —2;
(11) (V)[ J(F)[ ] As coordenadas do vértice, do foco e a equagdo da diretriz sGo
V=(-1,-1); F = (b,—1) = (0,—1); diretrizx = a = —2;

gabarito:

9. Equacdo da pardbola

Y2829 =0

é a equacdo da pardbola . Confira o que é verdade sobre 7.

(2) VLIF)[](0,-3),(0,3) €y

(3) (V)[ )(F)[ ] Ovérticede~ éV = (—2,0).

(5) (V)[ I(F)[ ] O vérticede y éV = (2,0).

(7) (V)[ J(F)[ ] O foco da pardbola ~ é F = (%, 0),; Os pontos (0,—3), (0,3) € ~.

(11) (V)[](F)[]Oeixode’yéaretax:—2—85.

A figura (fig ??), pdgina ??, mostra um esbogo da pardbola feito a mdo com xfig

gabarito:

225

(6.235)

(6.236)

(6.237)

(6.238)

(6.239)

(6.240)

(6.241)

(6.242)
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GeometriaAnaliticad40_88.eps

Figura 6.23:

10. Equacdo da pardbola A curva ~y tem por equacdo

—Ty? + 61z — 42y = —49 (6.243)
(2) (V) I(F)[ ]~ é uma pardbola.
(3) (V)[ I(F)[ ] O foco da pardbola vy éV = (—3,—3)).
(5) (V)[ I(F)[ ] O foco da pardbola~ é V = (-3, 3)).
(7) (V) I(F)[ ] A diretriz da pardbola v é x = — 6857

1708

(11) (V)[ I(F)[ ] O foco da pardbola~ é V = (£, —3)).

A figura (fig ??), pdgina ??, mostra o grdfico da pardbola ~y feito a mdo com uso do xfig a partir

GeometriaAnalitica401l0.eps

Figura 6.24:

dos dados deduzidos da equagdo.

gabarito:
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11.

12.

13.

equagoes paramétricas

A curva gamma tem por equagdes paramétricas

acos();
{ bcos(6); (6.244)

(2) (V)[ ](F)[ ] Se a="0a curva gamma é um circulo.

(3) (V)[I(F)[]Sea>b>0acurva gamma é um circulo.

(5) (V) J(F)[]Sea>0b>0acurva gamma é uma elipse.

(7) (V)[I(F)[]Sea=>b=1acurva gamma é o circulo trigonométrico.

(11) (V)[ J(F)[ ] Se a =b = —1 a curva gamma € o circulo trigonométrico.

gabarito:

circulo, pardbola, plano e reta Dadas as equagoes

2 2 _ G —0-
{x—f—y 6z — 10y +9 = 0; (6.245)

2?2 4+ y? — 9z — 14y + 63 = 0;

verifique o que pode ser verdadeiro.

(2) (V)[ I(F)[ ] Una das equagdes é do circulo de centro (3,5) e raio 5.
(3) (V)[ I(F)[ ] Uma das equagées é do circulo de centro (4.5,7) e raio 2.5
(5) (V)[ I(F)[ ] Ambas as equagdes sdo de circulos e um deles passa no ponto (3,5)

(7) (V) I(F)[ ] Se o circulo de menor raio passar no centro do circulo de raio maior entdo eles
tangentes.

(11) (V)[ J(F)[ ] Os circulos sdo tangentes no ponto (6,9) porque um dos didmetros se encontra
sobre a reta suporte do outro didmetro.

gabarito:

pardbola
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Identifique as afirmagdes verdadeiras sobre a equagdo da pardbola.

Equacdo da pardbola é P = (q(x,y),p(x,y));
Adiretrizd é2x +y+1=0 = y:f2x—1 = (z,—2x—1);
eixo X (x,5) foco F = (2,1);V = (4/5,2/5); X Nd = {(-2/5,-1/5)};
d(P,d)? = (g (z,9) ~ 2)* + (p(x )+ 20+ 1)2 = d(P,F)* =

= (a(z,y) — 2)> + (p(z, y) — 1)?;
a(a,y)? — 22q(w,y) + 22 + pla,y)* +
q(z,y)* — dq(=, Y+ 4+ p(a,y = 2p(

—2zq(x,y) + 22 + 22z + Vp(z,y) + (22 + 1)? = —4q(z,y) + 4 — 2p(z,y) + 1;
—2xq(z,y) + 2% + 2(22 + V)p(z,y) + (22 + 1)® + 4q(x,y) — 4 + 2p(z,y) — 1 = 0;
(=22 + 4)q(z,y) + (4o + Dp(x,y) + 22 + 22 + 1) = 5 = 0;

(—2z + 4)q(z, )+(4x—|—4)( y) + 522 +4x — 4 = 0;

4x+4 —4x+44
o(a.1) ~ (st b iets,

= (4/5,2/5) — 2q(x y) +4(z + Vp(z,y) + 522 + 4o — 4 = 0;
2q(4/5, 2/5) + 36/5p(4/5,2/5) + 80/25 + 16/5 — 4 = 0;
2¢(4/5,2/5) + 36/5p(4/5, 2/5) + 160/25 — 100/25 = 0;
2q(4/5,2/5) + 36/5p(4/5,2/5) + 60/25 = 0;

AV, d)2 = (4/5+2/5)2 + (2/5 + 1/5)2 = 36/25 + 9/25 — 45,/25:
d(V,F)? = (4/5 — 2)> + (2/5 — 1)% = 36/25 + 9/25 = 45 /25;

2(2z + p(z,y) + (22 +1)* =
wy)+1

(6.246)

(2) (V)[ I(F)[ ] Dada a equagdo da diretriz e o foco fica determinada a equagdo da pardbola.
(3) WVILIFI]
(5) WMLIF]
(7) WMLIF)]
(11) (V)[I(F)[]

gabarito:

6.13 Um padrao para hipérboles

Vou comecar definindo a hipérbole padrdo acurva definida pela equacio

y=- (6.247)

e esta minha escolha se deve a importancia que a fungio

1
y=f(x) = it #0; (6.248)

tem no Calculo Diferencial e Integral e varias aplicacdes de Matemadtica as Ciéncias Bioldgicas, a Quimica,
ao decaimento radiativo etc. ..
Vou demonstrar que esta curva satisfaz a definicdo geométrica da hipérbole.

Definicao 16 (hipérbole). equacdo da hipérbole As hipérboles sdo formadas por dois ramos que sdo
curvas infinitas espelhadas em torno duma reta chamada diretriz que corta ao meio o eixo que liga os
focos. A definicdo geométrica da hipérbole é
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|d(F1,P)—d(F2,P)‘ ZQTSd(Fl,FQ) = 2c (6249)
no caso das elipses a soma das distdncias do ponto P aos focos é constante.

As hipérboles se assemelham muito as elipses e delas diferem profundamente ...Como as
elipses, elas tém dois focos F}, F» e dado um ponto genérico P = (x,y) sobre uma hipérbole a
diferenca entre as distincias de P a cada um dos focos é constante. Nas elipses o que é constante € a
soma das distincias de P a cada um dos focos e isto muda tudo!

Confira na figura (fig. ??), pagina ??, a imagem da hipérbole padré&o desenhada a mao livre,
usando xfig, um editor de grificos. a partir da qual € possivel obter qualquer outra e inclusive retor-

Figura 6.25: A hipérbole padrio

nar de qualquer outra para esta hipérbole padrdo com uma transformagdo linear. Logo vou lhe dar um
exemplo duma tal transformagdo. Esta denominagdo “ndo € padrdo” e vocé vai encontrar autores que
preferem expressdo diferente para a ser o padrdo para hipérboles. Minha razao é muito forte para fazer
esta denominac¢do pela importancia da funcio na equacio (eq.248) em Cilculo.

6.13.1 hipérbole padrao

Vou provar que a expressao na equagdo (eq.248) satisfaz a defini¢éo da hipérbole. Eu sei que y = %

para z # 0 tem como grifico uma hipérbole, e isto eu vou ter que demonstrar para vocg€ que teve a
paciéncia de ler o texto até aqui. Ainda ndo sei quais sdo os seus focos, mas eu sei que eles se encontram
sobre a primeira bissetriz dos eixos porque a curva y = % ¢é simétrica em torno de y = z e antissimétrica
relativamente ao eixo y = —x. Isto € facil de provar, use a propriedade da fungéo y = f(x) = %, elaé
uma fungdo impar.

1. Tome um segmento de reta perpendicular & y = z, ele vai cortar o grafico de y = % nos pontos
1 1 1 1 1 1
(z, ;) eem (,x), porexemplo, (3,3) e (35,3),0u (—4,—7)e (—7,—4).
2. Também y = % ¢ antissimétrica em torno da reta y = —x porque f(x) = % ¢ uma funcdo impar,
sempre para z # 0.

Entdo os focos sdo F; = (m,m) e F» = (—m, —m) e vou ter que calcular m aplicando a defini¢do
de hipérbole. Acompanhe as contas sobre as quais farei comentarios em seguida.
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m > 0; Fy = (m,m); Fo = (—m, —m); (6.250)

P(z) = 1 ponto genérico da hipérbole: (z, P(z)) = (z, 1);2 # 0; (6.251)
d(P,Fy) = d((z, 1), (m,m)) = \/(x —m)? + (L —m)2; (6.252)

d(P, Fy) = d ((z, 1), (=m, —m)) = /(@ +m)2 + (L +m)2; (6.253)
(VP) (|d(P, F1) = d(P, F2)| = 2r < d(Fy, F) = 2¢); (6.254)
d(P,Fy) —d(P,Fy) = +2r = d(P,F,) = +2r + d(P, Fy); (6.255)
d(P, F))? = 472 £ 4rd(P, F») + d(P, F»)?; (6.256)

d(P, Fy)? — d(P, F5)? — 4r2 = +4rd(P, Fy); (6.257)

(d(P, Fy)2 — d(P, Fy)? — 4r2)* = 16r2d(P, Fy)?; (6.258)

(—dma — 4m — 492)® — 16r2d(P, Fy)%; (6.259)

16m22? + 1‘;—’32 + 16r* + 32m? + 32mriz + % = 16r2d(P, F»)?; (6.260)
Prr() = 16m2a? + 162° 4 1674 32m2 + 32mr2e + 32m _16:24(P, Fy)?;  (6.261)
Pr(x) = (m? — r?)z? + 5 bt 2m? (1—7%)=0; (6.262)

P,r(1) = (m2—7“2)+(m2—r)—|—r +2m (1—7“) 0;

P, (1) = 4m? —2r2 + 1t —2m%r? =0,

P,r1) = 4m272m2r2:2m2(277" ) =2r2 — 7t =122 —r?);
P,.(1) = r? —20u2m =r2m? = g,

Por(2) = 4(m2—7“2)—|- mZor? |l +2m (1—7~) 0;

0;

Pn,(2) = (m? )(17 4r2) 4+ m2(8 — 4r?) = ; (6.263)
Ppr(2) = r=2 = 9( 7‘2): = m==r;
mt = 5 5 (174 4 (8- %) =0
r2(17 — 472) + r%(8 — 4r?) = 0;
r#£0 = —(17—4r%) + (8 — 4r%) = 0;
—17+4r24+8—-4r2=0 = 174+8=0;
r?=2em=+r; (6.264)

6.13.2 Abrindo as contas

Na equacdo (eq. 254) eu apliquei a definicdo da hipérbole. Da (eq. 255) até a equagao (eq. 262) eu
fiz transformacdes algébricas que me permitiram simplificar na expressdo polinomial Py, .(z) = 0, um
polindmio que depende dos dois pardmetro m, r. Nas equacdes seguintes eu escrevi

{ P r(1) = (6.265)

estabelecendo um sistema de 2 equagdes, tem mais de duas equagdes mas somente importam as duas
ultimas para cada um dos valores de x, Elas me permitiram determinar o valor dos parametros m, r.

A solug@o tnica possivel deste sistema é r = \/5, m = ++/2 e como nio tem sentido que m = -2
entdo a dnica solucdo do sistema é r = v/2,m = r = /2. E a identidade, na equacio (eq. 262), que
prova que y = % satisfaz a definicao da hipérbole. Baseado nela eu escrevi o sistema de equagdes (eq.
265), que me permitiu encontrar os valores m, .
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Na figura (fig. ??), pagina ??, eu estou salientando o tridngulo formado pelos focos e um ponto P
genérico sobre a hipérbole. Vou voltar a me referir a este tridngulo.

/tex/fundamentos/AnaliticaTrintaDois.eps

Figura 6.26: A hipérbole padrio

Confira a figura (fig. ??), pagina ??, nela ha a informag@o sobre as imagens da diretriz do
cone, sdo as assintotas, que neste caso sdo os eixos coordenados do plano XOY. A diretriz
do cone é uma reta que roda em volta do eixo do cone fixa a um ponto V' que se chama de
vértice do cone e a figura “captou” dois momentos desta rotagdo quando a imagem coincide
com os eixos OX e OY. Nao se esqueca de que o cone ¢é gerado pela diretriz que estd rodando
em volta do eixo do cone e no plano XOY eu somente percebo o que aparece na figura (fig. ??), as
assintotas sio duas imagens da diretriz.

Na préxima se¢do vou obter uma nova equagao para a hipérbole usando uma transformagao geométrica.

6.13.3 Obtendo nova hipérbole por transformacao

Eu mostrei, na se¢@o anterior, que um tipo de equagdo, ada curvay = %; x # 0, que vai ser de grande
importancia no Calculo, satisfaz a definicdo duma hipérbole. Vou usar uma transformagdo geométrica
para obter uma outra equacao para a hipérbole, que aparece na figura (fig. ??), pagina ??.

A figura (fig. ??), pagina ?? lhe mostra uma hipérbole cujo eixo é o eixo O X, ela foi obtida por uma
rotacdo de —%, angulo negativo, no sentido da rotacdo dos ponteiros dos reldgios antigos, aplicada na
hipérbole padrao.

Eu vou obter a equagd@o desta hipérbole aplicando uma rotagdo com o angulo, —*, na equagio da

. ~ . . . ~ A s
hipérbole padrao, o que significa que vou aplicar a matriz de rotagio que corresponde ao angulo —7 no
vetor,

x 1
< >;y—;z#0; (6.266)
Yy X

Vou aplicar a mesma transformacao linear no eixo da hipérbole padrao e assim obter os focos na nova
hipérbole que vao ser obtidos pela mesma transformacao linear junto com o eixo.

Nao confunda a o eixo da hipérbole com o eixo do cone. O eixo da hipérbole é a reta
determinada pelos dois focos F, F5. Infelizmente a notag@o é confusa, mas agora a hipérbole é um
objeto separado que foi produzido pela intersecio dum plano, no espaco R? com um cone e foi projetada

A frase estd incorretal Niao se apli-
cam rotagdes em equagdes, se aplicam
rotagdes em objetos geométricos porque
uma rotagio € uma operagdo geométrica.
Estou usando uma metonimia, uma figura
de linguagem em que se substitui o fato
pelo efeito, e a linguagem fica mais sim-
ples e reduzida.
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/tex/dicionario/equacaohiperbole02.eps

Figura 6.27: hipérbole com suas assintotas

no plano XOY e € deste objeto que estou tratando. Esqueca o cone que foi usado apenas para produzir
hipérboles! Mas quando me referir aos elementos do cone, vou manter o genitivo, “do cone” para
alerta-lo da diferenca dos conceitos.

As matrizes quadradas 2 x 2 sdo transformagdes do plano no plano, e se tiverem determinante diferente
de zero sdo transformagdes inversiveis, e € o caso das matrizes de rotagdo:

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(6)

‘ = cos?(f) +sin?(0) =1;  (6.267)

b=-1 = ( i I | >m—il;co§(—z)+sm2(—z) —1 (6268)

sin(— cos(—7)
( c.os(—g) —sin —ﬂ%) > _ g g : (6.269)
sin(~§)  cos(~5) —¢
( Z _ab ) ~a+ bi;a® + b2 #£0; (6.270)

Apenas para comparar, € se voc€ quiser aprofundar um pouco usando nimeros complexos, a primeira
matriz é equivalente ao niimero complexo €Y, porque multiplicar qualquer niimero complexo z por este
nimero produz uma rotagdo de 6 em z. Fazer esta conta com nimeros complexos é uma forma de provar
que as matrizes nas equacgdes (eq. 267) e (eq. 268) sao matrizes de rotacdo que transformam qualquer
objeto do plano, R2, noutro objeto obtido por uma rotacio de angulo € no primitivo.

A ultima matriz (eq. 270) € “equivalente” ao nimero complexo a + bi e eu costumo chama-la
de matriz de Cauchy-Riemann, guarde o nome para quando vocé avancar mais em Matematica quando
verd que tenho razdo em chama-la assim. Ficou curiosa, faga uma busca com a palavra-chave Cauchy-
Riemann, mas nao fique assustada, por enquanto é apenas uma denominagao!

Do ponto de vista geométrico R?> = C, do ponto de vista algébrico sio dois conjuntos bastante
diferentes, C é uma super algebra de R no sentido de que € uma algebra que contém R como subélgebra
e vocé verd mais a frente que hd diversas distingdes entre R? e C. Mas por enquanto eu me contento em
pensar que R?, C sdo duas formas diferentes de ver o mesmo conjunto, mas estou errado!
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Faca as contas, verifique as matrizes do tipo da matriz que aparece na equacao (eq. 267) tém determi-
nante 1 e todo niimero complexo da forma e*® tém médulo 1, sdo pontos do circulo trigonométrico como
subconjunto de C, pela férmula de Euler-Abraham de Moivre.

A matriz equivalente ao nimero complexo w = a + bi generaliza o caso dos nimeros complexos
unitdrios, se |w| = 1 tem-se uma simples rotacdo, se 0 < |w| < 1ou |w| > 1 haverd também uma
distor¢do em grandeza que néo vai alterar a natureza do objeto geométrico, desde que |w| # 0 o que para
as matrizes de Cauchy-Riemann é equivalente a dizer que o determinante é diferente de zero devido a
equivaléncia delas com o niimero complexo a + bi.

Esta afirmagdo € muito forte, ela estd lhe dizendo que ha um subconjunto préprio das matrizes 2 x 2
que sdo equivalentes ao conjunto dos nimeros complexos, as matrizes de Cauchy-Riemann. Estudando
Algebra vai vocé vai encontrar isto sob o titulo de isomorfismo de C com este subconjunto préprio de
matrizes. Como vocé pode somar e multiplicar matrizes, e ha diversas linguagens de programacio que
sabem fazer estas operagdes com matrizes, voc€ tem nas matrizes de Cauchy-Riemann uma forma de
representar C dentro de programas de computacio.

As matrizes nas equacdes (eq. 267) (eq. 268) , tem a forma duma matriz de Cauchy-Riemann porque
eu posso a qualquer momento, nas contas, substituir a, b por cos(6), sin(6) e estarei de volta numa matriz
de rotagdo.

Como quero obter uma hipérbole especifica obtida por rotagdo de # = = de modo que o eixo da
hipérbole seja o eixo O X entdo eu vou usar a matriz de rotagdo com ) = =7, Jd sei que o objeto que vou
obter é uma hipérbole, porque € um novo objeto obtido por rotacdo da hipérbole padrao, e quero chegar a
equacdo desta nova hipérbole.

Eu vou passar da minha hipérbole padrdo para o padrao de hipérbole dos demais autores fazendo uma
rotagdo de — 7, agora como um exercicio de Algebra Linear usando a matriz de Cachy-Riemann

cos(o) —sin(ar) \ _ V2 V2 o
< sin(a)  cos(a) ) - ( _2@ % &= (6.271)
¥z _y2 cos(f) —sin(6) \ -7
" ( 2 ) ) < sin(6)  cos(9) )’9 ry (6272

Vou aplicar a matriz da equagdo (eq. 272) ao conjunto dos pontos do plano, vetores, da forma P =
(x, 1), escritos como vetor coluna para que o produto entre matrizes seja legal. Observe que P =
(2, 2); * # 0 sdo os pontos que pertencem a hipérbole padrao.

V2 V2 T V2,4 V21
MP = é é < 1 > = 7272 272301 =: P; (6.273)
2 2 @ 7 E+ 52
V2 V2 V2 V2
< o %><$):< %/§m+%/§m>:<(2)>::F1; (6.274)
2 3 g mtEm
V2 V2 _ N2, V2 _
( 2 \%><_Tmn>:<¢§m ng>:(02>:;pg; (6.275)
O simbolo “:=" foi uma inven¢do do professor suico Niklaus Wirth dentro da sua constru¢do da

linguagem de programacdo Pascal em que ele substituiu a confusa igualdade, em programacio, pelo
conceito matematico “recebe”, que € como se deve ler este simbolo em programacdo. Algumas lingua-
gens de programagdo aderiram a invengdo de Niklaus Wirth. Eu estou generalizando o uso colocando os
dois pontos do lado da varidvel que recebe o valor, mas a invencao € do Wirth.

Apliquei a mesma rotag@o ao eixo da hipérbole que carrega consigo os focos portanto tenho novos
focos, F; = (2,0), F; = (—2,0), porque quero obter uma hipérbole cujo eixo seja OX entdo, nas

python adere a
sintaxe do C e ndo usa a invencdo de Wirth.
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equagdes (eq. 274) (eq. 275) eu calculei as coordenadas dos novos focos. Observe que os focos
“antigos” eram F} = (\/5, \/i), F = (—\[, —\/ﬁ) e a distAncia entre eles é 4, a mesma distancia
entre 0s “novos focos”, nenhuma coincidéncia, eu apliquei a rotagdo de —* ao segmento de reta que
eles determinam obtendo outro segmento de reta com mesmo comprimento. Nada extraordinario, apenas
chamo sua atencdo para que se dé contas de que estou trabalhando com uma nova hipérbole que € idéntica
a anterior apenas transformada por uma rotacdo. Todas as propriedades geométricas sdo preservadas na
transformacao.

A diferenca entre as distancias vai ser, como no caso da hipérbole padrao,

2r = 2V2 <4 =d(F\.F); (6.276)
os valores sdo os mesmo porque esta hipérbole foi obtida pela rotagdo de —7 aplicada na hipérbole
padrdo e consequentemente as constantes geométricas sdo mantidas. Continuo lembrando o teorema da
desigualdade elementar da geometria jd citada anteriormente, d(F}.F5) é maior do que o comprimento
do terceiro lado do tridngulo degenerado que € igual a diferenca entre os outros dois lados, a distancia
entre os focos. Sei quais sdo os focos, agora vou calcular os pontos (x,y) que satisfazem a definicdo da
hipérbole para os focos dados.

{(z,y) = P;d(P, F1) — d(P, Fy) = 2r = 2v/2; }; (6.277)
d(P, F1) = d((z,y),(2,0)) = /(z — 2)* + y% (6.278)
d(P, F>) = d((z,9),(=2,0)) = /(z +2)* + y% (6.279)
(VP) (|d(P, F1) — d(R B)| =2v2); (6.280)
d(P, Fy) = +2V/2 + d(P, F,); (6.281)
d(P, F})? = 8 + 4y/2d(P, F») + d(P, F»)?; (6.282)
(x —2)2 + 9% — d(P, F5)? — 8 = +4V/2d(P, F,); (6.283)
(x—2)2 4+ 9% — ((z +2)? + 9°) — 8 = £42d(P, F»); (6.284)
—82 — 8 = +4V2d(P, Fy) = 6422+ 128z + 64 = 32((x + 2)% + »?); (6.285)
6422 + 128z + 64 = 3222 + 128z + 128 + 32y (6.286)
202 +drx+2=22+4x+44+¢y> = 22-2—-94%=0; (6.287)
22 -2—9°=0 = 22—y* =2 = y?=2-2% (6.288)
2-22>0 « = z<—/20u z>V2;
) =vV2—12 < |z|>V2;
1 flx)=0 <« le < g; ; (0.289)
g(z) = —f(2);

6.13.4 As contas

Na dltima equagao eu defini uma fungéo a partir da equagdo da hipérbole para usd-la no gnuplot e
agora dentro do gnuplot eu traduzi

f(x)= (x < —sqgrt(2))?sgrt( x**x2 — 2 ):(x < sqrt(2))?0:sqgrt( x*x*x2 - 2);
g(x) = —-f£(x);

plot f£(x), g(x), 0, x, —-x

pause -2 "aperte enter para terminar’ ;

e vocé pode raspar e colar num terminal do gnuplot para ver a imagem na figura (fig. ??), pagina ??,
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Figura 6.28: Hipérbole equildtera

Para obter a equacdo de qualquer hipérbole basta usar os focos que forem dados e a diferenga
entre as distincias dum ponto genérico P(x,y) aos focos, foi o que fiz da equagdo (eq. 277) até a
equacdo (eq. 288). Na ultima equacdo (eq. 289), eu defini uma fung@o obter o grafico da hipérbole
equildtera com gnuplot. O radical tem que ser positivo o que implica que |z| > V/2 entido no
intervalo (—+/2, v/2) ndo tem grafico, para evitar que gnuplot se confundisse, eu defini como zero os
valores neste intervalo fazendo com gnuplot desse a funcio o valor zero, confundindo com o eixo OX,
produzindo um grafico bonito.

Eu usei um if/else compacto do gnuplot que é importado da linguagem de programagdo C
em que “?” corresponde a uma pergunta sobre uma varidvel légica, no caso uma desigualdade, que
sendo verdadeira corresponde a expressao que lhe segue, “:” € alternativa, “else”, e voc€ pode escrever
sentencas imensas com este 1f/else compacto. Aqui estou usando apenas dois elses para definir
como 0 o valor da fungio no intervalo (—v/2,v/2). A fungdo —g(z) vai me dar a simétrica desta fungio
em relagdo ao eixo OX foi o que eu obtive com gnuplot. Além disto eu tracei as retas y = +x que
sdo as assintotas desta hipérbole. O comando pause -2 faz com que gnuplot fique aguardando
uma entrada de dados, basta acionar o “enter” e o grafico sai do ar. E melhor usar o comando

pause -2 "aperte enter para terminar’ ;

para que gnuplot emita esta mensagem afim de que o usudrio saiba o que fazer para terminar trabalho!

6.13.5 Outras equacoes para hipérbole

Por simetria a equagao
y?— 2?2 =2; (6.290)

é a equacdo da hipérbole equildtera com focos Fy = (0,2), F» = (0,—2) e vértices v; =
(0,v/2),Va = (0,—+/2). As contas sdo absolutamente semelhantes as que eu fiz na equagio (eq. 277)
até equacdo (eq. 288). apenas trocando x por y.

O nome usual para esta hipérbole ¢ hipérbole equildtera, como muitos nomes em Ma-
temadtica este tem um sentido difuso, possivelmente estd associado as assintotas que sdo as duas
bissetrizes dos eixos. Com frequéncia nos textos esta hipérbole equildtera é apresentada como
um padrdo.
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As curvas, as cOnicas, porque se originam pela intersecdo dum plano com um cone, sdo curvas planas,
porque “pertencem” ao plano que corta o cone, mas foram obtidas no espaco R? e projetadas no plano
XOY'. Sao estas projecdes, circulo, elipse, hipérbole e parabola, os objetos da Geometria Analitica.

* A diretriz do cone € a reta que gira em torno do eixo do cone gerando o cone. Esta reta esta “fixa”
no ponto O, o vértice do cone e o cone € uma superficie de revolu¢do com duas folhas simétricas
que se opdem pelo vértice O. A diretriz é uma reta que circula em torno do eixo do cone, “fixa”
no ponto O, gerando o cone, e ao cortar este por uma plano eu estarei captando duas imagens da
diretriz em sua passagem pelo plano.

* As imagens da diretriz do cone, em dois momentos de sua rotagdo, projetadas no plano XOY sdo
as duas retas concorrentes num ponto do plano no ponto O’ que é a proje¢do do vértice do cone.

* Euintroduzi uma particularizag¢do que nio ird prejudicar o desenvolvimento geral da teoria, mas que
simplificou as contas. Eu escolhi a origem dos eixos no plano X OY como o ponto de concorréncia
das imagens da diretriz e do eixo do cone, é o vértice do cone.

As imagens da diretriz do cone, as proje¢des no plano X OY, esta projecao se confunde com a prépria
projecdo do cone no no plano XOY, sdo as assintotas ao grafico da hipérbole: quer dizer, o grafico da
hipérbole se aproxima indefinidamente das assintotas, ou ainda as assintotas sdo a “posi¢cdo limite” para
a qual tendem os ramos da hipérbole, coisa que Calculo explica com perfei¢do com o conceito, “limite”.

Observe que as duas imagens da diretriz sdo também uma hipérbole degenerada, um conceito nato
do Cilculo ou das equagdes diferenciais. A Matematica € formada de teorias que dependem uma das
outras e trabalhar num departamento como a Geometria Analitica nos forca a indicar que os objetos deste
departamento aparecem melhor explicados em outros departamentos, aqui, na Geometria Analitica, me
falta o conceito “limite”, que corresponde aos “objetos degenerados™. Estou fazendo referéncia a estes
conceitos apenas para agucar a sua curiosidade, eles nao serdo necessdrios na sequéncia da leitura.

As hipérboles tém uma defini¢do da geometria, é o lugar geométrico dos pontos P tal que, o valor
absoluto da diferenca entre as distancias do ponto P a dois pontos chamados focos, é constante. Compare
com a definicao da elipse.

Foi escrevendo esta defini¢do sob forma de equacdes que eu pude obter as equacdes da hipérbole
padréo e, agora, da nova hipérbole obtida com a rotagdo que eu dei a hipérbole padrdo de — 7.

Eu usei uma propriedade da geometria, a invaridncia das propriedades das figuras geométricas sob os
movimentos rigidos: rotacdo, translagdo para obter uma nova hipérbole a partir da hipérbole padrao. Na
verdade eu ja usei esta propriedade de invaridncia quando selecionei a origem como ponto de concorréncia
das imagens da diretriz. Como a Matematica se caracteriza por sua generalidade, quer dizer, os teoremas
da Matemadtica ndo podem depender de escolhas particulares, voc€ deve manter uma atitude critica frente
as minhas escolhas e eu tenho o compromisso de mostrar-lhe mais a frente que elas ndo destroem as
equagdes que vou obter no sentido que elas percam a confiabilidade.

Nas hipérboles de que tratei aqui, tudo se passa como se 0 eixo do cone fosse coincidente com
o eixo OZ, a primeira bissetriz dos eixos, a reta de equagido y = z, é o eixo da hipérbole padrao.

Na segunda hipérbole, obtida por rotacao da hipérbole padrao obtive os focos calculando a rotagao
sobre o eixo da hipérbole padrio e assim obter o eixo da nova hipérbole onde se encontram seus focos.
Eu produzi uma rotagdo de —7 levando a reta y = z a coincidir com o eixo OX que € o eixo da
nova hipérbole e onde ficam situados os focos da nova hipérbole. Na hipérbole padriao os focos tem
coordenadas

(mvm)7 (_m’ m); m = \[2;

determinando um segmento de reta com vértice cujo comprimento € 4 e as coordenadas dos focos da nova
hipérbole tem este valor como abcissa.
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Isto me permitiu escolher a posicdo dos referenciais para construir a equagdo da hipérbole de forma
mais simples. No caso da rotagdo de —7 dada na hipérbole padrdo eu encontrei a imagem do eixo da
nova hipérbole quando apliquei a matriz de rotagdo sobre os focos da hipérbole padrao transformando-lhe
0 eixo y = x no eixo OX “encontrando”, logo m como coordenadas dos focos obtidos dos antigos focos
com a rotagdo do eixo da hipérbole padrdo. os dois pontos, os focos, Fi = (—m,0) = (—+/(2),0); F» =
(m,0) = (1/(2),0), que sdo pontos sobre o eixo OX, depois apliquei a definicio geométrica para
encontrar a equacao cartesiana da nova hipérbole.

Quando a hipérbole ficar simétrica em volta da origem dos eixos XOY e seu eixo for OX ou OY, a
sua equagdo equagao terd uma das duas formas

x2 y2 o y2 T

FER SR e

2
— 1 (6.291)

ao escrever o denominador ao quadrado eu apenas estou indicando que se tratam de dois ndmeros positi-
vos que aparecem no denominador.
Variantes da equacgdo da hipérbole padrdo sdo as expressoes

K K
Y T
a segunda equacdo terd grande importincia no Calculo, muito em particular quando K = 1.
A maioria dos autores definem como hipérbole padrao aquela cuja equagdo € da forma

2 2
x Y
— -5 =1 (6.293)
a b
para dois nimeros positivosa.b e eles tém uma forte razdo, trocando o sinal no primeiro membro vocé
obtém a equacgdo da elipse que eles também consideram como o padrdo porque elas tem como eixo de
simetria o eixo OY e os focos se encontram sobre o eixo OX. Eu a obtive aplicando uma rotagdo com

angulo oo = 7 na minha hipérbole padréo.

6.14 Exercicios

Exercicios 7. A hipérbole

1. propriedades da hipérbole Partindo da equagdo

%—%zl;a,b>0; (6.294)
como equagdo duma hipérbole entdo
(2) VMILIFI]
z—z — %22 =1 (6.295)

é também a equagdo duma hipérbole.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se (x,y) for um ponto da hipérbole entdo (x,—y) e (—x,y) também sdo ponto
da hipérbole.

(5) (V) [(F)[ ] é possivel definir y como quatro fungées de x, duas delas com dominio definido
pela desigualdade x > a.
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(7) (V) I(F)[ ] é possivel definir y como quatro fungées de x, duas delas com dominio definido
pela desigualdade x < —a.

(11) (V)[ J(F)[ ] Para cada valor de x tal que x > a hd dois valores de y tais que os pontos (x,y)
e (x, —y) pertencem a hipérbole.

gabarito:

2. propriedades da hipérbole Partindo da equagdo

2 2
-5 =La>0 (6.296)

como equagdo duma hipérbole entdo

(2) (VMLIFI]
Lt 10 (6.297)
¢ uma outra hipérbole obtida da anterior por uma rotagdo de o = 3.
(3) (V)L I(F)[ ] A expressdo
z? —y? =a%a > 0; (6.298)
também define a mesma hipérbole.

(5) (V)[ I(F)[ ] Posso deduzir duas funcdes f,qg definidas no dominio x > a tal que f(x) =
—g(x).

(7) (V)[ J(F)[ ] Posso definir a fungdo f no dominio |x| > a tal que f(x) = f(—=x) para todo x
no dominio de f.

(11) (V)[ J(F)[ ] Posso definir duas fungdes f,g no dominio |x| > a tal que f(x) = f(—x) e
g(x) = g(—x) para todo x no dominio de f.

gabarito:

3. derivada implicita

Considere a hipérbole definida pela equacdo

22 P
a2 a2

. =1la>0; (6.299)
a

Verifique quais das afirmagoes sdo verdadeiras.

(2) (V)[ I(F)[ ] Calculando a derivada implicita da expressdo na equacdo (eq. 299) se obtém

ﬁdx — —dy =0;a > 0; (6.300)

ﬁdaﬁ — —dy =0;a > 0; (6.301)
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e com as substituicdes:
dr =:x —p;
dy =y —g;
T =D;
yi=q
sob a suposi¢do de que o ponto (p, q) satisfaca a (eq. 299), obtenho a expressdo a variedade
linear tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (p, q)

(6.302)

2a 2y
Sl=p - "F—a)=0a>0 (6.303)
(5) (V)[ I(F)[ ] Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = Va2 — a? e g(x) = —vVx? — a? tal
que f(x) = —g(x) cujos grdficos formam um dos ramos da hipérbole definida na equacdo
(eq.299).

(7) (V)[ I(F)[ ] Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = Va2 — a? e g(x) = —vVx? — a? tal
que o grdfico destas duas funcoes f(x) e g(x) reproduz o grdfico da hipérbole da equacdo
(eq.299) e definindo para o ponto (p, q) previamente selecionado satisfazendo a equacdo da
hipérbole definida pela equagdo (eq.299)

lpl > lal,q = f(p);m = p/q; h(x) = g+ mx (z — p); (6.304)

a sequéncia de comandos do gnuplot

a=3; p = -5;

if (abs(p) > abs(a)) f(x)=sqgrt (x**x2 — a*x*2);
if (abs(p) > abs(a)) g(x)=—-sgrt(x**x2 — a*xx2);
qa=f£f(p); m=-p/qg;

h(x) = g + mx (x-p)

plot f(x),g(x),0, h(x);

exibe o grdfico da hipérbole definida na (eq.299) com a reta tangente no ponto (p, q) previa-
mente selecionado satisfazendo a equagdo da hipérbole na (eq.299).

(11) (V)[ (F)[ ]Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = Vz? — a? e g(x) = —vVa? —a? tal
que o grdfico destas duas fungoes f(x) e g(x) reproduz o grdfico da hipérbole da equagdo
(eq.299) e definindo para o ponto (p, q) previamente selecionado satisfazendo a equagdo da
hipérbole definida pela equacdo (eq.299)

lpl > lal,q = f(p);m = —p/q; h(z) = g+ m * (z — p); (6.305)

a sequéncia de comandos do gnuplot

a=3; p = -5;

if (abs(p) > abs(a)) f(x)=sqgrt (x*x2 — axx2);
if (abs(p) > abs(a)) g(x)=—-sgrt (x**2 — a**2);
a=f(p); m=p/g;

h(x) = g + m*x(x—p)

plot £(x),9(x),0, h(x);

exibe o grdfico da hipérbole definida na (eq.299) com a reta tangente no ponto (p, q) previa-
mente selecionado satisfazendo a equacdo da hipérbole na (eq.299).

gabarito:
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4. derivada implicita Considere a hipérbole padrao

1
y=—=a (6.306)

(2) (V)] [(F)[ ] Derivando implicitamente a equacdo (eq.306) obtenho

dy = — = —z 7 *du; (6.307)
X

seguindo, exatamente, a regra da derivagdo implicita de polindmios com a poténcia n = —1.

(3) (V)[ I(F)[ ] Considerando agora um ponto (a,b) = (a, é) sobre a curva y = % e fazendo as
substituicoes
dr =:x — a;

o _ 1.
dy:=y—b=y—g (6.308)
T = a;
y = b;

a equagdo da reta tangente a curva y = % no ponto (a,b) é

1.0 1
a a
traduzindo para gnuplot
f(x) = 1.0/x%;
a=-1/5.0; b = 1/a;m = 1.0/a»*2; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m
h(x) = b + m*(x—-a); ## equacdo da reta tangente

plot f(x), h(x),0
1

vai aparecer na janela grdfica o grdfico da fun¢do y = + com a reta tangente no ponto (a, b).

(5) (V)[ I(F)[ ] Considerando agora um ponto (a,b) = (a, %) sobre a curva y = % e fazendo as

substituicoes
dr =:x — a;
L,
dy:=y—b=y—g (6.310)
T = aq;
y:=0b;

1

a equagdo da reta tangente & curva y =  no ponto (a, b) é

1.0 1
m=——;y—b=y——=m(z—a); (6.311)
a a
traduzindo para gnuplot
f(x) = 1.0/x;
a=-1/5.0; b = 1/a;m = -1.0/a**2; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m;
h(x) = b + m*(x-a); ## equagdo da reta tangente

plot f(x), h(x),0

vai aparecer na janela grdfica o grdfico da fungdo y = % com a reta tangente no ponto (a,b).

(7) (V)[ )(F)[ ] A reta tangente ao grdfico de y = f(x) = L no ponto (1,1) é uma translacdo da

x
primeira bissetriz dos eixos.
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(11) (V)[ J(F)[ JA reta tangente ao grdfico de y = f(x) = * no ponto (1,1) é uma translagdo da

x

segunda bissetriz dos eixos e gnuplot comprova isto com a sequéncia de comandos

f(x) = 1.0/x;
m = -1.0/a**x2;a = -1/5.0; b = 1/a; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m;
h(x) = b + mx(x-a); ## equacdao da reta tangente
plot f(x), h(x),0
gabarito:
q

5. derivada implicita

Considere para decidir quais opgdes sdo verdadeiras a parabola padraoy = %

(2) (V)] [(F)[ ] Calculando a derivadas implicita da equacdo y = % se obtém
dy = ——dz (6.312)
x
aplicando a regra de derivacdo polinomial a x~*.

(3) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao seu grdfico da hipérbole no ponto (1,1) é obtida com a se-
guinte sucessdo operagoes

y="Liw £ 0,(1,1) = (a,b); (6313)

dy = —9%;2 #0; (6.314)
dr :=x — a;
dy =y —b (6.315)
T = aq;
Y=g
b= é;a;ﬁO; (6.316)
y—b=-15 = y=b— (v}
y=b+m(z—a);m=—2L%; (6318)
(a,b)=(1,1) = y=1—(z—-1)=2—ux; (6.319)
A reta tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (1, 1) é uma reta paralela a segunda bissetriz

dos eixos.

(5) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao seu grdfico da hipérbole no ponto (1,1) é obtida com a se-
guinte sucessdo operagoes

y=2;2#0;(1,1) = (a,b); (6.320)

dy = %2 #0; (6.321)
dr :=x — a;
dy:=y—b; (6.322)
T = a;
Y=o
b=1:a+#0; (6.323)

b=157 = y=bL(z—a)6324)
y=b+m(r—a);m=->L; (6325
(@b)=(1,1) = y=1+(x—1) =g (6.326)
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A reta tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (1, 1) é uma reta paralela a primeira bisse-
triz dos eixos.

(7) (V) I(F)[ ] Aplicando ao grdfico da equacdo (eq.306) junto com a reta tangente no ponto
(1,1), uma rotagdo com dngulo o« = T resulta numa pardbola cuja tangente ao grdfico no

ponto (1,—1) é paralela a segunda bissetriz dos eixos.

(11) (V)[ ](F)[ ] Aplicando ao grdfico da equacdo (eq.306) junto com a reta tangente no ponto
(1,1), uma rotagdo com dngulo o« = T resulta numa pardbola cuja tangente ao grdfico no

ponto (—1,1) é paralela a primeira bissetriz dos eixos.

gabarito:
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Capitulo 7

Lista de exercicios final

7.1 A lista de exercicios final

Exercicios 8. A hipérbole

1. propriedades da hipérbole Partindo da equagdo

Z—z—?;—jzl;a,b>0; (7.1
como equagdo duma hipérbole entdo
(2) VILIF)I]
z—z — z—j =1 (7.2)

é também a equagdo duma hipérbole.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se (x,y) for um ponto da hipérbole entdo (x,—y) e (—x,y) também sdo ponto
da hipérbole.

(5) (V)] [(F)[ ] é possivel definir y como quatro fungées de x, duas delas com dominio definido
pela desigualdade x > a.

(7) (V)[ I(F)[ ] é possivel definir y como quatro fungdes de x, duas delas com dominio definido
pela desigualdade x < —a.

(11) (V)[ ](F)[ ] Para cada valor de x tal que x > a hd dois valores de y tais que os pontos (x,y)
e (x, —y) pertencem a hipérbole.

gabarito:

2. propriedades da hipérbole Partindo da equagdo

2 2
%f%:l;a>0; (1.3)

como equagdo duma hipérbole entdo

245
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(2) (VMILIF)]

2 2

ﬁ—ﬁzl;a>0; (7.4)
é uma outra hipérbole obtida da anterior por uma rotagdo de o = 3.

(3) (V) I(F)[ ] A expressdo

z? —y? =a%a > 0; (7.5)

também define a mesma hipérbole.

(5) (V)[ J(F)[ ] Posso deduzir duas fungdes f,g definidas no dominio © > a tal que f(x) =
—g(x).

(7 ) (V)[ I(F)[ ] Posso definir a funcdo f no dominio |x| > a tal que f(x) = f(—=x) para todo x
no dominio de f.

(11) (V)[ J(F)[ ] Posso definir duas fungdes f,g no dominio |x| > a tal que f(x) = f(—x) e
g9(z) = g(—z) para todo x no dominio de f.

gabarito:

3. derivada implicita

Considere a hipérbole definida pela equagdo

2 2
%f%:l;a>0; (7.6)

Verifique quais das afirmagoes sdo verdadeiras.

(2) (V)[ [(F)[ ] Calculando a derivada implicita da expressdo na equagdo (eq. 6) se obtém
2 2
a—fdx - a—gdy —0;a > 0; (1.7)

(3) (V)] I(F)[ ] Calculando a derivada implicitada expressdo na equacdo (eq. 6) se obtém

2 2
—ﬁdm — —gdy =0;a > 0; (7.8)
a a
e com as substituigdes:
dx =:x —p;
dy =y —q;
2= p; (7.9)
Yyi=q

sob a suposi¢do de que o ponto (p, q) satisfaga a (eq. 6), obtenho a expressdo a variedade
linear tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (p, q)
2a 2
)~ Dy —q)=0;a>0; (7.10)
a a
(5) (V)[ I(F)[ ] Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = Va? — a? e g(x) = —Vz? — a? tal
que f(x) = —g(x) cujos grdficos formam um dos ramos da hipérbole definida na equacdo
(eq.6).
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(7) (V)[I(F)[ ] Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = vVa? —a? e g(z) = —vVx? — a? tal
que o grdfico destas duas fungoes f(x) e g(x) reproduz o grdfico da hipérbole da equagdo
(eq.6) e definindo para o ponto (p,q) previamente selecionado satisfazendo a equagdo da
hipérbole definida pela equagdo (eq.6)

Ip| > lal,q = f(p);m =p/q; h(z) = ¢ +m* (v — p); (7.11)

a sequéncia de comandos do gnuplot

a=3; p = —5;

if (abs(p) > abs(a)) f(x)=sqgrt (x**x2 — a**2);
if (abs(p) > abs(a)) g(x)=—-sgrt (x**2 — a**2);
qg=£f(p); m = -p/qg;

h(x) = g + m*x(x—p)

plot f£(x),g(x),0, h(x);

exibe o grdfico da hipérbole definida na (eq.6) com a reta tangente no ponto (p, q) previa-
mente selecionado satisfazendo a equacdo da hipérbole na (eq.6).

(11) (V)[ J(F)[ ]Se |x| > |a| posso definir as fungdes f(x) = Va? —a? e g(x) = —vVa? — a? tal
que o grdfico destas duas fungoes f(x) e g(x) reproduz o grdfico da hipérbole da equacdo
(eq.6) e definindo para o ponto (p,q) previamente selecionado satisfazendo a equagdo da
hipérbole definida pela equagdo (eq.6)

Ip| > lal,q = f(p);m = —p/q; h(z) = ¢+ m* (x — p); (7.12)

a sequéncia de comandos do gnuplot

a=3; p = —-5;

if (abs(p) > abs(a)) f(x)=sqgrt (x*x2 — axx2);
if (abs(p) > abs(a)) g(x)=—-sgrt (x**2 — a*=*2);
ga==£f(@;m=p/g

h(x) = g + m*x (x-p)

plot f£(x),g(x),0, h(x);

exibe o grdfico da hipérbole definida na (eq.6) com a reta tangente no ponto (p, q) previa-
mente selecionado satisfazendo a equacdo da hipérbole na (eq.6).

gabarito:

4. derivada implicita Considere a hipérbole padrao

y=—=x ; (7.13)
(2) (V)] [(F)[ ] Derivando implicitamente a equacdo (eq.13) obtenho

d
dy = =2 = —2~%du; (7.14)
X

seguindo, exatamente, a regra da derivagdo implicita de polindomios com a poténcia n = —1.
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(3) (V)[ I(F)[ ] Considerando agora um ponto (a,b) = (a, %) sobre a curva y = % e fazendo as

substituicoes
de =:x —a;

dy:=y—b=y— (7.15)
T=a; )
y =0

a equagdo da reta tangente a curva y = % no ponto (a,b) é

1.0 1
m=—y—b=y——=m(x—a); (7.16)
a a
traduzindo para gnuplot
f(x) = 1.0/x;
a=-1/5.0; b =1/a;m = 1.0/a**2; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m
h(x) = b + m*(x-a); ## equagdo da reta tangente

plOt f(x), h(x),0
vai aparecer na janela grdfica o grdfico da fungdo y = % com a reta tangente no ponto (a, b).

(5) (V)[ ]I(F)[ ] Considerando agora um ponto (a,b) = (a, é) sobre a curva y = % e fazendo as
substituicoes
dr =: x — a;

R _ 1.
dy:=y—b=y=23; (7.17)
T = a;
yi=0b;

1

a equagdo da reta tangente & curva y =  no ponto (a, b) é

1.0 1
m:——Q;y—b:y—me(l‘—a); (7.18)
a a
traduzindo para gnuplot
f(x) = 1.0/x%;
a=-1/5.0; b =1/a;m = -1.0/a**2; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m;
h(x) = b + m*(x-a); ## equacdo da reta tangente

plot f(x), h(x),0
vai aparecer na janela grdfica o grdfico da fungcdo y = % com a reta tangente no ponto (a,b).
(7) (V)[ J(F)[ ] A reta tangente ao grdfico de y = f(x) = % no ponto (1,1) é uma translagdo da
primeira bissetriz dos eixos.
(11) (V)[ I(F)[ ]A reta tangente ao grdficode y = f(z) = % no ponto (1,1) é uma translagcdo da
segunda bissetriz dos eixos e gnuplot comprova isto com a sequéncia de comandos

f(x) = 1.0/x%;
m = -1.0/ax*2;a = -1/5.0; b = 1/a; ## selecionei a= -1/5.0 calculei m;
h(x) = b + m*(x—-a); ## equacdo da reta tangente

plot f(x), h(x),0

gabarito:
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5. derivada implicita

Considere para decidir quais op¢oes sdo verdadeiras a parabola padrio y = %

(2) (V)[ I(F)[ ] Calculando a derivadas implicita da equacdo y = % se obtém

1

dy = ——dz (7.19)
X

aplicando a regra de derivacdo polinomial a x~*.
(3) (V)[ I(F)[ ] A reta tangente ao seu grdfico da hipérbole no ponto (1,1) é obtida com a se-
guinte sucessdo operacoes

y=LaA0,(1,1) = (a,b); (720

dy = %0 #0; (7.21)
dr = x — a;
dy =1y — b;
v a (7.22)
Y=
b=1ra+#0; (7.23)
y—b=—-2 = y=>b- 5(z—@24

(
y=b+m(z—a);m=—2L%; (125
(a,b)=(1,1) = y=1—(z—-1)=2—ux; (7.26)
A reta tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (1, 1) é uma reta paralela a segunda bissetriz
dos eixos.
(5) (V)[ I(F)[ ] A reta tangente ao seu grdfico da hipérbole no ponto (1,1) é obtida com a se-

guinte sucessdo operacdes

y=1i0#40;(1,1) = (a,0); (727

dy = %z # 0; (7.28)

dxr :=x — a;

dy ==y — b;
v ::ya; (7.29)

Y=g

b= %;a;«éo; (7.30)
y—b=5o" = y= ba%(x—a); (7.31)
y=b+m(z—aym=>5; (132
(a,0) =(1,1) = y=1+(z—1)=ux; (7.33)

A reta tangente ao grdfico da hipérbole no ponto (1,1) é uma reta paralela & primeira bisse-
triz dos eixos.

(7) (V)[ I(F)[ ] Aplicando ao grdfico da equagdo (eq.13) junto com a reta tangente no ponto
(1,1), uma rotagdo com dngulo oo = 7 resulta numa pardbola cuja tangente ao grdfico no
ponto (1, —1) é paralela & segunda bissetriz dos eixos.

(11) (V)[ J(F)[ ] Aplicando ao grdfico da equacgdo (eq.13) junto com a reta tangente no ponto
(1,1), uma rota¢do com angulo oo = 75 resulta numa pardbola cuja tangente ao grdfico no

ponto (—1,1) é paralela & primeira bissetriz dos eixos.
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gabarito:
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