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Resumo

In this paper I am making simulations of pertubations of a path and
presenting some scripts written in gnuplot which realize graphically the
perturbation. The result of this paper is the algorithm to produce the
paths to use with variational method for otimization of functionals. I have
produced the algorithm to produce the paths around a given (suspected)
otimal path using gnuplot. But the implementation of the variational
method is to be developped in forth coming paper. Keywords: algorithm
do produce paths, variational calculus, otimization along paths.

Neste artigo estou fazendo algumas simulagoes de perturbacdo de um
caminho e apresentando alguns scripts escritos em gnuplot que mostram
o resultado da simulacdo graficamente. O artigo apresenta ao final um
script em gnuplot que produz uma familia de caminhos em torno de um
caminho conhecido como é necessario para aplicar o método variacional.
Dois graficos foram produzidos mostrando a aplicabilidade do método, um
usando uma segmento de reta e outro um segmento de parabola. Porém a
aplicagdo do método fica para um trabalho que se encontra em preparagao.
Palavras chave: algoritmo para produzir caminhos, calculo variacional,
otimizagao ao longo de caminhos.

1 O método variacional

Nesta se¢ao vou dar exemplo de funcional em que é bem conhecido na aplicagao
do método variacional e apontado como histérico, a equacgao diferencial da
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braquitocrona obtida por Bernouilli. Vou seguir de perto, embora resumida-
mente, as descrigoes feitas em [11, pag 25-30], [15, Brachistocrone] como exem-
plo do método variacional onde se sugere Johann Bernouilli como inaugurador
do método ao resolver o problema da curva de tempo minimo, braquistécrona.
Este problema é usado aqui como motivacao para a construgao de um algo-
ritmo computacional a ser aplicado com o método variacional, portanto a tinica
novidade que pode haver neste artigo esta na segunda parte, o algorithmo com-
putacional para construgao de caminhos num entorno, uma vizinhanga tubular,
de um caminho conhecido e suspeito como o sendo o que otimiza o funcional,
na segunda se¢ao do artigo.

A idéia, no método variacional, é a de que a solugao de um problema, em vez
de ser procurada diretamente, venha através da minimizagao, ou maximizagao
de um funcional (integral) sobre uma regido. A braquistdcrona, curva do tempo
minimo representa a solucao para descrever o caminho da luz trafegando-se
dentro em um determinado meio. E interessante que que este caso coincide,
como solugao, na determinagao da curva de um cabo suspenso.

Os ingredientes do método estao associados

e a um operador, uma integral, ou mais geralmente uma transformacao
linear, aqui representados por uma equacao diferencial;

e uma classe de variedades (curvas, superficies) admissiveis;

Para motivar a construgao do algoritmo, que é o objetivo deste artigo, vou ra-
pidamente mostrar como o método variacional funciona usando a braquistécrona,
como motivagao, entretanto a aplicagao do método vai ser desenvolvido em outro
artigo.

2 Altoritmo para construcao de caminhos

Nesta secao vou rapidamente deduzir a equacao diferencial da braquistécrona
em seguida construir um algoritmo que produz caminhos entre dois pontos dados
em torno de um caminho existente suspeito como sendo o melhor.

Em [7] hd uma descri¢ao da lei de Snell e como chegar experimentalmente na
braquistécrona, e na bibliografia vocé pode encontrar textos com notas histéricas
do problema “encontrar a curva de tempo minimo” associado a lei de Snell. Snell
foi um Matematico e Fisico do século 16, ele descobriu a relacao entre os angulos
de incidéncia e refracao da luz ao atravessar a interface entre duas regioes, em
[15, Snell]' vocé pode encontrar uma discussao sobre a prioridade de Snell sobre
esta descoberta.

Esta questao estd intimamente associada ao problema da conexao de um cabo
flexivel ligando o ponto A ao ponto mais abaixo, B, de modo que uma capsula
deslize sem atrito ao longo da curva em tempo minimo. Galileu pensava ser um
arco de circulo e anos depois, em 1696 Johann Bernouilli inaugurou o método

!Indevidamente usada por Descartes, hd quem chame a lei de Snell-Descartes.
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variacional descobrindo que curva seria, em [7] se pode ver como se comprova
a lei de Snell que estd associada a braquistécrona.

O principio da conservagdo da energia nos diz que a velocidade da cap-
sula ao atingir um ponto da curva é determinado apenas pela perda de energia
potencial?, se desprezarmos o atrito.

Usando, por um momento, a notagao tradicional, s, v, a para as equacoes da
posicao, da velocidade e da aceleracdo, temos

v(t) = /2gs(t) = v2(t) = 2gs(t) (1)
f'(@) = /29f () = f'(2)* = 29 f (2) (2)
sin(B) = cos(a) (3)
COS(O&) = sec(a) \/1+tan2(a) - \/1+f’(m)2 (4)
== oA (5)

i TV R
y(1+y?) =C (6)

A equacao (1) e uma reformulagao da equacao (2). A equacao (2) nos diz
que a o quadrado da velocidade é proporcional a posigao percorrida, sendo o
coeficiente de proporcionalidade 2g, quando em queda livre, [11, pdgina 20]. Na
equagao (3) considero os dois angulos «, — 3, num ponto z, genérico da curva,
figura (1) pédgina 4, eles sdo complementares, logo

1
V1 f(x)?

porque a tangente é o coeficiente angular da reta tangente no ponto, portanto a
derivada da curva-posicao, f(x), que estd expresso na equagao (4). Na equagao
(5), no primeiro membro, estd expressa a lei de Snell® e no segundo membro
aparece a equagao diferencial da braquistécrona que foi re-escrita na equagao
(6), como uma equacgao diferencial de primeira ordem e do segundo grau.

E a expressio que aparece na equacao (6) que vou transformar num problema
de Calculo Variacional, nela tenho uma fun¢ao

cos(a) = sin(fB) =

@y, y2) = > (1 + ya)

2Por exemplo, o péndulo perde energia poténcial que se transforma em energia cinética,
(mensurdvel como quantidade de movimento) mais calor devido ao atrito, consequentemente
ao recuperar a energia poténcial, perdendo energia cinética e produzindo calor nao pode
retornar & mesma altura inicial, mas em qualquer ponto da trajetdria a posicao é diretamente
proporcional & energia potencial que o objeto tiver.

3A equagdo (1) em [11, pagina 27] é confusa, o autor usa v no denominador quando deveria
usar s de acordo com a notagdo s,v,a para as equagoes do movimento, da velocidade e da
aceleragao.




3 A CONSTRUCAO DO ALGORITMO 4

Ny =1(x)
f'(x) =tan( a)

f lei de Snell

sin( B)
fr(x)

= cte

=

Figura 1: A reta tangente & braquistécrona

e a metodologia consiste em maximar (minimizar) a integral

2 2

F(y,yz) = Tf ft,y,y)dt = Tfyz(l + Yo )dr 5 x € 11, 20] (7)
T Ftw,wi)dt s w=y+¢ (8)

1

e para isto preciso uma familia de curvas que liguem dois pontos dados, sobre as
quais vou poder otimizar a integral. Na proxima se¢ao vou construir o algoritmo
computacional que permite a construcao desta familia de curvas.

3 A construcgao do algoritmo

A soma y + ¢ é formada de uma curva fechada, ¢, que sai da origem e volta
para a origem parametrizada no mesmo intervalo que o gréafico de y e que se
encontra toda dentro de uma bola B(0, d), na métrica do espaco que contém o
graf(f), no presente caso o R%.

A figura (2) péagina 5, ilustra a ideia. A curva fechada (, representa uma
perturbagao da curva graf(y), e na mesma figura vocé pode ver duas “pertur-
badas”, «, # assim obtidas: se (1, (> for duas “pertubagoes”, entao

a=graf(y)+ G ; B =graf(y) + G 9)

e vou usar uma perturbacao menos geral usando o que construi na secao 77,
entdo, se p for uma probabilidade* como discuti na secdo ??, com suporte no

4Eu nao preciso de probabilidades, mas assim a nomenclatura fica mais simples.
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dl

Figura 2: Simulando caminhos entre dois pontos.

intervalo [0,1] e p for “pequeno”, a seguinte sucessao de operagdes produz a

perturbacao py
p é uma probabilidade com suporte [0, 1] (10)
A = |z2 — x1| a medida de [z1, 2] (11)
C(z) = p(§) ajusta & medida de [z, 2] (12)
C(x) = p(@) translata o suporte para [z, %2] (13)
C(x) = pp((r_—)\rl)) ajusta & bola B(0, p) (14)
(15)

Py =y+C
Esta é a sucessao de operacoes pode ser facilmente implementada num
programa de computador e naturalmente as integrais que precisamos calcular

também podem ser calculadas aproximadamente.
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A figura (3) pédgina 6, mostra o resultado da sequéncia de comandos do

sucessao de operacoes para perturbar o grafico de
20

o
rhol*zeta(G)+f(x) -

1s | rhoa*dzeta( x;+;§§§ i

10 | B

Figura 3: Perturbagdo de um gréfico

gnuplot em que acrescentei, na simulagao, as derivadas das probabilidades
de modo que alguns dos caminhos cortam o grafico num ponto interediario
e também usei valores positivos e negativos para p € {0.5,0.7}.

O script utilizado é o seguinte (sem incluir as defini¢oes de n1, dnl.

## variacionalO2.tex - perturbando

print ’ f(x) = x**2 - 6

f(x) = xx*2 - 6

set title ’sucessao de operacoes para perturbar o grafico de f’;
print ’probabilidade com suporte [0,1] °

p(x) = n1(2*x-1); ## translatei o suporte da prob para [0,1]
dp(x) = dn1(2*x-1); ## usando a derivada

print ’° rho = 0.5 ’;

rhol = 0.5; rho2 = -0.5; rho3=0.7; rho4=-0.7

print ’intervalo de parametrizacao [2,4] = [x1, x2] °
x1l = 2; x2 = 4;

set xrange [x1-3:x2+2];

print ’lambda = x2 - x1 ’;

lambda = x2 - x1;

print ’perturbac8o zeta(x) = rho*p((x-x1)/lambda) ’;
## zeta(x) = rhoxp((x - x1)/lambda)

zeta(x) = p((x - x1)/lambda);

dzeta(x) = dp((x-x1)/lambda);

##rho_y(x) = £(x) + zeta(x)

plot n1(x), p(x), =zeta(x), O;

pause -2

set xrange [x1-1:x2+1]
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set terminal postscript portrait enhanced color

set output "variacional02_021.eps"

##plot p(x), rho_y(x) , £(x), 0

plot 0, rhol*zeta(x)+f(x), rho2*zeta(x)+f(x),\

rho3*zeta(x)+f(x), rhod*zeta(x)+f(x),rhol*dzeta(x)+f(x),\
rho2*dzeta(x)+f (x), rho3*xdzeta(x)+f(x), rhod*dzeta(x)+f(x), f(x)

Uma alteragao deste script me permitiu conseguir o grafico seguinte em que
estou perturbando um segmento de reta usando os coeficiente

pe{-0.1,-02,-0.3,-0.4,-0.5,—0.6}

o resultado pode ser visto na figura (4).

sucessao de operacoes para perturbar o grafico de f

14
o
0O

rhol*zeta(x)+f
¢ §+f

Figura 4: Perturbando um segmento de reta
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