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Resumo

Neste trabalho estou mostrando como podemos den ir a integral no
sentido de Riemann como uma classe de equivaléncia de sucessees de Cau-
chy. Para isto mostro um isomor smo de ordem entre uma classe de
partic ees de um intervalo [a; b] e a class de todas as somas de Riemann
de uma furcaoreal den ida em [a; b],

fh: ! R

As furc ees integia veis no sentido de Riemann produzem sucessses com
suas mas de Riemann que se encontram todas numa unica clase de
equivaléncia de sucessees de Cauchy, um unico numero real que recebe a

R
designazao f (x)dx
a

1 Queeintegral

Para que se tenha uma ideia clara de que esta secaoe um resumo, a resposta do
que eintegral se encontra em [3] no cap tulo 1 au ao longo de \arios cap tulos
de [2].

Seguindo as ideias inovadoras do comeco do seaulo 20 que desembocaram no
trabalho de Schwartz, artigo publicado por volta de 1945 a1 a versaoexpandida,
[4], uma integral (no sentido de Daniel) e uma forma linear. Quer dizer que se
f estiver den ida no intervalo [a; b], para cada a 2 [a; b

f7Mf(@2R (1)
eum tipo de integal da furcaof porque satisfaza s propriedades de linearidade.
Se forem escolhidos n pontos ag;:::;ax 2 [a;b] a expressao
X
£ f(a) (2
k=1

generaliza (1) sendo tambem uma integral.

Se o leitor estiver dando os seus primeiros pasos em Aralise Matenatica
ou terminando um curso de Galculo, pode car chocado com estes exemplos
e de alguma forma e o meu objetivo. O que vou discutir aqui € um metodo
de integracao produzido por matenaticos do seaulo 18 atribuido a Riemann,
Newton, Leibniz com a contribuic aode inumeros outros cujos nomes £ asciam
com menos intensidade ao metodo que e usualmente dito de Riemann. Uma das
caracter sticas da integal de Riemann e

2o 2o Zv
f(x)+g(x)dx = f(x)dx+ g(x)dx 3

a a a

a linearidade que tambem valem para o exemplos de integais que dei acima.

No in cio do seaulo 20 Lebesgue descobriu que o metodo de Riemann era
incompleto produzindo uma clase mais ampla de cnjunto mesuia veis aos quais
aplicava uma furc aomedida que generalizava aintegral de Riemann construindo
0 que se chamou de integal de Lebesgue. Para deixar esta comparacao mais
completa, aintegal de Riemann se baseia em intervalos, no caso univariado, ou
no produto de intervalos, no caso multivariado.

Embora haja autoresque a rmem, sem rodeios, que a integral de Riemann e
inutil e que deveriamos diretamente usar no Galculo aintegral de Lebesgue, do
ponto de vista pedaggico esta forma de pensar nunca pegou e voce tem aqui
um artigo discutindo, novamente, a integral de Riemann, mas com um metodo
diferente do habitual, usando sequencias de Cauchy e dasses de equivaléncia de
sequencias de Cauchy para den ir aintegral.



2 Func ees integraveis a Riemann

Nesta secao vou descrever o plano do trabalho que vai conduzir ao conceito e
ao teste que determina se uma furcaoe intega vel a Riemann

_ Particao de um intervalo [a;b] como um metodo de aproxima ao de uma
area.

_ A estrutura de ordem do conjunto de todas as partic ees de um intervalo
relativamente ao ren amento de particees e as cadeias relativas a este
ren amento.

_ A sub-estrutura de ordem do subconjunto de todas as partic ees do um in-
tervalo [a; b] formada pelas partic ges cujas normas das partic ees tendem a
Zero como % em que n e o numero de sub-intervalos da partic ag que vou
designar aqui como o([a; b]), a classe das partic ees de [a; b] cuja norma e
menor ou igual a 22,

_ Assciadasa qualquer cadeia de partic ees existem duas classes de sucessees
chamadas S, e S, das somas superiores e inferiores de Riemann asscia-
das a qualquer cadeiade o([a; b]) em que n e o numero de sub-intervalos
considerado. Um numero n ito de dementos de cada uma dessas sucessees
tem que substituido por zero porque ao fazer um ren amento la um ine-
vilavel salto entre inteiros. Neste caso re-enumeramos os elementos da
sucessao para que possamos ter convergéncia, este e um detalhe traba-
lhoso. Mostraremos que basta garantir a convergéncia destas sucessoes
paraden ir aintegral.

A den caode furcaointega vel a Riemann relativamente ao intervalo [a; b
vai ser consequéncia da ordem numa classe de partic eese sela estabeledda
den indo um numero real, isto e uma class de equivaléncia de sucessees
de Cauchy.

_O@lculodaintegral: sabendo queintegral existe, usamos um tipo particular
de particag as uniformes, para obter sucessees convergentes e encontrar
o limite.

3 Partc ees e somas de Riemann associadas

Dada uma furc ao
[a;3x 7 f(x)2 R (4

intuitivamente desejo que o graf (f ) determine, como oeixo OX umaarea, como
esta sugerido na gura (1) mgina 3, e neste momento nao vou me interessar
em discutir quais sao s tipos de furc ao que servem, isto sela consequéncia da
denicao n al, e o que vamos fazer aqui e contruir o metodo para calcular esta
area que, se istir, eaintegal no sentido de Riemann def .

Algumas vezes a intuic ao pode falhar, por exemplo

Figura 1 Areaentre graf (f) e o eixo OX

afurcao
[1;1]3x7!f(x):%2R;f(0):0 ®)
naodetermina com o eixo OX uma regiaoque poslaarea e asim
VA
f (x)dx (6)
1
naoexiste;
afurcao
[1;1)3x7!f(x)=xi22R (7)

determina com o eixo OX uma regiaoque posaliarea e assm

2
f (x)dx (8)

existe.

As palavras chave deste metodo saoaproxima aoelimite, e o metodo consiste
em produzir sucessees ren ando a quantidade de ret&ngulos de formas que, em
alguns casos', podemos descobrir uma expressaocujo limite e possvel calcular.

Para conseguir isto pos aproximar inferiormente aarea determinada pelo
graf (f) e o eixo OX colocando dentro desta guras geometricas cujasarea eu

Lcerto, talvez desconcertante, em alguns casos nao e possvel calcular o limite mas apenas
mostrar que ee existe, mas o que e cato e poderemos sempre calcular uma estimativa do seu
valor



saiba calcular, como retangulos, su cientemente pequenos e en grande quanti-
dade para obter melhor e melhor aproximac-aocomo es ilustrado na gura (2)
mgina 4,

Figura 2. Retangulos aproximando aarea

A gura (2) naoe um exemplo feliz, porque da e cmposta deareas positi-
vas e negativas e quando aarea for negativa os retangulos inclu dos dentro da
area representam uma aproximaao por exces®, portanto esta gura (2) nao
representa uma aproxima aopor falta.

Para evitar esta di culdade separamos uma furc ao em suas partes positiva
e negativa, observe, duas furc ees positivas,

f=f* f ;f°(x) 0:;f (x) O 9)

e assm podemos fazer uma teoria pensando apenas em furc ees positivas poste-
riormente den indo
Vel v 20

f= fr f (10

gue obedecea um axioma deareas da geometria,area da uniao ce guras dis-
juntas e a soma dasareas das guras. Aqui o termo \disjunto" eimpio prio uma
vezque as gurastem uma parte da fronteira em comum, o que evidencia uma
di culdade na construcaoda teoria que pode ser resolvida com a observacaa a
retirada desta intersecao nao dtera asareas das duas guras envolvidas porque
estamos retirando uma \reg-ad' comarea® nula.

A partir de agara vamos considerar f uma furc ao positiva, como na gura
(3) mgina 5,

2isto se encontra ligado aos problemas do dia-a-dia, ninguem se preocupa na medi ao de
terrenos com a cerca que separa dois terrenos, e neste caso e uma regiao comarea nao nula....

Figura 3: A parte positiva de f

A ferramenta para asciar uma sucessaoa f consiste an subdivisees suces-
sivas do intervalo [a; b] em um certo numero de subintervalos que correspondem
a s bases de cada um dos retangulos que aparecen na gura (3).

A soma dasa reas destes retangulos e da forma

f(Xo)(x1 Xo)+  +f(xi)(Xks1 X))+ +F(Xn 1)(Xn  Xn 1) =(11)

Pl P1
= fa)(xker xk) = F(xk) Xk (12
k=0 k=0

na equaao (12) estou usando anota&cao Xy pararepresentar (Xk+1 Xk), OU
ainda Xk = (Xk+1 Xk), a medida do subintervalo [Xk; Xk+1].

Este tipo de soma, (12), se chama soma de Riemann .

A soma que aparecena equacao(11) ou na posterior , (12), vai ate o ultimo
subintervalo, mas a o ndice da soma termina com k = n 1 porque a soma
comecou com ndicek = 0.

Seria equivalente se au tivesee cmmecado com k = 1 e entao o ndicena soma
iriaatek = n.

Em qualquer caso estou somando n ret&ngulos que correspondem a n subin-
tervalos. Olhe novmente o ga co na gura (3) e veja que nela ke retangulos
com altura zero, e cnsequentemente, eles nao garecen na gura, mas estao
h, e suasareas zero aparecen nas equa ees (11), (12).

Vou agara discutir o metodo usado para produzir a soma em (12).

Podemos fazer uma compara @0 que se encontra presente nos modernos
meios de comunica ao que se mostram assm apenas uma reformulac ao de an-
tigas ideias 0 que justi ca que continuemos a estudar o que antigo como um
metodo para entender o atual.



Podemos dizer que escolhemos n pontos para fazer um levantamento dos
valores de f

(13
(14
(19

em que, naturalmente, escolhemosuma dasalternativas, (14), ou (15), comecando
com o valor de f no primeiro ponto de cada sub-intervalo, que correspondea
alternativa (14) ou no ponto n al de cada sub-intervalo, que correspondea al-
ternativa (15).

Se voce estiver se perguntando se os resultados saoiguais, a resposta e ce-
tamente aquilo que voce esta pensando: naa Mas voce veira na continuac aoque
isto e um detalhe sem interesse, vamos obter duas sucessees de Cauchy equi-
valentes. Ainda comparando, ao fazermos um levantamento, podemos perder
alguns dados desde que a hisbria dos dados sja mantida. Voltaremos mais
adiante a esta questaa

Se voce tiver alguma experiencia® com linguagens de programa ag pode -
perimentar o programa riemann.c , ver [5]. Altere a furcaodentro do programa
para fazer outras experiéncias, o programa usa a biblioteca ambiente.h que se
encontra no mesmo local, voce deve baixar os dois arquivos quando for compilar,
e dentro do programa est-aoinstruc ees para a compila aa

A ferramenta para construir a soma de Riemann e uma divisaodo intervalo
[a; b] em intervalos disjuntos (exceto pelo fato de que des t&m um extremo em
comun) cuja uniao e intervalo [a;b]. Chamamos isto de partic ao dointervalo.
Poderiamos considerar intervalos ssmi-abertos:

[Xoix1)  [X1:%2) [Xn 1;Xn] (16)

e ai teriamos uma auténtica partic ao do intervalo [a; b], uma classe de submn-
juntos disjuntos cuja uniao e o universo [a; b].
A soma de Rieman entaosea denotada por
K1
Sn= flxk) Xk (17)
k=0
e estamos indicando na equacao (17) que a soma de Riemann foi obtida com
uma particaoque tem n subintervalos.
Se acrescentarmos um novo ro diferente dos anteriores

a= XoiX1; ;Xn =D (18
e entao onovo o tem que ser maior do que a e menor do que b, para ser um

novo ponto de mleta de dados dentro do intervalo [a; b], estaremos fazendo um
ren amento da particao anterior e calculando Sp+ 1.

Se se nao tiver experiéncia com programa ao, pode adquirir agora contornando os precon-
ceitos que eventualmente tenha contra experiéncias computacionais, comece @m este exemplo
e algum esforco.

Uma di culdade para produzir uma notaao alequada aparece aqui. O
novo ponto acrescentado pode alterar a denomina ao de todos os anteriores
com excecaode a = Xq. Por exemplo, o ultimo ponto agaa sea Xn+1 = bassm
como todos os outros que carema direita do novo ponto terao seus indices
trocados. Uma alternativa para isto e esqueca 0s pontos anteriores e pensar
apenas na particag por exemplo se i chamar P a partic ao

P =fxo;X1; ;Xng (19
ent-a0 posL usar a notacaopara a soma de Riemann
X
S(P) = f(xk) Xk (20)
Xk 2P

eliminando o incoveniente com os ndices. Vou sar esta notac aomais a frente.

Diremos que S, e uma soma de Riemann asciada a uma particao [a; b]
com n subintervalos, e ao acrescentar um novo ponto fazendo um ren amento,
diremos que Sy+ 1 € uma soma de Riemann associada a uma partic &ao[a; bl com
n + 1 subintervalos.

Entretanto existe uma quantidade naoenumesa vel de novas partic éespossveis
com n + 1 s, nova complicacaa

A sada e simplesmente dizer que calculamos S, com uma partic aode [a; b]
quetem n ros. Ou sgja, S, pode ser obtida de muitas maneiras diferentes, por
exemplo, poderiamos wubdividir o intervalo em partes iguais:

Xo= X1= = Xn 1:T (21)
e asim obteriamos uma soma de Riemann uniforme que e o metodo usado no
programa riemann.c , [5].
Vamos na pio Xxima secaoencontrar uma bgica neste tumulto que acabamos
de produzir e 0 metodo vai se consistir de descobrir uma estrutura algetrica* no
conjunto de todas as partic ees do intervalo [a; b].

4 A fam lia das partic ees do intervalo [a; b

Vou identi car uma soma de Riemann com a particao que lhe da origem, ao
construir uma estrutura de ordem para o conjunto das partic ees, estarei, com
esteisomor smo, construindo uma estrutura de ordem para o conjunto de todas
as somas de Riemann.

Vimos na secao aterior que apenas escolhendo um numero natural n temos
uma quantidade nao enumeavel de somas de Riemann assciados com este
numero, a \quantidade' de poscees®, que um novo ponto pode assumir entre
os\velhos' pontos da antiga partic aa

Temos duas formas equivalentes de nos referirmos a uma partic aa

4admitindo a Logica como um cap tulo da Algebra...
Snao e uma quantidade, nem siquer podemos contar



afamlia dos mo's, um conjunto crescente de pontos do intervalo [a; b] em
que o primeiro ponto e a e o ultimo ponto e b;

a fam lia dos sub-intervalos que estes pontos determinam.

Vamos preferir afam liadosro s, quer dizer que quando nos referirmosa uma
partic aode [a; b, estaremos pensando num conjunto dero s, uma sucessao n ita,
crescente, cujo primeiro termo e a e ultimo termo e b. Mas como diseemos, os
metodos dos ro s ou dos aubintervalos saoequivalentes, e com freqe@ncia estare-
mos fazendo referéncia acs aubintervalos determinados pelos ro s para justi car
0s conceitos de que vamos predsar.

4.1 Umaordem em ([a b))

A fam lia de todas as partic ees do intervalo [a; b], sela designada por  ([a; b)),
tem uma relac aode ordem que naoetotal, no sentido de que ta duas® partic ees
gue naopodem ser comparadas.

Vamos comecar com fa;bg, a menor particao possvel porque sea com-
paravel com qualquer outra’ particaa Depois vamos ver que naota nenhum
ma ximo.

Se acrescentarmos um ponto (e podemos fazé-lo de muitas maneiras) estare-
mos fazendo um ren amento de fa; by. Podemos escolher exatamente o ponto
medio e teremos (com f a; bg) outra partic aouniforme:

+
fa;a—zb;bg:fa;a+ b a;bg (22
Na segunda forma, na equac a0 (22), apareceo x = bTa o salto entreos o s.

Qualquer outra partcaoque zermoscom trésms £@a mais n a (e 0o nome
b

da ordem) que fa; by, mas naosem compara vel com fa;a+ 252;bg.
Ao escolhermos um novo ro ren amos uma partic ao existente. Podemos
fazer isto de\arias maneiras criando distintos re n amentos da partic aode
onde partimos e ao mesmo tempo criando diversas partic eesincompat veis
entre si (incompam veis).

Ou podemos sguir criando uma cadeia de partic escompa veis, a pio Xxima
mais n aquea anterior. Teremos, desta forma, uma in n idade de cadeias
de partic ees.

Estaideia esa ilustrada na gura (4) mgina 9, ela contem umaa rvore que
e um grafo para representar relac ees de ordem. Quem estiver abaixo e ligado
por uma linha e menor do quem estiver acima e ligado por uma linha.

Quem naoestiver ligado por poligonal ascendente (ou descente) naoe mm-
pam vel.

Sinumeras, mas pelo menos duas de cada vez
“menor ou maior e uma questao subjetiva, estamos construindo uma rela ao de ordem e
fazemos uso de um destes adjetivos como abuso lingu stico

a<c<b a<e<b
{a.c.b} qs.e.b}
{a,c,d,b} {a.d,e,b}
a<c<d<b a<d<e<b
{a,c.d,e,b}
Figura 4: Arvore de partic ees
As partic ees
fa;c; bg;fa;d;bg;fa; e by (23
saotres ren amentos de f a; bg incompara veis entre si,
As partic ees
fa;bg; fa;c by fa;c d by fa;c d e by (249
formam uma cadeia em que umaren a a anterior, usando alinguagem de
desigualdades:
faibg fajchy facdibg fajcdieby (25

evoce podeler \ " como \menos n a do que".

Mas a cada momento, num certo nvel n, formado por todas as possveis
partic ees obtidas com n elementos, podemos fazer a uniao dos ros de duas
dessas particees®, produzindo assm um ren amento das duas, uma partic a0
compaia vel com as outras, um ponto comum de duas cadeias a que estas duas
partic ees pertencem.

Na gura (4) voce pode ver

f a;c;d;bg emais n aquefa;c;bg;
f a;d;e;bg e emais n aquefa;d;bg;
f a;c;bg e fa;d; by saoincompaa vels;

f a;c; d; e; bg e mais n a que todas que aparecenm.

8ou de um numero n ito delas



Isto nos mostra que a qualquer momento podemos encontrar (construir)
um ponto de encontro entre as cadeias produzindo uma nova subcadeia cujos
termos saoren amentos de todos os termos anteriores das duas outras cadeias,
simplesmente fazendo areuniaodos ro s.

fa;c;d;e;bg eamais n adetodas as partic ees que aparecen na gura (4),
mas observe que podemos continuar re n ando inde n idamente: naoka nenhuma
particao que sgja a mais n a de todas, tem apenas a partic &0 que e a menos
n a de todas: fa;bg. Asim ([a; b)) tem um menor elemento, ma naotem um
maior elemento: naoka nenhum conjunto n ito que cntenhatodos os conjuntos
n itos que podemos tirar de [a; b].

O metodo que escolhi para designar partic ees mostra que o conjunto detodas
as partic ees e o conjunto de todos os ubconjuntos n itos de [a; b] contendo os
elementos a e b. E arelaaode ordem \mais n a" co-ncide com a relaaode
ordem \ contem" entre os subconjuntos n itos de [a; b]:

1 (Caracterizac a0 das partc ees) Caracteriza ao das partic ees

O conjunto de todas as partic ees de [a; b] e isomorfo, como estrutura de
ordem, ao conjunto de todos os submnjuntos n itos de [a; b] que @ntenham os
elementos a,b.

As partic ees uniformes ®ndo as progressees aritmeticas cujo primeiro termo
ea arazaoe x= 22

Como naoexiste um conjunto n ito que contenha todos os conjuntos n itos
(nao seria um conjunto n ito) entao nao um maior elemento no conjunto de
todas as partic ees.

Estamos discutindo ordem, assunto para um livro inteirinho, e um livro bem
alentado, o autor de [1] menciona na introdw @0 que predsaria de dois ou trés
volumes para descrever a teoria adequadamente. Mas nao predso de muita
coisa sobre ordem para entender o que acontece ®om as mas de Riemann, e
vou apresentar tudo agui. A caracterizac aoque acabei de fazer simpli ca muito
ateoria.

A estrutura que existe entao e a formada pelas cadeias. Ao longo de uma
cadeia, uma lista de partic ees que sao sucessvamente uma mais n a que as
anteriores, temos somas de Riemann que representam aproxima ees melhores
para aarea que desgjamos calcular. O programa riemann.c , [5], Ihe pede o
numero n de ro s da particaoe clcula o valor de

_b a
"

X

para construir uma soma de Riemann com partic ao uniforme.

As partic ees uniformes saoum metodo viciado para calcular integrais. Uma
furc ao pode nao ser integra vel e uma sucessao de somas de Riemann obtidas
com partic ees uniformes pode cnduz -lo aum falso limite, um exemplo simples
disto pode ser visto calculando a integral da furcaoque eu den i na equa ao

(5).

Comparando com o levantamento estat stico, predsamos que as partic ees
produzam uma amostra signi cativa dos valores da furcag em [a; b] e vamos
seledonar, dentro do conjunto de todas as partic ee uma fam lia que atende a
este objetivo.

4.2 Distribuicao uniforme dos o s

Paramotivar a construc aoque vou fazer agara, pos escolher uma partic ao(um
conjunto nito), considerar o ultimo subintervalo, e seguir apenas escolhendo
novos pontos neste ultimo intervalo. Do ponto de vista estat stico seriam amos-
tras viciadas, e e isto que desejamos evitar.

Para tal vou den ir um metodo que dimina ov cio:

Den cao 1 (Norma de partc @) A norma de uma partic a0 Seja

uma particao e [a;b]. Vou chamar norma de P e designar por jPj ao maximo
dos numeros xx Xk 1

Max(fxi Xo;iii;Xn Xn 10)
e a medida domaior subintervalo desta partic ao

Agora vou seledonar o subconjunto de todas as partic ees de [a; b] formado
de todas as cadeias em que a norma tende a zero.

Den cao 2 ( o([a;h])) Class das partic ees com norma tendendo a zero
A clase o([a; b]) e a classe de todas as partic ees em cujas cadeias as normas
das partic ®es sao sucessees que @NVergem para zero.

O nome, o([a;h]), e sugestivo porque lembra c; 0 conjunto de todas as
sucessees de numeros racionais que convergem para zero que e o centro na
construc-aodos numeros reais usando sucessees de Cauchy de numeros racionais.

Esta condic aoelimina as partic ees viciadas que poderiam se ancentrar numa
regiaodo intervalo [a; b], porque fazendo isto a norma das partic ees & manteria
constante a partir de um certo ndice

Sao & cessees de somas de Riemann asciadas aos elementosde  o([a; b))
com que vou trabalhar.

Pos® agaaden ir furcaointegave a Riemann.

Den cao 3 (integrabilidade no sentido de Riemann) Furcaointega vel
a Riemann

Uma furcao [a;b] ! R e integave a Riemann se todas as sucessees de
somas de Riemann associadasas cadeias de  o([a;b]) se encontrarem numa
unica classe de eqiivaléncia de sucessees de Cauchy, de n indo um unico numero
real designado pa

b
f (x)dx



Na pio xima secao vou descrever um metodo para testar se as omas de
Riemann assciadasa s cadeias de  o([a; b]) formam uma unica classe de equi-
valencia de sucessees de Cauchy e portanto se uma furcao e integavel a Rie-
mann.

5 Sucessees de somas de Riemann conduzindo a
um limite

Eu diss que iria apresentar um metodo para veri car se as ©mas de Riemann
aswciadasa  o([a; b)) den am uma unica class de eguivaléncia mas deveria ter
dito que vou apresentar o unico metodo que cnheco.

Ao longo de cada uma das cadeias de ([a; b]) podemos den ir somas de
Riemann associadas com as partic ees da cadeia e duas coisas podem acontece':

Todas as aucessees asim criadas tenha um mesmo limite. Este limite
comum e a integral de f sobre o intervalo [a; b] e recée a notacao que
conhecenos
Zb
f (x)dx (26)

a

Haja pelo menos duas aucessees que tenham limites diferentes, neste caso
aintegral naoexiste.

Em princ pioisto etudo. O que faremos nesta parte n al do artigo e montar
o algoritmo para seledonar qual das duas stua ees ocorrem e portanto provar
que uma determinada integral existe.

Se provarmos que a integral existe, e nem sempre isto sela possvel, uma
das forma de descobrir o limite e usar as mas de Riemann uniformes, agora
que sabemos que das conduzem a um limite. Este metodo e particularmente
util para determinarmos uma b rmula para a integral de furcees polinomiais.
O programa riemann.c nao e entretanto a forma mais adequada para fazer
o @lculo aproximado de integrais, para isto se usa aproxima ao polinomial,
splines ou quase-splines, ou elementos n itos.

5.1 Demonstra ao de que f e integravel a Riemann

A estrategia que vou usar e bem comum no estudo de sucessees, em vez de
estudar uma determinada sucessao cujo estudo se revela particulamente dif cil,
comparamos a sucessao complicada com outras conheddas e substituimos o ob-
jetivo dif cil por outro mais smples: encerrar a sucessao entre limites superiores
e inferiores.

Vou incluir um tipo de soma que nao e de Riemann, naarvore de somas de
Riemann que podemos fazer associadas a uma qualquer cadeia de partic ees de

o([a; b)), que vai me fornece elementos para veri car a convergéncia.

5.1.1 Somas superiores de Riemann

Em vezdeusar f (Xx), um dosvaloresdef calculado em um dosro sda partic aq,
o primeiro ou o segundo ponto de cada subintervalo, vou agara usar 0 supremo
que f tem dentro do intervalo onde esla xy e usar paraisto anota ao

f(xk) = sup f(x); k2fl:::;ng (27)

Xk 1 X Xk

e 0 que chamamos de soma superior de Riemann e entao

T: rPlf(Xk) Xk (28)
k=0
P=fa= xp:::X, = by (29
P = f[Xo;X1)ii:55[Xn 1= Xn 1]9 (30)
S = zpf(xk) Xk (39

e aqui inclui a notacao P para me referir ao conjunto dos ro s que determina
uma partic ao e tambem que a soma de Riemann (superior ou inferior) foi feita
usando a particaoP.

Mas o conjunto dos ro s e uma forma equivalente de se referir ao conjunto
dos aubintervalos que agara predso para me refeir ao supremo de f em cada
subintervalo.

Estas somas, que saouma aproximacaopor exces daarea procurada, tem
duas propriedades cruciais:

2 (Propriedade das somas sup eriores) Propriedade das somas
superiores de Riemann

P<< Q) Sp>So (32

quer dizer que ao ren ar uma partic 2o vou obter uma soma de Riemann
superior menor, ou ainda, o algoritmo para @ Iculo de somas de Riemann
superior e contra-variante: se P for menor do que Q, a soma de Riemann
Sp sem maior do que a soma de Riemann Sg.

A soma de Riemann associadaa particao P e menor do que Sp.
Ao longo de uma cadeia tenho agaa duas sucessees,

a formada pelas somas superiores

e a forma pela somas de Riemann

e obtive uma desigualdade entre ambas.
A primeira propriedade do teorema (2) diz que a sucessao de somas de Ri-
emann superiores asociada a uma cadeia e deaescente, tenho uma sucessao



descrescente que e maior do que a sucessao de somas de Riemann relativa a
uma mesma cadeia.

Temos asim sucessees deaescentes. Para mostrar que tais sucessees sao
convergentes basta apresentarmos uma cota inferior, e o limite delas e a maior
das cotas inferiores que e tambem chamado de n mo .

Logoveremos que e & cil encontrar uma cota inferior para qualquer sucessao
de somas de Riemann superiores ao longo de uma cadeia.

Vejamos logo o aitro tipo de sucessees que vou agregar ao conjunto das
sucessees geradas por somas de Riemann.

5.1.2 Somas inferiores de Riemann

De forma semelhante pos den ir as somas inferiores de Riemann, agora subs-
tituindo o supremo em cada sub-intervalo pelo n mo. As propriedades sao
simetricas: as aucessees de somas de Riemann inferiores, ao longo de uma ca-
deia crescem. Temos agara uma sucessaocrescente, e para mostrar que e conver-
gente basta apresentarmos uma cota superior e o limite das sucessees de somas
de Riemann inferiores, ao longo de uma cadeia de particees e o supremo da
sucessaa

E poso enunciar o teorema simetrico ao teorema (2) para somas inferiores
de Riemann:

3 (Propriedade das somas sup eriores) Propriedade das somas
superiores de Riemann

P<< Q) Sp<S8q (33

quer dizer que ao ren ar uma partic ao vou obter uma soma de Riemann
superior menor, ou ainda, o agoritmo para @ Iculo de somas de Riemann
superior e variante: se P for menor do que Q, a soma de Riemann S,
sea menor do que a soma de Riemann Sy,

A soma de Riemann associadaa particao P e menor do que Sp .

A primeira propriedade do teorema (3) diz que a sucessao de somas de Ri-
emann inferiores asociada a uma cadeia e aescente, tenho uma sucessao cres-
cente que e menor do que a sucessaode somas de Riemann relativa auma mesma
cadeia.

Parafechar a questaovamosagaramostrar que parauma determinada cadeia
de partic ees, toda soma de Riemann inferior e uma cota inferior da sucessaode
somas de Riemann superiores obtidas com a mesma cadeia, provando que as
somas de Riemann superiores sao convergentes.

5.1.3 Somas superiores e suas cotas inferiores

Considere uma cadeia de partic ees

P = (Pn)n2n;Pn 2 of[a;h]) (39
s= (Sn)nzn = (k f(Xk) Xi)n2n (39
t=(Spnan = ( f(Xk) Xi)n2n (36)

k2P, T

Na equac a0(34) estamos nos referindo a uma cadeia como uma sucessag e veja
da construicaoque de fato e assm uma vezque todas as partic ees & originam de
fa; by que e sucessvamente ren ada pelo acrescimo de um ponto criando uma
nova particaoa qual indutivamente aplicamos o0 mesmo proces, o resultado e
uma sucessao de partic ees formando uma das cadeias de  o([a; b]).

Nas equat ees (35), (36) estou fazendo referéncia, respedivamente,a sucessao
das oomas uperiores, s, einferiorest, calculadasem cadaum dosro s° da cadeia
P.

Como as Ucessees S;t sao moro tonas, se provarmos que todo termo de s, a
deaescente, e maior do que qualquer termos de t estaremos provando que das
tem limite (saoconvergentes).

Vou me xar no que se passa em uma cadeia porque o que el disser para
uma delas e 0 mesmo que i aconteca com qualquer outra.

Basta considerarmos o que acontece ®m um subintervalo que tenha sido
subdividido. Considere um subintervalo |, de um ro P, (uma partic ag

Ik 2 Py (37)
Ik = Ik [ I+ 1535 9k+1 2 P (39)
(39

Estou usando a sucessao natural das letras do alfabeto, designando por Iy
um subintervalo de P, e por Jx um subintervalo de P,.1 que foi obtida pelo
acrescimo de um ro ao conjunto dos ro s de Pp,.

A soma superior descrecede P, para Pn.1, a soma inferior cresce de P,
para P+ 1, entretanto a soma superior, calculada com os supremos de f sobre
Ji;Jk+1 € maior do que a soma inferior, calculada com os n mos de f sobre
Jis Jk+ 1.

Congelando agaa asoma inferior e analisando o que acontece ®m a sucessao
das omas uperiores, relativas a mesma cadeia (que cnsiderei  xa acima),
relativamente a qualquer subintervalos dos sucessvos o s (partic ees) da cadeia,
a soma dos 0s Lpremos «rao maiores que 0s N mos que agara cam todos
congelados, 0 que nos leva aoteorema

Uma soma inferior qualquer e uma cota inferior para a sucessao das -
mas Superiores, descrescentes, relativamente a uma cadeia o que prova elas sao
convergentes. O raciocnio simetrico leva aoteorema

9aqui o faz referéncia aos vertices do subgrafo que e cada uma das cadeias do grafo de
todas as partic ees de [a; b]



Teorema|4 (Sucessao das somas inferiores) Qualquer soma inferior re-
lativamente a uma cadeia e menor do qua uma soma superior relativamente a
uma determinada patic ao dacadeia.

O que prova que as dmas inferiores, relativamente a qualquer cadeia e on-
vergente.

Uma caracteriza&a-aodo que e uma furc ao intega vel a Riemann em termos
simples e de forma algor tmica e desconhedda e possvelmente muito dif cil de
ser estabeledda. E & cil mostrar que toda furc-aocont nuatea um unico limite
relativamente a fam lia de somas inferiores e superiores. Mas a continuidade
nao e uma condic 80 sequer necesaria para que uma furcao sgja integave a
Riemann.
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