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R esum o

Neste t rabalho estou most rando como podemos de�n ir a integral no
sent ido de Riemann como uma classe de equivalência de sucess~oes de Cau-
chy. Para isto most ro um isomor� smo de ordem ent re uma classe de
part i�c ~oes de um intervalo [a; b] e a classe de todas as somas de Riemann
de uma fun�c ~ao real de�n ida em [a; b],

[a; b] :
f

� ! R

As fun�c ~oes integr�a veis no sent ido de Riemann produzem sucess~oes com
suas somas de Riemann que se encont ram todas numa �unica classe de
equivalência de sucess~oes de Cauchy, um �unico n�umero real que recebe a

designa�c ~ao
bR

a
f (x)dx

1

1 Que �e int egral

Para que se tenha uma id�eia clara de que esta se�c~ao �e um resumo, a resposta do
que �e integral se encontra em [3] no cap��tulo 1 ou ao longo de v�a rios cap��tulos
de [2].

Seguindo as id�eias inovadoras do come�co do s�eculo 20que desembocaram no
trabalho de Schwartz, art igopublicado por volta de 1945 ou a vers~aoexpandida,
[4], uma integral (no sent ido de Daniel) �e uma forma linear. Quer dizer que se
f est iver de�n ida no intervalo [a; b], para cada a 2 [a; b]

f 7! f (a) 2 R (1)

�e um tipo de integral da fun�c ~aof porque sat isfaz �a s propriedades de linearidade.
Se forem escolhidos n pontos a1; : : : ; ak 2 [a; b] a express~ao

f 7!
nX

k= 1

f (ak ) (2)

generaliza (1) sendo tamb�em uma integral.
Se o leitor est iver dando os seus primeiros passos em An�a lise Matem�a t ica

ou terminando um curso de C�a lculo, pode � car chocado com estes exemplos
e de alguma forma �e o meu objet ivo. O que vou discut ir aqui �e um m�etodo
de integra�c ~ao produzido por matem�a t icos do s�eculo 18, at ribuido a Riemann,
Newton, Leibniz com a contribui�c ~aode in�umerosoutroscujosnomes seassociam
com menos intensidade ao m�etodo que �e usualmente dito de Riemann. Uma das
caracter��st icas da integral de Riemann �e

bZ

a

f (x) + g(x)dx =

bZ

a

f (x)dx +

bZ

a

g(x)dx (3)

a linearidade que tamb�em valem para o exemplos de integrais que dei acima.
No in��cio do s�eculo 20 Lebesgue descobriu que o m�etodo de Riemann era

incompleto produzindo uma classemais ampla de conjunto mesur�a veisaosquais
aplicava uma fun�c ~aomedida que generalizava a integral de Riemann construindo
o que se chamou de integral de Lebesgue. Para deixar esta compara�c ~ao mais
completa, a integral de Riemann se baseia em intervalos, no caso univariado, ou
no produto de intervalos, no caso mult ivariado.

Embora haja autores que a� rmem, sem rodeios, que a integral de Riemann �e
in�ut il e que deveriamos diretamente usar no C�a lculo a integral de Lebesgue, do
ponto de vista pedag�ogico esta forma de pensar nunca pegou e voĉe tem aqui
um art igo discut indo, novamente, a integral de Riemann, mas com um m�etodo
diferente do habitual, usando seq•uências de Cauchy e classes de equivalência de
seq•uências de Cauchy para de�n ir a integral.



2 Fun �c ~oes int egr �aveis a Riemann

Nesta se�c~ao vou descrever o plano do trabalho que vai conduzir ao conceito e
ao teste que determina se uma fun�c ~ao �e integr�a vel a Riemann

� Part i�c ~ao de um intervalo [a; b] como um m�etodo de aproxima�c ~ao de uma
�a rea.

� A estrutura de ordem do conjunto de todas as part i�c ~oes de um intervalo
relat ivamente ao re�n amento de part i�c ~oes e as cadeias relat ivas a este
re�n amento.

� A sub-estrutura de ordem do subconjunto de todas as part i�c ~oes do um in-
tervalo [a; b] formada pelas part i�c ~oes cujas normas das part i�c ~oes tendem a
zero como 1

n em que n �e o n�umero de sub-intervalos da part i�c ~ao, que vou
designar aqui como � 0([a; b]), a classe das part i�c ~oes de [a; b] cuja norma �e
menor ou igual a b� a

n .

� Associadas �a qualquer cadeia de part i�c ~oes existem duas classes de sucess~oes
chamadas Sn e Sn das somas superiores e inferiores de Riemann associa-
das a qualquer cadeia de � 0([a; b]) em que n �e o n�umero de sub-intervalos
considerado. Um n�umero �n ito de elementos de cada uma dessas sucess~oes
tem que subst ituido por zero porque ao fazer um re�n amento h�a um ine-
vit �a vel salto entre inteiros. Neste caso re-enumeramos os elementos da
sucess~ao para que possamos ter convergência, este �e um detalhe traba-
lhoso. Mostraremos que basta garant ir a convergência destas sucess~oes
para de�n ir a integral.

� A de�n i�c ~ao de fun�c ~ao integr�a vel a Riemann relat ivamente ao intervalo [a; b]
vai ser consequência da ordem numa classe de part i�c ~oese ser�a estabelecida
de�n indo um n�umero real, isto �e uma classe de equivalência de sucess~oes
de Cauchy.

� O c�a lculo da integral: sabendo que integral existe, usamos um t ipo part icular
de part i�c ~ao, as uniformes, para obter sucess~oes convergentes e encontrar
o limite.

3 Par t i �c ~oes e somas de Riemann associadas

Dada uma fun�c ~ao
[a; b] 3 x 7! f (x) 2 R (4)

intuit ivamente desejo queo graf (f ) determine, como oeixo OX uma �a rea, como
est �a sugerido na � gura (1) p�ag ina 3, e neste momento n~ao vou me interessar
em discut ir quais s~ao os t ipos de fun�c ~ao que servem, isto ser�a consequência da
de�n i�c ~ao �n al, e o que vamos fazer aqui �e contruir o m�etodo para calcular esta
�a rea que, se exist ir, �e a integral no sentido de Riemann de f .

Algumas vezes a intui�c ~aopode falhar, por exemplo

f

a b

Figura 1: �A rea ent re gr af (f ) e o eixo OX

� a fun�c ~ao

[� 1; 1]� 3 x 7! f (x) =
1
x

2 R ; f (0) = 0 (5)

n~aodetermina com o eixo OX uma regi~aoque possua �a rea e assim

1Z

� 1

f (x)dx (6)

n~aoexiste;

� a fun�c ~ao

[1; 1 ) 3 x 7! f (x) =
1
x2 2 R (7)

determina com o eixo OX uma regi~aoque possui �a rea e assim

1Z

1

f (x)dx (8)

existe.

Aspalavras chavedestem�etodo s~aoaproxima�c ~aoe limite, eo m�etodo consiste
em produzir sucess~oes re�n ando a quant idade de retângulos de formas que, em
alguns casos1, podemos descobrir uma express~aocujo limite �e poss��vel calcular.

Para conseguir isto posso aproximar inferiormente a �a rea determinada pelo
graf (f ) e o eixo OX colocando dentro desta � guras geom�etricas cujas �a rea eu

1certo, talvez desconcertante, em alguns casos n~ao �e poss��vel calcular o li mite mas apenas
most rar que ele existe, mas o que �e certo �e poderemos sempre calcular uma est imat iva do seu
valor



saiba calcular, como retângulos, su� cientemente pequenos e em grande quant i-
dade para obter melhor e melhor aproxima�c ~aocomo est �a ilust rado na � gura (2)
p�ag ina 4,

f

a b

Figura 2: Retângulos aproximando a �a rea

A � gura (2) n~ao �e um exemplo feliz, porque ela �e composta de �a reas posit i-
vas e negat ivas e quando a �area for negat iva os retângulos inclu��dos dentro da
�a rea representam uma aproxima�c ~ao por excesso, portanto esta � gura (2) n~ao
representa uma aproxima�c ~aopor falta.

Para evitar esta di� culdade separamos uma fun�c ~ao em suas partes posit iva
e negat iva, observe, duas fun�c ~oes posit ivas,

f = f + � f � ; f + (x) � 0 ; f � (x) � 0 (9)

e assim podemos fazer uma teoria pensando apenas em fun�c ~oes posit ivas poste-
riormente de�n indo

bZ

a

f =

bZ

a

f + �

bZ

a

f � (10)

que obedecea um axioma de �a reas da geometria, �a rea da uni~ao de � guras dis-
juntas �e a soma das �a reas das � guras. Aqui o termo \ disjunto" �e impr�o prio uma
vez que as � guras t êm uma parte da fronteira em comum, o que evidencia uma
di� culdade na constru�c ~aoda teoria que pode ser resolvida com a observa�c ~ao: a
retirada desta interse�c~ao n~ao altera as �a reas das duas � guras envolvidas porque
estamos retirando uma \ regi~ao" com �a rea2 nula.

A part ir de agora vamos considerar f uma fun�c ~ao posit iva, como na � gura
(3) p�ag ina 5,

2 isto se encont ra li gado aos problemas do dia-a-dia, ningu�em se preocupa na medi�c ~ao de
terr enos com a cerca que separa dois terr enos, e neste caso �e uma regi~ao com �a rea n~ao nula....

a b

f
+

Figura 3: A parte posit iva de f

A ferramenta para associar uma sucess~ao �a f consiste em subdivis~oes suces-
sivas do intervalo [a; b] em um certo n�umero de subintervalos que correspondem
�a s bases de cada um dos retângulos que aparecem na � gura (3).

A soma das �a reas destes retângulos �e da forma

f (x0)(x1 � x0) + � � � + f (xk )(xk+ 1 � xk ) + � � � + f (xn � 1)(xn � xn � 1) = (11)

=
n � 1P

k= 0
f (xk )(xk+ 1 � xk ) =

n � 1P

k= 0
f (xk )� xk (12)

na equa�c ~ao (12) estou usando a nota�c ~ao� xk para representar (xk+ 1 � xk ), ou
ainda � xk = (xk+ 1 � xk ), a medida do subintervalo [xk ; xk+ 1].

Este t ipo de soma, (12), se chama soma de Riemann .
A soma que aparecena equa�c ~ao(11) ou na posterior , (12), vai at�e o �ult imo

subintervalo, mas a o ��ndice da soma termina com k = n � 1 porque a soma
come�cou com ��ndice k = 0.

Seria equivalente se eu t ivesse come�cado com k = 1 e ent~ao o ��ndicena soma
iria at�e k = n.

Em qualquer caso estou somando n retângulos que correspondem a n subin-
tervalos. Olhe novmente o gr�a � co na � gura (3) e veja que nela h�a retângulos
com altura zero, e consequentemente, eles n~ao aparecem na � gura, mas est~ao
l�a , e suas �a reas zero aparecem nas equa�c ~oes (11), (12).

Vou agora discut ir o m�etodo usado para produzir a soma em (12).
Podemos fazer uma compara�c ~ao que se encontra presente nos modernos

meios de comunica�c ~ao que se mostram assim apenas uma reformula�c ~ao de an-
t igas id�eias o que just i� ca que cont inuemos a estudar o que ant igo como um
m�etodo para entender o atual.



Podemos dizer que escolhemos n pontos para fazer um levantamento dos
valores de f

a = x0; : : : ; xk ; : : : ; xn = b (13)

f (x0); : : : ; f (xk ); : : : ; f (xn � 1) (14)

f (x1); : : : ; f (xk ); : : : ; f (xn ) (15)

em que, naturalmente, escolhemosuma dasalternat ivas, (14), ou (15), come�cando
com o valor de f no primeiro ponto de cada sub-intervalo, que corresponde �a
alternat iva (14) ou no ponto �n al de cada sub-intervalo, que corresponde �a a l-
ternat iva (15).

Se voĉe est iver se perguntando se os resultados s~ao iguais, a resposta �e cer-
tamente aquilo que voĉe est �a pensando: n~ao. Mas voĉe ver�a na cont inua�c ~aoque
isto �e um detalhe sem interesse, vamos obter duas sucess~oes de Cauchy equi-
valentes. Ainda comparando, ao fazermos um levantamento, podemos perder
alguns dados desde que a hist �o ria dos dados seja mant ida. Voltaremos mais
adiante a esta quest~ao.

Se voĉe t iver alguma experiência3 com linguagens de programa�c ~ao, pode ex-
perimentar o programa riemann.c , ver [5]. Altere a fun�c ~aodentro do programa
para fazer outras experiências, o programa usa a biblioteca ambiente.h que se
encontra no mesmo local, voĉedevebaixar osdoisarquivosquando for compilar,
e dentro do programa est~ao inst ru�c ~oes para a compila�c ~ao.

A ferramenta para construir a soma de Riemann �e uma divis~aodo intervalo
[a; b] em intervalos disjuntos (exceto pelo fato de que eles t êm um extremo em
comun) cuja uni~ao �e intervalo [a; b]. Chamamos isto de parti�c ~ao do intervalo.
Poderiamos considerar intervalos semi-abertos:

[x0; x1)
[

[x1; x2)
[

� � �
[

[xn � 1; xn ] (16)

e ai teriamos uma autêntica parti�c ~ao do intervalo [a; b], uma classe de subcon-
juntos disjuntos cuja uni~ao �e o universo [a; b].

A soma de Rieman ent~aoser�a denotada por

Sn =
n � 1X

k= 0

f (xk )� xk (17)

e estamos indicando na equa�c ~ao (17) que a soma de Riemann foi obt ida com
uma part i�c ~aoque tem n subintervalos.

Se acrescentarmos um novo n�o diferente dos anteriores

a = x0; x1; � � � ; xn = b (18)

e ent~ao onovo n�o tem que ser maior do que a e menor do que b, para ser um
novo ponto de coleta de dados dentro do intervalo [a; b], estaremos fazendo um
re�n amento da part i�c ~ao anterior e calculando Sn + 1.

3e se n~ao t iver exper i ência com programa�c ~ao, pode adquir ir agora contornando os precon-
ceitos que eventualmente tenha cont ra experiências computacionais, comece com este exemplo
e algum esfor�c o.

Uma di� culdade para produzir uma nota�c ~ao adequada aparece aqui. O
novo ponto acrescentado pode alterar a denomina�c ~ao de todos os anteriores
com exce�c~aode a = x0. Por exemplo, o �ult imo ponto agora ser�a xn + 1 = b assim
como todos os outros que � carem �a direita do novo ponto ter~ao seus indices
trocados. Uma alternat iva para isto �e esquecer os pontos anteriores e pensar
apenas na part i�c ~ao, por exemplo se eu chamar P a part i�c ~ao

P = f x0; x1; � � � ; xn g (19)

ent~aoposso usar a nota�c ~aopara a soma de Riemann

S(P) =
X

x k 2 P

f (xk )� xk (20)

eliminando o incoveniente com os��ndices. Vou sar esta nota�c ~aomais a frente.
Diremos que Sn �e uma soma de Riemann associada a uma part i�c ~ao [a; b]

com n subintervalos, e ao acrescentar um novo ponto fazendo um re�n amento,
diremos que Sn + 1 �e uma soma de Riemann associada a uma part i�c ~ao[a; b] com
n + 1 subintervalos.

Entretanto existeuma quant idaden~aoenumer�a vel denovaspart i�c ~oesposs��veis
com n + 1 n�o s, nova complica�c ~ao.

A sa��da �e simplesmente dizer que calculamos Sn com uma part i�c ~aode [a; b]
que tem n n�o s. Ou seja, Sn pode ser obt ida de muitas maneiras diferentes, por
exemplo, poderiamos subdividir o intervalo em partes iguais:

� x0 = � x1 = � � � = � xn � 1 =
b� a

n
(21)

e assim obteriamos uma soma de Riemann uniforme que �e o m�etodo usado no
programa riemann.c , [5].

Vamos na pr�o xima se�c~aoencontrar uma l�og ica neste tumulto que acabamos
de produzir e o m�etodo vai se consist ir de descobrir uma estrutura alg�ebrica4 no
conjunto de todas as part i�c ~oes do intervalo [a; b].

4 A fam��li a das par t i �c ~oes do int ervalo [a; b]

Vou ident i� car uma soma de Riemann com a part i�c ~ao que lhe d�a o rigem, ao
construir uma estrutura de ordem para o conjunto das part i�c~oes, estarei, com
este isomor� smo, construindo uma estrutura de ordem para o conjunto de todas
as somas de Riemann.

Vimos na se�c~ao anterior que apenas escolhendo um n�umero natural n temos
uma quant idade n~ao enumer�a vel de somas de Riemann associados com este
n�umero, a \ quant idade" de posi�c ~oes5, que um novo ponto pode assumir entre
os \ velhos" pontos da ant iga part i�c ~ao.

Temos duas formas equivalentes de nos referirmos a uma part i�c ~ao:

4admit indo a L�og ica como um cap��tulo da �A lgebra...
5n~ao �e uma quant idade, nem siquer podemos contar



� a fam��li a dos n�o s, um conjunto crescente de pontos do intervalo [a; b] em
que o primeiro ponto �e a e o �ult imo ponto �e b;

� a fam��li a dos sub-intervalos que estes pontos determinam.

Vamospreferir a fam��li a dosn�o s, quer dizer que quando nos referirmosa uma
part i�c ~aode [a; b], estaremospensando num conjunto de n�o s, uma sucess~ao�n ita,
crescente, cujo primeiro termo �e a e �ult imo termo �e b. Mas como dissemos, os
m�etodos dos n�o s ou dos subintervalos s~aoequivalentes, e com freq•uência estare-
mos fazendo referência aos subintervalos determinados pelos n�o s para just i� car
os conceitos de que vamos precisar.

4.1 U ma ordem em � ([a; b])

A fam��li a de todas as part i�c ~oes do intervalo [a; b], ser�a designada por � ([a; b]),
tem uma rela�c ~aode ordem que n~ao �e total, no sent ido de que h�a duas6 part i�c ~oes
que n~aopodem ser comparadas.

Vamos come�car com f a; bg, a menor part i�c ~ao poss��vel porque ser�a com-
par�a vel com qualquer outra7 part i�c ~ao. Depois vamos ver que n~ao h�a nenhum
m�a ximo.

Se acrescentarmos um ponto (e podemos faẑe-lo de muitas maneiras) estare-
mos fazendo um re�n amento de f a; bg. Podemos escolher exatamente o ponto
m�edio e teremos (com f a; bg) outra part i�c ~aouniforme:

f a;
a + b

2
; bg = f a; a +

b� a
2

; bg (22)

Na segunda forma, na equa�c ~ao(22), apareceo � x = b� a
2 , o salto entre os n�o s.

Qualquer outra part i�c ~aoque � zermos com três n�o s ser�a mais �n a (�e o nome
da ordem) que f a; bg, mas n~aoser�a compar�a vel com f a; a + b� a

2 ; bg.

� Ao escolhermos um novo n�o re�n amos uma part i�c ~ao existente. Podemos
fazer isto de v�a rias maneiras criando dist intos re�n amentos da part i�c ~aode
onde part imos e ao mesmo tempo criando diversaspart i�c ~oes incompat��veis
entre si (incompar�a veis).

� Ou podemos seguir criando uma cadeia depart i�c ~oescompar�a veis, a pr�o xima
mais �n a que a anterior. Teremos, desta forma, uma in�n idade de cadeias
de part i�c ~oes.

Esta id�eia est �a ilust rada na � gura (4) p�ag ina 9, ela cont�em uma �a rvore que
�e um grafo para representar rela�c ~oes de ordem. Quem est iver abaixo e ligado
por uma linha �e menor do quem est iver acima e ligado por uma linha.

Quem n~aoest iver ligado por poligonal ascendente (ou descente) n~ao �e com-
par�a vel.

6 in�umeras, mas pelo menos duas de cada vez
7menor ou maior �e uma quest~ao sub jet iva, estamos const ruindo uma rela�c ~ao de ordem e

fazemos uso de um destes adjet ivos como abuso li ngu��st ico

{a,b}

{a,c,b}
{a,d,b} {a,e,b}

a<c<b a<e<b

{a,c,d,b} {a,d,e,b}

a<c<d<b
a<d<e<b

{a,c,d,e,b}

Figura 4: �A rvore de part i�c ~oes

� As part i�c ~oes
f a; c; bg; f a; d; bg; f a; e; bg (23)

s~aotres re�n amentos de f a; bg incompar�a veis entre si,

� As part i�c ~oes
f a; bg; f a; c; bg; f a; c; d; bg; f a; c; d; e; bg (24)

formam uma cadeia em que uma re�n a a anterior, usando a linguagem de
desigualdades:

f a; bg � f a; c; bg � f a; c; d; bg � f a; c; d; e; bg (25)

e voĉe pode ler \ � " como \ menos �n a do que" .

Mas a cada momento, num certo n��vel n, formado por todas as poss��veis
part i�c ~oes obt idas com n elementos, podemos fazer a uni~ao dos n�o s de duas
dessas part i�c ~oes8, produzindo assim um re�n amento das duas, uma part i�c ~ao
compar�a vel com as outras, um ponto comum de duas cadeias a que estas duas
part i�c ~oes pertencem.

Na � gura (4) voĉe pode ver

� f a; c; d; bg �e mais �n a que f a; c; bg;

� f a; d; e; bg e �e mais �n a que f a; d; bg;

� f a; c; bg e f a; d; bg s~ao incompar�a veis;

� f a; c; d; e; bg �e mais �n a que todas que aparecem.

8ou de um n�umero �n ito delas



Isto nos mostra que a qualquer momento podemos encontrar (construir)
um ponto de encontro entre as cad�eias produzindo uma nova subcadeia cujos
termos s~aore�n amentos de todos os termos anteriores das duas outras cadeias,
simplesmente fazendo a reuni~aodos n�o s.

f a; c; d; e; bg �e a mais �n a de todas as part i�c ~oes que aparecem na � gura (4),
masobservequepodemoscont inuar re�n ando inde�n idamente: n~aoh�a nenhuma
part i�c ~ao que seja a mais �n a de todas, tem apenas a part i�c ~ao que �e a menos
�n a de todas: f a; bg. Assim � ([a; b]) t em um menor elemento, ma n~ao tem um
maior elemento: n~aoh�a nenhum conjunto �n ito que contenha todososconjuntos
�n itos que podemos t irar de [a; b].

O m�etodo que escolhi para designar part i�c ~oesmostra queo conjunto de todas
as part i�c ~oes �e o conjunto de todos os subconjuntos �n itos de [a; b] contendo os
elementos a e b. E a rela�c ~ao de ordem \ mais �n a" co•�ncide com a rela�c ~ao de
ordem \ cont�em" entre os subconjuntos �n itos de [a; b]:

Teorema 1 (Caract er iza�c ~ao das par t i �c ~oes) Caracteriza�c ~ao das parti�c ~oes
O conjunto de todas as parti�c ~oes de [a; b] �e isomorfo, como estrutura de

ordem, ao conjunto de todos os subconjuntos �n itos de [a; b] que contenham os
elementos a,b.

As part i�c ~oes uniformes sendo as progress~oesaritm�et icas cujo primeiro termo
�e a, a raz~ao �e � x = b� a

n .
Como n~aoexiste um conjunto �n ito que contenha todos os conjuntos �n itos

(n~ao seria um conjunto �n ito) ent~ao n~ao um maior elemento no conjunto de
todas as part i�c ~oes.

Estamos discut indo ordem, assunto para um livro inteirinho, e um livro bem
alentado, o autor de [1] menciona na int rodu�c ~ao que precisaria de dois ou três
volumes para descrever a teoria adequadamente. Mas n~ao preciso de muita
coisa sobre ordem para entender o que acontece com as somas de Riemann, e
vou apresentar tudo aqui. A caracteriza�c ~aoque acabei de fazer simpli � ca muito
a teoria.

A estrutura que existe ent~ao �e a formada pelas cadeias. Ao longo de uma
cadeia, uma lista de part i�c ~oes que s~ao sucessivamente uma mais �n a que as
anteriores, temos somas de Riemann que representam aproxima�c ~oes melhores
para a �area que desejamos calcular. O programa riemann.c , [5], lhe pede o
n�umero n de n�o s da part i�c ~aoe calcula o valor de

� x =
b� a

n

para construir uma soma de Riemann com part i�c ~aouniforme.
As part i�c ~oes uniformes s~aoum m�etodo viciado para calcular integrais. Uma

fun�c ~ao pode n~ao ser integr�a vel e uma sucess~ao de somas de Riemann obt idas
com part i�c ~oes uniformes pode conduz��-lo a um falso limite, um exemplo simples
disto pode ser visto calculando a integral da fun�c ~ao que eu de�n i na equa�c ~ao
(5).

Comparando com o levantamento estat��st ico, precisamos que as part i�c ~oes
produzam uma amostra signi� cat iva dos valores da fun�c ~ao, em [a; b] e vamos
selecionar, dentro do conjunto de todas as part i�c ~oe uma fam��li a que atende a
este objet ivo.

4.2 D ist r ibu i�c ~ao un iforme dos n�o s

Para mot ivar a constru�c ~aoque vou fazer agora, posso escolher uma part i�c ~ao(um
conjunto �n ito), considerar o �ult imo subintervalo, e seguir apenas escolhendo
novos pontos neste �ult imo intervalo. Do ponto de vista estat��st ico seriam amos-
tras viciadas, e �e isto que desejamos evitar.

Para tal vou de�n ir um m�etodo que elimina o v��cio:

D e�n i �c ~ao 1 (N orma de par t i �c ~ao) A norma de uma parti�c ~ao Seja

P = f a = x0; x1; : : : ; xn � 1; xn = bg

uma parti�c ~ao de [a; b]. Vou chamar norma de P e designar por jP j ao m�a ximo
dos n�umeros xk � xk � 1

M ax(f x1 � x0; : : : ; xn � xn � 1g)

�e a medida do maior subintervalo desta parti�c ~ao.

Agora vou selecionar o subconjunto de todas as part i�c ~oes de [a; b] formado
de todas as cadeias em que a norma tende a zero.

D e�n i �c ~ao 2 ( � 0([a; b])) Classe das parti�c ~oes com norma tendendo a zero
A classe � 0([a; b]) �e a classe de todas as parti�c ~oes em cujas cadeias as normas

das parti�c ~oes s~ao sucess~oes que convergem para zero.

O nome, � 0([a; b]), �e sugest ivo porque lembra c0 o conjunto de todas as
sucess~oes de n�umeros racionais que convergem para zero que �e o centro na
constru�c ~aodos n�umeros reais usando sucess~oesde Cauchy de n�umeros racionais.

Esta condi�c ~aoelimina asparti�c ~oes viciadas quepoderiam se concentrar numa
regi~aodo intervalo [a; b], porque fazendo isto a norma das part i�c ~oes se manteria
constante a part ir de um certo ��ndice.

S~ao as sucess~oes de somas de Riemann associadasaos elementos de � 0([a; b])
com que vou trabalhar.

Posso agora de�n ir fun�c ~ao integr�a vel a Riemann.

D e�n i �c ~ao 3 ( int egrabili dade no sent ido de R iemann ) Fun�c ~ao integr�a vel
a Riemann

Uma fun�c ~ao [a; b] ! R �e integr�a vel a Riemann se todas as sucess~oes de
somas de Riemann associadas �a s cadeias de � 0([a; b]) se encontrarem numa
�unica classe de equivalência de sucess~oes de Cauchy, de�n indo um �unico n�umero
real designado por

bZ

a

f (x)dx



Na pr�o xima se�c~ao vou descrever um m�etodo para testar se as somas de
Riemann associadas �a s cadeias de � 0([a; b]) formam uma �unica classe de equi-
valência de sucess~oes de Cauchy e portanto se uma fun�c ~ao �e integr�a vel a Rie-
mann.

5 Sucess~oes de somas de Riemann condu zind o a
um li mit e

Eu disse que iria apresentar um m�etodo para veri� car se as somas de Riemann
associadas a � 0([a; b]) de�n am uma �unica classe de equivalência mas deveria ter
dito que vou apresentar o �unico m�etodo que conhe�co.

Ao longo de cada uma das cadeias de � ([a; b]) podemos de�n ir somas de
Riemann associadas com as part i�c ~oes da cadeia e duas coisas podem acontecer:

� Todas as sucess~oes assim criadas tenha um mesmo limite. Este limite
comum �e a integral de f sobre o intervalo [a; b] e recebe a nota�c ~ao que
conhecemos

bZ

a

f (x)dx (26)

� Haja pelo menos duas sucess~oes que tenham limites diferentes, neste caso
a integral n~aoexiste.

Em princ��pio isto �e tudo. O que faremos nesta parte �n al do art igo �e montar
o algoritmo para selecionar qual das duas situa�c ~oes ocorrem e portanto provar
que uma determinada integral existe.

Se provarmos que a integral existe, e nem sempre isto ser�a poss��vel, uma
das forma de descobrir o limite �e usar as somas de Riemann uniformes, agora
que sabemos que elas conduzem a um limite. Este m�etodo �e part icularmente
�ut il para determinarmos uma f�o rmula para a integral de fun�c ~oes polinomiais.
O programa riemann.c n~ao �e entretanto a forma mais adequada para fazer
o c�a lculo aproximado de integrais, para isto se usa aproxima�c ~ao polinomial,
splines ou quase-splines, ou elementos �n itos.

5.1 D emonst ra�c ~ao de que f �e int egr �avel a Riemann

A estrat�egia que vou usar �e bem comum no estudo de sucess~oes, em vez de
estudar uma determinada sucess~aocujo estudo se revela part iculamente dif��cil,
comparamos a sucess~aocomplicada com outras conhecidas e subst ituimos o ob-
jet ivo dif��cil por outro mais simples: encerrar a sucess~aoentre limites superiores
e inferiores.

Vou incluir um t ipo de soma que n~ao �e de Riemann, na �a rvore de somas de
Riemann que podemos fazer associadas a uma qualquer cadeia de part i�c ~oes de
� 0([a; b]), que vai me fornecer elementos para veri� car a convergência.

5.1.1 Somas sup er iores de R iemann

Em vezde usar f (xk ), um dosvaloresde f calculado em um dos n�o sda part i�c ~ao,
o primeiro ou o segundo ponto de cada subintervalo, vou agora usar o supremo
que f tem dentro do intervalo onde est �a xk e usar para isto a nota�c ~ao

f (xk ) = sup
x k � 1 � x � x k

f (x) ; k 2 f 1; : : : ; ng (27)

e o que chamamos de soma superior de Riemann �e ent~ao

Sn =
n � 1P

k= 0
f (xk )� xk (28)

P = f a = x0 : : : xn = bg (29)

P = f [x0; x1); : : : ; [xn � 1 = xn � 1]g (30)

SP =
P

x k 2 P
f (xk )� xk (31)

e aqui inclui a nota�c ~ao P para me referir ao conjunto dos n�o s que determina
uma part i�c ~aoe tamb�em que a soma de Riemann (superior ou inferior) foi feita
usando a part i�c ~aoP.

Mas o conjunto dos n�o s �e uma forma equivalente de se referir ao conjunto
dos subintervalos que agora preciso para me refeir ao supremo de f em cada
subintervalo.

Estas somas, que s~aouma aproxima�c ~aopor excesso da �a rea procurada, tem
duas propriedades cruciais:

Teorema 2 (Propr iedade das somas sup er iores) Propriedade das somas
superiores de Riemann

�
P << Q ) SP > SQ (32)

quer dizer que ao re�n ar uma parti�c ~ao vou obter uma soma de Riemann
superior menor, ou ainda, o algoritmo para c�a lculo de somas de Riemann
superior �e contra-variante: se P for menor do que Q, a soma de Riemann
SP ser�a maior do que a soma de Riemann SQ .

� A soma de Riemann associada �a parti�c ~ao P �e menor do que SP .

Ao longo de uma cadeia tenho agora duas sucess~oes,

� a formada pelas somas superiores

� e a forma pela somas de Riemann

e obt ive uma desigualdade entre ambas.
A primeira propriedade do teorema (2) diz que a sucess~ao de somas de Ri-

emann superiores associada a uma cadeia �e decrescente, tenho uma sucess~ao



descrescente que �e maior do que a sucess~ao de somas de Riemann relat iva a
uma mesma cadeia.

Temos assim sucess~oes decrescentes. Para mostrar que tais sucess~oes s~ao
convergentes basta apresentarmos uma cota inferior, e o limite delas �e a maior
das cotas inferiores que �e tamb�em chamado de��n� mo .

Logoveremos que �e f�a cil encontrar uma cota inferior para qualquer sucess~ao
de somas de Riemann superiores ao longo de uma cadeia.

Vejamos logo o outro t ipo de sucess~oes que vou agregar ao conjunto das
sucess~oes geradas por somas de Riemann.

5.1.2 Somas infer iores de R iemann

De forma semelhante posso de�n ir as somas inferiores de Riemann, agora subs-
t ituindo o supremo em cada sub-intervalo pelo ��n� mo. As propriedades s~ao
sim�etricas: as sucess~oes de somas de Riemann inferiores, ao longo de uma ca-
deia crescem. Temosagora uma sucess~aocrescente, e para mostrar que�e conver-
gente basta apresentarmos uma cota superior e o limite das sucess~oes de somas
de Riemann inferiores, ao longo de uma cadeia de part i�c ~oes �e o supremo da
sucess~ao.

E posso enunciar o teorema sim�etrico ao teorema (2) para somas inferiores
de Riemann:

Teorema 3 (Propr iedade das somas sup er iores) Propriedade das somas
superiores de Riemann

�
P << Q ) SP < SQ (33)

quer dizer que ao re�n ar uma parti�c ~ao vou obter uma soma de Riemann
superior menor, ou ainda, o algoritmo para c�a lculo de somas de Riemann
superior �e variante: se P for menor do que Q, a soma de Riemann SP
ser�a menor do que a soma de Riemann SQ .

� A soma de Riemann associada �a parti�c ~ao P �e menor do que SP .

A primeira propriedade do teorema (3) diz que a sucess~ao de somas de Ri-
emann inferiores associada a uma cadeia �e crescente, tenho uma sucess~aocres-
centeque�emenor do quea sucess~aodesomasdeRiemann relat iva auma mesma
cadeia.

Para fechar a quest~aovamosagora mostrar quepara uma determinada cadeia
de part i�c ~oes, toda soma de Riemann inferior �e uma cota inferior da sucess~aode
somas de Riemann superiores obt idas com a mesma cadeia, provando que as
somas de Riemann superiores s~aoconvergentes.

5.1.3 Somas sup er iores e suas cot as infer iores

Considere uma cadeia de part i�c ~oes

P = (Pn )n 2 N ; Pn 2 � 0([a; b]) (34)

s = (Sn )n 2 N = (
P

k2 Pn

f (xk )� xk )n 2 N (35)

t = (Sn )n 2 N = (
P

k2 Pn

f (xk )� xk )n 2 N (36)

Na equa�c ~ao(34) estamos nos referindo a uma cadeia como uma sucess~ao, e veja
da constru�c ~aoque de fato �e assim uma vezque todas as part i�c ~oes se originam de
f a; bg que �e sucessivamente re�n ada pelo acrescimo de um ponto criando uma
nova part i�c ~ao �a qual indutivamente aplicamos o mesmo processo, o resultado �e
uma sucess~aode part i�c ~oes formando uma das cadeias de � 0([a; b]).

Nasequa�c ~oes(35), (36) estou fazendo referência, respect ivamente, �a sucess~ao
das somas superiores, s, e inferiores t, calculadasem cada um dos n�o s9 da cadeia
P.

Como as sucess~oes s; t s~aomon�o tonas, se provarmos que todo termo de s, a
decrescente, �e maior do que qualquer termos de t estaremos provando que elas
t êm limite (s~aoconvergentes).

Vou me � xar no que se passa em uma cadeia porque o que eu disser para
uma delas �e o mesmo que ir�a a contecer com qualquer outra.

Basta considerarmos o que acontece com um subintervalo que tenha sido
subdividido. Considere um subintervalo I k de um n�o Pn (uma part i�c ~ao)

I k 2 Pn (37)

I k = Jk [ Jk+ 1; Jk ; Jk+ 1 2 Pn + 1 (38)

(39)

Estou usando a sucess~ao natural das let ras do alfabeto, designando por I k

um subintervalo de Pn e por Jk um subintervalo de Pn + 1 que foi obt ida pelo
acrescimo de um n�o ao conjunto dos n�o s de Pn .

A soma superior descrece de Pn para Pn + 1, a soma inferior cresce de Pn

para Pn + 1, ent retanto a soma superior, calculada com os supremos de f sobre
Jk ; Jk+ 1 �e maior do que a soma inferior, calculada com os ��n� mos de f sobre
Jk ; Jk+ 1.

Congelando agora asoma inferior eanalisando oque acontece com a sucess~ao
das somas superiores, relat ivas a mesma cadeia (que considerei � xa acima),
relat ivamente a qualquer subintervalos dos sucessivos n�o s (part i�c ~oes) da cadeia,
a soma dos os supremos ser~ao maiores que os ��n� mos que agora � cam todos
congelados, o que nos leva ao teorema

Uma soma inferior qualquer �e uma cota inferior para a sucess~ao das so-
mas Superiores, descrescentes, relat ivamente a uma cadeia o que prova elas s~ao
convergentes. O racioc�nio sim�et rico leva ao teorema

9aqui n�o faz referência aos v�ert ices do subgrafo que �e cada uma das cadeias do grafo de
todas as part i�c ~oes de [a; b]



Teorema 4 (Sucess~ao das somas infer iores) Qualquer soma inferior re-
lativamente a uma cadeia �e menor do qua uma soma superior relativamente a
uma determinada parti�c ~ao dacadeia.

O que prova que as somas inferiores, relat ivamente a qualquer cadeia �e con-
vergente.

Uma caracteriza�c ~aodo que �e uma fun�c ~ao integr�a vel a Riemann em termos
simples e de forma algor��tmica �e desconhecida e possivelmente muito dif��cil de
ser estabelecida. �E f�a cil mostrar que toda fun�c ~aocont��nua ter�a um �unico limite
relat ivamente a fam��li a de somas inferiores e superiores. Mas a cont inuidade
n~ao �e uma condi�c ~ao sequer necess�a ria para que uma fun�c ~ao seja integr�a vel a
Riemann.

Refer ências

[1] Gr•atzer, George General Latt ice Theory Academic Press, 1978

[2] Lang, S. Analysis II .
- Addison-Wesley-Reading Ma - 1970

[3] Rudin, W. Real and Complex Variables
McGraw-Hill Series in Higher Mathemat ics -1974

[4] Schwartz, L. Th�erie des distr ibutions Hermann & Cie, Paris, 1966

[5] Praciano-Pereira, T. Programas para C�a lculo Num�erico

htt p:// www.4shared.com/ dir/2041165/e14cc331/programas.html


