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Resumo

Unificacao em Ciéncia é fazer com que conceitos de diferentes concepcoes se
revelem, dentro de uma percepcao, como integrando uma mesma abordagem.
O trabalho visa mostrar um exemplo simples disto e, ao mesmo tempo, faz
proposta de abordagens desses.

palavras chave: EDO, metodologia, minimizacao




CICLOIDE
]E /
BRAQUISTOCRONA

UM EXEMPLO ELEMENTAR DE UN[F[CAC%IO
Por

Nascimento, J.B.
Inst. Mat - ICEN/UFPA, jbnQufpa.br

Gomes, S.C. L.
Bolsista, Labdemon/Fisica/ICEN/UFPA, suellem fisica@hotmail.com

Magno, C. S.
Bolsista Labdemon/Fisica/ICEN/UFPA, carolinemagno.fisica@gmail.com

Moreira, A. M. S.
Mat. 11094000701, Fisica/ICEN/UFPA, alan_msantos@hotmail.com

Esfera

Trajetdrias ligando Ae B

~



Cicloide e Braquistécrona, UM EXEMPLO ELEMENTAR DE UNIFICACAO, Nascimento, J. B., Gomes, S.C. L., Magno, C. S. & Moreira, A. M. S 2

APRESENTACAO

Ao primeiro autor foi exposto por aluno do Labdemon/UFPA dificuldades matemadticas na
divulgacao de experimento consistindo de aparato composto de trés canaletes - uma reta e duas
“tortas” - ligando dois pontos em posicoes defasadas tanto na horizontal quanto verticalmente e
dispositivo que solta trés esferas simultaneamente do ponto mais alto. E a curiosidade cientifica é
que o mais esperado, a esfera da canalete reta chegar primeiro ao ponto mais baixo, quicad ainda
com vantagem alongada, ficava visivelmente falsa.

Porquanto, ficando definido que chega primeiro a esfera de canalete “torta”, fica posta a
possibilidade de existir curva nao linear que realiza tal percurso em tempo menor de todos os cam-
inhos possiveis ligando esses dois pontos. Isso nao era nenhuma novidade, posto que, é o famoso
problema da Braquistécrona, cujo histérico, como veremos, é um belo capitulo da Ciéncia. O
problema que expunha o aluno referido era como argumentar, portanto, quais contetdo aprender,
e referenciar de alguma forma os que foram plateia de uma exposicao deste experimento.

Apés encontro casual' em que fomos verificar uma braquistécrona montada no Labdemon,
estavamos de saida quando um dos participantes trouxe para o corredor uma “lata joga e volta”
[em cearencés: Maria-teimosa] a qual é uma lata cilindrica cujo eixo de rotagao é um eldstico preso
nas tampas e tendo um parafuso preso no meio desse. Quando se joga essa para deslizar o acimulo
de energia por torcao do elastico faz com que essa adquira movimento retrocedente,

Digamos agora que houvesse outra pessoa em posicao afastada da nossa e perpendicular da
que a lata se movia, e que, além disso, na tampa desta houvesse fixadas algumas luzes de cores e
posicoes diferentes. O que este veria como trajetéria da cada ponto luminoso é chamada generica-
mente de curva cicloide, a qual é outra também belissima histéria da Ciéncia, como veremos. E caso
uma luz estivesse exatamente no bordo da tampa a curva descrita seria uma Cicloide propriamente
dita.

E a unificacdo que matematicamente serd realizada diz que se esse observador pegasse um
pedaco apropriado de uma Cicloide, invertendo-a e adentrasse no laboratério do qual tinhamos
acabado de sair, essa curva coincidiria com o percurso realizado pela esfera que chega primeiro. Ou
seja, é¢ a Braquistdcrona.

No que segue, visando produzir um material para atender tal demanda e servir de referéncia
na escola, primeiro se faz um historico e descricao como fazer uma Braquistécrona usando ma-
teriais bem acessiveis. Depois, em conexao como as novas tecnologias, apresentamos um programa
computacional dos mais acessiveis para gerar Cicloide e outras curvas. Por ltimo, apresentamos
uma demonstracao, préxima da que foi dada pelos pioneiros que estudaram tal problema, de que
ambas, Cicloide e Braquistécrona, a menos de referencial, sdo as mesma curvas.

! Alunos desse episédio
Augusto César Chaves, mat. 08094001601, ugustorasec_fisica@yahoo.com.br
Jacson Malcher Nascimento, mat.090940023-01, jacsonmalcher@hotmail.com
Raimison Ramos Corréa, Mat: 090940025-01, raifisica@yahoo.com.br
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1 - HISTORICO E MATERIAL EXPERIMENTAL ENVOLVENDO CICLOIDE E
BRAQUISTOCRONA

Gomes, S.C. L.

Bolsista do Labdemon, Inst. Fisica/ICEN/UFPA
suellem_fisica@hotmail.com

Magno, C. S.

Bolsista do Labdemon, Inst. Fisica/ICEN/UFPA
carolinemagno.fisica@gmail.com

A palavra braquistécrona deriva das palavras gregas Brachistos (que quer dizer "menor)
e Chronos (que quer dizer “tempo™) e se refere & “curva ou o caminho, que une dois pon-
tos A e B pertencentes a um plano vertical, que toma o minimo tempo, quando esta
particula esta submetida apenas a influéncia da gravidade.

Vejamos um trecho de artigo no tema (g.n)

“Em Julho de 1696, na revista Acta Eruditorium, fundada e mantida por Gottfried
Wilhelm Leibniz, o matemdtico suico Jean Bernouilli apresentou um problema que
logo despertou o interesse de seus colegas. Tratava-se de achar qual deveria ser a forma
de uma rampa para que uma particula, deslizando por ela a partir do repouso e sob a
acao da gravidade, gaste o menor tempo possivel para atingir outro ponto mais baizo da
trajetoria. Leibniz espalhou o problema enviando-o por carta aos maiores matemdticos da
época.

A solucdo foi rapidamente encontrada por vdrios deles, inclusive o préprio Leibniz,
além de Isaac Newton e os irmaos Jacques e Jean Bernoulli. Todos indicaram que
a curva mais rapida, ou braquistécrona deveria ser uma cicléide. A cicloide é
uma curva muito interessante e jd foi até chamada de Helena da Geometria, em alusdo a
famosa beldade que levou Trdia a seu trdagico destino. No século 16, vdrios matemdticos,
dentre eles Galileu, estudaram a cicloide. Que € uma curva descrita por um ponto P de
uma circunferéncia de um circulo quando este se movimenta ao longo de uma linha reta

00

Figura 1. Tracado de uma cicldide. ™

Texto extraido de EXPERIENCIA COM A BRAQUISTOCRONA, Graciliano da Silveira
Batista, Cleuton Freire e José Evangelista Moreira, Seara da Ciéncia (ww.seara.ufc.br),
Universidade Federal do Ceard,

http://www.sbfisica.org.br/fne/Vol7/Num?2/v13a10.pdf, acesso Nov/11
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PROPOSTA DIDATICA PARA CONFECCAO DA BRAQUISTOCRONA~E
MONTAGEM DE UM DISPOSITIVO PARA VERIFICAR QUE A RETA NAO E

O CAMINHO MAIS RAPIDO

PASSO 1

Material - uma folha de isopor,
2 folhas de papel cartdo (usare-
mos preto e vermelho), cola de
isopor, tesoura, estilete, lapis,
régua e duas petecas.

PASSO 2

PASSO 3

Medir a folha de isopor pelo
tamanho do papel cartao e
cortd-la no mesmo tamanho.

Colar o papel cartao na folha de
isopor.

PASSO 4

Contar o cartao vermelhos em
tiras

PASSO 5

PASSO 6

Colar as tiras em forma de reta
e braquistécrona (cicloide inver-
tida, como veremos)

A tira vertical do canto supe-
rior esquerdo deve ter o maximo
de precisao, posto que, servira

para delimitar que as duas pete-
cas, que serao simultaneamente
soltas quando escoltadas nessa,
partiram do mesmo nivel.

ESTE EXPERIMENTO DEMONSTRA QUE PARA PARTfCULAS/PETECAS SOLTAS
AO MESMO TEMPO, A DA BRAQUISTOCRONA CHEGA PRIMEIRO NA CAIXA FINAL.

Referéncia especifica:

- BRAQUIST()CRONA - BIBLIOTECA DE OBJETOS MATEMATICOS DA UFPA,
www.youtube.com/watch?v=aYjmfpX5G8o, acesso dez/11

- - www.uff.br/cdme/epiciclos/epiciclos-html/epiciclos-br.html, acesso dez/11
- www.youtube.com/watch?v=DPaTuGtnmkM, acesso dez/11
- www.educacionplastica.net/CurCic0.htm, acesso dez/11

- LABDEMION, www.cultura.ufpa.br/labdemon, acesso dez/11
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2 - DESCRICAO DE PROGRAMA COMPUTACIONAL QUE GERA CICLOIDES
E OUTRAS CURVAS

Moreira, A. M. S.
Mat. 11094000701, Inst. Fisica/ICEN/UFPA,
E-mail: alan_msantos@hotmail.com

INTRODUCAO - Considere um dispositivo, figura ao

lado, composto por um circulo (disco) de centro O e um
segmento OA fixado no disco e B um ponto luminoso so-

bre OA que pode ser fixo ou mével. Quando o conjunto D
disco/segmento é colocado em movimento ao longo da reta

DE o ponto B descreve uma curva.

I

No que segue, B é fixo e o conjunto se move ao longo da
reta com velocidade constante, portanto sem deslizamento
e . . . ~ ,

: > ou atrito. Caso, B esteja fixo na intersec¢ao do circulo com a
reta, ponto C, a curva descrita é chamada de Cicloide e se
estiver entre C e A é chamada de Tricloide

O PROGRAMA - pode ser baixado em www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&
cod=_cicloides, acesso jan/11, O programa nao precisa ser instalado, é sé baixar e usar, desde que
tenha no computador instalado o Macromedia Flash Player, o qual pode ser baixado gratuitamente
em qualquer site de download.

COMO USAR ESSE PROGRAMA NOS CASOS CITADOS
PASSO 1

PASSO 2 PASSO 3

Click na aba indice e escolha a
opcao tricloides ou cicloide.

Click dentro da caixa raio 1 e digite
30 e na caixa raio 2 digite 50.
OBS: O raio 1 é o raio do circulo
interno e o raio 2 do circulo
externo.

Na caixa limite pode ser configu-
rado quantas voltas o circulo in-
terno vai dar, nesta simulagéo 2w

PASSO 4

PASSO 5

PASSO 6

Nesta caixa pode ser configurada a
cor da cicloide ou tricloide depen-
dendo da simulagao, basta clicar em
uma das cores

Nesta caixa estao os botoes para re-
alizar a simulacao.

Apé6s as configuragbes anteriores
click em iniciar para comegar a
simulagao
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PASSO 7 PASSO 8

Simulacdo de uma Cicloide. Simulagdo de uma tricloide.

Apés todos os passos de configuracgao e iniciar o simulador, o programa demon-
stra a trajetoria de uma cicloide ou tricloide a opg¢ao no inicio das configuragoes.

Referéncias

- EXPERIMENTOTECA-LUDOTECA, IF/USP/ Departamento de Fisica Aplicada,
www.ludoteca.if.usp.br/index.php, acesso jan,/12

- A MAGIA DA CURVA CICLOIDE, Veja, J. O. e Sassine, A. Ed. Scortecci, 2011,
www.scortecci.com.br/lermais_materias.php?cd _materias=7076&friurl=:-A-MAGIA-DA-CURVA -
CICLOIDE-Jose-Oscar-Vega—Andre-Sassine-:, acesso jan/12
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3 - FORMALIZAQ()ES VIA CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Nascimento, J.B.
Inst. Mat - ICEN/UFPA, jbn@ufpa.br

MOVIMENTO EM QUEDA LIVRE DE GALILEU
- No caso de Movimento com Velocidade Inicial vy e
Aceleragcao Constante a, a Velocidade apods decorrido
um Tempo t é dada por: V = Vp 4+ a x t. E o Espaco
Percorrido nesse mesmo tempo AS é dado pela drea do
trapézio indicado na fig.1. Portanto, se a Posigao Inicial

~+O

/ /

k4

é Sy, a Posigao correspondente ao tempo t é: S = Sy+AS = | t
V+Vy) xt '
So + (V+Vo) xt Fig. 1
No caso de queda livre Sg = Vj = 0 e a = g = Aceleragdo da Gravidade, suposta
Vxt V?
Constante, temos: V=g xt e S= 5 = o V =+vgS
g

CALCULO DAS VARIACOES - MAXIMO E MINIMO - Um registro histérico é o
seguinte trecho de Eneida do Poeta Virgilio ( 70 a.C. - 19 a.C.):

“Uma mulher é o chefe da expedi¢ao. Chegados ao local onde wverds agora enormes
muralhas e a imponente cidadela de Cartago, compraram todo o terreno que um coro de
touro podia cercar.”

Pois, nesse feito foi exigido conhecimento matematico tanto para fazer com esse couro a
maior tira quanto para depois cercar com essa 0 maior terreno possivel. Isto é parte de uma classe
de problemas matematicos, Isoperimétricos, e base de uma area da matematica, Calculo das
Variagoes, e da qual faremos uma explanacao das mais bésicas.

Definigao - Dada uma funcao de variavel real com valores reais f : D-R™ —— R, um
ponto xg € Dy é Ponto de Maximo quando f(xzg) > f(x), Vo € Dy, caso em f(x) é dito Valor
de Maximo da f. Analogamente, define-se Ponto e Valor de Minimo. Nesses casos sao ditos
ainda Maximo e Minimo Global, por envolver todo o do dominio. E esses mesmos conceitos
tém as suas versoes locais. Isto é, ao invés de determina-lo em todo o dominio, considera isso numa
vizinhanca deste. Ou seja, por exemplo, um ponto pode ser Maximo Local por ser onde a fungao
assume o maior valor relativo aos pontos préximos.

Um método para detecté-los, Maximos e Minimos, é determinar as regioes em que a funcao
cresce e decresce. Por exemplo, se antes de um ponto a funcao cresce e depois decresce, sendo
continua, estamos ante um Maximo Local, o qual, dependendo de outras informacoes, poderd se
revelar Maximo Global. E hé técnicas para estudar maximos e minimos apenas supondo continua,
fig.2, e um resultado geral é o seguinte:

Teorema: Seja f uma funcao de variavel real com valores reais e continua. Se o seu dominio for
um Conjunto Compacto (Fechado e Limitado no sentido Topolégico), entao possui ponto
de Maximo e Minimo.

]

L J

2 Fig 2 b ; - sb
/ Ag \J
NAccinto Loocal

mAiriro Local
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No caso de funcdo real com valores reais, f : D(f)

Azr) —
fl(z) = AI;:IEO flo+ Axa)c f(x)7 V€ Dy, o que implica ser

€ R —— R e Derivavel, i.e, existe

continua, o fato da derivada ser Pos-

itiva, f’(z) > 0, numa regiao do dominio decorre ser a fungao Crescente e Negativa, f'(x) < 0,
que é Decrescente. Isso ja induz, como é verdadeiro, que num ponto a:(i) de Méaximo ou Minimo
Local interno do dominio, sendo a funcao derivével, f'(x;) = 0.

DIFERENCIAL - Dada uma funcao y = f(z), temos
que Af = Ay = f(x + Az) — f(x), e a Diferencial
da f, df = dy, é a aproximacg@o linear de Af, i.e. ,
df =dy = f'(x)Ax = f'(x)dx.

No caso, por exemplo em que a funcao é de duas

fd +gy

variaveis, f(x,y), df = o
Yy

L

v Ay = flat+Ag] [

¥+ dy —

Fig 4

¥ i+ Ax

Em particular, se f(z,y) = g(x) + h(y), entdo df = ¢'(z)dx + h/(y)dy. E a Teoria de
Maéaximo e Minimo, quando aplicada no caso diferencidvel, indica que em tais pontos de regiao
aberta do dominio deve ocorrer que df = 0. Para maiores detalhes em Célculos das Variagoes re-

comendamos as referéncias [2], [9] [13].

A EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA (E.

D.O) DA CICLOIDE

Seja P = (z,y) um ponto da cicloide e, Fig. 5, e e
PCCM = 60 que ajuda na descricao da sua trajetoria. 5 :
Nisso temos: CN) = Rcos(f), PN = R sen()
e o arco mede PM = OM = R6O. Por isso,
y = CM —CN = R — Rcos(f)) = R (1 — cos(f)) e P
2 =0M — PN = R— R sen(f) = R(1 — sen(6)) 4
Pela Regra da Cadeia, dy d_yﬁ = ittt
dx do dx o M
Rsen(6) 1 _ sen(0)
"R(1 —cos()) 1—cos(h)’ Fig 5
Y2
dy .2 sen?(0) 1 — cos?(0) 1-(1- }_3) 2R —y _
(—) = 5 = 5 = 7 em tudo supoe-se
dx (1 — 005(9)) (1 — 005(9)) (£)2 Y

que 1 —cos(0) #0 .. 0 # 2kn,Vk € Z

Logo, escolhendo um raio adequado, a cicloide é solucao da Equagao Diferencial Ordinéria

(EDO)

dy.2 a—1y
(@)— y , Va,y

>0
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A EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DA BRAQUISTOCRONA

Vamos deduzir essa seguindo o exposto em | 1], pag. 545 - 547, a qual é apontamento
histérico da resolugao dada por um dos Bernoullis, Jacques I(1654 - 1705). Lembrando que esse

faz dentro de duas premissas:

A - Trata-se de encontrar a menor curva com tempo de queda entre duas posi¢oes;

B - Se a propriedade vale para toda curva, necessariamente vale para cada pedaco desta, mesmo

que apenas infinitesimal.

Apenas para efeito histérico, esse inverte os eixos, por-
tanto, Fig. 6, o sentido positivo é de A para B. E do
ponto de vista de queda livre temos em cada instante que
ds
— = v = +/2gx .. dt —
dt g 2gx
o} tempo é calculavel, conforme intervalo especificado, por

1 ds

t —

I T TN ‘ !
suposta constante, esse fator constante nao precisa apare-
cer em todos os calculo, apenas fazendo ajuste, quando
necessario, multiplicado por este.

. Isso significa que

(1) e desde que a gravidade g é

Notequeds —dz +dy = dx ( (

) =

Por isso, substituindo (2) em (1): ¢t = [ \/

O célculo visa determinar condi¢Ges minimizantes desta.
Para tanto, fixemos um pequeno trecho, £ig.7. No intervalo

A
[x — h,z] , temos: tg(«a -4 yl: y

1+ () 1+tg
t[z h, x] —
T— h z—h

N

dx (

= 9. Nesse caso:

/ — dr = . Analogamente,
cos( on VT cos(a)

2V +h — ]
temos: tj; pyp) = cos(A)

S

Yo
»

¥-h

2[Vzx+h —/x]

2/ Ve |

Logo, tlz—n, v+n) = cos(a)

cos(B)

Considerando o intervalo ﬁxo e ty—_potn funcdo diferencidvel em (a, ), ser minimo em

[V —+Vx—h ]sen(a) da

funcgao desses fica:

L Weth — Va Jsend(8) 48

=0 (3)

cos*(a) cos?(f3)
Ainda, tg(a) = Chitgla) =y —y1 etg(B) = . .htg(B) = y2 —y. Com isso,
h [tg(a) +tg(B) = y2 — y1 = constante.
. do ag . da ag
E novamente, como funcao de (o, ), os?(a) T c0s2(B) =0 o) - 20?0 (4)

Substituindo (4) em (3), obtemos: [z —

racionalizando ambos os termos:

vV —h lsen(a) =

[V +h —/x ]send(f) e
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Vi ++vaz—h
iV h VT — vz —h ]sen(a)

sen(a) _ send(f) (5)
VT +Vz—h Vr+h +x

Do ponto de vista a Andlise Infinitesimal, a equagao (5) é valida para todo ponto da
sen(a) 1
VT vl

dy T \ T .
constante. Por outro lado, fig.7, — = sen(a) .. dy = ~— ds = ~—+/1+ (v/)? dx. Assim

_Vx+h +x

— m [Vr+h —+/z ]send(B) ..

Braquistécrona e para todo valor de h, portanto, podemos tomar

CcoOmo uma

X
1-Z2
dyy2_ Woy . (AYy2 Ty _ T drvo Ty .
(dac) _’Y(l+(dx))"(dx) (1 ’Y)_’y”(dy) =z , Isto é:
Y
(=11
dy x
CONCLUSAO

Como, a menos de notacao, ambas satisfazem a mesma Equagao Diferencial Ordinaria -
E.D.O. e, supondo tudo suave, portanto sem nenhum movimento abrupto ou atrito, os resultados
de existéncia e unicidade de solugdes de E.D.O, [9], garantem que ambas as curvas, Cicloide
e Braquistécrona, a menos de referenciais, sao as mesmas.
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