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Resumo

Neste artigo vou mostrar como podemos construir kernels (ntcleos)
e sinais polinomiais de classe C" e a suporte compacto, num espaco de
dimensdo finita. A metodologia usada é essencialmente a descrita em
[1], splines por convolugdo, em que o caso de dimensao um foi tratado, e
aqui estou expondo a construcao para um espaco qualquer de dimensao
n. O objetivo é produzir a ferramenta com a qual eu vou construir uma
particdo da unidade subordinada a cobertura de um retangulo conduzindo
a um projetor de interpolagdo. Em trabalho posterior vou mostrar como
a convolugao pode ser facilmente substituida, na pratica, por translagoes.
Aqui vou me restringir & construgao tedrica em que a convolugdo tem um
papel central.

palavras chave: splines multivariados, n-splines multivariados a su-
porte compacto, projetor de interpolacdo.

In this paper I will show how we can build compact support polynomial
kernels and signals of class C™ in a finite dimensional space. The method-
ology used is essentially the one described in [1], convolution splines, where
the one dimensional case was treated and here I am explaining the con-
struction to any space of dimension n. This is the tool I need to build
a partition of unity subordinate to a cover of a rectangle, leading to an
interpolation projector. In a later work I will show how the convolution
can be easily replaced, in practical works, by a translation. Here I will
restrict myself to the theoretical construct in which the convolution has a
central role.

key words: multivariate splines, compact support multivariate n-
splines, interpolation projector.



1 Definicoes

Neste artigo vou chamar de sinal a uma fungao quase-continua, quer dizer,
continua exceto, possivelmente, num conjunto de medida zero, e a suporte com-
pacto. Um exemplo tipico é uma fungao caracteristica de um intervalo compacto
da reta, ou uma combinagao linear finita delas. Em dimensao maior do que um
o exemplo seria de uma combinc¢ao linear finita de fungoes caracteristicas de
dominios compactos, conjuntos compactos com interior nao vazio, por exem-
plo, funcoes caracteristicas de retangulos, em que “retangulo” é um intervalo
compacto ou um produto cartesiano de n > 1 intervalos compactos em que a
quantidade de fatores é a dimensao do espaco.

Podemos atingir uma grande generalidade nos restringindo a retangulos
sendo esta a minha atitude neste artigo.

Kernel é um sinal positivo cuja integral é 1. Na literatura, em portugués,
também se usa a palavra nicleo, mas vou dar preferéncia ao nome de origem
alema, por se aproximar melhor da nomenclatura internacional e porque ambos
os nomes sao usados na literatura portuguesa. Um exemplo simples de kernel
é i X[—e,q & fung@o caracteristica do intervalo [—e¢, €] corrigida com o fator %
para garantir que a integral seja 1, ou, num espaco de dimensao n

1
(26
em que a poténcia do intervalo significa produto cartesiano.

Usando a notagao 7. para qualquer dos exemplos acima de kernel, podemos
facilmente construir uma “unidade aprozimada’, seguindo a denominacao usada
em [4]:

)nX[—e,e]"

Nn,e(t) = nne(nt) (1)
uma sucessao que converge fracamente para a medida de Dirac concentrada
na origem. Esta é uma grande importancia dos nucleos, podemos produzir
aproximagoes com eles.

1 (novo kernel) Convolugio de kernels

A convolugao de dois kernels, € um kernel, se a medida for invariante por
translacao.

A medida serd invariante por translagao uma vez que estarei sempre usando
a media de Lebesgue em R"™. A convolugao de dois kernels é ainda um ker-
nel, porém o suporte fica dilatado porque serd a uniao dos suportes dos dois
kernels o que reduz a precisao na aproximacao por convolugao. Isto pode ser
facilmente contornado, para obter suporte, arbitrariamente limitado, aplicando
uma dilagdo como na equagao (1).

Como consequéncia destes resultados tenho um estoque abundante de kernels
e sinais de classe de diferenciabilidade arbitraria, polinomiais, construidos com
funcoes caracteristicas de retangulos.

Para os objetivos que tenho em mente, superficies diferencidaveis obtidas
como gréficos de fungoes diferencidveis definidas num dominio convexo, trabal-
har com malhas uniformes cujos elementos sejam retangulos é suficiente para
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fazer aproximacoes com grande precisao, apenas nao vou tratar desta aprox-
imagoes neste trabalho e sim em outro vindouro. O uso da uniformidade da
malha permite construir programas mais simples, mas nao é uma questao essen-
cial, como ser visto em [2]. Parece-me que a construcao do algoritmo para o
caso multidimensional serd uma simples generalizagao do caso unidimensional e
isto serd assunto para um outro artigo também.

Para terminar esta secao introdutéria mostrarei alguns cdlculos que certa-
mente irao satisfazer certas curiosidades, como a convolucao de dois kernels
definidos com funcdes caracteriscas de retangulos, no R?. Para uma dimensao
maior o trabalho é apenas mais intenso. H& dois scripts de gnuplot, parcial-
mente apresentados aqui, que permitem uma visualizacao muito melhor do que
os gréficos incluidos no artigo, ver [3], onde hd um link para a pagina de onde
eles podem ser baixados e executados localmente no computador.

1.1 Convolugao de dois kernels: 1-splines bivariado

Usando a notacao definida acima,
1
Ne = Q_GX[fe,e] (2)

vou agora definir o kernel Q. usando a funcao caracteristica do retangulo
[—€, €] X [—e€, €
multiplicada por fator de correcao (para gantir integral seja 1)

Qe(z,y) = ne(T)ne (y) (3)

é facil de ver-se que esta expressao define uma funcao caracteristica com a
amplitude alterada, do retangulo mencionado acima, se x ou y tiver médulo
maior do que € a expressao € nula, e se ambos forem menores ou igual a €
o produto vale - .. Esta expressdo vai simplificar imensamente o célculo da
integral, e vou me resumir a calcular o quadrado por convolugao de Q.

Qe * Qc(x,y) 7f fQ (8,)Qc(x — s,y — t)dsdt = (4)
= j? j"o n(s)nt)n(z — s)n(y — t)dsdt = (5)

_ <_Z:n (@ —5) ) < t)dt) - (6)
_fin (x —s) ) <€ t)dt) (7)
) <f n(y —t) dt) (8)
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xr—e€

x+e
( / U(S)d5>

(o)

9)

xr+e

xr+e
( / n(t)dt>

- en(t)dt> -

(10)

As integrais na equacao (10) sao idénticas definindo expressoes em x ou em y
que podem ser facilmente calculadas analisando a possibilidade de que o limite
superior de integracao esteja antes do suporte ou dentro do suporte, e depois a
mesma andlise para o limite inferior de integragao estando dentro do suporte ou
posterior ao suporte, exatamente nesta ordem, o que produz as possibilidades:

r+e< —€ T < —2¢
rte€[—ee —2e<x<0
(11)
r—ec[-ee¢ 0<ax<2e
Tr—€>€ T > 2€

dando as seguintes possibilidades de valores para a integral, em z:

T < —2€ 0
—2e<x<0 x4+ 2
0<z<2e 2¢ —x (12)
T > 2€ 0

e trocando = por y se tem o valor da outra integral. Para cada uma destas
possibilidades temos todas as quatro outras, em relagao a outra variavel, mas
algumas ficam naturalmente excluidas, por exemplo, quando x < —2e para
qualquer das hipdteses sobre y o resultado serd zero. O mesmo vai acontecer
quando |z| > 2, |y| > 2¢, porque o suporte da poténcia por convolucao, neste
caso de suportes centrados na origem, é a soma dos didmetros dos suportes. As
possibilidades finalmente serao:

r < —2¢

<05y < —2¢
r<0;-2e<y<0
z<0;0 <y <2
0<ax<26y < —2€

0<z <26y <2
T > 2€

0<ax<2-2e<y<0

0
0
(x + 2¢)(y + 2¢)
(x + 2¢€)(2e — y()) (13)
(2¢ — x)(y + 2¢)
(2¢ — x)(2¢ — y())

Este sistema de equagoes pode ser traduzido assim na linguagem de gnuplot,
ou em qualquer linguagem com a sintaxe de C++.

ep = 1; ## epsilon na varidvel ep
set xrange [-5:5];

set yrange [-5:5];

Q(x,y)= (x<=-2%ep)70:\
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(x<=0)* (y<-2%ep) 70:\

(x<=0) * (y<0) ? (y+2*ep) * (x+2*ep) : \
(x<=0) * (y<2%ep) 7 (2xep-y) * (x+2*ep) : \
(x<=2xep) * (y<-2%ep) 70:\

(x<=2xep) * (y<0) 7 (y+2xep) * (2xep-x) : \
(x<=2xep) * (y<2*ep) 7 (2*ep-y) * (2*ep-x) : 0
splot Q(x,y)

Os programas relacionados com este artigo sao descritos em [3], onde ha um
link para a pagina de onde eles podem ser baixados.

Rodando o programa, ver [3], é possivel ter uma visdo melhor do grafico que
aparece na figura (1) pagina 4,

Qlxy) —

Figura 1: Kernel bivariado 1-spline
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1.2 O plano do trabalho

Na segunda secao vou construir uma partigao da unidade de classe C™ associ-
ada a uma particao particular de um retangulo. Na terceira segao vou mostrar
como facilmente posso obter o mesmo resultado com uma particao arbitraria
de um dominio © de R?. Na quarta seciao vou construir o projetor de inter-
polagao associado a particao da unidade relativamente a uma particao de um
conjunto 2 de R?. Este trabalho é uma generalizacdo de [2]. A generalizacio
para trabalhar com dominios do R™ podera ser feita posteriormente.

2 Particao da unidade sobre um retangulo do
plano

O titulo nao corresponde a definicao de uma particao da unidade, irei fazer
a correcao ao fazer a construcao da particao da unidade. O objetivo do titulo é
indicar que a regiao {2 de referéncia é um retangulo.

Seja 2 um retangulo do plano com lados paralelos aos eixos coordenados e
uma dupla sequéncia finita,

(T4, Yj)ier={0,....n—1};j € J={0,...,m—1} (14)

em que I, J C N. Ou seja tenho uma rede definida em €2, como produto de redes
uniformes definidas nos lados. Assim 2 esta particionado em n x m retangulos
sendo (z;,y;) o ponto central do subretangulo que ele indexa, ou o baricentro
do subretangulo que ele indexa.

Considere um kernel 7. como definido na primeira secao, como produto de
fungoes caracteristicas,

1e(5,8) = o xe () 1) (15)

multiplicado pelo peso ﬁ.
Observe que chamando x;,; a func@o caracteristica do interior do subretangulo
indexado por (x;,y;) é verdade que

n—1lm-—1

Z Z Xij =1 (g.s.) (16)

i=0 j=0

falhando de valer 1 sobre as fronteiras dos sub-retangulos onde tera o valor 0
porque os subretangulos sao abertos. No préximo teorema vai-se ver que esta
falha de continuidade é irrelevante.

2 (Particao da Unidade) Particio da unidade de classe C°

A convolugao do kernel ne com a familia x; ; produz uma particao da unidade
de classe C° subordinada a um aberto que contém §).

Dem}
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Chame
n—1m-—1
f(z,y) = Xi,j 17
i=0 j=0
entao
n—1m-—1
fe:ne*fzzzne*Xi,j (18)
i=0 j=0

€ uma soma de fungoes continuas. O suporte de fe =ne * f € o fecho da uniGgo dos suportes
de ne * Xi,j que € uma € vizinhanga fechada de Q2 portanto o seu interior contém € e cada
um dos suportes das fungbes ne * x;,j sendo o aberto ao qual estd subordinada a esta parti¢do
da unidade.

Antes de enunciar o proximo teorema, vou definir

Definigao 1 (Atomos) da particao da unidade
Dije = Te * Xij (19)

O que tem de especial com esta particao da unidade é que seus dtomos sao 1-
splines a suporte compacto. Como na primeira parte mostrei que tenho kernels
com suportes arbitrariamente pequenos

e de medida pequena;

e concentrados em torno da origem - com suporte contido em uma bola de
centro de zero com raio arbitrariamente pequeno;

e com classe de diferenciabilidade arbitraria,

entao, substituindo 7. por um tal kernel produz o teorema

3 (Spline Particdo da Unidade) Particio da unidade de classe
Cn—l

A familia de funcoes ¢; j.c = ne * Xi,; enm que 1€ um kernel-n-spline com
suporte centrado na origem € uma particao da unidade de classe C™ subordinada
a um aberto que contém §2, cujos elementos sao n-splines.

Observe que ha uma simplificagcdo de nota¢ao em que estou usando o simbolo
ne com significados distintos. No teorema 3, 1. é um kernel de classe C".

3 Particao da unidade e malha nao uniforme

Nesta se¢ao vou mostrar como o trabalho extenso feito em [2], embora uma
construgao meticulosa, foi inttil porque pode ser obtido o mesmo resultado sem
o trabalho artesanal ali desenvolvido, entretanto ficam obfuscadas as equagoes
envolvidas, produzindo-se um resultado quase do tipo “teorema de existéncia”
(ndo o é, porque é computacional). Como na pratica este resultado vai ser usado
dentro de um programa de computador, o defeito de produzir um resultado
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implicito serd naturalmente absorvido, uma vez que nao precisamos de equagoes
explicitas. Isto ficard inteiramente justificado na sequéncia do trabalho.

Considere € um domfnio compacto (com interior nao vazio) do R? e uma
quasi-particao, por abertos, de 2

(Wi)icr={0.1,....n—1}
m(Q — Uie[ oW;)) =0
x: a funcao caracteristica de W;

Ne = #VVZ)XW»L

em que m representa a medida de Lebesgue no plano. O conjunto dos pontos
da uniao dos W; difere de 2 por um conjunto de medida zero, por exemplo a
reuniao das fronteiras.

Observagao 1 (Um exemplo) Famdlia particular (W;)icr

Considere um dominio compacto ) do R? e um retangulo R que o con-
tenha. Como anteriormente considere a €, -rede que produz a familia Q; 551 € 1,5 € J
de retangulos particionando R e consequemente também ). Reenumere a familia
alfabeticamente para ter

QiE{O,.,.,nfl}
e defina
Wi=Qi2

Nestas condigoes

4 (Quase) Parti¢ao da unidade

Xi = XwW; (24)
floy) = ; Xi(@,y) =1 (g:5.) (25)

sendo uma func¢ao quase-continua, positiva, e nula fora de €.

Nao é uma particao da unidade porque a soma deixa de ser 1 sobre um
conjunto de medida zero, também a continuidade falha sobre o mesmo conjunto
de medida zero, a uniao das fronteiras dos subdominios W;.

5 (particao C°) Particio continua da unidade

Considere um nicleo-1-spline n. como definido na equagao (23), e a familia
de fungoes caracteristicas definidas na (22) . Entao

(ne * Xi)i=o (26)

€ uma particao continua da unidade subordinada a um aberto que contém  com

fe(‘ray) = z_:ne)(i(x’y) (27)
1=0
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Este é essencialmente o resultado obtido em [2] por meio de uma construgao
realmente artesanal mas apresentando minuciosamente as equagoes dos elemen-
tos da particao da unidade no caso da particao continua da unidade. Para uma
particao da unidade de classe C™ com n > 0 o trabalho é muito grande, mas se
as fronteiras dos sub-conjuntos W; tiverem uma defini¢ao formal, um programa
de computador substitui estas equagoes e nos interessam algoritmos que possam
traduzidos por programas de computador, afinal.

6 (particao C™) Particao da unidade

Considere um nicleo-n-spline 1. substituindo a defini¢ao da equagao (23)

, por um niucleo poténcia n-ésima por convolu¢do como foi feito no primeiro

pardagrafo, e a familia de funcgoes caracteristicas exatamente definidas como na
(22) . Entao

(ne * xi)7=0' (28)

€ uma particao de classe C™ da unidade subordinada a um aberto que contém 2
com

fe(‘ray) = z_:ne)(i(x’y) (29)
=0

4 Projetor de interpolacao

Vou seguinr usando a notagao da parte final da secao anterior, em particu-
lar as familias de subdominios e fungoes caracteristicas estao enumeradas com
uma sucessao simples de indices obtidos por uma reordenacao alfabética dos
subretangulos de um retangulo R que contenha o dominio €2.

A funcao f. definida na equagao (29) é identicamente 1 sobre um conjunto
compacto contido no aberto €2, sendo zero fora de €.

Seja agora uma fungao F'(z,y) de classe C™ definida num aberto que contenha
o dominio 2. Considere os coeficientes

Wi = F(xzw yz) (30)

(x4,y;) sado os baricentros dos subdominios W; (31)

e deixe-me modificar a equagao (29) usando os coeficientes w; para obter

Fule,g) = 3 winoa(e, ) (32)
1=0

Como esta soma na equagao (29) vale 1 sobre o ponto (z;,y;) entdo na
equagao (32) temos
Fe(zi,yi) = F(xi, yi) (33)

e portanto a fungdo F. coincide com F sobre os pontos (x;,y;), chamados de
pontos de precisao.
Demonstrei assim:
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7 (Projetor de interpolacgao) Projetando uma classe de fungoes

A equagao (32) define um projetor de interpolagdo de uma certa classe de
funcdes no espaco de n-splines de classe C™ gerados pelos dtomos da particao
da unidade, ne * x; construida no teorema 6.
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