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Resumo

Esta é uma pequena nota mostrando as equagodes da convolugao de
duas funcdes caracterfscas de retangulos do R? e apresentando um link
para dois programas em gnuplot que contém as equagodes definidas na
linguagem de gnuplot que lhe fazem os graficos.

palavras chave: func¢oes caracteristicas de retangulos, convolug¢do de
fungoes caracteristicas, grdfico de convolugdo de fungdes.

This a short note to show the equations and the graphics, with gnuplot
of the convolution of two characteristic functions of rectangles of R%. The
scripts of gnuplot are pointed to by a link, they have these equations and
produce the graphics.

key words: characteristic functions of rectangles, convolution of cha-
racteristica functions, graphics of convolution.



1 Introducao

Este artigo é uma rapida nota apenas para registrar as equagcoes de fungao ca-
racteristica de retangulo no plano e da convolucao da mesma que sao necessarias
por um outro artigo.

Embora este artigo seja apenas um meio conveniente para fazer referéncia
aos programas, estou convencido de que pode ter uma utilidade prépria para
aqueles que desejarem ver como definir convolugoes de fungoes caracteristicas
em uma linguagem de programagao, aqui podem encontrar um exemplo funcio-
nando que pode ser facilmente adaptado para um objetivo especifico.Inclusive a
sintaxe do gnuplot usada aqui é semelhante a de diversas outras linguagens de
programacao o que facilita uma rapida adaptagao para programas mais comple-
xo0s. Verifique que os programas estao funcionando e os reutilize onde precisar.

Na segunda e terceiras se¢Oes apresento as equagdes e os programas, na
bibliografia se encontra um link para a pagina de onde os programas podem ser
baixados e o nome dos programas.

2 Funcao caracteristica de um retangulo do plano

Se um retangulo do plano (ou do R™;n > 1), tiver os lados paralelos aos
eixos coordenados, é possivel definir a funcao caracteristica como um produto
de funcoes caracteristicas tornando a convolugao muito facil de ser calculada
formalmente.

Como se trata de um instrumento de que precisamos com frequéncia, estou
disponibilizando estas equagoes até porque eu gostaria de té-las encontrado ja
prontas quando necessitei para outro trabalho. Nao vou caracterizar nenhum
dos resultados como “teoremas” porque nao hd nada de surpreendente aqui,
apenas cédlculos que podem economizar tempo de alguém, ou mesmo erros! A
letra grega x ¢ usada para indicar que estou usando a funcao caracteristica de
algum conjunto.

Se um retangulo tiver os lados paralelos aos eixos coordenados, como o pro-
duto cartesiano [—¢, €] X [—¢, €] entdo a fungao caracteristica deste retangulo é
simplesmente o produto cartesiano de duas fungoes caracteristicas:

1 1 1
WX[—G,G] X [—¢€,€] (SC, y) = 2_€X[—e,€] (:L') 2_6)([—6,61 (y) (1)

Isto é particularmente 1til para calcular convolugoes como pode ser visto na
préxima segao.

3 Convolugao de fungoes caracteristicas

A convoluc¢ao é uma operacao de importancia indiscutivel e ao mesmo tempo
muito complicada de ser executada formalmente. Por sorte é possivel obter bons
resultados usando convolugoes com tipos particulares de fungoes como podem ser
visto em [3] em que estou usando a poténcia de convolugao para obter n-splines,
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altamente regulares, e a suporte compacto, para mostrar um pequeno exemplo.
O primeiro passo é a convolugao com fungoes caracteristicas de “retangulos”.

X[—e,e]x[—e,e] * X[fe,e]x[fe,e](wa y) = (2)
f f X[fe,e]x[fe,e](sa t)X[fe,e]X[fe,e](x —S5Y— t)det = (3)
= [ | Xce.a®)XeadOX—c,q(@ = 8)X[—c,qy — t)dsdt = (4)

<f X ee] —e,e](z

x+e

(Ifex (el (8 )(zfﬂm ec] ) 9)

As integrais na equagdo (9) sdo idénticas definindo expressoes em z ou em y
que podem ser facilmente calculadas analisando a possibilidade de que o limite
superior de integracao esteja antes do suporte ou dentro do suporte, e depois a
mesma andlise para o limite inferior de integragao estando dentro do suporte ou
posterior ao suporte, exatamente nesta ordem, o que produz as possibilidades:

r+e< —¢€ T < —2€
rt+ec|[—ee —2e<2x<0 (10)
r—e€[-c€¢ 0<ax<2e
T—€>€ T > 2e
dando as seguintes possibilidades de valores para a integral, em z:
T < —2€ 0
—2e<zx<
2e < <0 x+ 2¢ (11)

0<x <2 2¢e — x
T > 2¢ 0

e trocando = por y se tem o valor da outra integral. Para cada uma destas
possibilidades temos todas as quatro outras, em relacao a outra varidvel, mas
algumas ficam naturalmente excluidas, por exemplo, quando z < —2¢ para qual-
quer das hipéteses sobre y o resultado serd zero. As possibilidades finalmente
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serao:
T < —2¢ 0
<0y < —2¢ 0
x<0;-2e<y<0 (x 4 2¢€)(y + 2¢)
x<0;0<y<2e (x + 2¢)(2¢ — y) (12)
0<z <26y < —2€ 0
0<ax<2-2e<y<0 (2¢—2x)(y+ 2e)
0< <26y < 2 (26 — 2)(2e — y)
T > 2¢ 0

Este sistema de equacoes pode ser traduzido assim na linguagem de gnuplot

ep = 1; ## epsilon na variavel ep

set xrange [-5:5];

set yrange [-5:5];

Q(x,y)= (x<=-2%ep)70:\

(x<=0)* (y<-2%ep) 70:\

(x<=0) * (y<0) 7 (y+2*ep) * (x+2%ep) : \
(x<=0) * (y<2*ep) 7 (2xep-y) * (x+2*ep) : \

(x<=2%ep) * (y<-2%ep)70:\

(x<=2xep) * (y<0) 7 (y+2xep) * (2xep-x) : \

(x<=2xep) * (y<2*ep) 7 (2*ep-y) * (2*ep-x) : 0

splot Q(x,y)

e os programas relacionados com este artigo sao [1, defini¢ao da funcdo carac-
teristica] e [2, convolucdo de fungoes caracteristicas| e podem ser baixados da
péagina indicada na bibliografia. Os programas sao licenciados sob GPL, podem
ser modificados de acordo com qualquer versao da GPL.

Referéncias

[1] Praciano-Pereira, T.
sinal_kernel01-01.gnuplot

http://www.calculo-numerico.sobralmatematica.org/programas
[2] Praciano-Pereira, T.
sinal_kernel01-02.gnuplot

http://www.calculo-numerico.sobralmatematica.org/programas

[3] Praciano-Pereira,T.
An interpolation projector associated to a non uniform partition
Préprints da Sobral Matemadtica - 2008.08
http://www.sobralmatematica.org/preprints



