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Resumo

Este artigo e o primeiro de uma serie de artigos em que estou cons-
truindo, de forma elementar, splines cubicos.

O artigo come a com introduc a0 sobre aproxima ao gresentando in-
clusive um pouco de polinémios trigonometricos onde ka um fator de ace-
leracao, dilzao e o nome atual.

O ponto central e a constricao de um nucleo, um 3-splines a su-
porte compacto, centrado na origem. A constricao esa inteiramente
auto-contida e os pre-requesitos para sua leitura sao um bom curso de
Qalculo. O projeto e a construc ao de uma fam lia formada de tais nucleos
cobrindo um intervalo qualquer da reta tendo assm uma base para um
espao vetorial para aproximar furcees den idas neste intervalo. Esta
construc ao difere daquela feita em [4] porque nao estou usando produto
de convolwcao na construcao do nucleo. palavras-chave: aproxima ao
polinomial, splines cubicos

1 Polindmios trigonometricos

Durante maisde um seaulo dois sistemas de aproxima aode furc eesreinaram
sem discussaq os polindmios de Taylor e os polindmios trigonémetricos.

Vou discutir aqui os polindmios trigonometricos porque des estaomais pro ximos

dos meus objetivos, ou menos distantes.

A ideia dos polinémios trigonometricos vem direto da Algebra Linear, que
e ateoria ka sica que usamos tambem em aproximac ao pdinomial. Em Algebra
Linear identi camos um conjunto espedal® de vetores.

Todos os @ Iculos deste artigo se encontram feitos nos script s citados do
gnuplot e o leitor tanto pode rodar o programa com o comando

gnuplot elementosXX.gnuplot

e asim ter uma visao ga ca? da constricaq como pode ler o script e acom-
panhar os @ lculos, isto permite que o0 artigo que menor, e a0 mesmo tempo o
uso do script pode motivar a leitura do artigo.

Experimente o script elementos01.gnuplot para depois acompanhar a
discussao que farei.

1.1 Produto escalar no espa o {([a; b))

Em algum momento voce vela que este naoe o espa o correto, C([a; b]), mas
agara e dif cil explicar por que. Depois que tudo car claro, voce facilmente
encontram ® meios para mudar de espaco. Considere[a;b]= [ ; ], e observe
que poderiamos trabalhar com um intervalo [a;b] generico, mas as b rmulas

cariam inutilmente mais complicadas. Depois que vocé compreender tudo,
sera Bicil passar para as b rmulas gerais que sao simples dilatac ao e translac ao
das b rmulas aqui apresentadas.

Neste espa o a expressao

z
f ()g(x)dx D

den e um produto escalar, uma operaao que tem as mesma propriedades do
produto escalar da Geometria Anal tica entre vetores do R3: homogeneidade,
permite que o escalar saia fora, se distribue ®m uma soma de furc ees. Faa
algumas experiéncias para car senhor da situacaa

< af +bgih>= (af +bg) h= @
R
(af (x) + bg(x)) h(x)dx = (©)

LEspedal por alguma razao, ate 1950 senos e cosenos porque sao \ondas eletromagneticas
ta sicas, com quantidade de energia 1 e as comunice ees se faziam eletromagneticamente.

2Chame o gnuplot com o comando acima, mantenha o cursor no terminal onde chamou
gnuplot , siga dando \enter" neste teminal, para ter uma visao din&mica da constric ao.

3Serve como sugestao para os professores, trabalhar no caso mais smples, depois construir
a ponte para o0 caso generico.



R R
a f(x)hX)dx+b g(x)h(x)dx = (4)
a<f;h>+b<gh>=a(f h)+bg h) (5)

Nas equac ees (2) - (5) estou usando os dois gstemas usuais de nota aopara
o produto escalar, mas vou passar usar apenas o que se encontraa esquerda no
resto do artigo.

Os vetores

X 7! sen(x); x 7! cos(x); x 7! sen(2x);x 7! cos(2x) (6)

todos tem nodulo 1 com este produto escalar den ido na equacao (1). Sao
vetores uniarios e ortogonais. Experimente esta a rmaaa
Mais ainda, todos os vetores da forma

X 7! cos(nx);x 7! sen(nx); ;n2 N (@)

com excecaode x 7! cos(0), saovetores unirios e ortogonais. Mas tem uma
sa da para esta questao que vou ignorar agora, voce encontra a explicac aoem
[5].

Entag a menos deste probleminha, temos uma fam lia de vetores ortonor-
mais, e com uma quantidade nao nita, portanto estamos trabalhando com
um espao de dimensao in n ita cujos elementos sag por exemplo, as comu-
nicac ees que estaosendo enviadas a partir dos telefones cdulares: ondas eletro-
magneticas.

No script elementosOl.gnuplot vocé v& uma onda \ muito pouco eletro-
magnetica" sendo decmposta, pas a paso*, nas suas componentes ao longo
dos vetores da fam lia descrita na equac ao (7).

Os coe cientes foram calculados com o script  em calc elementos0O1.calc
Estes dois scripts  podem ser encontrados aqui [3].

1.2 Um exemplo de aproxima &o

Veja o seguinte exemplo bem simples de aproximaag com algum esforc o
mental e imaginacag voce vai encontrar a semelharca entre de eas guras
produzidas pelo script do gnuplot .

Considere um vetor doR® ; u = (3;4;5).

No R*® os f sicos estabeleceam os vetores

T=(130,0); = (0;1,0);kK = (0;0; 1) (8)
que tém as propriedades dos vetores ortonormais \ eletromagneticos’

sen(nx); cos(nx)

A guraplana, (1), mgina 3, mostra uma aproximaaodo vetor u  3i + 4j

4Para ver o script funcionar passo-a-paso, deixe o cursor no terminal onde chamou
gnuplot e\a dando enter neste terminal.

3i + 4j

Figura 1. A aproxima ao plana de um vetor do espao

em que perdemos a componente vertical. Sea paa bola, no script do gnuplot re-
presenta a \realidade" que desegjamos modelar (aproximar), entao @ polindmios
trigonometricos sao esta aproximacaq da mesma forma como a gura plana
representa uma aproximac aodo vetor u.

Uma observacaq para uso posterior, subliminar, os vetores T;J;K sao to-
dos transformac ees de um unico vetor, por exemplo do vetor T, por rota ees
adequadas.

Quer dizer que descrevemostodo ouniverso tridimensional com transforma ees
de apenas uma informa ao a sica, T.

2 A interpola ao linear

Agora vou dar um salto signi cativo entre a primeira secao deste artigo,
polindbmios trigonometricos, e aproximac aopolinomial. Estamos vivendo a dife-
rercaentreseaulo 19e primeirametade do seaulo 20, e osdias de hoje comecando
com os desenvolvimentos que ocorreram na decada de 70 do seaulo passado
quando acs poucos ganharam clareza os splines que foram ideali zados na decada
de 40 do seaulo 20, mas foi predso que surgisem os metodos computacionais
adequados para que des ganhassam vida.

Vou aqui apresentar a interpola ao linear usando um metodo complicado. O
objetivo da complicaaoe que da representa um primeiro pas na constric ao
dos splines cubicos que farei na pio xima secaa

Rode o script elementos02.01.gnuplot para acompanhar os comentarios
que farei sobre de.

Senos polinémios trigonometricoshavia uma fam lia aparentemente®multipla,
sen(x); sen(2x); :::cos(x); cos(2x); ::: aqui vamos produzir tudo a partir de um

5Aparentemente, porque cos(x) = sen(x + 7) portanto existe um unico elemento.



unico nucleo, a furc aotriangulo de n ida de uma forma esquisita, na reta inteira
e nula exceto no intervalo [ 1;1] em que da e den ida pa dois ssgmentos de
reta.

Esta forma esquisita e que nos permite somar transla ees e dilac ees deste
nucleo para compormos, praticamente, qualquer gura desejada, aproximada-
mente.

Observea gura (2) mgina 4,

Figura 2: soma de dois nucleos-transla ees do nucleo ka sico

A soma das trés transladadas e cnstante 1 no interior do intervalo [4;7]
e podemos asim observar uma aproximaao da unidade com a soma destas
translatadas do nucleo. Uma aproximacaoque e \alida no intervalo [4; 7], mas
com um maior numero de translatadas podemos aumentar a validade desta
aproxima aa

O segredo se encontra em que a soma de duas furc ees lineares e uma furc ao
linear (do primeiro grau) e em particular asomade(x a)+lcoml (x a 1)
eigual aum nointervalo [a;a+ 1]. Predsamos de uma nota a0 compacta para
translatadas, ou mais exatamente, predsamos de chamar a translatada de um
funcional, uma opera aoexeatada sobre furc ees, aqui sobre um nucleo ta sico.

Den cao 1 A operxaotransla ao
Dadouma furcaof den ida na reta, e um numero real a den imos

fax)=f(x a)
atranslazcao ce f para o ponto a. Observe o sinal.

Com esta notac ao asoma de translatadas que podemos ver na gura (2) e

Ng+ N5+ Ng+ N7 9

translatadas do nucleo lasico ng = n.

Voce pode repetir esta experiéncia rodando elementos02.02.gnuplot

Se usarmos coe cientes diferentes da unidade podemos obter guras esquisi-
tascomo oscript elementos02.01.gnuplot lhe mostra e que voce pode alterar
para obter outras gurase asim experimentar o poder desta ferramenta.

Uma outra operaaopode alterar a predsaoda ara lise dos nucleos que e a
dilac a0, que apareceno nucleo fundamental eletromagnetico® em

sen(2x); sen(3x); cos(2x); ::::

Quando multiplicarmos o parémetro por um numero maior do 1, que mncen-
tramos a informac aodo suporte em um intervalo menor.

Voce pode alterar o elementos02.01.gnuplot parafazer o ga co do nucleo
dilatado, experimente. O nome desta operacao cou dila aa

Den cao 2 A dilxao
Sef for uma furcao cen ida na reta, den imos

af (x) = af (ax)
a dilatada ce f por a.

Algumas vezes um coe cente % \ elimina" por conveniéncia o fator que apa-
recena den icaqg mas na prtica isto signi ca que este quociente faz parte do
coe ciente que estivermos usando com a dilac aode uma nucleo.

Entaocom estas duas opera ees, dila a0 e translac ao podemos analisar, ou
codi car, com grande predsao ¢ dados discretos que clhermos de experimentos
como mostra elementos02.01.gnuplot

Mas esta e a interpola aolinear.

A interpolac aolinear tem um defeito, naoleva em considerac ao & taxas de
varizaq a modelagem e rugosa. Vamos discutir na po xima secao uma sa da
para obter modelos macios.

Algumasden ic ees, antes de prosseguir, e usando o material que voc®p viu,
experimentou com ele, p lhe e familiar.

Den cao 3 (Suporte) Suporte
Suporte de f e o fecho do conjunto

fx; f(x)6 Og

e o0 conjunto dos pontos onde f e essencialmente naonula, onde de fato interessa
calcular a integal.

Den cao 4 (Ponto de precisao) Ponto de predsao

Quando uma furcag, f, modelo, interpola os dadcs (ax;hc) , se deve ter
f (ax) = k) , sigini cando com isto que o ga co def passa nos pontos (ax; )
, entendidos como os dadcs coletadas de um experimento. Estes sao @ pontos
de predsao, quando o\ modelo” coencide com a \ realidade”.

X falamos de splines, sem den -los,

SEsta denomina &0, nucleo, esl errada, as senoides nao sao nucleos no sentido como o
entendemos hoje, quando voce entender este ero, estam dominando o assunto.



Den cao 5 (Splines) Splines

Um splines e uma furcao pdinomial por pedaos, de gau n e mwm classe
de diferenciabilidade n 1. Ao dizer que que e de gau n se quer dizer que os
peda os de polindmios que cmpeem o splines sao ce gau menor ou igual a n.

Os 9lines aqui constru dos sao derivados de um nucleo kasico que e uma
furcaoa suporte compacto, quer dizer que fora de um intervalo, o suporte, ela
esta den ida por um segmento de reta, logoum polindmio de grau 0. Os outros
pedac os podem ser de grau maior do que zeo, mas havera um pedeac o que se@
de grau n, o que caracteriza o grau do splines.

As poligonais constru das pelo script elementos02.01.gnuplot sao k
splines, quer dizer, splines de grau 1, cuja clase de mntinuidade e 0 = 1-1,
sa0 genas cont nuas, suas derivadas sao descont nuas.

No caso de ro s distribuido de forma nao uniforme oonsigo a interpolac ao
linear com triangulosi® scdes determinados pelo ponto (ax; bx) e pelos extremos
do intervalo que mntem este ponto como ponto de predsaa

Finalmente a derinic aode nucleo, mostrando que chamamosimpropriamente
sen(x) de nucleo

Den cao 6 (Nucleo) Nucleo
Chamos de nucleo a uma furc ao paitiva cuja integal seja 1.

Neste artigo 0s noss nucleos sraotambema suporte cmpacto, o que nao
faz parte da den caa Um exemplo de nucleo e

2

f(x) = pl:e X (10)

cujo suporte earetainteira. Esta e a gausdana normalizada, multiplicada por
um coe ciente que faz com que sua integral seja 1, usada pelos probabilistas
para den ir uma tipo de probabilidade que des acreditam que descreve boa
parte dos fendbmenos do Universo.

3 Nucleo 3-splines

Nesta secaovou construir detalhadamente um 3-splines cuja integral e 1, um
nucleo-3-splines a suporte mmpacto.

A metodologia consiste en partir da furc-ao segunda derivada que vou cha-
mar de f para manter compatibilidade com o script do gnuplot que pode ser
encontrado em [3, elementos03.gnuplot].

Como quero obter uma furc-ao de dass C> vou comecar construindo uma
segunda derivada cont nua, f vou obter o nucleo h calculando sucessvamente
as primitivas de f e de g. Resumidamente:

Pa s
y=f(Xy=g9(x)= f()dt;y=hx)=  g(t)dt 11

sendo h o nucleo que sera constru do.
A gura(3) mgina 7,
enquanto que a gura (3) e um prodwcao at stica, a gura (4) mgina 8,

N

Figura 3: Sucessao de primitivas - um nucleo 3-splines

mostra o resultado da construc aofeita com gnuplot que se encontra no script
elementos03.gnuplot .

Na pio xima secao vou descrever cuidadosamente o proces de mnstricao
eao n al vou dar uma sugestaode como fazer uso deste nucleo em aplica oes,
um trabalho mais detalhado sera o bjeto de um outro artigo.

3.1 Sucessao de primitivas

A segunda derivada e um 1-splines, uma furc aocont nua, linear por peda os,
constru da de tal modo que sua integral seja zero. Como e linear por pedaos e
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Figura 4. Constricao de um nucleo 3-splines a suporte compacto

relativamente simples obter a condic aode que a integral sgja zero, basta fazer
com que seu g co sgja constitu do de triangulos cuja somas dasareas sja
zero. Isto pode ser visto na parte inicial do programa elementos03.gnuplot ,
aselecaodos o s

a = 5a;a;as a8 = 5 (12
e dos valores atribuidos nestes pontos para a soma dasa reas dos tringulos sja
zero.

Denif comouma furcao asuporte mmpacto que se anula fora do intervalo
[ao; @s] € no interior do intervalo formado pelos ssgmentos de reta que unem 0s
pontos

(20; bo); (a1; br); (32; b2); (a3 b3); (a4; bu); (as; bs); (as; bs) (13

ver [3, elementos03.gnuplot].

Como f e uma polinomial do primeiro grau, qualquer primitiva sea uma
polinomial do segundo grau e agara de dass C2. Den i

s
g(x) = f (t)dt (14)
1
ousodolimite 1 epmtico, substitui a cascatasde equa gesque somos obriga-
dos a escrever num algoritmo computacional como podem ser vistas na derinc ao
de g. Como f e a suporte compacto, qualquer valor de x anterior ao primeiro
™ ap faz com que estaintegral sgja nula. Como aintegral def e zeo, qualquer
valor de x posterior ao ultimo ro ag resulta em zero nesta integral.
Aodenir agaa

.
h(x)=  g(t)dt (15
1

me bene cio dos mesmos argumentos p expostos acima para ter uma furcao
polinomial por pedaos do tercero grau, de dase C? que se anula fora do
intervalo [ap; as], um 2-spline a suporte compacto.
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