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Figura 1: Familia de hipérboles.

Resumo

As equagOes de primeira ordem tem a forma normal g—g = f(z,y), em que f é uma
funcao com duas varidveis. Para estas equacOes existem varios métodos de integracao que
sao aplicdveis a diversas classes. Algumas dessas classes sdo consideradas especiais, como
por exemplo, as equagoes diferenciais exatas pois, possuem um método de resolugao proprio.
Neste artigo iremos aprofundar um pouco o estudo sobre essa classe especial de equagoes,
em que a solucdo geral sio curvas de nivel' e que, derivando implicitamente essa solucao,
encontraremos a equagao diferencial que tinhamos no inicio. Essas equagdes sao de primeira
ordem e podem ser resolvidas por métodos de integragao elementares.
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1. Equacoes Diferenciais de 1* Ordem e 1° Grau

A ordem de uma equacao diferencial é definida pela ordem da mais alta derivada da fungao
incégnita que temos na equacao e o grau é definido pelo expoente da mais alta derivada. Mas,
nem sempre é possivel dizermos de imediato a ordem e o grau de algumas equacoes diferenciais
sem antes realizarmos alguns calculos elementares.
Considere o seguinte exemplo:
dy
de
podemos perceber que é um exemplo simples de equacao de primeira ordem e primeiro grau,
pois, no primeiro membro temos a derivada primeira da funcao incognita y, sendo esta, a mais
alta derivada da fungado e no segundo membro temos uma funcao diferenciavel do tipo g(z).
Uma diversidade de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem e primeiro grau pode ser
escrita na sua forma normal, dada por:

3x (1)
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Podemos escrever isso de uma outra forma, por exemplo, quando representamos a fungao f(z,y)
por um quociente de duas outras fungoes, digamos, P(z,y) e Q(z,y).

Veja:
f(z,y)dz = dy (3)
[z, y)de —dy =0 (4)
Seja P(z,y) = f(x,y) e Q(z,y) = —1. Lembrando que trata-se de uma equacao a variaveis
separaveis,[4] e fazendo alguns célculos percebemos que f(z,y) = —ggz;, com Q(z,y) # 0.
Sendo assim, ; 1)
y P(z,y
dz — Qa.y) ©)
portanto,
P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0 (6)

tem a forma do diferencial total, sendo P(x,y) e Q(x,y) as derivadas parciais continuas da funcao
em uma regiao do plano. Numa equacao diferencial nos interessa encontrar a solucao, ou seja,
uma curva diferencidvel y = f(z) que satisfaga essa equacao para qualquer que seja x no inter-
valo determinado, mas, nem sempre essas funcoes existem, se existirem, é necessario usar algum
método para encontra-las. Esse método nao é um caso geral, dependendo da classe de equagoes
temos métodos diferentes.

2 - Equacoes Diferenciais Exatas

Vamos considerar de inicio a resolugao de um exemplo de equacao diferencial, em seguida,
deduziremos um método para resolvermos equagoes desse tipo.
Considere a equacao

dy  32® 46y’ )
dr  —6x2y — 4y3

que pode ser representada por:
(322 + 62y?)dx + (62%y + 4y>)dy = 0 (8)

Essa equagao nao é linear e nem de varidveis separdveis,[4], portanto, ndo é possivel aplicarmos
os métodos de resolucao destes tipos de equagoes, nessa equacao especifica. No entanto, encon-
traremos o método préprio de resolucao para equacoes diferenciais desse tipo. Podemos notar



que uma fungio, a qual chamaremos de F(z,y) é definida por F(z,y) = 23 + 322y% + ¢* além
de possuir a seguinte propriedade

oF oF
322 4 6xy? = (ﬂfay)7 622y + 4y® = (z,9) (9)
ox oy
Entao, temos que:
OF (z,y) OF (z,y)
d dy =0 10
5y det oy Y (10)
Agora, considere P(z,y) = % e Q(r,y) = %z’y). Assim, podemos escrever a Eq.(10) na
forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (11)
para certas fungoes diferencidveis P(z,y) e Q(x,y).
Logo,
F(z,y)=2® +32%y* +y* = C (12)

em que C' é uma constante arbitréria e F'(z,y) é uma funcao que define implicitamente as solugoes
da equacao Eq.(8). Os cdlculos omitidos serao feitos posteriormente ao que se segue.

Nesse exemplo, o reconhecimento de que existe uma funcao F'(z,y) que satisfaz a Eq.(9) foi
de imediato. Mas, temos um problema de como reconhecer que uma dada equacao diferencial,
nessa forma, pode ser escrita em termos de derivadas parciais de uma tunica funcao, no caso,
z = F(z,y), ou melhor, como descobrir que realmente existe uma fun¢ao F'(z,y) de tal forma
que P(z,y) e Q(z,y) sejam exatamente as derivadas parciais

OF (z,y)
or

_ OF(z,y)

Qz,y) = ——" (13)

P —
(z,y) oy

2.1 - Encontrando a Fungao F(x,y)

Como vimos, o ponto crucial na resolu¢ao da Eq.(8) foi termos reconhecido que uma funcao
F(z,y) existe, satisfazendo a Eq.(9). De maneira geral nao é tao simples assim reconhecermos
de imediato essa funcao.

Seja z = F(x,y) uma fungao de varidveis x e y. Se derivarmos implicitamente obteremos:

_ Ry, OF(@.y)

dz oz dy

dy (14)

em que suas derivadas parciais s@o continuas em uma regiao do plano. Chamamos essa expressao
de diferencial total. Se F(z,y) = C, entao dz = 0. Nesse caso, as solugoes da equagao diferencial

sao curvas de nivel. Logo,
OF (z,y) OF (z,y)
d
oz T dy

ou seja, com uma familia de curvas F(z,y) = C podemos gerar uma equacao diferencial de
primeira ordem simplismente determinando a diferencial total. Mas, o problema que iremos dis-
cutir é exatamente como descobrir essa funcao, partindo de uma equacao diferencial de primeira
ordem.

Considere uma equacao diferencial na forma

dy =0 (15)

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0 (16)

Caso exista uma funcao



F:Q—R
(z,y) = 2 = F(x,y)

definida no dominio 2 € R? de tal forma que

_ O0F(x,y) oF (x,y) ,
dz = o dz + 3y dy = dF (17)
entao: oF( ) oF( )
T,y o T,y _

Nos resta saber se a expressao P(x,y)dx+ Q(z,y)dy é uma diferencial exata, ou seja, se a mesma
corresponde a diferencial total de alguma funcao F'(x,y). O teorema a seguir diz que, se existir

. . . <. Of Of 8%f  8°f
z=f (a;,y) assim como suas derivadas parciais 91’ Dy’ 920y Dyda
*f 2*f

intervalo, entao a igualdade 5 9y = Dydz é verdadeira. O mesmo servird para testarmos se essa
expressao ¢ ou nao uma diferencial exata.

continuas num determinado

Teorema 1: Teorema de Schwarz,|3]

Se uma funcao
F:Q0—R

possui derivadas até a segunda ordem e que sejam continuas, ou seja, duas vezes continuamente
difereciaveis, entao,
0*’F 0*F
dxdy  Oyox

Vamos usar esse teorema para verificarmos a existéncia da fungao F'(z,y).
Dizer que a expressao P(z,y)dr + Q(x,y)dy é o diferencial total de uma determinada funcao
F(x,y) é o mesmo que

(19)

F F
P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0 (:E’y)dx + 0 (z’y)dy =dF =0 (20)
oz dy
podemos escrever,
oF
‘ OF
Q= a9 (22)
Entao, derivando a Eq.(21) em relacao a y e a Eq.(22) em relacao a x, temos:
OP  0°F
i 2
Jdy  Oyox (23)
‘ 0Q  0*F
or 0xdy (24)
Pelo teorema de Schwarz
O’F  O*F (25)
Oyoxr  Oxdy
Dai,
orP  0Q
- or (26)



Portanto,
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (27)

O primeiro membro da Eq.(27) é diferencial exata se, e somente se

oP 0
oP _ 0Q (28)
dy Ox

que consideramos uma condigao necesséria e suficiente para que a Eq.(27) seja uma equagao
diferencial exata.

Ja sabemos que %—1; = % é verdadeira. Queremos agora encontrar a fungao F'(z,y) tal que
dF = Pdzx + Qdy.

Sendo assim, podemos reescrever a expressao Pdr + Qdy = 0 da forma

oF oF

Zdr 4+ ——dy = 2
e x+ dy y=20 (29)
e considerar OF
- _p 30
e (30)

Para obter F'(z,y) é preciso integrar a Eq.(30) em relagdo a = e considerar que, para qualquer
g(y) a funcao

F(z,y) = / Pdz + g(y) (31)

satisfaz a Eq.(30). Além disso, essa constante de integracao g(y) tem que ser de tal forma, a

satisfazer também, a igualdade
oF
= —. 32
o= (32)
Sendo g(y) uma fungao arbitraria de y, resta-nos calcular essa funcao. Entao deriva-se a Eq.(31)
em relacao a y

OF 0 /
— =— [ Pdz+¢ 33
o = e ¢ (3)
Sabemos que N = 88—1;.
Portanto,
— a /
Q=5 [ Piatgw) (34
de modo que,
0
/ f— PR
) =Q- 5 [P (35)

seja a derivada de g(y). Para encontrarmos g(y) devemos integrar a Eq.(35) em relagao a y

at) = [ [Q— (% / Pdm} dy (36)

Substituindo g(y) na Eq.(31) obteremos a fungao F(z,y)

Fa,y) = / Pdz+ / [Q—a% / de} dy (37)

Portanto, Eq.(37) é a solucao geral da equagao diferencial exata.



2.2 - Método de Resolucao

A cima chegamos a um dos métodos que temos para resolver equacdes diferenciais exatas. Na
pratica, para resolvermos uma equacao do tipo Pdx 4+ Qdy = 0, devemos primeiramente verificar
se a mesma é uma equacao diferencial exata, em caso afirmativo devemos garantir que exite uma
fungao F(z,y) tal que

OF oF
— =Pz e — =Q(z 38
5 — L@y) 9y Q(z,y) (38)

Em seguida, integrar g—]; = P(z,y) em relagao a varidvel x para obtermos

F(z,y) = / Ple.y)dz + o(y) (39)

sendo F(x,y) funcao apenas de y. Agora devemos derivar a Eq.(39) em relagao a varidvel y

oF 0 /

— =5~ | Plz.y)dz+g'(y) (40)
oy Oy

E por fim, igualar Eq.(40) com a fungdo Q(x,y) para obtermos g(y). Portanto a solugao da
equagao diferencial exata serd dada por F(z,y) = C.

Vamos resolver por esse método a Eq.(8).
temos a equacao:
(322 + 6xy?)dx + (62°%y + 4y*)dy = 0 (41)

Considere,
P=3z>+6zy> e Q=62%y+4y3

Para resolvé-la devemos seguir os seguintes passos:
1° passo: Verificar se a mesma é uma equacao diferencial exata;

oP  0Q
- % 42
dy ox (42)
Temos:
OP 0 9 9
- -2 4
3y ay(3ar: + 62y~) (43)
0P
— =12 44
3y zy (44)
e 90
— = —(62°y + 4y° 4
% = (607 + 1) (45)
OP
— =12 4
3y Ty (46)
Logo,
0P 0Q
= 12zy = —*% 4
3y Ty =5~ (47)
a equacao diferencial é exata.
Entao, existe uma fungao F'(z,y) tal que:
OF oF
—— _p - = 4
5~ L@y) e 9y Q(z,y) (48)
2° passo: Integrar %—5 = P(x,y) em relacao a z;
Fa.y) = [ (32 4 62y2)da + () (49)



F(z,y) = 2° + 32 + g(y)
3° passo: Derivar a Eq.(50) em relagao a y
or 0

or _ 9.3 2,2 /
3y ay(x +32°y°) + g’ (v)

8F_ 9 ,
55—6xy+g®)

4° passo: Sendo
OF

Q(xay) - a_y

temos que
6%y + 4y° = 62y + J (y)

g'(y) =4y’
5° passo: Integrar a Eq.(55) em relacao a y para obtermos g(y).
gy) =y +C
6° passo: Substitui a Eq.(56) na Eq.(50)
F(x,y) =2 +32*y* +y* + C
243222 4yt = C
Que ¢é a funcao procurada.

2.3 - Equacoes Diferenciais com o Niumero de Varidveis > 2,[3]

Podemos ter também equacoes diferenciais exatas com mais de duas varidaveis, nesse caso, a
solug@o nao serd uma curva de nivel. Dependendo do nimero de variavel pode ser uma superficie

de nivel ou mais geral, variedades de nivel.

Seja z = F(x1,z9,x3) uma fungdo com trés varidvies. Se derivarmos implicitamente obteremos:

oF oF oF
dz=—d —d —d
“ 8371 o1t 83:2 T2+ 01'3 s
Sendo z = F'(x1,x2,x3), nos garante que dz = 0, entao,
oF oF oF
I e+ g+ Ty =
8371 xr1 + 8332 To + 81'3 I3 0

Se essa equacao for exata, entao, as trés igualdades abaixo serao satisfeitas.

O*F  0°F O*F  O°F O*F  O°F
81'28331 N 83318.%'2’ 83338332 N 01'20.%'3 ¢ 01'38331 N 83;18373

Para um caso mais geral considere a fungao z = F(z1, 22, ...z, ) em que

OF OF OF OF

Se
0°F 0*F

ﬁxlﬁxj - 837383:1

Vi,j € N ei# j, a Eq.(62) é uma equacao diferencial exata com solugoes da forma

F(xy,29,..x,) =0

(59)
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