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Resumo

O objetivo deste trabalho é caracterizar uma curva usando um referen-
cial mével. Para isso vamos usar o triedro de Frenet, uma base ortonormal
positiva obtida a partir da prépria curva, quando suposta parametrizada
pelo comprimento de arco.
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1 Curvatura

Seja a : I — R3 definida por a(s) = (a1(s), as(s), as(s)) uma curva parame-
trizada pelo comprimento de arco e considere a Figura 1.

Figura 1: Vetor tangente ao trago de « nos pontos a(sy) e a(sz).

Os vetores velocidade nos pontos «(s1) e a(sz) sao representados por o/(sq)
e o/(sz2) respectivamente. Considere o angulo que 6; que o vetor o/(s;) faz com
a horizontal e seja A8 = 05 — 0, como mostra a Figura 2.

a'(s;) a’(s,)a’(s )RAa’
N JAYS)
a’(sy)
Figura 2: Variagcao do angulo 6.

Sabemos que

d
o'(s) = $o/(s)
’ Y/
L d)—a(s)
$—So s — 8o
. Ad
= lim
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Portanto
d
()l = |z (s)
! A

|l @) = a'(s0)
$—380 S — 80

[ (@408) = ai(s0) abls) —ab(se) ah(s) = ah(so)
s—So S — 80 S — 80 S — 8o

_ (hm 0f(s) ~ of(s0) o 0h(s) ~ablso) o ah(s) a3<so>>H

S$—So S — 8o 5—380 s — 8o s§—So S — 8o
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Por outro lado, observando a Figura 3, temos que a seguinte relacao:

ASh < AT < A31

onde Ag, é a drea do setor circular do circulo de raio h (circunferéncia pon-
tilhada), Ar é a drea do tridngulo AOB e Ag, é a édrea do setor circular do
circulo de raio 1, uma vez que « esta parametrizada pelo comprimento de arco
e ||a/(s)|| = 1 para todo s € I.

Como a érea do setor circular é dada por

r.f
2

onde r é o raio do circulo e 6 o angulo central, segue que

h.|AG)|

ST
1.|A

AS = 7' 9|

! 2
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Figura 3: Varia¢ao do angulo 6.

Ad||.h
oz = 181
Assim
h.|A9] < [|Ad/||.h < 1.|A]
2 2 2
0 que equivale a
AO
28] < [law]| < B9 1)
Dai ,
. |AG] . [|Ad|| . |AG]
lim < lim < lim ————
$—380 |S—So| s—So |S—So| s$—So0 h.lS—So‘
e temos
N Y] 1A
lim ——— = . — = lim
s—s0 h.|s — so] s—s0 |s — Sg| s—so b s—so |s — S|
uma vez que
lim h=1

s— 80

(observe a Figura 3). Pelo Teorema do Confronto, segue que

!/
lim Aol _ lim |41

5—S0 |S — So‘ o S—So |S — So|
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ou seja
do

o ()]l = | 52

e concluimos que a quantidade || (s)|| nos dé a variagdo do angulo que a linha
tangente faz com a diregao horizontal.

Definigao 1.1 A curvatura de o em s € definida por
K(s) = [l (s)]|

de
Veja que grandes variacoes de € implicam em s relativamente grande,
s

isto é, pontos do trago de a nos quais a curva é bem “fechada”, tém curvatura
relativamente grande. E claro, pequenas variacoes de 6 significam curvatura
relativamente pequena.

-

curvatura
grande

curvatura
pequena

Figura 4: Curvatura.

Exemplo 1.1 Se a é uma reta, entao A é sempre nulo para quaisquer dois
do

pontos a(s1), a(s2) no traco de «, isto é€, == 0. Assim, ||a”(s)|| =0, ou seja,
S

uma reta tem curvatura zero.

Exemplo 1.2 Se a € uma circunferéncia de raio 1, digamos, com a parame-
trizagao
a(s) = (cos s, sens, 0)
entao
a'(s) = (—sens, cos s,0)

a’(s) = (— cos s, —sens, 0)
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ot

ou seja

o (s)]| = /(= coss)2 + (—sens)? + 02 = 1

e assim, uma circunferéncia tem curvatura constante.

Exemplo 1.3 Considerando agora uma circunferéncia de raio r, temos, por
exemplo, a sequinte parametrizacdo pelo comprimento de arco

a(s) = (r.cos(s/r),r.sen(s/r),0)

Dai
a'(s) = (—sen(s/r), cos(s/r),0)
a’(s) = (—i cos(s/r), —%sen(s/r), 0)
logo

1
" _
[l (s)]l =
r
. ) L . . 1
Assim, uma circunferéncia de raio r tem curvatura constante igual a —.
r

Quando k(s) = 0 (ou seja ||a”’(s)|| = 0 que equivale a o’'(s) = (0,0,0)),
dizemos que a curva « tem uma singularidade de ordem 1. Singularidade de
ordem zero ocorre quando o'(s) = (0,0,0). Consideraremos curvas regulares
(o/(s) # (0,0,0)) sem singularidades de ordem 1.

O nimero —— ¢é chamado raio de curvatura de o em s. Considerando a

k(s)
circunferéncia de raio o) contida no plano gerado por o/(s) e o’/ (s) e tangente
k(s
ao trago de o no ponto a(s) temos um circulo de curvatura em «(s).
A circunferéncia é uma curva onde o circulo de curvatura em cada ponto
coincide com a prépria curva, uma vez que no Exemplo 1.3 obtivemos

2 Triedro de Frenet

Se o : I — R3 é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, sabemos
que o’ (s) é um vetor unitério para cada s € I. Vamos denotar o vetor tangente
o/(s) por T(s). Também é verdade que

(T'(s),T(s)) =1

Derivando, obtemos
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ou seja, T'(s) L T(s). Lembre que T'(s) = (T(s)) = (d¢/(s)) = a”(s). Seja
N(s) o vetor unitédrio na direcao de T'(s), ou seja,
T T’ T
M= T T T
W' (Il e (s)l] - s(s)
Chamamos N de wetor unitdrio normal de . O plano gerado por T' e N é
chamado plano osculador.
Agora considere o vetor B(s) = T(s) x N(s). Note que B(s) é um vetor
unitario para cada s. De fato,

T'(s) = k(s).N(s)

1B = 1IT(s) x N(s)l| = [[T(s)[.[[N(s)[|-]sen(T'(s), N (s))|

onde (T'(s), N(s)) representa o angulo entre T'(s) e N(s). Como tal angulo

é m/2, segue que ||B(s)|] = 1. O vetor B é chamado vetor binormal de a.

Os vetores T, N, B formam, entao, uma base ortonormal positiva para cada s

chamada Triedro de Frenet. O plano gerado pelos vetores N e B é chamado

plano normal. J4 o plano gerado por T e B é chamado plano retificador.
Ainda sobre o vetor binormal B, temos:

IB(s)|| = 1= (B(s), B(s)) =1 = (B'(s), B(s)) = 0= B'(s) L B(s) (2)

B'(s) =T'(s) x N(s) +T(s) x N'(s) = B'(s) =T(s) x N'(s)

equivale a

B'(s) LT(s) (3)
uma vez que T"(s)//N(s) implica em T"(s) x N(s) = 0. De (2) e (3) temos
B'(s)//N(s)
para cada s. Assim, existe 7 = 7(s) tal que
B'(s) = 7(s).N(s)

Repare ainda que B(s) é ortogonal ao plano osculador de « para cada s. Assim,
[|B’(s)]| nos dé a medida de quao rapidamente o plano osculador varia. Como
B'(s) = 7(s).N(s) segue que

7(s) = |IB'(s)l|

chamada torsao de «.

2.1 Fo6rmulas de Frenet

Podemos expressar os vetores T/, N’ e B’ em funcao de T, N, B.

J& vimos que T'(s) = k(s).N(s) e que B'(s) = 7(s).N(s). Falta encon-
trar uma expressao para N'(s). Sendo T'(s), N(s), B(s) um triedro ortonormal
positivo para cada s, segue que B(s) X T'(s) = N(s). Daf

(
N'(s) = B'(s) x T(s) + B(s) x T'(s)
que equivale a

N'(s) = (r(s)N(s)) x T(s) + B(s) x ((s).N(s))
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e portanto
N'(s) = —r(s).T(s) — 7(s).B(s)

e portanto seguem-se as Formulas de Frenet:
T'(s) = k(s).N(s)
N'(s) = —k(s).T(s) — 7(s).B(s)
B'(s) = 7(s).N(s)

3 Forma Canonica Local

Vamos usar o Triedro de Frenet como base no ponto a(sg) do trago de « e ex-
primir a(s) numa vizinhanca de so. Considere a expansido de Taylor de terceira
ordem de a:

_ 2 _ 3
a(s) = a(sg) + (s — so).a’(s0) + @Tso)a”(so) + %a'”(so) +R
: R 4 : ! " !
onde lim — 3 = 0. Jd vimos que o' =T e que o’ =T" = k.N para cada
s—s0 (s — S0)

s. Dai

" =(k.N) =K' N+ rN =k .N+r(-kT—7.B) = kT + ' .N — k.7.B

Assim
o(s) —a(so) = (s 0)T(s0) + E2 ks0) N (so) +
+@ [—#(s0)2 T(s0) + K (0).N (s0) — £i(s0).7(50)-B(s0)] + R
= Jo s -0 S )+
N {(5‘;0)2,@(50) + K'(so)(s_;o)?)} N(so) +
+[atsohr (oo S o)+ 1

Podemos supor sem perda de generalidade que sg = 0. Fazendo com que
a(sg) coincida com a origem de R3 e que T'(sg) = (1,0,0), N(so) = (0,1,0) e
B(sp) = (0,0,1) entao a(s) = (z(s),y(s), 2(s)) é tal que

2.3
x(s) =s— v + R,
6
k.s? k.83
y(s) = 5 + 5 + R,
3
K.T.S
= — RZ
fs) = "7

onde as fungdes k e 7 estdo avaliadas em sy = 0 e (R, Ry, R.) = R. As trés
equagoes acima representam a forma canénica local de o numa vizinhancga de
Sp — 0.
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Figura 5: Triedro de Frenet.
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