Splines por convolucao
Praciano-Pereira, T.

Departamento de Matenatica
Universidade Estadual Vale do Acarau
10 de dezembro de 2007
tarcisio@member.ams.org
pe-prints do Curso de Matematica de Sobral
no. 2007.9
Editor Tarcisio Praciano-Pereira

tarcisio@member.ams.org

Resumo

A convolwcaoe uma ferramenta teoricamente muito podero sa que cou
na geladeira at a cecada de 80 quando foi aquecida pelas pasibilidades
formais da computacao.

Era conhecida at a decada de 70 como netodo de regularizacao de
furcees.

O quee particularmente interessantee a observecao de que \medida
de Dirac", muito conhecida como \furcao de Dirac"e a iden tidade rela-
tivamente ao \produto por convolicao".

Aqui vou usar convolicao para construir splines com uma sucessao
de pequenos resultados intermedarios cujo resultado nal sea exibir a
estrutura de espaco vetorial de dimensao nita que tem 0s n-splines a
suporte compacto e inclusive exibir uma base para este tipo e espaco.



1 A convolicao

Neste artigo vou apresentar uma construcao relativameng simples de splines,
splines por convolicao O resultado nal do artigoe que podemos descrever
de uma forma muito simples e efetiva um certo tipo de especo & splines, os
n-splines a suporte compacto: e um espeaco vetorial de dimesao nita.

Iremos mais longe, vamos explicitar uma base para estes esps, isto sea
feito naultima secao do artigo.

Nesta primeira secao serao apresentados alguns exemplsimples para mo-
tivar o leitor a continuar lendo at o nal do artigo. Um leit or experiente
com convolwcao pode saltar para aultma secao do artigodiretamente para o
resultado nal. Vou tamkem apresentar todas as de ncees necesarias nesta
primeira secao.

A ferramenta central deste artigoe o produto de convoluwcao, que existe
Fa muito tempo mas que somente veio a se tornar interessantelepois que 0s
meios computacionais se tornaram efetivos. Vou passar a meeferir usando
apenas a palavraconvolucao em vez de usar a terminologia primitiva produto
de convolcao Vou comecar a apresentar a convolicao na sua forma mais
geral como sugestao para quem quiser pensar em discussgess amplas. A
convolwcaoe o instrumento para simpli car a expressaodas transformadas de
Fourier o que permite de nir esta transformada dentro da estutura algebrica
gque generaliza a reta real, um grupo aditivo, repetindo de fona mais abstrata
e geral o que se faz em Galculo Avarcado com esta transformda.

Dencao 1 Dadas duas furcees integaveis,f;g podemos de nir
z

fogx)=f()glx t)d (t) 1)
G
em queGe um grupo aditivo no qual esteja de nida um medida.

Por exemplo, G = R, o grupo aditivo dos rumeros reais com a medida
de Lebesgue (completacao da integral de Riemann), que eshos usando nesta
apresentacao (observe que nao existe nenhuma medida deemann...). E a
medida de Lebesgue que se usa no Galculo pakalcular integrais no sentido de
Riemann embora de uma forma restrita (a integral no sentido de Rieman) o
gue faz com que certas furcees nao tenham integral. Aquiow deixar os grupos
gerericos e vou me manter no grupo aditivo dos rumeros rea.

Neste caso a expressao acima ca:

2
fg)= f(Halx ) )
1

e obviamente nem sempre est de nida. Mas s€;g forem a suporte compacto
f g esh bem de nida e sea de classe de continuidade uma unidde superior
a das furceesf;g porque, simplesmente, tem derivada contnua bastando que
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f;g sejam integaveis. Isto pode ser facilmente provado usand os @lculos
gue vou fazer mais a frente para demonstrar que a convoluzade duas furcees
caractersticase uma furcao diferencavel.

Podemos entender mais rapidamente o signi cado da convottao vendo um
ga co na gura (1) mgina 2, o efeito da convolucao da fu rcao caracterstica do

AN

Figura 1: Convolicao com a furcao caracterstica

intervalo[ a;a] coma= % com uma furcao descontnua. Em volta do ponto de
descontinuidade a nova furcad | ,4) corrige a discontinuidade def com uma
interpolecao linear. Se repetirmos o produto de convolaao,f [ aa] [ aal
o resultado sem 0 que podemos ver na gura (2) pagina 2, O gaco na gura

AN

Figura 2: Segunda poténcia de convoliwcao

(2) foi feitoa mao usando xfig . Na gura (3) mpgina 3, podemos ver 0 ga co
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grafico da convolucao com kernel triangular

Figura 3: Convolwcao com kernel triangular Ty

feito com gnuplot a partir de um programa escrito emcalc da convolwcao da
furcao f com um rucleo triangular Tj.

Dencao 2 O rucleo T
Se (x <= -1) Ti(x) = 0;
senao se (x <= 0) Ti(x) = 1 + Xx;
senao se (X <= 1) Ty(x) = ;
senao T1(x) = O;

[

=
1

X

f tem uma discontinuidade de primeira especie, um salto nito, no ponto
X = 2, e a convolucao \corrige" esta discontinuidade com um \lemendo dife-
rencavel" em torno do ponto de discontinuidade. A regiaode correcao depende
do suporte do rucleo.

Na gura (4) mgina 4, temos a convolwcao com o rucleo T, de nido por

Dentao 3 O rucleo T,
T2(X) =2 T1(2X)

usando uma dilecao com coe ciente 2 que reduz o suporte aatervalo [ 0:5; 0:5]
mantendo a integral 1.

Como o suporte tem amplitude (medida) menor, a regiao de cogcao e
intervalo [ 2:5; 1;5] que tem medida 1. Vemos que o suporte do rucleoe
responsavel pelo aumento da precisao da correcao de fola inversamente pro-
porcionala sua medida: quanto menor a medida do suporte, mig precisa ca
a correcao.

Podemos generalizar um pouco estas iceias analisando consegria 0 pro-
duto de convolwcao de duas furcees caractersticas, @ melhor as furcees carac-
tersticas de dois intervalos diferentes.
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grafico da convolucao

Figura 4: Convolwcao com o nuicleo Tz

Vamos ver que a respostae gque estes ga cos sao traes{ que sao a ge-
neralizacao de triangulos. Sao furcees cujos ga 0s sao tragesios, a suporte
compacto como na gura (5) mgina 4, em que z manualmente o gaco de

f*g
\ _
a b
f g
S
0 a b

Figura 5: 1-splines por convolicao

f gem quef; g sao as duas furcees caractersticas que aparecem na painfe-
rior do ga co. As furcees f; g sao zero-splines. Logo vou escrever a de ncao de
splines incluindo a de ncao de zero-splinesque serao as furcees caractersticas
de intervalos. A convolwcao delas, das furcees caractsticas de intervalos, serao
1-splines, uma furcao polinomial de grau 1 (os pedacosa®~de grau menor ou
igual a 1) e a classe de continuidadee zero, quer dizere conua mas a derivada
nao necessariamente vai sé-lo.
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O ga co do produto de convolwcao das duas furcees caratersticas acima,
feito com calc e gnuplot pode ser visto na gura (6) mgina 5,
Comoe um \alculo nunrerico”, as duas furcees f; g tiveram que ser expli-

grafico da convolucao

Figura 6: Convolwcao de duas furcees caractersticas

citamente de nidas,
f= | oso0s50= [ 22
Os programas usados neste artigo samonvol.calc e convol02.calc que
podem ser encontrados em [2, programas]. Os programas meoicados estao
escritos emcalc que e uma linguagem interpretada e voce poder faciimene
alterar os programas para fazer outras experiéncias.
Vamos designar a convoluwcao por
2
h(x)=f g(x)= f(g(x t)dt
1
Como sao duas furcees a suporte compacto esta integral ge ser escrita como
25
h(x)=f g(x)= f(t)g(x t)dt
0:5
devido ao suporte def e como no intervalo [ 0:5;0:5] a furcaof e a constante
1 podemos escrever
25
h(x)=1f g(x)= g(x  t)dt
0:5

Foi esta expressao que usamos para escrever os programasvol.calc, convol02.calc
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2 Splines

Mostramos nos exemplos que splines sao furcees polin@isi por pedacos que
tem uma certa classe de diferenciabilidade.

Dencao 4 n-Splines
Um n-splinese uma furcao polinomial por pedecos, cujospedacos sao po-
lindbmios de grau menor ou igual an e cuja classe de diferenciabilidadeen 1.
Quer dizer que umn-splines pode ser derivado, conthuamenten 1 vezes.
Um 0-splinese uma combinacao linear de furcees caraatrsticas de inter-
valos da reta e pode nao ser contnuo.

Esta de ncao naoe &cil de ser usada, constuir um n-splines seguindo este
algoritmo e muito trabalhoso. Tamlkem nao e possvel su bstituir o trabalho
difcil por trabalho &cil. Se quisermos construir outro algoritmo precisamos de
mais Matenatica para obter alguma coisa que seja, por exemp, computacional
e que nos libere do trabalho exaustivo.E isto que vou fazer agora, de nindo
splines por convolwcao

2.1 Splines por convolicao

Eu inclu entre os splines as furcees caractersticas omo 0-splines, elas sao
formadas de polindbmios de grau zero, furcees constante&snao necessariamente
contnuas.

Nao posso dizer que sejam de classe de diferenciabilidade A que nao
teria sentido. Ou seja 0-splines sao polindbmios por pedas de grau zero e
eventualmente nao contnuos.

Ao incluir as furcees caractersticas como 0-splines égamos uma facilidade
extra na constricao: qualquer poténcia por convolic® de uma furcao carac-
terstica por outra seria um (n-1)-splines, em quene a poténcia.

Vale para uma furcao caracterstica quee a primeira poténcia por convolcao
dela mesma, 0-splines.

A convolwcao de uma furcao caracterstica por ela mesm seria a segunda
poténcia por convolicao,n = 2 e teremos um 1-splines. Temos que provar que
e um polinbmio por pedacos e estes pedacos sao de grau mer ou igual a 1.
Depois temos que mostrar quee diferencavel uma vez contiuamente.

Vamos quebrar este problema em pecas mais simples. Vou maat que

quandof = [o,5) @ Segunda poténcia por convolicaoe um 1-splines, em qua
e por \convercao" positivo porque ningtem escreve o intervalo [0; 3] mas sim
[ 30].

Por de ntao, se f = o5 eNtao

fof(x)= lRf(t)f (x  t)dt 3)

R xRa R
h(x)=f f(x)= Of(X t)dt = f(y)dy=  f(y)dy (4)

X X
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X

"t (y)dy 5)

r

h(x)=f(x) f(x a) (6)
(7)

Em que na equacao (4) usamos o suporte de e quef e identicamente 1 em
cima do suporte e na equacao (6) estamos usando o Teorema ridamental do
Galculo. Na equecao (6) temos a difererca def com a translatada def por a.

Sex < 0 a equacao (6)e zero.

Sex 2 [0;a] a equacao (6)e 1, o valor def (x).

Sex 2 [a;2a] a equeacao (6)e -1, o valor de f(x a).

Sex > 2a a equecao (6)e 0.

Mostramos quef f e diferencavel (com derivada descontnua) portanto de
classeC® g contnua porque tem derivada em todos 0s pontos exceto m 0; a; 2a
e podemos obter a equacad usando o Teorema Fundamental do Galculo).

8
Esex 0 0

sex 2 [0;a] X
3 sex2[a;2a] 2a X
" sex 2a 0

R
tomandor 2 [x a;x]; h(x)= f(y)dy
r

ffix)= (8)

e uma furcao triangulo de suporte [0; 2a] com maximo no ponto X = a portanto
uma furcao polinomial por pedacos, de grau 1 e contnua,um 1-splines.

O caso geralf = [yp€ uma translacao def = o 5 € deixamos que o
leitor faca as contas. Demonstramos assim o teorema

1 Segunda poténcia de convolwcao

A segunda poténcia de convolucao de uma furcao caraatgticae um 1-
splines.

Vamos admitir (hiptese de indwcao) que isto seja verdaciro para uma
poténcia n qualquer. Entao f, uma furcao caracterstica do intervalo [0;a]
a sua eresima poténcia por convolicaoe um (-1)-splines, com suporte [Dna].

Vamos chamar esta furcao dey, para simpli car a notacao e vamos calcular
mais uma convolwcao com a furcad . Um teorema quee fcil de provar usando
mudarca de varaveis na integrale o lema que vamos preciar agora:

Lema| 1l A convolicaoe comutativa

Isto nos permite calcularf goug f conforme seja mais conveniente, neste
caso vamos calculaf g

h(x)=f g(x) = : f(t)g(x t)dt= IQf(t)g(x t)dt = 9
1 0
R xRa R

OQ(X t)dt = g(y)dt = g(y)dt (10)
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X

R a
h(x) = g(y)dt g(y)dt (11)

hqx)= g(x) g(x a) (12)

valendo as mesmas observacees que f zemos acima. Ertén®e uma soma de
duas (n-1)-splines portanto qualquer primitiva sua sela um n-splines.

Como h% uma soma deg como uma translacao deg entaoe identicamente
nula fora do intervalo [0; (n + 1) a]. Se re-escrevermos a convolucao

z Za
hx)=g f(x)= gO)f(x tdt= gt)f(x t)dt= (13)
1 0

vemos quehe nula quando x 0 porquee a integral de uma translacao por
x da furcao g pela furcaot 7! f( t) cujo suportee [ a;0] enquanto que o
suporte dege [0; na].

Qualquer translacao det 7! f ( t) por x positivo ae x = na+ a faz com que
0s suportes dos termos no integrando tenham uma intersemanao vazia e logo
a integrale diferente de zero. Mas quandox > na + a = (n +1)a 0s suportes
vao car disjuntos e a integral se anula. O suportte dehe [0;(n + 1) a] quee a
soma dos suportes dé e deg.

Este fato pode ser deduzido em forma geral da expressao dangolwcao
guando se supee que os fatores por convolwcao tem supa@teompactos.

O caso geral, em qué = [5], COMO NO caso inicial, se deduz da aralise de
quee uma translecao deg= (o a-

Demonstramos assim o teorema

Teorema |2 A n+1 poténcia por convolcao de uma furcao caracterstiae
um n-splines a suporte compacto.

3 O espao vetorial de dimensao nita Spl-n([a,b])

Estou no ponto para discutir a estrutura geral que t&m osn-splines a suporte
compacto. A ferramenta tasica foi construda na secao anterior quee a poténcia
por convoluwcao de uma furcao caracterstica que agoravou generalizar para falar
de multiplicacao por convolicao em vez de poténcia poiconvolucao.

Existe um tipo de furcao caracterstica que tem efeito importante de apro-
ximecao por convolcao: as furcees caracterstica de intervalos de medida 1.
Como consequéncia a integral destas furcees caractsticase tamkem 1. As
demonstracees que zemos na secao anterior mostram quama generalidade
muito grande pode ser obtida a partir de certos casos partidares que resta
saber escolher. Vou me xar em furcees caractersticas guilibradas em volta
de zero: quando zeroe o ponto nedio do intervalo. E como que que a integral
seja 1, tem umaunica: f = | o505

As furcees positivas cuja integrale 1 recebem o nome de utleo, entao
f = | o5,0:5€ um nucleo, assim como qualquer de suas translecees. ome
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restringir aos rucleos a suporte compacto, quer dizer, nds artigo eu vou adotar
a de ncao

Dencao 5 Nuicleo
Nucleoe uma furcao positiva, a suporte compacto, cuja integrale 1.

O quadrado por convolwcao def = | ¢.5,0.5 tamkem tem integral 1. Po-
demos provar um resultado mais geral:

Teorema | 3 Produto por convolicao de rucleos

Sef for um rucleo, qualquer poténcia por convolicao def e tamlem um

rucleo. |Dem |:
Vou inicialmente supor que o rucleo f tem suporte no intervalo [ a;a]. Consequente-
mente a furcao t 7! f( t) tem tamkem o seu suporte em [ a;a].

2 O suporte de f f esh contido em [ 2a;2a] :

R R

f f(x)= f()f (x t)dt= f()f (x t)dt= (14)
1 a

sex< a ) f f(x)=0 (15)

sex>a ) f f(x)=0 (16)

Nas equacees (15) e (16), estou usando o fato que uma translacao por um valor em nodulo
superior a a faz com que os termos no produto do integrando quem com supor tes disjuntos
zerando a integral.

Vamos ver o valor da integral de f f.

R R R
= f f(x)dx = f()f (x  t)dtdx a7)
R R
= f(tdt f(x t)dx (18)
R
= f(x tdx=1 (19)

a

A equacao (18) se justi ca porque no integrando temos um pr  oduto de termos, uma expressao
sepaavel. A passagem da equacao (18) para a equacao (1 9) se justica por f e um rucleo,
tem integral 1. Na equacao (19) temos uma translecao de f o que nao altera o valor da
integral, (nestes casos usamos a medida de Lebesgue, quee invariante por translaao, que
esh por tas da \integracao no sentido de Riemann').

O nal da demonstrecao do teorema segue por indwcao nit  a sobre a poténcia.

Portanto, se f; g forem rucleos entaof ge tamkem um rucleo. J demons-
tramos que para qualquer poténcia por convolicao sé for um rucleo-0-splines
entao a nesima poténcia por convolicao def e um n-1-splines positivo, a su-
porte compacto com integral 1. Demonstrei

4 Sef for um O-splines-rucleo, entaof f e um 1-splines-rucleo

a suporte compacto e a nesima poténcia por convolwcao @f e um n-1-splines
rucleo a suporte compacto.
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Considere agora o intervald =[1;n] em quene um rumero inteiro positivo.
Considere sobrd a famlia das furcees caractersticas dos intervalos k; k + 1],
portanto O-splines, na verdaden 1 tranlacees do 0-splines [o.1;. Ao nal vocé
vela que esta observacaoe importante.

Considere agora um rucleon 1-splines, com suporte em [ 0:5; 0:5].

Pelo teorema (3) o produto de pelos elementos desta famlia produz uma
famlia de n-splines a suporte compacto que vamos designar por = (k)ﬂzll.

Lema| 3 Todos os elementos da famlia sao translacees de um unico n-

splines a suporte compacto{ Dem |
Basta escrever a expressao do elemento gererico da faml ia das furcees caractersticas
multiplicado por

0= [0:1 (20)
Ik +1] (X) = o(x k) (21)
kK = [kik +1] (22)
R
Ik +1] (X) = . (1) K+ (X t)dt (23)
Ik +1] (X) = lR (t) o(x k t)dt (24)

R
Tkk +17 (X) = . () k(x t)dt (25)

em que e a kesima translacao do nucleo .

A famlia dos 0-splines que usamos de partida nao tem a prajedade
D4 1
k=1

em que a igualdade signi ca \identicamente”. Porque nos extemos dos inter-
valos a somae igual a 2 portanto a soma destas furcees cartersticase uma
furcao descontnua. Ao multiplicarmos por convoluicao com o resultadoe uma
furcao contnua portanto a soma

K 1
k=1

caracterizando que esta famliae uma partcao da unidade sobre o intervalo
[1; n], uma partcao da unidade de classeC" *.

Como sao translacees sao tamkem linearmente indepeedtes e portanto a
base de um espaco vetorial que vou chamaspl n([1; n]).

E um espaco vetorial de dimensaon 1 de n-splines a suporte compacto
contido no intervalo [1; n] porque somas de polindbmios de graone um polinbmio
de grau menor ou igual an.

\Vou agora impor uma restrcao sobre o rucleo arbitario que usei para re-
gularizar a famlia de 0-splines, estabelecendo que ele jsesmetrico em torno
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de zero e atingindo o ponto maximo em zero. Esta propriedadee espalha para
todos os membros da famlia x que terao seus pontos de nmaximo no ponto
central do intervalo [k; k + 1]. Isto se demontra calculando a derivada e usando
a propriedade (&cil de provar)

(f 9°=f°% g=f ¢
Dado um elemento qualquer deSpl  n([1;n]), elee a combinacao linear

D4 1
P2Spl n(Ln]) ) P= ak k
k=1

com P(xx) = ax em quexy e ponto nedio do intervalo [ k; k + 1]. Portanto o
n-splinesP interpola os pontos

(Xk; a)R=t

Nao ha unicidade nestasolwcao comoe visvel que tudo depende do rucleo
gue foi usado para regularizar a famlia.

Se considerarmos uma intervalod; b qualquer, podemos transferir este pro-
cesso de interpolacao de [In] para [a;b com translecees e dilacoes. Neste
contexto eu chamo os elementos da famlia x de sinais e vamos obter com
translacao e dilacao uma famlia de sinais sobre §; bl que e uma partcao da
unidade gerando um espaco vetorialSpl  n([a; b)), de dimensaon 1 cujos
elementos interpolam os pontos

(XK Yk)

em quex, sao os pontos nedios dos sub-intervalos da partcao uforme de R; b
comn 1 sub-intervalos, imagem de [1n].
O fator de dilecaoe x = ﬁ—i e a expressao dos sinais sobre o intervalo
[a;be
X a
X

)

k= k(

Demonstramos assim o teorema

Teorema | 5 Interpolecao de pontos numa faixa

Dada uma faixa do plano perpendicular ao intervalda; bl e considerada uma
partcao uniforme deste intervalo, considere a famlia de pontos desta faixa do
plano

(XK Yk)

em quexy sao os pontos nmedios dos sub-intervalos da partcao ufirme de(a; b
comn 1 sub-intervalos.

Existe um elemento de um espaco vetorial de-splines que interpola estes
pontos, sendo este elemento gerado por uma basg de n-splines a suporte
compacto bem de nida a partir de um rucleo n  1-splines com suporte em
[ x Xx]
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