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Resumo

A convolu�c~ao �e uma ferramenta teoricamente muito podero sa que �cou
na geladeira at�e a d�ecada de 80 quando foi aquecida pelas possibilidades
formais da computa�c~ao.

Era conhecida at�e a d�ecada de 70 como m�etodo de regulariza�c~ao de
fun�c~oes.

O que �e particularmente interessante �e a observa�c~ao de que \medida
de Dirac", muito conhecida como \fun�c~ao de Dirac" �e a iden tidade rela-
tivamente ao \produto por convolu�c~ao".

Aqui vou usar convolu�c~ao para construir splines com uma sucess~ao
de pequenos resultados intermedi�arios cujo resultado �na l ser�a exibir a
estrutura de espa�co vetorial de dimens~ao �nita que tem os n-splines a
suporte compacto e inclusive exibir uma base para este tipo de espa�co.
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1 A convolu�c~ao

Neste artigo vou apresentar uma constru�c~ao relativamente simples de splines,
splines por convolu�c~ao. O resultado �nal do artigo �e que podemos descrever
de uma forma muito simples e efetiva um certo tipo de espa�co de splines, os
n-splines a suporte compacto: �e um espa�co vetorial de dimens~ao �nita.

Iremos mais longe, vamos explicitar uma base para estes espa�cos, isto ser�a
feito na �ultima se�c~ao do artigo.

Nesta primeira se�c~ao ser~ao apresentados alguns exemplos simples para mo-
tivar o leitor a continuar lendo at�e o �nal do artigo. Um leit or experiente
com convolu�c~ao pode saltar para a �ultma se�c~ao do artigodiretamente para o
resultado �nal. Vou tamb�em apresentar todas as de�ni�c~oes necess�arias nesta
primeira se�c~ao.

A ferramenta central deste artigo �e o produto de convolu�c~ao, que existe
h�a muito tempo mas que somente veio a se tornar interessantedepois que os
meios computacionais se tornaram efetivos. Vou passar a me referir usando
apenas a palavraconvolu�c~ao em vez de usar a terminologia primitiva produto
de convolu�c~ao. Vou come�car a apresentar a convolu�c~ao na sua forma mais
geral como sugest~ao para quem quiser pensar em discuss~oesmais amplas. A
convolu�c~ao �e o instrumento para simpli�car a express~aodas transformadas de
Fourier o que permite de�nir esta transformada dentro da estrutura alg�ebrica
que generaliza a reta real, um grupo aditivo, repetindo de forma mais abstrata
e geral o que se faz em C�alculo Avan�cado com esta transformada.

De�ni�c~ao 1 Dadas duas fun�c~oes integr�aveis,f; g podemos de�nir

f � g(x) =
Z

G

f (t)g(x � t)d� (t) (1)

em queG �e um grupo aditivo no qual esteja de�nida um medida.

Por exemplo, G = R , o grupo aditivo dos n�umeros reais com a medida
de Lebesgue (completa�c~ao da integral de Riemann), que estamos usando nesta
apresenta�c~ao (observe que n~ao existe nenhuma medida de Riemann...). �E a
medida de Lebesgue que se usa no C�alculo paracalcular integrais no sentido de
Riemann embora de uma forma restrita (a integral no sentido de Riemann) o
que faz com que certas fun�c~oes n~ao tenham integral. Aqui vou deixar os grupos
gen�ericos e vou me manter no grupo aditivo dos n�umeros reais.

Neste caso a express~ao acima �ca:

f � g(x) =

1Z

�1

f (t)g(x � t)d(t) (2)

e obviamente nem sempre est�a de�nida. Mas sef; g forem a suporte compacto
f � g est�a bem de�nida e ser�a de classe de continuidade uma unidade superior
a das fun�c~oesf; g porque, simplesmente, tem derivada cont��nua bastando que
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f; g sejam integr�aveis. Isto pode ser facilmente provado usando os c�alculos
que vou fazer mais a frente para demonstrar que a convolu�c~ao de duas fun�c~oes
caracter��sticas �e uma fun�c~ao diferenci�avel.

Podemos entender mais rapidamente o signi�cado da convolu�c~ao vendo um
gr�a�co na �gura (1) p�agina 2, o efeito da convolu�c~ao da fu n�c~ao caracter��stica do

-a a

a > 0

[-a,a]

Figura 1: Convolu�c~ao com a fun�c~ao caracter��stica

intervalo [� a; a] com a = 1
2 com uma fun�c~ao descont��nua. Em volta do ponto de

descontinuidade a nova fun�c~aof � � [� a;a ] corrige a discontinuidade def com uma
interpola�c~ao linear. Se repetirmos o produto de convolu�c~ao,f � � [� a;a ] � � [� a;a ]

o resultado ser�a o que podemos ver na �gura (2) p�agina 2, O gr�a�co na �gura

a > 0
-1 1

T

T

Figura 2: Segunda potência de convolu�c~ao

(2) foi feito �a m~ao usando xfig . Na �gura (3) p�agina 3, podemos ver o gr�a�co
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Figura 3: Convolu�c~ao com kernel triangular T1

feito com gnuplot a partir de um programa escrito emcalc da convolu�c~ao da
fun�c~ao f com um n�ucleo triangular T1.

De�ni�c~ao 2 O n�ucleo T1

Se (x <= -1) T1(x) = 0;
sen~ao se (x <= 0) T1(x) = 1 + x;
sen~ao se (x <= 1) T1(x) = 1 - x;
sen~ao T1(x) = 0;

f tem uma discontinuidade de primeira esp�ecie, um salto �nito, no ponto
x = � 2, e a convolu�c~ao \corrige" esta discontinuidade com um \remendo dife-
renci�avel" em torno do ponto de discontinuidade. A regi~aode corre�c~ao depende
do suporte do n�ucleo.

Na �gura (4) p�agina 4, temos a convolu�c~ao com o n�ucleo T2 de�nido por

De�ni�c~ao 3 O n�ucleo T2

T2(x) = 2 T1(2x)

usando uma dila�c~ao com coe�ciente 2 que reduz o suporte ao intervalo [� 0:5; 0:5]
mantendo a integral 1.

Como o suporte tem amplitude (medida) menor, a regi~ao de corre�c~ao �e
intervalo [� 2:5; � 1; 5] que tem medida 1. Vemos que o suporte do n�ucleo �e
respons�avel pelo aumento da precis~ao da corre�c~ao de forma inversamente pro-
porcional �a sua medida: quanto menor a medida do suporte, mais precisa �ca
a corre�c~ao.

Podemos generalizar um pouco estas id�eias analisando comoseria o pro-
duto de convolu�c~ao de duas fun�c~oes caracter��sticas, ou melhor as fun�c~oes carac-
ter��sticas de dois intervalos diferentes.
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Figura 4: Convolu�c~ao com o n�ucleo T2

Vamos ver que a resposta �e que estes gr�a�cos s~ao trap�esios, que s~ao a ge-
neraliza�c~ao de triângulos. S~ao fun�c~oes cujos gr�a�cos s~ao trap�esios, a suporte
compacto como na �gura (5) p�agina 4, em que �z manualmente o gr�a�co de

0 a b

a b

f*g

f g

Figura 5: 1-splines por convolu�c~ao

f � g em quef; g s~ao as duas fun�c~oes caracter��sticas que aparecem na parte infe-
rior do gr�a�co. As fun�c~oes f; g s~ao zero-splines. Logo vou escrever a de�ni�c~ao de
splines incluindo a de�ni�c~ao de zero-splinesque ser~ao as fun�c~oes caracter��sticas
de intervalos. A convolu�c~ao delas, das fun�c~oes caracter��sticas de intervalos, ser~ao
1-splines, uma fun�c~ao polinomial de grau 1 (os peda�cos s~ao de grau menor ou
igual a 1) e a classe de continuidade �e zero, quer dizer �e cont��nua mas a derivada
n~ao necessariamente vai sê-lo.
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O gr�a�co do produto de convolu�c~ao das duas fun�c~oes caracter��sticas acima,
feito com calc e gnuplot pode ser visto na �gura (6) p�agina 5,

Como �e um \c�alculo num�erico", as duas fun�c~oes f; g tiveram que ser expli-
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Figura 6: Convolu�c~ao de duas fun�c~oes caracter��sticas

citamente de�nidas,
f = � [� 0:5;0:5]; g = � [� 2;2]:

Os programas usados neste artigo s~aoconvol.calc e convol02.calc que
podem ser encontrados em [2, programas]. Os programas mencionados est~ao
escritos emcalc que �e uma linguagem interpretada e você poder�a facilmente
alterar os programas para fazer outras experiências.

Vamos designar a convolu�c~ao por

h(x) = f � g(x) =

1Z

�1

f (t)g(x � t)dt

Como s~ao duas fun�c~oes a suporte compacto esta integral pode ser escrita como

h(x) = f � g(x) =

0:5Z

� 0:5

f (t)g(x � t)dt

devido ao suporte def e como no intervalo [� 0:5; 0:5] a fun�c~ao f �e a constante
1 podemos escrever

h(x) = f � g(x) =

0:5Z

� 0:5

g(x � t)dt

Foi esta express~ao que usamos para escrever os programasconvol.calc, convol02.calc .
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2 Splines

Mostramos nos exemplos que splines s~ao fun�c~oes polinomiais por peda�cos que
tem uma certa classe de diferenciabilidade.

De�ni�c~ao 4 n-Splines
Um n-splines �e uma fun�c~ao polinomial por peda�cos, cujos peda�cos s~ao po-

linômios de grau menor ou igual an e cuja classe de diferenciabilidade �en � 1.
Quer dizer que umn-splines pode ser derivado, cont��nuamente,n � 1 vezes.

Um 0-splines �e uma combina�c~ao linear de fun�c~oes caracter��sticas de inter-
valos da reta e pode n~ao ser cont��nuo.

Esta de�ni�c~ao n~ao �e f�acil de ser usada, constuir um n-splines seguindo este
algoritmo �e muito trabalhoso. Tamb�em n~ao �e poss��vel su bstituir o trabalho
dif��cil por trabalho f�acil. Se quisermos construir outro algoritmo precisamos de
mais Matem�atica para obter alguma coisa que seja, por exemplo, computacional
e que nos libere do trabalho exaustivo. �E isto que vou fazer agora, de�nindo
splines por convolu�c~ao.

2.1 Splines por convolu�c~ao

Eu inclu�� entre os splines as fun�c~oes caracter��sticas como 0-splines, elas s~ao
formadas de polinômios de grau zero, fun�c~oes constantese n~ao necessariamente
cont��nuas.

N~ao posso dizer que sejam de classe de diferenciabilidade 0� 1 que n~ao
teria sentido. Ou seja 0-splines s~ao polinômios por peda�cos de grau zero e
eventualmente n~ao cont��nuos.

Ao incluir as fun�c~oes caracter��sticas como 0-splines criamos uma facilidade
extra na constru�c~ao: qualquer potência por convolu�c~ao de uma fun�c~ao carac-
ter��stica por outra seria um (n-1)-splines, em quen �e a potência.

Vale para uma fun�c~ao caracter��stica que �e a primeira potência por convolu�c~ao
dela mesma, 0-splines.

A convolu�c~ao de uma fun�c~ao caracter��stica por ela mesma seria a segunda
potência por convolu�c~ao,n = 2 e teremos um 1-splines. Temos que provar que
�e um polinômio por peda�cos e estes peda�cos s~ao de grau menor ou igual a 1.
Depois temos que mostrar que �e diferenci�avel uma vez continuamente.

Vamos quebrar este problema em pe�cas mais simples. Vou mostrar que
quando f = � [0;a ] a segunda potência por convolu�c~ao �e um 1-splines, em quea
�e por \conven�c~ao" positivo porque ningu�em escreve o intervalo [0; � 3] mas sim
[� 3; 0].

Por de�ni�c~ao, se f = � [0;a ] ent~ao

f � f (x) =
1R

�1
f (t)f (x � t)dt (3)

h(x) = f � f (x) =
aR

0
f (x � t)dt = �

x � aR

x
f (y)dy =

xR

x � a
f (y)dy (4)



2 SPLINES 7

tomando r 2 [x � a; x] ; h(x) =
xR

r
f (y)dy �

x � aR

r
f (y)dy (5)

h0(x) = f (x) � f (x � a) (6)

(7)

Em que na equa�c~ao (4) usamos o suporte def e quef �e identicamente 1 em
cima do suporte e na equa�c~ao (6) estamos usando o Teorema Fundamental do
C�alculo. Na equa�c~ao (6) temos a diferen�ca def com a translatada def por a.

Sex < 0 a equa�c~ao (6) �e zero.
Sex 2 [0; a] a equa�c~ao (6) �e 1, o valor def (x).
Sex 2 [a; 2a] a equa�c~ao (6) �e -1, o valor de� f (x � a).
Sex > 2a a equa�c~ao (6) �e 0.
Mostramos quef � f �e diferenci�avel (com derivada descont��nua) portanto de

classeC0 (�e cont��nua porque tem derivada em todos os pontos exceto em 0; a; 2a
e podemos obter a equa�c~aof usando o Teorema Fundamental do C�alculo).

f � f (x) =

8
>><

>>:

sex � 0 0
sex 2 [0; a] x
sex 2 [a; 2a] 2a � x
sex � 2a 0

(8)

�e uma fun�c~ao triângulo de suporte [0; 2a] com m�aximo no ponto x = a portanto
uma fun�c~ao polinomial por peda�cos, de grau 1 e cont��nua,um 1-splines.

O caso geralf = � [a;b] �e uma transla�c~ao de f = � [0;b� a] e deixamos que o
leitor fa�ca as contas. Demonstramos assim o teorema

Teorema 1 Segunda potência de convolu�c~ao
A segunda potência de convolu�c~ao de uma fun�c~ao caracter��stica �e um 1-

splines.

Vamos admitir (hip�otese de indu�c~ao) que isto seja verdadeiro para uma
potência n qualquer. Ent~ao f , uma fun�c~ao caracter��stica do intervalo [0; a]
a sua en�esima potência por convolu�c~ao �e um (n-1)-splines, com suporte [0; na].

Vamos chamar esta fun�c~ao deg, para simpli�car a nota�c~ao e vamos calcular
mais uma convolu�c~ao com a fun�c~aof . Um teorema que �e f�acil de provar usando
mudan�ca de vari�aveis na integral �e o lema que vamos precisar agora:

Lema 1 A convolu�c~ao �e comutativa

Isto nos permite calcularf � g ou g� f conforme seja mais conveniente, neste
caso vamos calcularf � g

h(x) = f � g(x) =
1R

�1
f (t)g(x � t)dt =

aR

0
f (t)g(x � t)dt = (9)

aR

0
g(x � t)dt = �

x � aR

x
g(y)dt =

xR

x � a
g(y)dt (10)
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h(x) =
xR

r
g(y)dt �

x � aR

r
g(y)dt (11)

h0(x) = g(x) � g(x � a) (12)

valendo as mesmas observa�c~oes que j�a �zemos acima. Ent~ao h0 �e uma soma de
duas (n-1)-splines portanto qualquer primitiva sua ser�a um n-splines.

Como h0 �e uma soma deg como uma transla�c~ao deg ent~ao �e identicamente
nula fora do intervalo [0; (n + 1) a]. Se re-escrevermos a convolu�c~ao

h(x) = g � f (x) =

1Z

�1

g(t)f (x � t)dt =

naZ

0

g(t)f (x � t)dt = (13)

vemos queh �e nula quando x � 0 porque �e a integral de uma transla�c~ao por
x da fun�c~ao g pela fun�c~ao t 7! f (� t) cujo suporte �e [� a; 0] enquanto que o
suporte deg �e [0; na].

Qualquer transla�c~ao det 7! f (� t) por x positivo at�e x = na+ a faz com que
os suportes dos termos no integrando tenham uma interse�c~ao n~ao vazia e logo
a integral �e diferente de zero. Mas quandox > na + a = ( n + 1) a os suportes
v~ao �car disjuntos e a integral se anula. O suportte deh �e [0; (n + 1) a] que �e a
soma dos suportes def e deg.

Este fato pode ser deduzido em forma geral da express~ao da convolu�c~ao
quando se sup~oe que os fatores por convolu�c~ao tem suportes compactos.

O caso geral, em quef = � [a;b], como no caso inicial, se deduz da an�alise de
que �e uma transla�c~ao deg = � [0;b� a].

Demonstramos assim o teorema

Teorema 2 A n + 1 potência por convolu�c~ao de uma fun�c~ao caracter��stica �e
um n-splines a suporte compacto.

3 O espa�co vetorial de dimens~ao �nita Spl-n([a,b])

Estou no ponto para discutir a estrutura geral que têm osn-splines a suporte
compacto. A ferramenta b�asica foi constru��da na se�c~ao anterior que �e a potência
por convolu�c~ao de uma fun�c~ao caracter��stica que agoravou generalizar para falar
de multiplica�c~ao por convolu�c~ao em vez de potência porconvolu�c~ao.

Existe um tipo de fun�c~ao caracter��stica que tem efeito importante de apro-
xima�c~ao por convolu�c~ao: as fun�c~oes caracter��sticas de intervalos de medida 1.
Como consequência a integral destas fun�c~oes caracter��sticas �e tamb�em 1. As
demonstra�c~oes que �zemos na se�c~ao anterior mostram queuma generalidade
muito grande pode ser obtida a partir de certos casos particulares que resta
saber escolher. Vou me �xar em fun�c~oes caracter��sticas equilibradas em volta
de zero: quando zero �e o ponto m�edio do intervalo. E como quero que a integral
seja 1, tem uma �unica: f = � [� 0:5;0:5]

As fun�c~oes positivas cuja integral �e 1 recebem o nome de n�ucleo, ent~ao
f = � [� 0:5;0:5] �e um n�ucleo, assim como qualquer de suas transla�c~oes. Vou me
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restringir aos n�ucleos a suporte compacto, quer dizer, neste artigo eu vou adotar
a de�ni�c~ao

De�ni�c~ao 5 N�ucleo
N�ucleo �e uma fun�c~ao positiva, a suporte compacto, cuja integral �e 1.

O quadrado por convolu�c~ao def = � [� 0:5;0:5] tamb�em tem integral 1. Po-
demos provar um resultado mais geral:

Teorema 3 Produto por convolu�c~ao de n�ucleos
Se f for um n�ucleo, qualquer potência por convolu�c~ao def �e tamb�em um

n�ucleo. Dem :
Vou inicialmente supor que o n�ucleo f tem suporte no intervalo [� a; a]. Consequente-

mente a fun�c~ao t 7! f (� t ) tem tamb�em o seu suporte em [� a; a].

Lema 2 O suporte de f � f est�a contido em [� 2a; 2a] Dem :

f � f (x) =
1R

�1
f (t )f (x � t )dt =

aR

� a
f (t )f (x � t )dt = (14)

se x < � a ) f � f (x) = 0 (15)

se x > a ) f � f (x) = 0 (16)

Nas equa�c~oes (15) e (16), estou usando o fato que uma transla�c~ao por um valor em m�odulo
superior a a faz com que os termos no produto do integrando �quem com supor tes disjuntos
zerando a integral.

q.e.d .

Vamos ver o valor da integral de f � f .

I =
aR

� a
f � f (x)dx =

aR

� a

aR

� a
f (t )f (x � t )dtdx (17)

I =
aR

� a
f (t )dt

aR

� a
f (x � t )dx (18)

I =
aR

� a
f (x � t )dx = 1 (19)

A equa�c~ao (18) se justi�ca porque no integrando temos um pr oduto de termos, uma express~ao
separ�avel. A passagem da equa�c~ao (18) para a equa�c~ao (1 9) se justi�ca por f �e um n�ucleo,
tem integral 1. Na equa�c~ao (19) temos uma transla�c~ao de f o que n~ao altera o valor da
integral, (nestes casos usamos a medida de Lebesgue, que �e i nvariante por transla�c~ao, que
est�a por tr�as da \integra�c~ao no sentido de Riemann").

O �nal da demonstra�c~ao do teorema segue por indu�c~ao �nit a sobre a potência.

q.e.d .

Portanto, se f; g forem n�ucleos ent~aof � g �e tamb�em um n�ucleo. J�a demons-
tramos que para qualquer potência por convolu�c~ao sef for um n�ucleo-0-splines
ent~ao a n-�esima potência por convolu�c~ao def �e um n-1-splines positivo, a su-
porte compacto com integral 1. Demonstrei

Teorema 4 Se f for um 0-splines-n�ucleo, ent~ao f � f �e um 1-splines-n�ucleo
a suporte compacto e a n-�esima potência por convolu�c~ao de f �e um n-1-splines
n�ucleo a suporte compacto.
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Considere agora o intervaloI = [1 ; n] em quen �e um n�umero inteiro positivo.
Considere sobreI a fam��lia das fun�c~oes caracter��sticas dos intervalos [k; k + 1],
portanto 0-splines, na verdaden � 1 tranla�c~oes do 0-splines� [0;1] . Ao �nal você
ver�a que esta observa�c~ao �e importante.

Considere agora um n�ucleon � 1-splines,� com suporte em [� 0:5; 0:5].
Pelo teorema (3) o produto de� pelos elementos desta fam��lia produz uma

fam��lia de n-splines a suporte compacto que vamos designar por � = (� k )n � 1
k=1 .

Lema 3 Todos os elementos da fam��lia � s~ao transla�c~oes de um �unico n-

splines a suporte compacto. Dem :
Basta escrever a express~ao do elemento gen�erico da fam��l ia das fun�c~oes caracter��sticas

multiplicado por �

� 0 = � [0 ;1] (20)

� [k;k +1] (x) = � 0 (x � k) (21)

� k = � � � [k;k +1] (22)

� � � [k;k +1] (x) =
1R

�1
� (t )� [k;k +1] (x � t )) dt (23)

� � � [k;k +1] (x) =
1R

�1
� (t )� 0 (x � k � t )) dt (24)

� � � [k;k +1] (x) =
1R

�1
� (t )� k (x � t )) dt (25)

em que � k �e a k-�esima transla�c~ao do n�ucleo � . q.e.d .

A fam��lia dos 0-splines que usamos de partida n~ao tem a propriedade

n � 1X

k=1

� k = 1

em que a igualdade signi�ca \identicamente". Porque nos extremos dos inter-
valos a soma �e igual a 2 portanto a soma destas fun�c~oes caracter��sticas �e uma
fun�c~ao descont��nua. Ao multiplicarmos por convolu�c~ao com� o resultado �e uma
fun�c~ao cont��nua portanto a soma

n � 1X

k=1

� k = 1

caracterizando que esta fam��lia �e uma parti�c~ao da unidade sobre o intervalo
[1; n], uma parti�c~ao da unidade de classeCn � 1.

Como s~ao transla�c~oes s~ao tamb�em linearmente independentes e portanto a
base de um espa�co vetorial que vou chamarSpl � n([1; n]).

�E um espa�co vetorial de dimens~aon � 1 de n-splines a suporte compacto
contido no intervalo [1; n] porque somas de polinômios de graun �e um polinômio
de grau menor ou igual an.

Vou agora impor uma restri�c~ao sobre o n�ucleo arbitr�ario que usei para re-
gularizar a fam��lia de 0-splines, estabelecendo que ele seja s��metrico em torno
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de zero e atingindo o ponto m�aximo em zero. Esta propriedadese espalha para
todos os membros da fam��lia � k que ter~ao seus pontos de m�aximo no ponto
central do intervalo [k; k + 1]. Isto se demontra calculando a derivada e usando
a propriedade (f�acil de provar)

(f � g)0 = f 0 � g = f � g0:

Dado um elemento qualquer deSpl � n([1; n]), ele �e a combina�c~ao linear

P 2 Spl � n([1; n]) ) P =
n � 1X

k=1

ak � k

com P(xk ) = ak em quexk �e ponto m�edio do intervalo [ k; k + 1]. Portanto o
n-splinesP interpola os pontos

(xk ; ak )n =1
k=1

N~ao h�a unicidade nestasolu�c~ao como �e vis��vel que tudo depende do n�ucleo
que foi usado para regularizar a fam��lia.

Se considerarmos uma intervalo [a; b] qualquer, podemos transferir este pro-
cesso de interpola�c~ao de [1; n] para [a; b] com transla�c~oes e dila�c~oes. Neste
contexto eu chamo os elementos da fam��lia� k de sinais e vamos obter com
transla�c~ao e dila�c~ao uma fam��lia de sinais sobre [a; b] que �e uma parti�c~ao da
unidade gerando um espa�co vetorialSpl � n([a; b]), de dimens~aon � 1 cujos
elementos interpolam os pontos

(xk ; yk )

em quexk s~ao os pontos m�edios dos sub-intervalos da parti�c~ao uniforme de [a; b]
com n � 1 sub-intervalos, imagem de [1; n].

O fator de dila�c~ao �e � x = b� a
n � 1 e a express~ao dos sinais sobre o intervalo

[a; b] �e

� k = � k (
x � a
� x

)

Demonstramos assim o teorema

Teorema 5 Interpola�c~ao de pontos numa faixa
Dada uma faixa do plano perpendicular ao intervalo[a; b] e considerada uma

parti�c~ao uniforme deste intervalo, considere a fam��lia de pontos desta faixa do
plano

(xk ; yk )

em quexk s~ao os pontos m�edios dos sub-intervalos da parti�c~ao uniforme de[a; b]
com n � 1 sub-intervalos.

Existe um elemento de um espa�co vetorial den-splines que interpola estes
pontos, sendo este elemento gerado por uma base� k de n-splines a suporte
compacto bem de�nida a partir de um n�ucleo n � 1-splines com suporte em
[� � x; � x].
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