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Resumo

Neste trabalho pretendemos deduzir a equacgao da catendaria, que descreve
a curva de um cabo flexivel, nao elastico e homogéneo suspenso nas extremi-
dades. Vamos estudar o problema de um cabo preso em seus dois extremos
como os que empregados nas companhias elétricas para levar a corrente de
alta tensao entre as centrais elétricas e os centros de consumo. A catenaria
como a cicléide sao duas curvas importantes na Fisica e na Matematica.

A curva que descreve um cabo que esta fixo por seus dois extremos e nao
estd submetido a outras forgas diferentes do seu préprio peso(gravidade) é
uma catendria. A catendria foi confundida a principio com a parabola(por
Galileu Galilei) até que o problema foi resolvido pelos irmaos Bernoulli si-
multaneamente com Leibniz e Huygens.
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1 Introducao

A catenaria(do latim catena, corrente) é um tipo de suporte para os cabos
de uma rede elétrica. E conhecida como uma curva que descreve o aspecto de um
cabo suspenso por suas extremidades submetido apenas a forca da gravidade.

O problema de descrever matematicamente a forma da curva formada por um
fio suspenso entre dois pontos e sob a agao exclusiva da gravidade foi proposto por
Galileu Galilei, mencionando a conjectura de que a curva fosse uma parabola. Aos
17 anos de idade, o matematico e fisico holandés Christiaan Huygens(1629-1695)
mostrou, em 1647, com argumentos fisicos, que a conjectura era falsa sem, contudo
descobrir a expressao analitica da curva. Em 1669, um outro matematico, Joachim
Jungius (1587-1657), publicou um trabalho também refutando a idéia de Galileu,
de que a Catendria seria uma parabola.

Em 1690, Johann Bernoulli relancou o problema a comunidade cientifica. A
solucao do problema foi publicada independentemente em 1691 por John Bernoulli,
Leibniz e Huygens.

Figura 1: O Cabo Suspenso

No site Wikipédia, a enciclopédia livre, hé referéncias para esse tema.

Vocé poderd encontrar uma citagdo em portugués aqui [2].

E em inglés aqui [3].
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2 Modelando a Curva do Cabo Suspenso

Suponhamos um cabo perfeitamente flexivel(para que possa formar uma curva),
suspenso nas extremidades A e B, sob a acao do seu préprio peso.

Figura 2: Sistema Cartesiano

Vamos considerar que G seja o modulo da for¢a peso por unidade de compri-
mento e suponhamos s o comprimento total do cabo. Com isso, podemos dizer
que o modulo da forca peso total serda Gs.

Agora tomemos um ponto C do cabo.

Figura 3: Um Trecho OC do Cabo

Se o cabo estiver em repouso, ou seja, se houver um equilibrio entre as forcas
entao
T+(-H)+P=0
onde T' é a tensdo no ponto C, H ¢é a tensdo no ponto mais baixo do cabo(o ponto
O) e P é o peso do trecho OC.
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2.1 Podemos notar aqui uma Observagao

Ha equilibrio de forcas quando o cabo estiver suspenso, sem ruptura, sendo
esta a situagcao que iremos estudar. F a forca atuante em todo e qualquer corpo
presente na atmosfera € a principal forca atuante no Cabo, a forca da Gravidade.

Porque este é um problema descrito por uma Equagdo diferencial,
sendo uma questdo de estatica?

Diferentes cabos (feitos com material distinto, distintos comprimentos, distin-
tas dimensdes) irao produzir curvas distintas, sdo estas curvas, as solugoes da
equacao diferencial que estamos estudando. Um cabo, uma solugao!

Equacoes diferenciais necessitam de condigoes iniciais para podermos descrever
aquela determinada solucdo, o determinado cabo. Assim, para diferentes condi¢oes
mictais, como as descritas anteriormente, teremos entao diferentes curvas, dife-
rentes solucoes para o Cabo Suspenso.

Aqui estd a dinamica descrita pela equacdo diferencial procurada.

Isso justifica a questao como Equacao diferencial.

Assim, pelo equilibrio podemos obter as equacoes

—ﬁ + f.cosazo
]3—1— T.senazO

Como P é o peso do trecho OC do cabo(ver Figura 3) e considerando G a forga

peso por unidade de comprimento e s o comprimento do cabo, temos que P = G's.
Assim, da Figura 3, podemos calcular o seguinte esquema

T Gs

H

Figura 4: Atuacao das Forgas

Como T & tangente a curva y = f(z) entdo podemos ter que

tg a= f'(z)

e pela Figura 4 temos que

= &

Gs
tga=— — lgj:
9 7 f(z)
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2.2 Deducgao do comprimento do Cabo

Tomemos a curva

o 1 2 n-1

Figura 5: Cabo Suspenso como uma Poligonal

Sendo a curva acima continua no intervalo [a, b], vamos definir seu comprimento
nesse intervalo considerando os pontos

Py =(a, f(a)) e P,=(bf(b))
Observando o gréafico da curva, temos uma poligonal determinada pelo pontos
P, : 1< i < n ; onde cada P, = (x;, f(x;))
podemos entao definir seu comprimento como
C=lim > [PP) (2)
i=1

onde

|Pio1 Py = \/(Azi)? + (Ay:)? = V(21 — 2im1)? + (f(20) — flzim1))?

e que podemos fazer

(f(zi) — f(mi—l))z]

(«Tl - Iz‘—1)2

(3)

|P,_1 Py = \/(xl —xi1)? [1 +

Como f é continua com derivada continua, pelo Teorema do Valor Médio do
Calculo Diferencial, temos que

(f(2i) = f(2icn)) = f1(T0) (21 — 231)

para algum 7; tal que z;,; <7; < ;4

E assim, pela equagao (3), teremos

[Py Pyl = /(21— 2i)? . (14 [f/()?])
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e ainda podemos ter

PPl =/ (1+[f(@)] ) . Az

em que Azx; = ;1 — x; para 1 <1 < n.

Retomemos a equacao (2).
Temos o seguinte

n—oo 4

C=1lim > V(1+[f(@)P). Az

e assim teremos

¢= [ VT @) ds

Como s é o comprimento do Cabo, entao temos que

@)= [ VT @) ds

derivando teremos

s'(@) = V(1 +[f(@)]?)

Agora retomemos a expresao (1).

Temos que
G's
fl@)=—
H
vamos derivar novamente essa expressao
G
f(@) == s'(x)
H

—

(6)

Como — ¢é uma constante, que é denominada Constante de especificidade

H
do Cabo, podemos chamar

T
I
(@)

e pelas equagoes (5) e (6) teremos que

f'(@)=c V(14 [f(@)])

(7)

Portanto, pode-se concluir que a resolucao da equacao (7), uma equagao dife-
rencial ordinaria do segundo grau, de segunda ordem, nao linear nos

fornecerd a equagao da Curva(Cabo Suspenso).
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2.3 A Equacao Encontrada

Ao realizarmos alguns cdlculos, chegamos a equagao

['@)=c v/ (1+[f(2)]P)

Uma equacao diferencial de sequnda ordem, do sequndo grau incompleta que
portanto € nao-linear.

—

Temos nessa expressao, uma constante ¢ = — denominada Constante de

especificidade do Cabo e como se trata de umaHEquagdo diferencial, essa con-
stante € uma condigdo inicial para a determinacao da Equacdao do Cabo.

Uma outra condig8o inicial € o comprimento s = s(x) do cabo, que foi
deduzido aqui e ficou determinado por

s(z) = / VOTF@E) d

cuja derivada é

s'(2) =V ( 1+ [f(2)]?)

que se aplicou na expressao (6), ficando assim determinada a Equagao

f'@)=cV(1+[f(2)]?)

2.4 Uma avaliagao do Resultado obtido

Observe que na solugao aparece o comprimento da curva

@) =V(1+[f(2)]?) = s() =/ V1+[f(@)]?)

que € uma das condi¢des iniciais - produz diferentes curvas.
Como também aparece uma constante

CcC =

T

que esta ligada ao material do cabo - outra condi¢ao inicial.

Isto € proprio de uma equagao diferencial de sequnda ordem

Duas(02) constantes(condigdes iniciais) que irfo determinar uma
curva(solug3o) .

Portanto, a curva' procurada serd obtida através da resolucdo da Fquacdo
diferencial de sequnda ordem, do sequndo grau incompleta expressa por

f'@)=cV(1+[f(@))

Lo Cabo Suspenso
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