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Resumo

O nimero e faz parte da famosa equacdo de De Moivre-Euler e'™ —1 =
0 e varios autores se dedicaram ao seu calculo. Neste artigo estou mos-
trando duas sucessoes de Cauchy, uma crescente, a outra descrescente que
definem e, incluindo um aplicativo em Python que simula estas successées.
Em seguida vou construir o logaritmo com somas de Riemann uniformes
e deduzir geométricamente a derivada da exponencial.

palavras chaves: aplicativo em Python; equagao de De Moivre-Euler;
sucessoes de Cauchy; logaritmo; exponencial.

The number e belongs to the famous Euler equation '™ — 1 = 0 and
several authors have dealt with its expression. Here I am presenting two
Cauchy sequences that define e, one is increasing and the other is decre-
asing and an application written in Python simulates these sequences. 1
will present logarithm with uniform Riemann sums and finally produce
the derivative of the exponential geometrically.

keywords: De Moivre-Euler equation; Cauchy sequence; Python ap-
plication; logarithm; exponential.



1 Introducao

Neste artigo vou reunir trés topicos que se encontram relacionados e em geral
nao sao apresentados num mesmo contexto.

1. O primeiro é que a derivada da exponencial é ela mesma e vou demonstrar
geometricamente.

2. Antes vou construir o logaritmo como integral da funcao f(z) = % na
reta positiva. Esta fungao racional nao tem integral, mas ela ¢é integravel
e como consequéncia sua integral define uma nova fungao, o logaritmo
natural. Vou demonstrar a propriedade fundamental do logaritmo baseada

numa propriedade fundamental da integral desta fungao.

3. A base do logaritmo natural, que vai ser a base da exponencial é um
nimero irracional e vou usar somas de Riemann uniformes tanto para de-
finir o logaritmo como obter um valor aproximado para este novo nimero,
e. Serd uma aproximacao grosseira porque o método exige muito poder
computacional vou me contentar com a obtengao de uma ou duas casas
decimais.

4. Para obter uma melhor aproximacao para o ntmero e eu vou definir duas
sucessoes, uma decrescente e outra crescente. A sucessao decrescente tem
a sucessao crescente como cota inferiror e vice versa portanto ambas as
sucessoes tém limite e vou provar que a distancia entre os termos gerais
destas sucessoes é menor que € qualquer dado, entao elas se encontram na
mesma classe de equivaléncia no sentido de Cauchy, quer dizer definem
0 mesmo numero real. Apresento um aplicativo em Python que desen-
volve estas sucessoes e vou poder mostrar uma melhor aproximacao para
0 numero e.

5. Comego com um lema, uma desigualdade polinomial de que vou precisar
para as demonstragoes das propriedades da sucessoes.

6. Este artigo também traz um desafio para os historiadores da Matematica,
Abraham De Moivre foi um francés refugiado politico em Londres, era
calvinista, e na Franca reinava a chamada rainha catdlica que condenava
a morte os franceses que tivessem alguma notoriedade e que nao fossem
catélicos. De Moivre viveu em Londres perambulando pelos cafés cujas
mesas ele usava para dar aulas de Matematica e xadrez mas Newton reco-
nhecia o seu valor matematico porque, dizem, quando lhe chegavam com
uma questao mais avancada de Matematica, ele sugeria que procurassem
De Moivre que sabia daquilo muito mais do que éle. De Moivre descobriu
a parte exponencial da chamada equacao de Euler

(cos(nd) + isin(nd)) = (cos(8) + isin(@))’_‘; (1)
(cos(f) + isin(0)) = e'; (2)
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Meu desafio, De Moivre teria comunicado sua descoberta a Euler que
assim, sem divida com grande genialidade terminou estabelecendo

e™ = (cos(m) +isin(r)) = -1 = €™ +1=0; (3)

de onde ele também deduziu imediatamente a expressao da exponencial
complexa
z=x+iy = e =T = %", (4)

sendo esta a razao pela qual prefiro chamar
€T +1=0; (5)
de equacao De Moivre-Euler.

Vou desenvolver o trabalho na ordem inversa desta descrit¢ao comecando
por uma aproximagao melhor do nimero e, justifico, apresentei a proposta na
ordem inversa como uma atragao para o leitor, dizem, num artigo, em geral, se
1é a introducao, e, se convencido, o leitor 1& o restante.

2 Um lema

Vou fazer uso de uma identidade polinomial que apresento como um lema.

1 (Polinémio ). Uma identidade polinomial

Dados dois nimeros a,b vale a identidade

—~
D
=

n<<m,p=m-—n,
a™ — aPb™ = aP(a™ — ") =

=aP (a"‘l +a" 2+ +ab 2+ b"_l) (a —b);

AA
©
x d

.' Para demonstrar basta executar o produto indicado na equagdo (eq.8) para
obeter a expressio na (eq.7).

Esta identidade generaliza uma outra bem conhecida
a" —b" = (a"""+a" b+ 4 ab" 2+ 0" ) (a — b); (9)

que é o caso m = n do lema.

3 Uma sucessaorescente e outra decrescente

Vou apresentar duas sucessoes, uma crescente, o, e outra decrescente, 7 que
convergem para e. O método que vou usar é o da comparagao das duas sucessoes.
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Dadas duas sucessoes, 7,, 0, se

T, for decrescente;

oy, for crescente;

(Vn)1n > on > 0;

Ve)(0 < e < 1)1 —on| < g

(10)

entdo 7 e o tem o mesmo limite, ou ainda sdo duas sucessdes Cauchy-
equivalentes que definem o mesmo numero real.

T g™ Q)" (g (45" 1(1+1)
Tm—1  Qtmop)™ 1 (Qtpip)mt >z (1+Z)m (11)
Im (1+7n )777- 1(1+ . ) 1 .
T 2 e =1t >k (12)
07121:>0m20m 1 (13)
m>n = op >0, (14)
= (1+ 5219)" = (&59)% (15)
T (14 519)" (2o 2
i = e = mne = () e (16)
k=2 = Z=(Pi=%>1 = n>n ar)

T3

Hipétese de indugao k = n; as)
2

7'771-11 = (ng—l)nnﬂ >1 = 7y > Tng1;

Tn n+1)%2 \n+1n+1.
k=n+1 = —Tni;:(%) +ln_1-;, (19)

Tl _ (_(n+1)? \nt1n+l (n4+1)? \ni1

s = (G0 e > () ni > b (20)
:ni; >1 = Tpy1 > Tngo; (21)
=1+ 55)" > (14 3)" = on; (22)

a sucessao o é crescente, a sucessao T, ¢ decrescente e T, > oy para todo
k > 2 porque 7, nao estd definido. Definido 7 = 3 entao 7 > o} para todo k.
Isto é suficiente para provar que as duas sucessoes sdo convergentes e portanto
duas sucessoes de Cauchy.

Os aplicativos escritos em Python foram usados para me guiar na busca do
caminho mais curto para as demonstracoes das propriedades de ¢ e 7, e servem
para mostrar que hd uma infinidade de tais sucessoes semelhantes a o e 7,
convergindo para e da forma

(1+ ﬁ)m; descrescente; (23)
(1+ mia)m; crescente;
para a > 1;
def f(m):

from math import pow;
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a=1.5;
return pow(l + 1/(m+a),m); ### a>0 m > a , crescente

def g(m):
from math import pow;
a=1.5;
return pow(l + 1/(m-a),m); ### a>0; m > a, decrescente

contador =0;
I = range(11,20000);
for m in I:
if(g(m)> g(m-1)):
contador=contador+1;

print(contador) ;
contador =0;
for m in I:
if(f(m)< £(m-1)):
contador=contador+1;

print(contador) ;

Tenho que provar a udltima parte da afirmagao relativamente as duas su-
cessoes Ty, 0k, que a distncia |1 — ok | é menor do qualquer seja e dado, e vou
fazer, novamente, uso do lema.

Tn—on =1+ ﬁ)" —(1+ %)", (24)
a” =1 0" =0, = (25)
(@ =) =(1+2)" '+ 1+ 25)" 20+ +--+ (26)
+.o (T D (A = L) (27)
(a™ = b") < n(1 + ) e, (28)
(@ =b") =7 —on < (L+ 25)" 1 L (29)
(a"=b") =7 —0p < (1 + 25)" s (30)
|Tn_o'n|:7'n_0'n§7-nﬁ§ nT_21; (31)
T —0on| < 727 =6 (32)
O limite comum entre as duas sucessoes é o nimero e.
Dado ¢ = 22 a distancia entre 7, € o, é menor do ¢ entdo estas duas

n—1
sucessoes se encontram na mesma classe de equivaléncia de Cauchy e definem o

mesmo numero real e. Dado € posso escrever o valor de e com um erro menor
do que € da defini¢ao de sucessao de Cauchy,

{ T1000 = 2.7196422164428503654 > 2.71828182845904523536 ~ ¢; (33)

e~ 2.71828182845904523536 > 01000 = 2.71692393223589245738;
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0 erro € nestas aproximacgoes é ¢ = 0.002. O valor aproximado para e =
2.71828182845904523536 eu obtive com a método exp(1l) do Python contido
na biblioteca math,

Sem grandes mudancas se pode mostrar que

Tk:(a+L)k>ak:(a+l)k;a>1; (34)
k—1 k
e assim hé uma infinidade de sucessoes decrescentes que tém o niimero e como
limite, assim como sucessoes crescentes que tém o mesmo nimero como limite.
No seu famoso livro de Célculo, (Courant, 1961, vol I), Courant prova que
e é o limite da sucessao o comparando-a com a sucessao das somas parciais da
série dos inversos do fatorial. Eu tentei usar a sucessao dos inversos do fatorial
mas python nao suportou os mesmo valores para o fatorial que estes que usei
com o e T.
Mais alguns aplicativos escritos em Python que podem lhe ser 1itil para fazer
algumas simulacoes.

def f(m):
return pow(l + 1/m,m);

def g(m):
return pow(2 + 1/(m-1),m);

I = range(11,20000);
for m in I:
if(f(m)>= (1/m)*f(m-1)):
print(m)

for m in I:
if (f(@)>= (1/m)*f(m-1)):
print (m)

for m in I:
if(f(m)<= (1/m)*f(m-1)):
print (m)

contador=0;
I = range(11,20000);
for m in I:
if(g(m)>= g(m-1)):
contador=contador+1;

print(contador)

for m in I:
if(g(m)>= g(m-1)):
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contador=contador+1;
print(contador)

contador =0;
for m in I:
if(g(m)>= g(m-1)):
contador=contador+1;

print(contador)

m=0;n=m;
I = range(m,20000);

def teste(inicio, razao):
for m in I:
n=rand (m-100,m) ;
if (f (m)<= razao*f(n)):
print(n,m,f(m)/f(n));
print (n,m,f@)/f(@));

199999 199997 200000 2.71827503268368475518 2.71827503278562091838
teste(1000,0.9)
1999949 2000000 ~1.00000000000637515832

4 O logaritmo natural

Logaritmo ¢é o nome de uma familia de fungoes estudadas intensivamente, pelo
menos desde 1614, confira (Foundation, Is.dl, logaritmo).

Esta frase contém, de certo, um erro, em 1614 nao se conhecia o conceito
funcao que se deve a Cauchy e seus contemporaneos nos séculos 18 e 19.

Os logaritmos estavam fundamentados na relacao

076Y = 0" = log;s(zy) = logs() + logs(y); (35)

em que as poténcias transformam produto em adi¢ao. O consequente na equagao
(eq.35) é comumente chamado de lei fundamental dos logaritmos.

Neste ponto, na versao anterior deste artigo, havia um erro que me foi apon-
tado por um leitor anénimo. Eu havia afirmado que se acopldssemos quaisquer
duas sucessoes, uma p.a. e uma p.g. o resultado seria uma tabela de logarit-
mos. Isto é falso e eu corrigi a equagao (eq.35) indexando a funcdo log com a
base § da qual ela depende. Nao é qualquer par de p.a. e p.g. que forma uma
tabela de logaritmos é preciso sincronizar zero e 1 mesmo que a tabela nao faca
a associacao loggs(1) = 0.
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Cada p.g. escolhida tem uma unica p.a. de modo que as duas formavam
uma tabela de logaritmos. E vale, em parte, a reciproca desta afirmacao porque
depende da escolha da base, hd uma infinidade de p.g. que se associam com uma
p-a. quer dizer que existe uma infinidade de sabores para tabelas de logaritmos.

Sp, uma p.a. = 0°" uma p.g. (36)

troque a base § e vocé tem outra p.g. sincroniza as duas e vocé tem uma nova
tabela de logaritmos.

Um tipo foi predominante, as tabelas de logaritmos decimais quando a base
0 = 10.

Vocé vai ver, na continuagao, o meu método para construir tabelas de lo-
garitmos que com certeza nao foi o método utilizado pelos calculistas da Idade
Meédia. O meu método esta baseado nas facilidades que um programa de com-
putador oferece, coisa que os calculistas da Idade Média nao tinham. Eu vou
voltar algumas vezes ao que penso ter sido o método dos calculistas e farei
comparagoes com o meu.

Ainda mais, todas as progressoes dependem do termo inicial e logo vocé
vai ver que o termo inicial apenas atrapalha e assim vou escolher todas as p.a.
comecgando com zero e as p.g. comecando com 1. Porque, qualquer que seja a
base, elevada a zero, resulta em 1. E vou repetir algumas vezes que este par,
(0,1) é ponto de sincronizacao entre as duas progressoes. Na verdade o par
é (1,0), porque, nas tabelas, & direita, fica log(x) e log(1l) = 0. As tabelas
mostram os pares (z,log(z)).

Estou criando alguns problemas para o formulario das progressoes mas logo
vou mostrar que isto facilita minha vida para falar de logaritmos e que a
corregao, retomar as sagradas formulas das progressoes, pode ser feita facil-
mente.

A seguinte lista de calculos mostra o que fazer para obter uma tabela de lo-
garitmos, e vou tecer comentarios explicativos logo depois da lista de equacoes
abaixo. Nelas estou identificando sy, t,, como uma p.a. e uma p.g., respectiva-
mente, com a simplificagao que eu introduzi a respeito do termo inicial, entao,
S = 0, to =1.

Sni Snt1 — Sn = A; uma p.a. de razdo A;s, = nA; (37)
th; % =0; p.g. derazdo d > ity 1 = t,6 = 6"t = o™, (38)
sn=A+nA;s9=A=0; (39)
tn, = Co"tg = CO° = 1; (40)

Sn =nA; 890 = A =0;
{tn:55":;t0:C:1;(5>1; (41)

Estas equacgoes (eq.37) até a equagdo (eq.40), contém as defini¢oes habitu-
ais para as progressoes aritméticas e geométricas. Elas todas dependem duma
razao, e dum valor inicial que estou registrando como

sozA:O,t():C:l (42)
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para as p.a. e as p.g. respectivamente. A equagdo, (eq.41), acopla a p.g. a
uma determinada p.a. definida por § que é a base dos logaritmos cuja tabela
serd construida e cuja precisdo é a razdo, A, da p.a. Para melhorar a precisdao
duma tabela de logaritmos basta trocar a p.a. na equagao (eq.37) tornando-a
mais fina, quer dizer usando A menor. A equagdo (eq.41) é o cérebro do meu
programa de computador. Nela eu escolho

1. A que vai me dar a precisao da tabela,;
2. 0 que é a selegao da base dos logaritmos;

e o programa imprime a tabela.

Este método era muito complicado para o calculistas da Idade Média e logo
eu volto a esta questao. E 0 método préatico para produzir tabelas de logaritmos
usando um programa de computador que nao era uma ferramenta disponivel
para os calculistas.

A equagio (eq.41) lhe oferece toda a computagdo necessiria para criar uma
tabela de logaritmos e, com toda a certeza, nao foi o método que os calculistas
usaram para produzir as suas tabelas porque seria muito complicado como tra-
balho manual que eles faziam. Certamente, e nao tenho a informacao histérica, o
método que eles usavam consistia na construcao das duas sucessoes, a geométrica
por multiplicagao sucessiva do termo anterior por § e a p.a. por adi¢do sucessiva
do A. A préatica que eles tinham de fazer contas, que nds hoje perdemos, os faria
construir estas tabelas numa sucessao de algumas noites de trabalho, duas ou
trés madrugadas de trabalho quando tudo estava silencioso a volta, com auxilio
de velas novas que oferecessem bastante luz para que a vista nao ficasse cansada
com os célculos minuciosos.

Novos 0, A e uma novissima tabela mais precisa e mais moderna estava
construida.

Quanto menor for A mais precisa serd a tabela de logaritmos. Vou repetir
esta frase porque penso que ela nao ficou clara, os calculistas provavelmente
construiram tabelas de logaritmos decimais, entéo, para eles § = 10, a novidade
duma nova tabela estava na razao A e posso adiantar que as duas primeiras
linhas duma nova tabela seriam

x log(x)
Uma novissima tabela || 6 = 10°-9000T T"A = 0.00001
1(0-00002 0.00002

A primeira linha define o A da tabela, depois de produzida a tabela eles, os
calculistas, apagavam a “§” e “A” que era o segredo industrial da tabela. E cada
nova linha era produzida com uma nova multiplicacao por 4, a esquerda, e uma
soma com A, a direita. Observe que este método ja deixava as duas progressoes
sincronizadas, a aritmética e a outra geométrica, de acordo com (eq.41) se cria
a possibilidade de a partir de valores obtidos numa encontrar valores sobre a
outra. As progressoes geométricas sao sucessoes de poténcias a partir dum termo
inicial. Se este termo inicial for 1, as progressées geométricas sao exatamente

Mesmos os capitalistas
da Idade Média, ja
escondiam os seus segredos
industriais. . .
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uma sucessao de poténcias duma certa base e esta base caracteriza os logaritmos.
Vou me fixar nas progressoes geométricas cujo termo inicial seja 1, entao uma

tal progressao é da forma
t, =Co°;C =1, (43)

e vocé pode expandir esta progressao considerando n € Z e vocé vai ver que
isto é inttil considerando os logaritmos. A restricao § > 1 é til, e os calculistas
devem ter trabalhado com esta restricao, mas nao é necessaria porque a troca
entre

d>1loul<d<1 (44)

se reduz a simples troca de sinal do expoente, passar a usar logaritmo negativo,
entao, alternar entre multiplicagao e divisao.

Para dividir se subtraem os logaritmos!

A expansdo n € Z também nao oferece nada de novo, e corresponde a troca
entre multiplicar ou dividir, novamente. As tabelas se restringiam aos logaritmos
positivos e aos nlimeros positivos e quem as usassem tinham que se lembrar que
ab < 0 se os termos na multiplicacao tiverem sinais diferentes!

A sucessdo descrita na equagao (eq.43), uma p.g., coloca em correspondéncia
as duas sucessbes, a geométrica em que t, = 6°" e a progressdo aritmética
sn = nA e eu lhe posso mostrar, imediatamente, a razdo pela qual este invento
foi marcante.

Na listagem de equacOes abaixo vocé tem as poténcias de § = 2.1415 ~
\/5, desde £ = 1 até k = 13. Esta escolha foi feita porque /2 é um numero
“interessante”. Mas os calculistas, seguramente usariam ntmeros préximos de
1 para obter mais precisao nas tabelas, e mais calculo trabalhoso, mas eles eram
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experientes e eu uso computador!

a = 21415~ V/2; (45)
k=1-21415; (46)

k =2 — 4.58602225; (47)

k = 3 — 9.820966648375; (48)

k = 4 — 21.0316000774950625; (49)

k =5 — 45.03917156595567634375; (50)

k = 6 — 96.45138590849408089014; (51)

k = 7 — 206.55064292304007422624; (52)
k = 8 — 442.32820181969031895548; (53)
k =9 — 947.24584419686681804317; (54)
k = 10 — 2028.52697534759029083945; (55)
k = 11 — 4344.09051770686460783268; (56)
k = 12 — 9302.86984366925055767369; (57)
k = 13 — 19922.0957702177000692582; (58)
k = 14 — 42663.16809192120469831644; (59)
k = 15 — 91363.17446884925986144465; (60)
k = 30 — 8347229649.02538923680439574594; (61)

Os calculistas da Idade Média compreenderam isto e comecaram a calcular
tabelas de progressoes geométricas com razoes extremamente pequenas sincroni-
zadas com progressoes aritméticas como é o caso nas equagoes (eq.46)- (eq.61)
em que vocé tem duas progressoes, aritméticas e geométricas sincronizadas. E
vendiam os livrinhos com estas tabelas com o nome de tabela de logaritmos.

a=2.1415 ~ V/2; (62

91363.17446884925986 = 2.141515; (63

91363.17446884925986 * 91363.17446884925986 ~ 8347229649.0253892368043953712664
8347229649.02538923680439537126 ~ 2.14153; (65

o — D

Entéo se eu tiver uma tabela com uma listagem fina das poténcias de § =
2.1415 e se quiser o produto na equacao (eq.64) basta-me somar 15 & poténcia
que corresponde ao numero

91363.17446884925986;
obtendo a poténcia 30 e verificar o resultado é
8347229649.02538923680439537126;
Quer dizer que substitui a operacao complicada de multiplicar

91363.17446884925986 * 91363.17446884925986 (66)
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pela soma de poténcias. As poténcias sao os logaritmos!

As poténcias sao os logaritmos e formam uma progressao aritmética, e os
resultados da operacao poténcia formam a progressao geométrica, sao os ele-
mentos da progressao aritmética que vou colocar sincronizada com progressao
aritmética formando uma tabela de logaritmos.

Este exemplo é “muito pouco sofisticado”, porque a minha tabela de logarit-
mos nas equagoes (eq.46)- (eq.61) é muito fraquinha! Passe a frente no texto
para encontrar uma tabela de logaritmos mais avancada. A minha tabela de
logaritmos, quando eu estudava no Ensino Primario em 1953, era um livrinho
com mais de cem paginas e me permitia fazer contas de multiplicar com notavel
precisao.

Os logaritmos perderam este sentido porque vieram as maquinas de calcular
elétricas e eletronicas e hoje multiplicamos apertando alguns botoes. Nao se
engane pelo saudosismo contido na frase acima, por um lado nés avangamos
cientificamente e o tempo perdido procurando os logaritmos numa tabela para
fazer uma conta de multiplicar, ou calcular uma raiz quadrada, sao compensa-
dos pela rapidez com que um programa de computador efetua estas tarefas o
que torna possivel que um moédulo espacial saia da Terra e chegue ao planeta
Marte em alguns meses ... coisa que seria impossivel com operadores em terra
corrigindo o voo usando uma tabela de logaritmos.

Mas os logaritmos foram usados de modo sistematico até a década de 70
do século passado quando as maquinas eletronicas lhes tomaram o lugar como
“maquinas de calcular” depois de 350 anos dum servico exemplar. Neste avango
os logaritmos perderam lugar para fazer contas e ganharam uma posicao mais
avangada em outras anélises da Matematica. Eles nao perderam o lugar, apenas
ganharam outra funcao e o que nao cabe mais é que eles continuem sendo assunto
de exames como o ENEM, como “maquina de calcular”.

Por que logaritmos decimais foram preferidos

Os logaritmos decimais, que foram de longe os mais usados, sao obtidos
quando A = 10™, n um ndmero inteiro, negativo, em moédulo suficientemente
grande, quer dizer que

A =0,000000...001, a diferenga,d = 10 a base; (67)

e a razao para esta escolha se encontra em que basta uma tabela de logaritmos
em que p.a. va de zero ao nimero mais proximo de 1000 para que se possam fazer
contas com todos os numeros possiveis. Vou logo corrigir esta afirmagao
falsal

Por exemplo, considere os nimeros 1,01 e 10001 que diferem de quatro casas
decimais, quer dizer pela multiplicagao por 10000

log(1.01) = 0.00432137378264257428
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log(10001) = 4.00004342727686266963

usando uma tabela que fosse de 1 até 1000 varreria todos os nimeros apenas
com acréscimo dum nimero inteiro na parte inteira do logaritmo, chamada de
caracteristica porque a parte decimal, chamada de mantissa, seria a mesma. Se
a tabela fosse até 1000000 a probabilidade de erros seria menor e eu nao me
lembro qual era a expansao das tabelas de logaritmo do meu tempo do Ensino
Fundamental que se chamava primario.

Aqui havia um erro, imperceptivel para a precisao necessaria até meados
do século 20 mas que o programa calc registrou na quarta casa decimal de
log(1.01)

log(1.01) < log(10001) (68)

porque log,, é uma fun¢ao crescente.

Mas este exemplo justifica porque as tabelas de logaritmo decimal domina-
ram, com § maior, e com A menor, seria possivel obter grandes listagens de
logaritmos empurrando o erro varias casas decimais para frente. Nao tenho
certeza, mas minha tabela de logaritmos do “Ensino Médio” deveria ter umas
cem paginas para cobrir os logaritmos até 1000.

4.1 Usando logaritmos

No final do século 17 foi uma construida uma maquina de cédlculo, a régua de
calculo, “slide rule” , em inglés, baseada no principio da correspondéncia entre as
duas progressoes, apenas usando uma distribuigao logaritmica para as marcagoes
numeéricas, como vocé pode ver nas figuras (fig[l), (fig 2l) pdgina 121

Figura 1: Régua de célculo

Sao fotos da minha régua de cdlculo que esté perfeita e bem conservada em-
bora eu nao tenha mais a pratica dos meus tempos de estudante de graduagao
em Matematica da década de 60. Haviam certames entre os estudantes para
medir a rapidez e a precisao dos calculistas com a régua e alguns conseguiam

o nome foi trocado pela dita-
dura militar de 1°de abril de
1964, quebrando a a nossa
histéria porque eu estudei no
grupo escolar José Verissimo, no
primdrio, em Belém, que hoje
pegou o nome estranho de
EEF José Verissimo. Na verdade
o que ficou estranho é eu di-
zer que estudei no grupo escolar
José Verissimo. A ditadura militar
me transformou num ser ex-
traterrestre!
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Figura 2: 2x3=6

fazer a leitura de vdrias casas decimais entre duas marcas que as réguas tra-
ziam. Foi uma habilidade que se perdeu com a facilidade que os computadores
oferecem. . .

Fazendo uma busca com um dos termos “régua de cdlculo” ou “slide rule”
vocé vai encontrar imagens melhores e inclusive mais explicacoes sobre o uso
deste antigo instrumento e o nome do seu inventor, o inglés William Oughtred.
Bom, Oughtred de fato criou um instrumento que foi sendo melhorado ao longo
dos 200 anos que se passaram, a busca na internet vai lhe mostrar a evolugao
do instrumento que nao podia dispensar as tabelas dos calculistas porque eram
cépias da precisao dos calculos manuais transferidos para as réguas plasticas.

Até 1960, as chamadas tabelas de logaritmos, eram indispensaveis nas esco-
las e todo estudante tinha a sua tabela, ou a sua régua de cdlculo. Foi uma
das invengoes mais prolificas da Matematica, foi a “méquina de calcular” usada
pelos calculistas do final Idade Média, descritos no livro, Mirifici Logarithmo-
rum Canonis Descriptio por John Napier, em 1614, e ainda estavam uso até a
primeira metade do século 20.

Os calculistas descobriram o segredo dos logaritmos: colocar em corres-
pondéncia duas progressoes, uma geométrica e a outra aritmética com a sin-
cronizagao dos elementos neutros da multiplicacao e da adicao. Nas réguas de
calculo, muito engenhosamente, apareciam apenas as marcas numa distribuigcao
logaritmica, entao, ao deslisar a parte interior da régua movimentando o 1 até
que ele se ajustassem & marca dum determinado logaritmo, ao procurar o outro
logaritmo na banda imével da régua, os dois logaritmos estavam sendo somados
oferecendo o resultado da multiplicagdo. A operacdo inversa, uma subtracdo
das escalas, seria divisao dos dois ntimeros escolhidos. E esta operacao pode-
ria ser iterada colocando a marca do 1 no resultado para multiplicar com um
terceiro nimero e assim sucessivamente. O cursor mével servia para identificar
o resultado da primeira operagao e marcar o ponto de seguir para a operagao
seguinte. As réguas mais sofisticadas traziam marcagoes logaritmicas dos dois
lados permitindo operagoes bem mais complexas o que incluia logaritmos das

As primeiras réguas de
célculo eram de madeira.
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fungoes trigonométricas, sin, cos, exp e das fungoes hiperbdlicas.

Uma famosa empresa alema investiu fundo na construcao destas réguas e
vendia por alto prego suas réguas sofisticadissimas com mais de uma régua
deslizante, multiplas fungoes matematicas para serem compostas. Composigao
de fungoes era uma generalizacao da multiplicagao e as réguas de cdlculo mais
sofisticadas faziam isto.

O algoritmo

Um exemplo simples vem quando vocé escrever as sucessiveis poténcias de
um ndmero § > 1, as poténcias formam uma progressao aritmética, e o resultado
de elevar § a cada uma dessas poténcias é uma progressao geométrica. Eu fiz
isto com algumas poténcias de 2.1415 nas equagoes (eq.46)- (eq.61).

Os calculistas da Idade Média descobriram o poder desta sincronizagao e
comecaram a colocar longas listas de p.g. sincronizadas com p.a. e depois so-
mando os termos na p.a. podiam descobrir quanto valia o produto dos ntimeros
em correspondéncia que apareciam na p.g. E bastava diminuir a razao da p.a.
e assim obter uma tabela de logaritmos mais precisa que seria um novo produto
para ser colocado a venda, com uma propaganda nos moldes do século 21, uma
novissima tabela de logaritmos, de altissima precisao calculada recentemente
pelo calculista Edgard Venant.

Experimente, na pédgina [I§ vocé encontra uma tabela de logaritmos Se
vocé quiser efetuar o produto dos nimeros 1.1651390, 1.1973770, leia os logarit-
mos que lhe correspondem na coluna ao lado dos mesmos:

e 1.1651390 — 0.175 = log(1.1651390)
e 1.1973770 — 0.20625 = log(1.1973770)
e 0.1754 0.20625 = 0.38125 <= 1.3951107 = 1.1651390 x 1.1973770

Usando calc, uma linguagem de programagao de dominio ptblico, o resul-
tado que encontrei é

1.1651390 * 1.1973770 = 1.395110640403 (69)

portanto ha um erro na sétima casa decimal usando esta tabela de logaritmos.
Com uma tabela mais precisa este erro pode ser mais reduzido.

Uma tabela de logaritmos, essencialmente, é a listagem das duas progressoes,
a aritmética, a coluna de log(x), e a geométrica, a coluna do x, obtida, no meu
caso usando a progressdo aritmética como expoentes dum § escolhido como ja
descrevi acima, sincronizadas pela associagao

0~ 1; (70)
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pondo em correspondéncia os elementos neutros da adicao e da multiplicagao.
Se a p.g. for obtida por este método, usando a p.a. como expoentes, basta
sincronizar as duas usando 0,1. As réguas de cdlculo eram as tabelas transfor-
madas em marcas com distancias logaritmicas nas partes moveis da régua.

O zero é um logaritmo e nunca aparece o zero no outro lado da tabela porque
ninguém precisa de logaritmos para multiplicar por zero! Pela mesma razao, nas
réguas de calculo nao aprece o zero, porque zero nao é logaritmo e as marcas
das escalas numa régua de calculo trazem os logaritmos que devem ser somados
com os deslocamento da parte mével da régua.

A raz@o mais forte é que zero ndo pode ser elemento duma p.g., e pode, da
p-g. nula que é completamente intil.

Qualquer tabela deste tipo é uma tabela de logaritmos e no ponto em que
surgir a associacao

a—1;

se tem a base a dos logaritmos desta tabela. E vocé nao precisa saber qual é
a base para usar os logaritmos, basta construir as duas progressoes com grande
precisao:

e Fixe a associagao fundamental, 0 — 1;

e ¢ na coluna do 1 multiplique por § > 1, pequeno, este nimero d é a base
do logaritmo. Quando o logaritmo for decimal a razao A = 1.000001 e
quanto mais zero vocé escolher mais precisa sera sua tabela de logaritmos.

e na coluna do 0 subtraia ou some um A muito pequeno, em wvalor abso-
luto, novamente, quanto menor, e ainda positivo for a razao da progressao
aritmética, mais precisa sera sua tabela de logaritmos. Subtrair é inttil,
ninguém precisa e logaritmos negativos.

e mantenha as duas sucessoes acopladas na relagao fundamental. Escolha
dois ntimeros z,y na primeira coluna, identifique seus correspondes loga-
ritmos na progressao aritmética e some-os, procure a quem corresponde
o resultado da soma que é o resultado do produto dos dois ntimeros zy.
O resultado pode ter um erro que é consequéncia da precisao tabela que
vocé construiu, serd um resultado aproximado.

e Este método ndao é bom, e eu jd lhe mostrei um melhor, o meu! Acompa-
nhando os calculistas da Idade Média comece com a p.a. usando A muito
pequeno, e depois use os resultados como poténcias para o . E bem
provavel que tenha sido o método mais rudimentar usado pelos calculistas
da Idade Média porque as contas seriam mais ficeis para quem tinha a
experiéncia de fazé-las. Usando uma linguagem de programacao eu monto
em segundos uma tabela de logaritmos usando o meu método. Falei “se-
gundos” e é certo, melhor ainda, posso produzir o resultado pronto para
ser impresso em pdf usando IMTEX. Os calculistas da Idade Média precisa-
vam de algumas madrugadas para produzir uma nova tabela mais precisa,
mas hoje eu produziria um trabalho para ser colocado numa estante de
museu da Historia da Matematica.
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4.2 Logaritmos nao sao tinicos

Eu lhe expliquei como vocé pode construir uma tabela de logaritmos escolhendo
dois niimeros pequenos e positivos, um serd a razao da progressao geométrica,

~ 1 formada pelos nimeros que ficarao na coluna = e outro niimero positivo,
que chamei A que serd a razao da progressdo aritmética, a coluna do log(x).
Este deve ter sido o método dos calculistas da Idade Média. A p.g. tem como
primeiro termo 1 cujo logaritmo é zero o primeiro termo da p.a. A p.g. seria
obtida por sucessivas multiplicagoes pelo d e a p.a. obtida pela somas sucessivas
do A. Algumas madrugadas a dentro de cédlculos a luz de velas e uma nova
tabela viria a lume!

Nao interessa nem mesmo se vocé alterar a ordem de crescimento entre as
duas colunas isto significaria apenas que vocé inverteu a base do logaritmo, de
4, para %

O nidmero “muito pequeno” A representa a precisdo da tabela de logaritmos
construida. Se vocé puder encontrar a +— 1 vocé fica sabendo qual é a base
destes logaritmos. Com calc eu posso obter

In(exp(1)) -> 1; exp(1) -> 2.71828182845904523536

log(10) —> 1
para calc existem os dois logaritmos com In para chamar o logaritmo natural e
log para chamar o logaritmo decimal.

A é o segundo elemento da p.a. e § é o segundo elemento da p.g.

Mas esta descoberta nao interessa para fazer as contas com os logaritmos,
e esta segunda associacao nao é sempre possivel de ser obtida ao colocarmos
em correspondéncia as duas progressoes, o caso do numero e ilustra bem esta
dificuldade uma vez que e é um dos poucos nimeros que nao € algébrico cuja
identidade nds conhecemos. Claro, nds somente conhecemos aproximagoes do
numero e.

Na tabela 4.2 na pagina [I8, vocé vai encontrar, na coluna do logaritmo, o
nimero 1 como aproximadamente o logaritmo de e que na tabela aparece com
o valor 2.3949776 e python3 me fornece

exp(1) --> 2.718281828459045 0 erro da minha tabela é 2.718281828459045—
2.3949776 mas ainda assim ela funciona, experimente.

Esta tabela de logaritmos é chamada tabela de logaritmos naturais. E
também chamada de tabela de logaritmos neperianos. Aqui tenho uma curi-
osidade histdrica, eu nao tenho a minima ideia de como os calculistas possam
ter encontrado o nimero e ou em que momento apareceram os logaritmos na-
turais. Com definicdo moderna esta resposta é facil e natural. E uma questao
historical

As tabelas de logaritmos decimais foram as mais comuns, nelas se tinha o
par de associagoes

1—0;10—~ 1; (71)

e se vocé quiser construir uma tabela de logaritmos decimais, calcule

A =10";n < 0;n negativo, de médulo muito grande (72)
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como razao da p.a. e calcule
5 =104, (73)

como razao da p.g. e repita o trabalho dos calculistas da Idade Média durante
algumas madrugadas, ou use o meu programa durante alguns segundos.

Na tabela[£.2] na pagina[I8] vocé pode ver uma tabela de logaritmos que foi
gerada por um programa em python que pode ser baixado de (Praciano-Pereira,
2009, log_tabela_py). Este é exatamente o aspecto que tinha uma pégina da mi-
nha tabela de logaritmos que eu usava quando estudante do antigo primario.
Para executar o programa, troque o nome de log_tabela py para log_tabela.py
para que o nterpretador do python3 o reconheca.

Com este programa em python vocé pode construir uma tabela de logaritmos
de alta precisao e bastante extensa. Imprima e guarde para quando nao tivermos
mais computadores disponiveis quando teremos que retornar aos métodos de
calculo da Idade Média ou de muito antes. .. se ainda soubermos ler, as tabelas
serao uteis.

4.3 impossibilidades

A correspondéncia entre progressoes geométrica e aritmética mostra a impossi-
bilidade de que se calcule p = log(0) porque nao é possivel escrever a poténcia
6P = 0. Desta forma o dominio de qualquer fungao logaritmica real é o conjunto
dos numeros reais estritamente positivos. Se vocé quiser multiplicar niimeros
de sinais contrario tem que usar as regra

z>0y<0 = 2zy<0;2<0y<0 = zy >0 (74)

e multiplicar  por |y| ou |z| por |y|.

Na época em que Néper divulgou os logaritmos, eles foram objeto de diversas
pesquisas um dos pontos altos, certamente, foi a demonstracao, por Euler, dos
dois limites notdveis |

{ e® =1lim(1 + z/n)™;

log(z) = limn(z'/™ — 1);

log(x) = f(x,n) = n(z"/" —

f(xvn) +f(yan) - f(xyvn)

n

— g gt gl 1514111 =0;

n; (80
1); (81
1); (82

83
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X log x X log x X log x X log x
1 0 1.2440142 0.25 1.5475715 0.5 1.9252010 0.75
1.0054735 | 0.00625 1.2508234 | 0.25625 1.5560421 0.50625 1.9357386 | 0.75625
1.0109769 0.0125 1.2576698 0.2625 1.5645591 0.5125 1.9463339 0.7625
1.0165105 | 0.01875 1.2645536 | 0.26875 1.5731228 | 0.51875 1.9569872 | 0.76875
1.0220744 0.025 1.2714752 0.275 1.5817333 0.525 1.9676988 0.775
1.0276687 | 0.03125 1.2784346 | 0.28125 1.5903909 | 0.53125 1.9784690 | 0.78125
1.0332937 0.0375 1.2854321 0.2875 1.5990959 0.5375 1.9892982 0.7875
1.0389495 | 0.04375 1.2924680 | 0.29375 1.6078486 | 0.54375 | 2.0001866 | 0.79375
1.0446362 0.05 1.2995423 0.3 1.6166492 0.55 | 2.0111347 0.8
1.0503540 | 0.05625 1.3066554 | 0.30625 1.6254979 | 0.55625 | 2.0221427 | 0.80625
1.0561031 0.0625 1.3138074 0.3125 1.6343951 0.5625 | 2.0332109 0.8125
1.0618837 | 0.06875 1.3209985 | 0.31875 1.6433410 | 0.56875 | 2.0443397 | 0.81875
1.0676959 0.075 1.3282290 0.325 1.6523358 0.575 | 2.0555294 0.825
1.0735400 | 0.08125 1.3354991 0.33125 1.6613799 | 0.58125 | 2.0667804 | 0.83125
1.0794160 0.0875 1.3428089 0.3375 1.6704735 0.5875 | 2.0780929 0.8375
1.0853242 | 0.09375 1.3501588 | 0.34375 1.6796169 | 0.59375 | 2.0894674 | 0.84375
1.0912647 0.1 1.3575489 0.35 1.6888103 0.6 | 2.1009041 0.85
1.0972378 | 0.10625 1.3649795 | 0.35625 1.6980540 | 0.60625 | 2.1124034 | 0.85625
1.1032435 0.1125 1.3724507 0.3625 1.7073483 0.6125 | 2.1239657 0.8625
1.1092822 | 0.11875 1.3799629 | 0.36875 1.7166935 | 0.61875 | 2.1355912 | 0.86875
1.1153538 0.125 1.3875161 0.375 1.7260899 0.625 | 2.1472804 0.875
1.1214587 | 0.13125 1.3951107 | 0.38125 1.7355376 | 0.63125 | 2.1590336 | 0.88125
1.1275971 0.1375 1.4027468 0.3875 1.7450371 0.6375 | 2.1708511 0.8875
1.1337690 | 0.14375 1.4104248 | 0.39375 1.7545886 | 0.64375 | 2.1827333 | 0.89375
1.1399747 0.15 1.4181448 0.4 1.7641924 0.65 | 2.1946805 0.9
1.1462143 | 0.15625 1.4259070 | 0.40625 1.7738487 | 0.65625 | 2.2066931 0.90625
1.1524881 0.1625 1.4337117 0.4125 1.7835579 0.6625 | 2.2187715 0.9125
1.1587963 | 0.16875 1.4415592 | 0.41875 1.7933202 | 0.66875 | 2.2309159 | 0.91875
1.1651390 0.175 1.4494496 0.425 1.8031360 0.675 | 2.2431269 0.925
1.1715164 0.18125 1.4573831 0.43125 1.8130054 0.68125 2.2554047 0.93125
1.1779287 0.1875 1.4653601 0.4375 1.8229289 0.6875 | 2.2677496 0.9375
1.1843761 0.19375 1.4733808 | 0.44375 1.8329068 | 0.69375 | 2.2801622 | 0.94375
1.1908588 0.2 1.4814454 0.45 1.8429392 0.7 | 2.2926427 0.95
1.1973770 | 0.20625 1.4895541 0.45625 1.8530266 | 0.70625 | 2.3051915 | 0.95625
1.2039308 0.2125 1.4977072 0.4625 1.8631691 0.7125 | 2.3178090 0.9625
1.2105206 | 0.21875 1.5059049 | 0.46875 1.8733672 | 0.71875 | 2.3304956 | 0.96875
1.2171464 0.225 1.5141475 0.475 1.8836211 0.725 2.3432515 0.975
1.2238084 | 0.23125 1.5224352 | 0.48125 1.8939311 0.73125 | 2.3560774 | 0.98125
1.2305070 0.2375 1.5307683 0.4875 1.9042976 0.7375 | 2.3689734 0.9875
1.2372422 | 0.24375 1.5391469 | 0.49375 1.9147208 | 0.74375 | 2.3819400 | 0.99375
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X log x X log x X log x X log x
2.3949776 1.0 | 2.9793863 1.25 | 3.7063991 1.5 | 4.6108134 1.75
2.4080865 1.00625 | 2.9956940 1.25625 | 3.7266861 1.50625 | 4.6360507 1.75625
2.4212672 1.0125 | 3.0120910 1.2625 | 3.7470842 1.5125 | 4.6614262 1.7625
2.4345200 1.01875 | 3.0285777 1.26875 | 3.7675939 1.51875 | 4.6869406 1.76875
2.4478454 1.025 | 3.0451546 1.275 | 3.7882159 1.525 | 4.7125946 1.775
2.4612437 | 1.03125 | 3.0618223 1.28125 | 3.8089507 1.53125 | 4.7383891 1.78125
2.4747154 1.0375 | 3.0785813 1.2875 | 3.8297990 1.5375 | 4.7643247 1.7875
2.4882607 | 1.04375 | 3.0954319 1.29375 | 3.8507615 1.54375 | 4.7904023 1.79375
2.5018803 1.05 | 3.1123748 1.3 | 3.8718387 1.55 | 4.8166226 1.8
2.5155743 1.05625 | 3.1294104 1.30625 | 3.8930312 1.55625 | 4.8429865 1.80625
2.5293434 1.0625 | 3.1465393 1.3125 | 3.9143398 1.5625 | 4.8694946 1.8125
2.5431878 1.06875 | 3.1637619 1.31875 | 3.9357650 1.56875 | 4.8961478 1.81875
2.5571079 1.075 | 3.1810788 1.325 | 3.9573074 1.575 | 4.9229470 1.825
2.5711043 1.08125 | 3.1984905 1.33125 | 3.9789678 1.58125 | 4.9498928 1.83125
2.5851773 1.0875 | 3.2159974 1.3375 | 4.0007467 1.5875 | 4.9769861 1.8375
2.5993273 1.09375 | 3.2336002 1.34375 | 4.0226449 1.59375 | 5.0042277 1.84375
2.6135547 1.1 3.2512994 1.35 | 4.0446629 1.6 | 5.0316184 1.85
2.6278600 1.10625 | 3.2690954 1.35625 | 4.0668014 1.60625 | 5.0591590 1.85625
2.6422437 1.1125 | 3.2869888 1.3625 | 4.0890611 1.6125 | 5.0868504 1.8625
2.6567060 1.11875 | 3.3049802 1.36875 | 4.1114426 1.61875 | 5.1146933 1.86875
2.6712475 1.125 | 3.3230701 1.375 | 4.1339466 1.625 | 5.1426886 1.875
2.6858686 1.13125 | 3.3412589 1.38125 | 4.1565738 1.63125 | 5.1708372 1.88125
2.7005698 1.1375 | 3.3595474 1.3875 | 4.1793249 1.6375 | 5.1991398 1.8875
2.7153514 1.14375 | 3.3779359 1.39375 | 4.2022005 1.64375 | 5.2275974 1.89375
2.7302139 1.15 | 3.3964250 1.4 | 4.2252013 1.65 | 5.2562107 1.9
2.7451577 | 1.15625 | 3.4150154 1.40625 | 4.2483280 1.65625 | 5.2849806 1.90625
2.7601834 1.1625 | 3.4337075 1.4125 | 4.2715812 1.6625 | 5.3139080 1.9125
2.7752913 1.16875 | 3.4525020 1.41875 | 4.2949618 1.66875 | 5.3429938 1.91875
2.7904819 1.175 | 3.4713993 1.425 | 4.3184703 1.675 | 5.3722387 1.925
2.8057556 1.18125 | 3.4904000 1.43125 | 4.3421075 1.68125 | 5.4016437 1.93125
2.8211129 1.1875 | 3.5095048 1.4375 | 4.3658741 1.6875 | 5.4312097 1.9375
2.8365543 1.19375 | 3.5287141 1.44375 | 4.3897707 1.69375 | 5.4609375 1.94375
2.8520803 1.2 | 3.5480286 1.45 | 4.4137982 1.7 | 5.4908280 1.95
2.8676912 1.20625 | 3.5674487 1.45625 | 4.4379572 1.70625 | 5.5208821 1.95625
2.8833875 1.2125 | 3.5869752 1.4625 | 4.4622484 1.7125 | 5.5511007 1.9625
2.8991698 1.21875 | 3.6066086 1.46875 | 4.4866726 1.71875 | 5.5814847 1.96875
2.9150384 1.225 3.6263494 1.475 4.5112304 1.725 5.6120351 1.975
2.9309939 1.23125 | 3.6461983 1.48125 | 4.5359227 1.73125 | 5.6427526 1.98125
2.9470367 1.2375 | 3.6661558 1.4875 | 4.5607501 1.7375 | 5.6736383 1.9875
2.9631674 1.24375 | 3.6862225 1.49375 | 4.5857134 1.74375 | 5.7046930 1.99375




4 LOGARITMO 20

Euler deve tido muito trabalho para provar o primeiro limite, eu pude me
beneficiar da notacao usada em computacao e absorvida pela Matematica como
“recebe “ que significa que estou acelerando a sucessao com o coeficiente x.

No segundo limite, o valor assintético calculado na ultima equagao se jus-
tifica: qualquer nimero, nestes casos x,y elevados a % tem limite 1 portanto
a fracdo, a esquerda tem zero como limite e assim a fun¢do f(z,n) tém a pro-
priedade aditiva do logaritmo. Também @ tem como valor assintético zero
completando as propriedades do logaritmo para o valor assintdtico de f(z,n).

Experimentando com Python:

from math import log,exp;
def f(x,n):
return n*(x**(1/n) -1);

def gl(x,n):
return (1 + x/n)*#*n;

def g2(x,n):
return (1 + 1/n)**(x*n);

a=20; n=20000;
print(f(a,n), log(a));
print(gi(a,n), exp(a));
print(g2(a,n), exp(a));

4.4 Um pouco de historia

A proposta de que o logaritmo desaparega do Ensino Médio pode se bater
com a questao da histéria. Eu acho que existe historicismo em certas tenta-
tivas pedagogicas. E fcil perceber que é impossivel construirmos o conheci-
mento usando o método historico, porque nao haveria tempo habil para fazé-
lo. .. Somente o assunto logaritmo precisaria de condensar 300 anos em algumas
semanas.

Os objetos historicos devem ser preservados em museus que sao locais que
devemos visitar regularmente e desta forma, com certeza, criar motivagoes para
os estudos. Sala de aula nao pode ser considerada parte do museu, mas pode, se
houver razoes, ser transferida para um ambiente de museu para uma rapida vi-
sita. O curriculo é que nao pode ser sacrificado para incluir todo o conhecimento
acumulado pela Humanidade.

E logaritmo como maquina de calcular pertence a historia, é um artigo de
museu e merece, com certeza, ser estudado com este enfoque, da Historia. Mas
entulhar o curriculo do Ensino Médio com itens de museu representa uma dis-
torcao e um desservico.
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4.5 Logaritmo no século XX

A forma moderna como se apresentam os logaritmos passa pela defini¢do:

x

log(x) :/%dt (84)

1

com a qual é bem simples provar que log(ab) = log(a)+log(b) para dois ntimeros
reais positivos quaisquer, e, por definigao,

77

log(1) =0 = / dt. (85)

A funcao % é integravel, e o Calculo mostra isto facilmente, entretanto o

Calculo nao consegue apresentar uma fungao que corresponda a esta integral,
quer dizer que a equagao (84) estd criando uma nova funcdo definida por meio
deste método chamado integral.

Observagao 1. A integral

Se vocé ainda ndo tiver estudado integral, que é a expressdo que aparece na equagdo (eq.
84), entenda que a integral, assunto do Cdlculo, é a drea que se encontra delimitada entre o
grdfico duma fung¢do e o eizo OX e pode ser calculada, aprorimadamente, usando retangulos
contidos mesta drea cuja soma € uma “soma de Riemann” em homenagem ao matemdtico
alemao que modernizou o método que os gregos conheciam para calcular dreas e volumes de
figuras geométricas com contornos nao lineares.

A figura (fig. [@), na pdgina [Z1] representa uma fungdo cuja integral aproximada estd
sendo descrita por colecdo de retangulos contidos mo grdfico duma fung¢do. Vou descrever a
expressao desta soma

Aproximagio da integral com dreas de retdngulos

Figura 3: Soma de Riemann

explicando os detalhes de modo que vocé pode comegar o seu Curso de Cdlculo a partir deste
ponto, calculando integrais aprorimadamente. Vou descrever um caso particular, as somas
de Riemann uniformes que serve para uma grande quantidade de casos e € mais simples.
Entendendo que comegando com este caso particular € fdcil entender, depois, o caso geral.
Avangando as contas, comparando com a figura (fig. [3, na pdgina[Z21]

y=flzx);A = IFT‘Z base dos retingulos (86)

N
Sy =3 flap)dsap = a+ kA (87)
k=0

N
Sy =AY flop);zr = a+ kA; (88)
k=0
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e Na equacgao (eq.86) fiz referéncia a uma fungao definida no intervalo [a, b] para escrever
a soma de Riemann de f neste intervalo e assim vou obter uma aproximacdo de

b
/ f(z)dx (89)

para comegar aceite esta notag¢do para representar a integral, em algum momento vocé
vai ter a oportunidade de compreendé-la melhor, é a integral de f no intervalo [a,b],
de que a soma de Riemann vai ser uma aproximagao.

e Na equagido (eq.87) eu descrevi a somas das dreas dos retdngulos que vocé pode ver
na figura (fig. [3, na pdgina [Z1, x € ponto inicial da base de cada retdngulo e em
seu congunto eles formam uma progressao aritmética de razao A = IFT‘Z em que N €
quantidade de retangulos. A expressio f(xk)A € a drea de um retdngulo e a soma é

b
uma aproximacédo da [ f(z)dz.
a

e Na equagio (eq.88) eu coloquei A em evidéncia, o que € possivel quando estiver calcu-
lando uma soma de Riemann uniforme, e permite um ganho computacional, primeiro
calculo as somas das alturas e depois multiplico pelo tamanho comum das bases. Este
ganho computacional € possivel devido a aplidagao da propriedade distributida da mul-
tiplicagao relativamente a soma, uma aplicagao pratica desta propriedade tedrica.

A figura (fig. [3 na pdgina[Z1l ndo mostra uma divisao uniforme do intervalo [a, b].
Desmitifique a integral e calcule In(2)

In(2) = | Lda; (90)
0
In(2) ~ 0.69314; (91)

2
~ . . . _ l . l . . .
usando retangulos inscritos no grdfico de f(x) = = calcule a area{ ~dx e ignore o significado

do stmbolo 7dx”entendendo que este simbolo todo significa a drea entre o grdfico de f(z) = %

e o eizo OX desde 1 até 2.

Se vocé obtiver algo prérimo a 0.6 vocé jd estard calculando uma integral que € impossivel
de ser calculada exatamente! Com um simplex programa de computador a base dos retangulos
pode ser reduzida a milésimos melhorando o resultado, mas este método tem restrigoes quanto
a precisdo. Vocé pode comegar a estudar integral usando somas de Riemann mas fique sabendo
que elas, embora sejam o método para obter com exatidao as integrais das fungdes polinomiais,
elas perdem em precisao para alguns tipos de fung¢des.

A demonstracao da propriedade fundamental dos logaritmos, se faz usando
somas de Riemann uniformes e o método consiste em escrever a soma de Rie-

mann para
b
dt
/?;a,b>0; (92)

e mostrar que esta soma de Riemann equivale & soma de Riemann da integral

t
/d?;a,b>0; (93)

1

Qe

que prova que qualquer integral da forma da equacao (eq.92) pode ser escrita
como uma integral tendo como condicao inicial 1 e final g ou ainda que se pode

Avangando mais em Ma-
temadtica

vocé vai compreender o
significado do dz.

Para fung¢ées uniformemente
continuas as somas de Rie-
mann uniformes produzem o
mesmo resultado que as néio
uniformes.
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cancelar a condigao inicial. Vale também para a condigao final, mas o interesse
é mostrar que todas as integrais podem comegar a partir de 1, para esta fungao
fla) =1+

Logaritmo como uma integral

Vou seguir de perto o contetido do livro de Courant, (Courant, (1961, pagina
84) em que ele discute a integragido de fungdes univariadas e vou aplicar o
método a uma funcdo muito particular, f(z) = % no intervalo (0,00) em que
ela é continua e diferenciavel.

f(z) = %;x € (0,00); [a,b] C (0,00); (94)
jzf(x)dx ~ ]:Zlf(xk)A; A = b*Ta; T = a+ kA; (95)
a =0

b N-1
[ fl@)dz =~ A kz—:o Hﬁ; (96)
A=A =il (97)
b N-1
Jf@)de~A Y m; (98)
a k=0
b AN
aff(x)dx ~ o kz::O THRa7s (99)
b N—1 b/a
[ flz)de ~ A kz:o ﬁ ~ 1[ f(x)dz; (100)

Deixe-me fazer alguns comentarios sobre as contas, se lhe parecerem ébvios,
salte para frente.

e Na equagao (eq. 94) escrevi a definigdo da fungao f cuja soma de Riemann
eu vou calcular.

e Na equagio (eq. 95) escrevi a expressao da soma de Riemann e indiquei
como calcular A e x. Nos livros vocé vai encontrar Az porque o habito
é que o salto A seja varidvel e dependa do ponto x em que estd sendo
calculado. Aqui eu estou usando uma soma de Riemann uniforme em que
o salto é sempre o mesmo e depende apenas do nimero N de subintervalos
da partigao. Isto vai agilizar a computacao.

e Na equagio (eq. 96) eu coloquei A em evidéncia, propriedade distributiva,
o que ¢é possivel porque estou trabalhando com uma soma de Riemann
uniforme. Também escrevi a expressao de f como fragao.

e Na equagdo (eq. 97) eu defini A’ dividindo A por a porque na préxima
equagao eu vou colocar a em evidéncia.

e A equagdo (eq. 98) é uma explicagdo extra junto com a a equagio (eq.
99) para justificar como estou colocando a em evidéncia.
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e Na equagdo (eq. 100) estou mostrando a soma de Riemann modificada é
exatamente igual, numericamente, & anterior mas agora esta referenciada
sobre o intervalo [1, g] mostrando a propriedade fundamental da integral
da funcdo f(x) = % que permite “cortar” o indice inferior da integral.
Também permite “cortar” o indice superior da integral, mas isto nao me
interessa.

A funcdo f(x) = % é a tunica funcao que admite esta sequéncia de trans-
formagdes para redefinir o célculo da integral. Falso! Qualquer fungio da forma
flz) = % em que K seja um numero positivo diferente de zero permite estas
transformagoes e logo adiante vou explicar o que significam estas funcoes.

Como f é continua e [a,b] C (0,00) entdo nas contas anteriores eu pude

obter uma forma equivalente para o valor da integral usando A’ = % em que
N é o nimero de subintervalos de uma partigido uniforme de [1, 3] O mesmo
poderia ter sido feito para trabalhar com o intervalo [§,1] mas nao é o meu
interesse aqui.

O ganho com estas contas sao os seguintes:

b b/a
[ tde= [ Ldu; (101)
a 1
100 10
[ Ldz = [ Lda; (102)
10 1
1000 10
[ idz= [ idx; (103)
100 1
1000 10 100 1000 10
In(1000) = [ tdz= [+dz+ [ tdz+ [ +1de=3[1dx; (104)
1 1 10 100 1

e maior ganho é que estas contas vao me permitir a definicao de uma nova fungao
o logaritmo. Vou logo generalizar o sistema de equagoes (eq.101) -(eq.104).

ab b
[ Lde = [ Lda; (105)
a 1
ab a ab
[Lide = [Lldx+ [ Lda; (106)
1 1 a
ab a b
[ idz = [Ldz+ [ lda (107)
1 1 1
ab
In(ab) = [ Ldz = In(a) + In(b); (108)

A integral

/ édw =In(a) (109)
1
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define uma nova funcao o logaritmo natural ainda chamado de logaritmo nepe-
riano que possivelmente nao era conhecido de Néper, o inventor dos logaritmos
da Idade Média. Também é interessante aqui observar a nomenclatura da Ma-
tematica que algumas vezes é perversa. Eu nao sei qual terd sido a invencao
Néper, mas desconfio que terao sido os logaritmos decimais porque em sua
época ja estava bastante desenvolvido o sistema decimal de nimeros. entao
a denominagao de “natural” para os logaritmos neperiano é certamente uma
perversidade.

Se em vez de % eu tivesse usado %;K > 0 todas as contas continuariam
vélidas e eu teria produzido um outro tipo de logaritmo. Eu nao demonstrei
isto, mas vocé pode facilmente fazer a demonstracao substituindo na equagao
(eq. 94) até (eq. 100) f(z) = L por f(z) = £, as constas sdo exatamente as
mesmas chegando & conclusao de que f(z) = % tem a mesma propriedade de
transformacao de produto em soma, um isomorfismo do grupo multiplicativo
(RT,-) no grupo aditivo (R, ++). Vou calcular K que transforma o logaritmo
natural no logaritmo decimal.

[ider=1 = a=e; defini¢ao de ¢; (110)
1
[ Edz =1= Kin(a); (111)
1
K= knl(a) constante de mudanga de base; (112)
a=10 = {‘§de1 = K = 5t (113)
logio(x) = lizn(%)); férmula de mudanga de base; (114)
[Edz =1 = K [1dz=1= Kina; (115)
1 1
K= = logs(z) = ézgzg, (116)

eu pude facilmente obter a famosa féormula de mudanca de base dos logaritmos,
coisa complicadissima com a sequéncia do ensino de logaritmos do Ensino Médio.
A dltima equacao lhe apresenta a férmula de mudanca de base do logaritmo
naturl para o logaritmo de base a.

Como f(x) = %, quando K for um numero positivo, tem as mesmas propri-

edades que f(z) = %, entao a integral

/?dt (117)
1

define um logaritmo e vocé pode facilmente adaptar as constas anteriores para
definir o logaritmo na base a de sua escolha, basta trocar 10 por a ...

Na figura (figHl), pdginal26] obtive, usando gnuplot, os graficos de y = In(z)
ey = logio(x). A constante K = m < 1 portanto y = logio(z) < In(z) em

Uma questdo de Histéria da

Matemédtica.

Uma  outra questao
Histéria da Matemaética.

de
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Figura 4: gréficos de In e logio

médulo. O ramo negativo de y = logio(z) fica acima do ramo negativo de
y = In(z).

Observe que a familia de todos gréaficos de fungoes logaritmicas passa no
ponto (1,0) porque log,(1) = 0 para qualquer base a. Na figura (fig ), pagina
a constante K é positiva.

Na demonstracao da propriedade fundamental dos logaritmos, fiz 0 uso de
somas de Riemann uniformes por duas razoes:

1. a primeira porque o integrando é uma fun¢ao continua entao a somas de
Riemann todas que satisfacam & condigao de que as particoes dos interva-
los tenham uma medida méaxima que convirja para zero, sao equivalentes
no sentido de que definem sucessoes de Cauchy equivalentes e portanto o
mesmo numero real. Entao nao hd nenhuma perda de generalidade se eu
usar apenas as somas de Riemann uniformes.

2. as contas com somas de Riemann uniformes ficam triviais, tente e verifique!
Mesmo que voceé ainda nao tenha estudado integral, apenas usando a ideia
intuitiva que estou apresentando aqui, vocé vai verificar que vale a (eq.
93). Com uma madrugada de contas vocé chega 14 e ji fica sabendo
integral, pelo menos o comego! Use um programa de computador e ndao
precisa avancar madrugada a dentro.

E relativamente facil encontrar a solucao aproximada para a equagao

[dt

; 1 = z=e (118)

1

usando algum método para o célculo aproximado da integral.
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Observagéo 2. Novamente, a integral
Desenhe a fungio f(x) = % entre 1 e a, em que a > 3, por exemplo. Calcule esta integral,

aprozimadamente, usando retdngulos cuja base seja Ax = a—;l para um numero n grande,
mas nao muito para que vocé ndao perca o estimulo. Ax € a base dos retangulos, e como a
base € a mesma, ao somar as dreas dos retangulos, usando a propriedade distributiva, agora
dizendo, “colocando em evidéncia”, o cdlculo aprozimado da drea se reduz a soma das alturas
com a multiplicacao posterior por Axz. Vocé vai encontrar um nimero préximo de 1 porque
3~ e. Usando a = 2.7 em vez de 8 o resultado serd melhor porque 2.7 estd mais préximo de
e.

Vocé deverd usar somas de Riemann uniformes porque simplifica os cdlculos uma vez
que vocé pode colocar o Ax em evidéncia, somar as alturas, e depois multiplicar por Ax.
Infelizmente, nem sempre os professores e os livros de Cadlculo poem em evidéncia o uso
das somas de Riemann uniformes que permitem, com relativa facilidade e uso minimo de
recursos, o cdlculo aprorimado das integrais, como um método para tornar as integrais menos
assustadoras.

Como o integrando f(x) = % é uma funcao indefinidamente derivavel entao

log(z) também o é, porque a relacao

ln(a:):F(x):/%dt:/f(t)dt (119)
1 1

define uma nova fungao usando o limite superior da integragao como varidvel.
F é a fungéo drea da fungdo f. A fungdo f é a derivada da nova fungdo F e,
geometricamente, fornece o coeficiente angular instantaneo da fungao F'.

Acabei de descrever todo o curso de Calculo Vol. I, portanto nao se assuste,
use tudo o que estou escrevendo como incentivo para estudar esta bela disciplina!
E vocé estard comegando pelo meio, depois recomece do comego e vera que
tudo fica mais facil. Eu dei aulas de Célculo comecando deste ponto, usando
o logaritmo como motivagao para depois retomar ao comego habitual quando
os alunos j4 haviam entendido o que era a integral! E um exemplo de uso da
histéria como motivagao para o ensino!

Observacgao 3. Aneddtico

Entre os alunos da disciplina, quando comecei Cdlculo pelo logaritmo, havia um repetente
que imediatamente se levantou reclamando, “professor, como é que vai comegar pela integral
sem passar pela derivada”.

Os repetentes sao uma peste, eles ja sabem de tudo e o erro foi reprovd-los. Eu sempre
evitei reprovagao! Claro, porque eu mesmo fui reprovado vdrias vezes!

Entéao a derivada de log(z) é %, sempre positiva quando x > 0. Derivada po-
sitiva implica que log(z) é uma funcao crescente, logo inversivel e posso chamar
a sua inversa de exp(z) e estou seguindo os passos de Euler. Com elas duas é
possivel obter as duas progressoes, a aritmética e a geométrica, referidas acima
com as associagoes:

1—=0;e—1; (120)

e facil encontrar a solucao aproximada para a equagao apenas a segunda fi-
cando em aberto...mas nés sabemos onde estd o numero e. Mesmo o atalho
moderno, representado pela equagao (eq. B4l), ndo torna mais fcil provar as
duas identidades da equagao (eq. [75). ..

Historiadores, terd sido
Euler quem definiu
logaritmo natural?
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Por outro lado é a forma como se pode demonstrar facilmente as propriedades
de diferenciabilidade e continuidade do logaritmo natural e consequentemente
da sua funcao inversa y = e”. Depois de estabelecida, facilmente se mostra que
ela leva de volta a correspondéncia entre as progressoes da tabela do logaritmo
natural, ou ainda chamado logaritmo neperiano.

A notagao varia um pouco, alguma vezes o logaritmo natural é designado
por In(z), o padrdo estabelecido da Matemédtica. Para algumas linguagens de
programacao log(z) quer dizer o logaritmo neperiano, é o caso da linguagem
Python que segue o padrao da linguagem C++ para as fungoes matemaéticas.

Quando se tratar de outra base o habito é indica-lo:

e log,(x) o logaritmo de = na base g;
e log;,(x) o logaritmo decimal de x.

Grande parte das linguagens de programacao “entendem” que log(z) é o
logaritmo natural.

Estas contas ficam impossiveis a partir da construgao dos logaritmos pela
sincronizacao das progressoes aritméticas e geométricas que é a fundamentagao
medieval dos logaritmos em uso no Ensino Médio e assim sofrem as professoras
para se desviar de muitas perguntas que as alunas mais exigentes podem fazer!
E é simples, que desaparecam os logaritmos do programa do ENEM!

A definigdo na equagdo (eq. 86) d4 um exemplo da ruptura cultural entre
a Matemadtica atual e aquela que se fazia no século 15. Esta equagao aparece
abruptamente dentro dos livros de Calculo sem aparente ligacao com os siste-
mas de progressoes aritméticas e geométricas do século 15. Pior, nada tem o
que ver a forma arcaica com que as professoras apresentam logaritmo no Ensino
Médio em que se vém forcadas a algumas ginasticas mentais para manter nesta
etapa do ensino algo que simplesmente ja deveria ter desaparecido uma vez que
perdeu a sua razao de ser na forma como se tenta mostrar. Se apenas os alunos
tivessem voz ativa e senso critico, coisa que o ensino nao objetiva estimular, a
pergunta natural seria “para que serve logaritmo?” que deixaria as professo-
ras entaladas com a perda de sentido calculatério do logaritmo. Ou talvez a
resposta fosse: porque eles aparecem obrigatoriamente nos exames oficiais do
Ministério da Educacgao ...numa demonstracao de que os burocratas que diri-
gem o ensino precisavam mesmo desaparecer. .. afinal quem entende de ensino
sao as professoras.

Os logaritmos perderam o seu posto como “maquina de calcular” mas ad-
quiriram uma posicao muito mais proeminente, eles descrevem diversas relagoes
importantes para as ciéncias naturais, na Biologia, na Fisica, na Quimica e até
mesmo na Economia. Esta outra forma de usar os logaritmos é que justifica
que aparegam nos livros de Cédlculo usando a equagéo (eq. 86) como defini¢ao e
representando um caminho rapido para estudar log, exp como um par de fungoes
inversas, seus graficos e suas propriedades, e até mesmo as tabelas de logaritmo.
Mais a outra forma de ver, a da Idade Média, é a que se encontra no Ensino
Médio.

Fui professor do Ensino
Médio

e ensinei integral como
somas de Riemann e de-
fini

logaritmo como uma in-
tegral.
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4.6 Euler e De Moivre

5 Duas vidas, Euler e De Moivre

Ja disse que nao sou historiador mas gosto de me intrometer na drea de uma
forma peculiar, para levantar questoes e problemas. Existem duas figuras impares
que viveram no século 18, Abraham de Moivre (1667-1754) e Leonard Euler
(1707-1783) e que descobriram uma férmula fantdstica

" = cos(0) + isin(f); Euler (121)
cos(nf) + isin(nf) = (cos(#) + isin())" de Moivre; (122)

Fiz uma busca e nao consegui encontrar, o que nao significa que nao esteja
documentado, como os dois chegaram a esta férmula, no singular, porque S0 Uma questao de Historia da
idénticas. A férmula da Abraham de Moivre sugere que ele fez as contas das ="
poténcias de
(cos(0) + isin(6))" (123)

e verificou que correspondiam & expressao no segundo membro. Considerando
a extraordinaria habilidade para fazer contas que os matematicos desta época
tinham, comparada com a deficiente capacidade que nds temos hoje, dado o
apoio computacional, ¢ muito provavel que ele tenha tentado o caso n = 2,
trivial, tenha experimentado n = 3, um pouco mais complicado, verificou que
era verdadeira, e entao deduzido a passagem

n=k = n=k+1 (124)

para concluir que era sempre verdadeira. Isto é indugao finita que somente
seria estruturada no século 19, com o matematico italiano Peano, que descreveu
axiomaticamente os numeros naturais onde se encontra a base da inducgao finita,
mas possivelmente jé seria usada informalmente por de Moivre pelo tipo de
Matematica que ele escreveu.

Talvez Euler tenha feito o mesmo e compactado na equagao (eq.121) as
contas trigonométricas.

Vou deixar de lado esta questao interessante de como de Moivre e Euler
podem ter chegado a equagdo (eq.121) que simplesmente vou considerar equi-
valente a (eq.122). O que me interessa é que equacao (eq.121) abriu o espago
para definir a exponencial para os nimeros complexos

z=x+iy = € =e"e; (125)

e considerar que Euler inventou a equagao (eq.121) porque viu que pela trigo-
nometria dava certo! Entao a equagio (eq.121) é uma invengao de Euler porque
ele viu o comportamento de e era o comportamento duma exponencial e se foi
assim, foi brilhante. A equagao (eq.121) é uma invengao.

Isto lembra-me, quando estudante de graduacao, que entrei no gabinete dum
famoso matematico brasileiro para lhe perguntar como é que podia se justificar
a equagao (eq.121). Eu apenas me lembro duma justificativa muito complicada
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que poderia ter se resumido na afirmativa, “é uma invengao de Euler que deu
certo”, e depois, uma rapida justificativa mostrando que as contas funcionam
a partir das identidades trigonométricas. Poderia ter terminado dizendo-me
que “é um belo exercicio de inducao finita”. O “cara” falhou, e falhou porque
sempre gostou de complicar as coisas para passar a impressao de que era um
grande matematico.

A equagao (eq.121) foi, certamente, uma invengao de Euler porque ele viu
daria certo!

Com a equagao (eq.121) fica definido e* para qualquer nimero complexo z e
entdo w = €* = z = log(w) mas se trata duma fungao multivaluada porque a
parte complexa é periédica entao uma saida é considerar que log fique definido
numa faixa do plano complexo (—o0,00) x [—m,7) — {(0,0} porque e* # 0.

Euler é muito bajulado pelos matematicos e alguns até o chamam de pai
de nos todos, com certa razao porque ele produziu algo da ordem de mil e
quinhentos textos, entre artigos e livros, mexendo com Combinatéria, Algebra
e Andlise. Mas ele viveu sob a protecao dos reis da época.

Abraham de Moivre era um refugiado religioso francés, um refugiado politico,
vivendo nas ruas de Londres e se mantendo com rendimentos de aulas particu-
lares de Matematica e xadrez. Levava consigo pedacos do livro de Newton para
ler nas horas de folga. Ele era visitante de alguns cafés em Londres cujas mesas
ele usava para estudar ou dar aulas. E foi nestas condigoes que ele descobriu a
sua férmula além de escrever um livro sobre Probabilidade e Estatistica.

Duas vidas, é papel dos historiadores destacar esta diferenga.

5.1

e Logaritmo complexo, estende o logaritmo real para o plano complexo evi-
tando o zero...entdo, para os logaritmos complexos tem sentido log(x)
quando z < 0.

e A férmula de Euler-De Moivre.

6 A exponencial
A funcdoo exponencial é uma funcao do tipo
f(z) = Ke*; K € R; (126)

é portanto uma familia de fun¢ées a um parametro. Continua verdadeira a
afirmagao se z € C, com f(z) € C, confira exponencial compleza. Ao final eu
vou apresentar uma outra formulagao para toda a teoria aqui contida usando a
formula de Fuler-De Moivre.

A expressao na equagao (eq. 126) é a solugao da equagao diferencial

y =Ky (127)
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que pode ser facilmente obtida usando-se série de poténcia. Quando K = 1
a exponencial é o ponto firo da equacao diferencial linear de primeira ordem,
talvez por isto muitos matematicos afirmem que esta é a mais importante fungao
da Matemadtica, certamente um exagero mas é verdade que ela se encontra num
ponto central, pelo menos do ponto de vista das equagoes diferenciais.

Supondo que y = f(x) tenha uma série de Taylor convergente numa certa
regiao, o que vai ser controlado pelo raio de convergéncia, entao

y=f(x)= 3 apa®; (128)
k=0
Y =Y kapa* Tt = Y apat =y (129)
k=1 k=0
ar + Y kagz* "t =ag + 3 ara; (130)
k=2 k=1
a1+ Y (k+ Dagp12® = ag + Y ara®; (131)
k=1 k=1
ap—ar+ Y (ax — (k+ Vagy1) 2% =0; (132)
k=1
ag—a; =0;a1 —2a2=0,...(ag — (k+ 1ag+1) =0,...; (133)
a1zao,agz%,...,k22ak+1=ka—ﬁ,d0ts (134)
ap = f(0);k =1 arp1 = gy (135)

Na tltima equagdo, (eq. 135) selecionei um wvalor possivel para f(0) deter-
minando assim todos os coeficientes da série de McLaurin, iterativamente. Por
exemplo, se f(0) = 1 entdo

1
ap = f(0) = 1ia1 = 1502 = 503 = 510 = = (136)

e nestas condigoes o raio de convergéncia, p = oo, a série de poténcias na
equacao (eq. 128), converge uniformemente para qualquer nimero real e define
uma fun¢do f(z) cujo dominio é a reta dos ntimeros reais. A afirmagao vale
também para qualquer niimero complexo.

Como no caso dos polindémios, f(1) é a soma dos coeficientes, é um dos limites
notdveis, é valor da constante e, e vale para a série porque ela é absolutamente
convergente no plano complexo todo (ou em toda a reta real),

1 1 1
é facil mostrar-se que a série na equagao (eq.137) equivale & série que se pode
obter recursivamente no desenvolvimento da sucessao
1
sn=(14-=)" (138)
n
que pode ser obtida usando o binémio de Newton, mas nenhum dos dois métodos

permite que se possa concluir que e é um namero irracional, mas exatamente,
um numero transcendental.
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f@)= & hatif0) =1+ 3 d=e (139)
tim (147 = e = tin (£ ) (140)
k=0

e= lim (f: (n_",;)!k,(%)’f); (141)

=05 \k=0
ezli_m1+1+n(n2_1)n—lz+"'+ (142)
polnDednz(eo) 1R |y nl(Lyn, (143)

Na equagao (eq. 140) se encontra uma forma alternativa de calcular o niimero
e, e, na tltima equagdo (eq. 143) se tem uma sucessdo de somas parciais do
desenvolvimento da equagao (eq. 140) cujos termos sdo menores do que % mas
cujo limite limite é a série numérica que fornece o valor de e:

M

1
o (144)

E
Il

0

A forma de demonstrar a convergéncia destas séries é por comparagao com as
séries geométricas, ela é menor do qualquer série geométrica portanto converge
e seu limite define o nimero e, ou no caso da série de poténcias define uma
fungao f(x) para qualquer ntimero real . Vou provar que f(x) = e* é uma
solucao possivel.

Calculando este limite usando a expressao equivalente

Fla) = Jim (14+8)" = lim (1+ L) (115)

a>0 = nh:rgo(l + Ly = (nhzrgo(l + Lyamyl/a = ¢ (146)
a=0 = Tllgrglo(1+%)"=1=e0; (147)

a€Z ;apar — nh_rgo(l + 4 = nh_rgo(l + ayamyl/a — ¢ (148)
fla) = lim (14 )7 = e (149)

1. A equagdo (eq. 145) vale porque é a imagem do limite por uma fungéo
continua entao funcao e limite comutam.

2. O mesmo argumento da equagdo (eq. 145) se aplica & a equagao (eq. 147)
imagem por uma fungao continua, que é a multiplicagao pelo nimero a.

O limite na equagdo (eq. 145) define a funcdo exponencial para os reais
positivos e inteiros negativos pares. Como a série é absolutamente convergente
na expressao equivalente da equacao (eq. 139) entdo posso simplesmente expan-
dir a definicao da func¢do exponencial a qualquer nimero negativo, e portanto,
para todos os nimeros reais, usando a expressao da equacao (eq. 145). Os
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célculos seguintes, que valem para qualquer que sejam os ntimeros a, b validam
o raciocinio acima:

fla) = lim (14 L)" =e® 150
F(B) = Tim (14 )" = e

(150)
(151)
fla)f(b) = lim (14 2)"(1+ 2)" = lim (1+ )1+ 7)™ (152)
(153)
(154)

F@F(B) = lim (142 + 2 4+ 2y
fa)f(b) = nll:Iélo(l + ‘ITH’ + abyn,

n2

153
154

Partindo na equagéao (eq. 150) e (eq. 151), até a equagdo (eq. 154) os célculos
se justificam pelas regras da algebra, ou da aritmética. No segundo membro da
equacao (eq. 154) posso identificar a parte principal na expressao do segundo
membro como 1+ “T"’b uma vez que o termo desprezado tem ordem de grandeza
menor do que os que foram considerados. A ordem de grandeza ser menor
significa que

b b 2
%:o(a: )= lim 25 =0; (155)

Ao mesmo tempo, desprezando este termo de ordem menor, o limite

b
lim (1 + Z52yn — gatd (156)
n=oo n
existe. Nestas condigoes
b b b
Fla)f8) = lim (14+ 52+ Sy =l (14 S50 = et (157)

fla)f(b) = fla+b); (158)

e esta propriedade vale para as funcoes do tipo f(z) = Ke® em que K é um
namero real qualquer.

A férmula de Euler-De Moivre

Euler escreveu a formula de De Moivre

(cos(t) +isin(t))" = (cos(nt) + isin(nt)) ; (159)
de forma muito simples inventando a definicdo da exponencial complexa
et = cos(t) +isin(t) = ™ = (cos(nt) + isin(nt)); (160)

possivelmente Euler deduziu das conhecidas féormulas da trigonometria que o
conjunto dos nimeros complexos unitdrios, S!, formavam um grupo aditivo e
a equagdo (eq.160), inicialmente tomada como uma etiqueta para representar
qualquer ponto em cima de S' satisfazia

eoth) = giagiB g0 — 0 — 1; (161)

eI = 1,2 = €' 27 = 1; (162)
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produtos de nimeros complexos de médulo 1. Consequéncia destes célculos é a
definicao da exponencial estendida ao conjunto dos nimeros complexos

2= +iy;e* = e%e™ = e%(cos(y) + isin(y)); (163)
z =1 + iy, w = To + iYo; (164)

A TW — pT1t2ly1t+iye — oT1 %2001 Y2 — (165)
— ewleiyleiweiy? e ezew; (166)

uma funcao que tem a mesma propriedade que a exponencial real agora definida
no conjunto dos nimeros complexos cuja restrigao aos nimeros reais é a expo-
nencial real. Desta definicao se pode deduzir de volta a formulagao inicial de
maneira muito mais simples e elegante, uma vez que produto de séries absoluta-
mente convergentes produz séries absolutamente convergentes entao a equagao
(eq.165) pode ser escrita como um produto de séries convergentes. A van-
tagem com esta nova formulagao é imensa, apenas depende da demonstracao
da afirmacao sobre produto de séries convergentes para fechar o ciclo légico.
Entretanto uma série absolutamente convergente define uma funcao real, con-
sequentemente o produto das mesmas é outra funcao real com as mesmas pro-
priedades dos multiplicandos, continua, derivavel, integravel. Euler, século 18,
resumiu neste paragrafo grande parte do livro de Henri Cartan sobre as fungoes
complexas a varias varidveis, século 20, em que ele gasta o primeiro capitulo
para provar que a afirmacao sobre o produto de séries. Na verdade todos os
autores de livros sob o assunto teoria das fun¢oes cometeram o mesmo erro, ig-
norar que Euler ja havia definido a exponencial complexa. Rudin, em seu livros
sobre funcoes complexas, dedica o capitulo 1 a exponencial que ele declara que
é a mais importante fungao da Matematica, mas também segue os passos de
Cartan definindo a exponencial como uma série de poténcias deixando para o
leitor, e foi 0 meu caso, a demonstragao, via série de poténcias do isomorfismo
de grupos definido por Euler, possivelmente a partir das propriedades aditivas
do sin e cos.
Conceitos relacionados:

e cap(eap(x)) = In(eap(cap(x))) = exp(x)

e Equacgao de De Moivre-Euler
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