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Resumo

Reuno aqui dois dos teoremas devidos a Tales de Mileto e o teorema da comparac@o entre volumes
que aparece dentro da lei dos cossenos que se deve a Desargues, Os conceitos usados fazem parte das
relacdes entre figuras semelhantes, lados homoélogos e suas proporcionalidades com comprimento, drea
e volume.
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I am putting together two of the theorems of Thales of Mileto joining here also the theorem which
establishes the proportionality among volumes and one dimensional homologous line segments taken
in each of the manifolds whose measure we are comparing which is a theorem due to Desargues.
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1 Plano do trabalho

Se me ocorreu uma simples demonstrac¢do para o teorema de Tales do tridngulo retangulo que também
me levou a refazer uma antigo resultado sobre a classifica¢do dos tridngulos do plano que acho que agora
ficou mais precisa.

Como complemento estou anexando o teorema de Tales para proporcionalidade de segmentos de reta
entre figuras semelhantes que € uma ideia naturalmente puxada pela classificacdo dos tridangulos.

A generalizacdo deste segundo teorema de Tales, para volumes, é o teorema de Desargues que é
central na lei do cosseno para o cédlculo de volumes, mas eu omiti a demonstragdo porque acho que ela
ficaria perfeita dentro do espirito da demonstracdo do teorema fundamental dos morfismos e fica como
um desafio para a leitora, [1]].

2 Primeiro teorema de Tales

Um dos teoremas devidos a Tales de Mileto, estabelece que se um tridngulo inscrito num circulo tiver
como um dos seus lados, o maior lado, o didmetro, entdo ele é um tridngulo retdngulo, a figura (fig. [I),
péginal[ll

mostra um triangulo inscrito numa circun- teorema de Thales
feréncia de modo que o maior lado coincide com
o didmetro. A soma dos trés angulos, o + 8 + v
~ correspondem ao total da circunferéncia do circulo,
se eu tomar para isto a soma dos corresponden-
tes segmentos do circulo que eles determinam, A
portanto 27 € um outro teorema da Geometria
nos garante que esta soma na verdade € 7 disto
eu posso deduzir que a medida de cada um dos
angulos € a metade do arco que eles subenten-
dem e assimy = 7.

Consequéncia, se um tridngulo retangulo es- Figura 1:
tiver inscrito num circulo, entdo, um dos seus lados, o maior, é o didmetro do circulo. E a reciproca do
teorema de Tales.

Posso obter uma variante deste teorema de Tales fazendo uma pequena alteracao na posicao do vértice
A, movendo-o para a posi¢do E ou para a posi¢do D. Vou obter dois outros tridngulos que tém um lado
em comum com primeiro, BC, é imediato que os Angulos de cada um destes tridngulos, no vértice C sio,
respectivamente,

C

e no caso D agudo, quer dizer, o &ngulo em C' mede menos do que 7

e e no caso E obtuso, quer dizer, o dngulo em C' mede mais do que .

O resultado desta variacdo é que agora posso estabelecer de forma muito simples uma relagao de
equivaléncia entre todos os tridngulos do plano e uma selecao dos tridngulos inscritos num circulo e mais
precisamente no circulo trigonométrico S*.

Com isto eu tenho todos os possiveis tipos de triangulos representados como tridngulos inscritos num
circulo, uma classificacdo para todos os tridngulos do plano.

Cada um destes tridngulos € um representante de classe para a relagao de equivaléncia entre triangulos.

A A A . T z
e Qualquer tridngulo obtusdangulo, com um angulo que mega mais do que 7 estard representado

escolhendo o terceiro ponto, F, no semicirculo superior do circulo na figura (fig. 2)), pagina 2l
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teorema de Thales

Figura 2:

e Qualquer tridngulo acutdngulo, cujos angulos tenham todos medidas inferiores a 7, todos os
angulos sejam agudos, estard representado escolhendo o ponto D no semicirculo inferior do circulo

na figura (fig. 2)), pagina 2l

e Qualquer triangulo retangulo é equivalente a um tridngulo obtido selecionando o vértice C' no se-
micirculo superior deixando A, B fixos determinando o didmetro. Se C' = A ou C' = B ainda vale
o teorema de Pitdgoras e se tem um tridngulo retdngulo degenerado que se reduz a um segmento de
reta quando um dos catetos € nulo e o outro coincide com a hipotenusa. Eliminei a possibilidade de
selecionar C' no semicirculo inferior porque assim haveria dois representantes de classe para cada
classe de equivaléncia.

3 Segundo teorema de Tales

Um outro teorema que se deve a Tales de Mileto estabelece

Teorema | 1 (das transversais) e um feixe de paralelas

A intersecdo, por duas retas transversais, dum feixe de retas paralelas formam triangulos semelhantes.

a intersecdo, por duas retas transversais, ¥
dum feixe de retas paralelas, A figura (fig. [I), pdgina 2l mostra geometricamente os

formam triangulos semelhantes. tridngulos equivalentes e a demonstragdo aproveita a figura
(fig. 1) mas, por inducdo, vale para um niimero qualquer de
retas paralelas.
Os dois primeiros tridngulos sdo semelhantes porque
tém um angulo comum e o segundo dngulo em A’ e B’ sdo
. iguais porque as duas retas paralelas cortam uma terceira

. . reta, a reta horizontal. Entdo o terceiro dngulo é igual nos

.

A B, ' dois primeiros trlangglos. A demqnstragao é q mesn?a para
K N qualquer outra combinagdo dos tridngulos dois a dois.

E interessante a generalizacdo tridimensional deste teorema, que um teorema de Desargues que per-

mite calcular volumes a partir de outro que lhe seja equivalente. Este teorema contém a mesma ideia do
teorema de Tales de Mileto, mas agora envolvendo volumes. Ele € usado na lei do cosseno para volumes.

4 Uma generalizacao dum teorema de Tales

A afirmacdo agora é
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Teorema | 2 (de Desargues) Volumes e secoes conicas Considere um cone qualquer e um feixe de planos paralelos
que cortem este cone com dngulo diferente de zero relativamente a diretriz do cone (ou as diretrizes do). Os volumes das interse¢oes
dos cone determinadas por dois dos planos paralelos sdao proporcionais.

Se o feixe de planos paralelos cortar o cone com dngulo zero relativamente a diretriz se produzirdo figuras com volume nulo,
o0 que ndo interessa. Se cone for gerado por uma vinica geratriz seguindo uma curva que fiqgue num onde a geratriz ndo se encontre,
esta curva caracteriza o cone. Se for um circulo, serd um cone circular. Se for um poligono, e este poligono que vai caracterizar o
cone. Na figura (fig. @) eu “desenhei” um cone triangular, a diretriz percorre um tridngulo.

Na figura (fig. B)), pdginal3

vocé pode “ver” os trés planos paralelos

1, T2, T3; (1)
e dois a dois eles determinam volumes que sdo rombos do cone, quer dizer pedagos do cone determinados por dois planos que ndo
sejam paralelos com qualquer geratriz, e na figura (fig. @) hd trés geratrizes que na verdade é qualquer das retas que se originam
no ponto O e percorra o tridngulo de base do cone que pode ser qualquer um dos tridngulos determinados pelo cone e por um dos
planos ;.

A razdo de proporcionalidade é dada por quaisquer dois segmentos de
reta, homdlogos, contidos na superficie que contém as geratrizes. Este con-
ceito, homdlogo, é o mesmo usado na referéncia dos lados de triangulos,
ou poligonos semelhantes. Sdo segmentos que tenham a mesma fungcdo em
dois objetos semelhantes, por exemplo, as hipotenusas. em dois tridngulos
retangulos semelhantes, ou um dos catetos e o seu homoélogo. O valor da
razdo de proporcionalidade é a razdo entre os cubos das medidas dos segmen-
tos homologos escolhidos porque estou comparando volumes. Compare com
a lei do cosseno que estabelece a proporcionalidade entre dreas de figuras
planas, mesmo que elas se encontrem num espago de dimensdao maior do que
dois. .. entdo a razdo de proporcionalidade se calcula usando o quadrado das
medidas dos segmentos homdlogos escolhidos.

O texto do teorema ficou incompleto apenas mencionando que a razdo de
proporcionalidade seria determinada usando segmentos homdlogos e agora eu posso terminar a redag¢do.

Deixe-me designar por Va o volume determinado pelos planos w1, 7o e
V3 0 volume determinado pelos planos 7o, 73, algo assim como se o plano o fosse a base de Va e o plano 73 fosse a base de V3,
para justificar a notagdo.

Entdo a formulacdo do teorema seria:

o Considere dois segmentos homologos nas superficies externas de Va e de V3 cujas medidas sejam
p2,p3 € RTY; )
dois niimeros reais estritamente positivos.

e Para ndo entulhar demasiado a notagdo, permita-me uma metonimia, vou trocar o objeto geométrico, Va pelo niimero real
que representa o seu volume chamando este iiltimo de Va. Agora vem a proporgdo entre os dois niimeros reais Vo, V3
3
Va_Pa

- = =3 3)
Vs p3

A razdo de proporcionalidade entre os volumes é a segunda fracdo na equagdo (eq.3).

Apenas para comparar, veja como ficaria a relagdo de proporcionalidade entre dois tridngulos semelhantes 1,13 se eu
escolher os dois segmentos homdlogos sendo as alturas ha, h3 aplicando a mesma figura literdria para agora designar-lhes
as dreas como 1>, T3, eu teria
2
T _ ha,
=2
T3 hs
porque a dimensdo das variedades comparadas agora é dois, e no caso dos volumes a dimensdo é trés. Se estiver com-
parando lados homdlogos la, 3 dos dois tridngulos, e agora usando l2, 13 para representar as medidas destes lados, dois
numeros reais, eu teria

“)

la ho
I3 hg’
porque estou comparando os volumes de variedades de dimensdo 1.

Se vocé for perspicaz terd notado que eu ndo apresentei nenhuma demonstracdo do dltimo teorema,
apenas fiz uma descri¢do do resultado. Envie-me a demonstragdo que eu corrijo o texto dando-lhe o

(&)
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crédito. Entretanto a demonstragdo pode seguir apenas usando relacdo de equivaléncia possivelmente
usando a ideia contida da demonstracdo que fiz do reorema fundamental dos morfismos, [1].
Conceitos relacionados:

e Soma dos angulos dum triangulo.

Triangulo inscrito numa circunferéncia.

Medida do angulo que subentende o arco dum circulo.

Relacao de equivaléncia entre tridangulos do plano.

Proporcionalidade entre comprimentos, dreas e volumes.



Indice Remissivo

angulos
dum triangulo
soma, [

arco dum circulo
angulo, @]

circunferéncia
triangulo inscrito, £

Desargues
teorema de,

equivaléncia
relacdo de, [

figura, [IH3l

lei do cosseno
volume,

rombos
dum cone, 3]

Tales

de Mileto, 2] 4
teorema

de Desargues, 2, 3



REFERENCIAS 6

Referencias

[1] Tarcisio Praciano-Pereira. Teorema fundamental dos morfismos. Technical report, Sobral Ma-
tematica, 2020.



	o plano do trabalho
	O primeiro teorema de Tales
	Um segundo teorema de Tales
	O teorema de Desargues

