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Resumo

Alguns autores no Quora discutiram a geratriz duma dizima mas nao encontrei na dis-
cussao o algoritmo. Na tentativa descobri que existe uma classificacao das dizimas de que
um algoritmo depende. Eu mostro aqui esta classificacao e apresento algoritmos para deter-
minar a geratriz

palavras chave: dizima periddica, geratriz, nimeros racionais .

Reading some authors at Quora about recurring decimals I have seen that it cannot be a
unique algorithm to solve the problem of finding a generating fraction to a recurring decimal.
I discovered a classification of them upon which an algorithm depends and I present this
classification together with algorithms.
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1 Numeros racionais sao dizimas periédicas

Dizima periédica, é um caso particular de dizima que é uma sucessao de algarismos defi-
nindo um nimero. Dizima ¢ sinonimo de decimal embora pouco usada com este significado.

As dizimas periodicas sao os nimeros racionais e as dizimas nao periodicas SA0 08 NUIMEros
irracionais.

2=1.(9)-€Q (1)
1/3=0.(3)...;€ Q (2)

0.(1415)--- € Q (3)

p = 3.(14159265358979323848) - - - € Q; p # (4)
7~ 3.14159265358979323848 . . . ¢ Q; (5)

Nas equagoes (eq.1), (eq.2), (eq.3) e (eq.4) vocé vé dizimas periddicas e na equagao
(eq.5) voceé tem a constante de Arquimedes que é um niumero irracional ndo sendo uma dizima
periddica.

As dizimas se classificam em trés classes que vocé pode ver imediatamente correndo para o
final deste artigo entretanto o tipo béasico que aparece em todos os outros casos esta na equagao
(eq.3) e vou comecar a discussdo por este caso mais simples produzindo ao final uma sua
generalizagao para descrever todos os outros.

Existe um algoritmo simples para recuperar a forma % que representa a mesma dizima.
Vou mostrar-lhe um exemplo a partir do qual vou deduzir o algoritmo que vai ser ligeiramente
diferente daquele que aparece comumente nos livros de Matematica do Ensino Médio. Este
que estou apresentando aqui é bem intuitivo e sua demonstracao obedece as regras da logica
expandido as regras da aritmética, eu vou fazer a apresentacao fazendo alteragoes no exemplo.

A justificativa do algoritmo vem das séries geométricas que generalizam as progressoes geomé-
tricas porque uma dizima periddica representa uma soma de poténcias negativas de 10, com
tantos zeros quantos algarismos houver na parte periédica somada com a parte nao periddica.
Usando a linguagem das p.g. a parte nao periddica é o termo inicial da p.g. a parte peridodica
é formada por um coeficiente constante que multiplica a razao. Resumindo esta descri¢ao, uma
dizima periodica é¢ um termo inicial somado com uma p.g.

Confira o exemplo numérico que eu vou deduzir dele a regra geral.

M = 37345.(1415) ... valor inicial: 37345; periodo 1415; (6)
S =0.(1415) ... valor inicial: 0; periodo 1415; (7)
coeficiente da razao: 1415;razdo: 1555 = 167 (8)
po + aéor’“;po = 05a = {55007 = 105 S0 = Po + aéor’“ = a' i (9)
oo

S:p0+a2rk:p0+a1—i7ﬁ;0<r<1; (10)

k=0 N
S =0.(1415) - = {555 100100k = 10000 T = (11)
= 10000 1—1; = 70000 9999 = 3999 (12)

10000

A geratriz da dizima periodica na peniltima equacao, é uma fracao cujo numerador é um
periodo e o denominador uma tira com tantos 9’s quantos forem os algarismos da parte periddica.
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Estou introduzindo o conceito “tira” que vou usar ao longo do artigo. Uma tira é um conjunto
de caracteres, as palavras da lingua portuguesa sao tiras formadas com os caracteres do nosso
alfabeto. Os nimeros naturais sao tiras formadas com os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Voce
pode argumentar que estou inventando um nome e que eu poderia usar arranjo com repeti¢ao,
entretanto os arranjos tém um tamanho especificado e seria dificil classificar as palavras da lingua
portuguesa como arranjos por que elas tém tamanho variado e nao especificado. Em inglés, e
em muitos textos de computacao se usa a palavra string.

Da equacao (eq.6) para a equagdo (eq.7) eu mudei o objetivo quando desprezei na equacao
(eq.7) o walor inicial considerando-o zero. Ele vai voltar de forma natural quando eu entrar na
discussao das classes de dizimas periddicas no momento em que vou fazer uso desta discussao
inicial.

Nao ha uma notacao padrao para indicar a parte periédica. Alguns autores usam parenteses,
como eu usei na equagao (eq.7). Outros marcam a parte periédica com um barra acima da
mesma e alguns usam uma barra inferior.

Na equacao (eq.9) estou relembrando a teoria das progressoes geométricas com uma adaptacao
da linguagem para o meu objetivo com as dizimas periddicas.

Na equagao (eq.10) eu escrevi o limite da série geométrica que é a soma dos termos da
p-g. que sendo uma p.g. com razao positiva menor do 1, tem limite, a série converge para um
nimero racional %’ que é a geratriz da dizima periodica. O somatério com o simbolo “o0” nao é
uma soma, ¢ um limite, é apenas um simbolo que representa o limite que eu escrevi no final da
equagao (eq.10) e que vou usar nas equagoes seguintes para obter a férmula da geratriz neste caso
particular e que vai me permitir generalizar para um caso qualquer quando vou obter o algoritmo
para obter a geratriz duma dizima periddica qualquer. E neste ponto que, com a légica, usando
limite, estou expandindo as regras da aritmética porque este somatério nao representa uma soma
da aritmética.

2 A geratriz

Vou descrever o algoritmo no caso particular exposto nas equagoes acima que ¢ bem simples
porque o ponto decimal ja separa identificando as duas partes da dizima, a ndo periddica, antes
do ponto e a periddica, depois do ponto.

1. Nas equacoes iniciais voce viu que pode haver um wvalor inicial que logo ignorei caindo num
caso mais simples, mas agora vou voltar a considera-lo:

S =123456789.14151415 - - - = 123456789.(1415) . . . valor inicial: 123456789; (13)

2. Identifique as partes: periddica e nao periddica: 123456789, 1415, sao duas tiras de niimeros
que tem, respectivamente, os comprimentos 9,4, [123456789| = 9, [1415| = 4.

3. Crie uma fragao, em cujo denominador esteja a parte periodica e no denominador uma tira
de 9s com o comprimento da tira que define o periodo: 9999, com tantos 9s quantos forem
os algarismos da parte periodica. Se voceé digitar esta fracao numa folha de trabalho do
calc ou do python vai aparecer a parte decimal da dizima:

e Em python “1415/9999.” e se vocé digitar “1415/9999” vai ter uma surpresa, expe-
rimente e procure entender! A divisao no python ¢ inteira.

e Em calc
1415/9999
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7 0.1415141514151415141514151415141514151415

O sinal “~ 7 é a forma como calc o adverte de que se trata duma aproximacao porque
ele nao sabe escrever

0.1415141514151415141514151415141514151415. ..

4. Agora deixe-me terminar as contas na equagao (eq.12).

1415 123456789 % 9999 4+ 1415 373412655 + 1415 373414070 (14)
9999 9999 N 9999 9999

e pode testar com python ou calc, [1].

123456789 +

Se vocé usar Linux, e se a distribuicao for baseada no Debian, Debian/gnu/linux, vocé pode
instalar calc com o comando

sudo apt install apcalc.
sem precisar pagar nada aos autores do programa porque calc é um programa livre distribuido
com a licenca GPL. Esta afirmacao nada tem o que ver com gratuito por que isto simplesmente
nao existe. Nés que escrevemos programas e os distribuimos sob GPL, trabalhamos para alguma
empresa que nos permite produzir programas sob esta licenca, no meu caso eu sou professor uni-
versitario e posso fazé-lo. Outros programadores pedem que lhes seja feita uma doacao que lhes
permitam continuar trabalhando. Nao sei qual é o caso do calc, mas digitando help copyright,
num terminal do calc vocé vai obter alguma informacao que lhe pode ajudar descobrir mais a
respeito.

3 Quando o ponto decimal nao identifica as partes
E aqui voceé tem trés casos que sao diferentes do exemplo inicial.
1. 123456789.(1415) ... m = 0;
2. 1234567891414.(1415) ... m = 4;0u
3. poderia ser 0.01234567891415(1415) ... m = —10

E voceé vai poder obter a dizima periédica com o comando do calc
power (10,m) * (123456789%9999 + 1415) /9999

usando o valor de m apropriado a cada caso. Por exemplo, para o terceiro caso usei

m=-10; power(10,m)*(123456789%9999 + 1415)/9999
que sao dois comandos do calc, separados por “ponto e virgula”, ou poderia serem os comandos
separados em linhas distintas. Se vocé raspar a linha de comandos acima, e a colar num terminal
do calc vai ter na frente dos olhos a dizima peridédica do terceiro exemplo. Troque o valor de m
e vocé pode obter os outros dois.

E vou mostrar-lhe como usar o exemplo inicial para preparar a dizima periddica para construir
sua geratriz.

1. Deixe-me caracterizar o primeiro dos exemplos acima como o padrao, quando m = 0, e
os dois outros como modificagoes do padrao em que o ponto decimal corre para direita ou
para esquerda como for conveniente ao caso.

2. Identifique a parte periédica e divida-a por uma tira de 9s com mesmo comprimento do
periodo.
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3. Some o resultado anterior com a parte nao periddica multiplicada pela tira de 9s com
mesmo comprimento do periodo. Observe que vocé estd somando fragoes e o processo é
aquele para igualar os denominadores.

4. Voce deve identificar nas duas etapas anteriores o método para somar uma fragao, o primeiro
item, com um namero, a parte nao periodica no segundo item. Divida agora este resultado
pela tira de 9s que é o denominador comum.

5. Multiplique por uma poténcia de 10 (o expoente pode ser negativo). E esta multiplicacao
que vai governar a colocagao do ponto decimal. Na préatica, desloque o ponto decimal para
voltar ao caso anterior e conte o numero de casas correspondentes a este deslocamento do
ponto, seja m este niimero e vai ser

(a) m = 0 no primeiro caso, nao ha deslocamento do ponto decimal,
(b) m = 4 no segundo caso, o ponto decimal se deslocou quatro casas para a direita,

(¢) m = —10, no terceiro caso, o ponto decimal se deslocou dez casas para a esquerda,
deixando um zero depois do ponto decimal.

como ficou indicado dentro da lista de casos.

Observe que uma outra forma pratica relativamente ao deslocamento do ponto decimal
consiste em colocar m zeros no denominador ou no numerador. E o papel de power (10,m)
no algoritmo computacional.

A geratriz vai ser a soma de fragbes usando o primeiro caso como padrao e usando m
para retornar a dizima periddica original. Vou repetir a lista de casos com o algoritmo
computacional:

(a) 123456789.(1415)... m = 0;
power (10,m) * (123456789%9999+1415) /9999;
o ponto decimal nao se deslocou nem para direita e nem para esquerda.

(b) 1234567891415.(1415) ... m = 4;
power (10,m) * (123456789%9999+1415/9999); o ponto decimal se deslocou para es-
querda de quatro casas decimais.

(c) poderia ser 0.01234567891415(1415)... m = —10 o ponto decimal se deslocou para
direita de 10 casas decimais, deixando um zero depois do ponto decimal.
power (10,m) * (123456789%9999+1415) /9999;

Neste ponto eu cometi um erro que vou registrar como uma curiosidade para quem nao Havia

tiver tanta experiéncia com uso de expressoes computacionais, (e eu tenho experiéncia, e uwm  erro!
. Corrigido!
errei):

(a) errado power (10,m)*(123456789%9999+1415/9999),
(b) certo power (10,m)*(123456789%9999+1415) /9999,

o erro se encontra na posicao do paréntesis a esquerda cortando a distributividade na
multiplicacao por @.

Nas listagens dos trés exemplos vocé vé comandos para a linguagem de computacao calc
e eu preciso agora lhe mostrar onde esta a geratriz e como obté-la. Correr o ponto decimal
para a direita ou para esquerda, significa colocar zeros no denominador ou no numerador,
nesta ordem. E o papel do multiplicador power (10,m). Entao eu vou repetir a lista de
casos agora construindo a geratriz:
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(a) 123456789.(1415) ... m = 0;
123456789 + 9999 + 1415 373414070

— 1
9999 9999 (15)
e o comando do calc
power (10,m) * (123456789%9999+1415) /9999;
(b) 1234567891415.(1415) ... m = 4;
104 123456789 « 9999 + 1415 373414070 3734140700000 (16)

9999 N 9999 9999

Os zeros sao incluidos no final do numerador na expressao da geratriz e o comando
do calc

power (10,m) * (123456789%9999+1415) /9999;
(c) poderia ser 0.0123456789(1415) ... m = —10

1010 123456789 « 9999 + 1415 10-6 1234444434625 37341407

= = (17)
9999 9999 9999000000
e o comando do calc
power (10,-10) *(123456789%9999+1415) /9999;
Use o algoritmo anterior e multiplique o resultado por 10™ em que m = —10 é negativo,

quando o deslocamento do ponto foi para direita, e m = 4, positivo, no outro caso, quando
o ponto foi deslocado para a esquerda.

Experimente usando calc, para obter a geratriz de 1234567891415.(1415) ...
m=4; power(10,m)* (1234567899999 + 1415)/9999
A geratriz é o resultado da conta

power (10,m) * (123456789+9999 + 1415)/9999 que ¢ 12344L431620 ¢ yoce também pode

verificar usando calc ou outra maquina de calcular. Mas observe, separe os processos:

e para obter a geratriz, calcule com calc o numerador: 123456789%9999 + 1415 e

3 = =~ 1234444434626
escreva a mao a fra(;ao 9999

e para recuperar a dizima periddica use o comando duplo do calc

m=4; power(10,m)*(123456789%9999 + 1415)/9999

12344444346260000
9999

substituindo “m=4" com o valor apropriado.

1234444434626
99990000000000

que corresponde a fragao

No terceiro caso a fragao é
E voceé ja pode ver que a regra é

(a) escreva uma fracao cujo denominador seja uma tira de noves do mesmo comprimento
do periodo.

(b) o numerador seja a parte nao periédica multiplicada pela referida tira de noves somado
a um periodo.

(c) acrescente m zeros ao numerador se o ponto decimal estiver deslocado m posigoes
para esquerda, ou
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(d) acrescente m zeros ao denominador se o ponto decimal estiver deslocado m posigoes
para direita.

Experimente usando calc

power (10,-5)* (123456789%9999 + 1415)/9999; (18)
123456789 + 1415/9999 = (123456789%9999 + 1415)/9999; (19)
(123456789%9999 + 1415)/9999 = 1234444434626/9999; (20)
power (10,-5) *1234444434626/9999; (21)
1234.56789(1415) . ... (22)

S 0oo0020 = 1234.56789(1415) . .. (23)

Na folha do calc, digite: (24)
1234444434626,/999900000; (25)

Compare o valor de m com o nimero de zeros que aparece no denominador da geratriz.

A geratriz é o resultado da conta

123456789 + 1415/9999 que é % onde vocé pode identificar a multiplicagao por
power (10,-5) na presenca de cinco zeros, depois dos quatro noves, no denominador.

power () ¢é a funcao do calc para calcular qualquer poténcia, inclusive fracionaria.

Em alguns textos aparece a férmula errada para determinar a geratriz duma dizima periédica

como sendo:

1. no numerador uma tira formada com a parte nao periédica sequida dum periodo

2. no denominador uma tira de 9 com o mesmo comprimento da parte periodica sequida por
uma tira de 0 com o mesmo comprimento da parte nao periddica

e estd errado, como o mostram os exemplos anteriores.

4 A fracao obtida pode ser redutivel

Este método produz a geratriz de qualquer dizima periddica, entretanto o resultado pode nao
ser a fracao mais simples. Por exemplo

142857 1
T 999999 7’

E vocé pode gerar véarios exemplos interessantes, tome um ntmero primo, p, multiplique-o
por uma tira de noves somando 1 ao resultado para obter o numerador, coloque a tira de noves
no denominador e vai obter uma geratriz da dizima periddica. Por exemplo

0.(142857) - - - (26)

p*99999 + 1

2
99999 (27)

em que p é primo.
O comando do calc é
p=5; (p*99999+1)/99999
para obter
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5.00001000010000100001 - - - = 5(00001)

Como o denominador é sempre divisivel por 3 basta verificar se o numerador também o é
para obter uma fragdo mais simples. No caso da equagao (eq. 27), eu fatorei o numerador

142857 = 3% %11 13%37; 999999 = 3%333333 = 9% 111111 = 33%7x11x13%37 = 7+ 142857; (28)

e eliminei os fatores comuns com o denominador.

Entretanto as duas fragoes

142857 1
- 2
999999 7 (29)

sao equivalentes portanto qualquer uma das duas é uma boa resposta para a questao da procura
duma geratriz para uma dizima periédica.

Estou lhe mostrando na listagem a abaixo as trés classes possiveis de dizimas periodicas.
Estou fazendo esta descricao usando uma mistura das linguagens Matematica e Computagao. Se
voce colocar alguma das expressoes abaixo que terminam com reticéncias ou as que representam
fragoes na linguagem da Matemaética do Ensino Médio, numa folha de calculo duma linguagem de
computacao voceé vai receber uma mensagem de erro do tipo “bad formated number”. Também
hé erros que sao usados comumente na linguagem matematica como 4% que se “pretende” que
seja 4 + %.

5 'Trés classes de dizimas periddicas

Eu posso gerar qualquer dizima periédica com comandos do calc e ao mesmo tempo escrever a
expressao matematica que produz a correspondente geratriz usando duas variaveis a, b que tanto
podem ser usadas na expressao matematica como na computacional. Vocé pode experimentar
em calc qualquer uma das expressoes abaixo em que vou apresentar, lado a lado as expressao
matemadtica e expressao computacional.

A expressao computacional é

1. a=123456789; b=1415;m=-10;
2. power (10,m)* (a*9999+b) /9999

3. troque os valores de a,b,m, a tira de 9’s de acordo com a dizima que lhe interessar. Observe
que a equacao (eq.19) mostra o “método automético” para calcular a tira de 9’s:

1 1

T T
1_1om 1_10000

produz o nuimero certo de noves no denominador.

4. aplique no calc (a*9999+b) para encontrar o numerador e a fracao serd

power (10,m) * (a*x9999+b) /9999

5. substitua power (10,m) por uma tira de zeros no numerador ou no denominador para refletir
o deslocamento do ponto decimal para direita ou para esquerda.

m=-10; power (10,m)*(a*9999+b) /9999
O programa
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define DizimaPeriodica(m,a,b) {

while(m < 11) {
print "m = ”,m,, power(10,m)*(a + b/9999);
m-+=4; }

Vai gerar as trés classes se vocé definir este programa numa folha do calc e depois digitar
DizimaPeriodica(-9,a,b);
Entao m vai saltar de 4 em 4 que é menor do que o comprimento da tira nao periddica
produzindo as trés classes e lhe apresentando cinco exemplos.

em = -12 - 0.00012345678914151415

em = -8 - 1.23456789141514151415

em = -4 - 12345.67891415141514151415

em =0 - 123456789.14151415141514151415

em =4 - 1234567891415.14151415141514151415

em =8 - 12345678914151415.14151415141514151415

Eu usei a = 123456789,b = 1415, respectivamente, como a tira da parte nao perioddica,
a = 123456789, e o periodo, b = 1415, e m como poténcia de 10: 10™.
Nao foi gerada pelo programa a dizima peridédica pura mas teste com os valores para a, b

b =1415;a = 0;

e o programa vai gerar uma dizima peridédica pura quando o ciclo passar por m = 0.
O comando do calc que produz a dizima periddica correspondente a qualquer um destes casos

power (10,m)*(a*x9999 + b) /9999

Os casos acima descrevem trés classes basicas de dizimas periodicas que vocé pode encontrar.
Eu posso descrevé-las de uma forma abstrata usando uma mistura das linguagens Matemaética e
Computacao como:

e Voce tem duas tiras de mesmo comprimento, em inglés se traduz tira por string. que no

exemplo acima sao a = 123456789 e b = 714297 e a fracao produziria W =

0.(123456) uma dizima periddica que é um decimal puro: 0.(123456). E o primeiro caso.

e Voceé possivelmente tem outra tira com tamanho m que produz os demais casos 2,3: a =
123456789, m = 9.

Os casos estao escritos numa expansao da linguagem matematico-computacional porque

ninguém costuma escrever 0.000123456789533‘385 mas ¢ habitual 123456789.(714297) ... nos tex-

tos de Matematica do Ensino Médio, porém produz o erro do tipo “bad formated number” numa

linguagem de computacao: 123456789 gégggg e pode ser traduzido, com eu apresentei acima, como
123456666257508
1234 142 =
3456789 + 714297/999999 999999

Os programas que usei aqui se encontram na pagina [2, programas| de onde vocé pode baixar
sob a licenca GPL.
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