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Resumo

Este é o segundo duma série de artigos em que estarei escrevendo o planejamento do meu
livro de Calculo, possivelemnte com o mesmo titulo seguido dum ntimero de ordem. Neste
estou mostrando, resumidamente, o Célculo Diferencial e Integral das fungoes polinomiais.

palavras chave: funcdo polinomial, derivada de funcbes polinomiais, integral de fungoes
polinomiais.

This is the second paper of a series into planing my book in Calculus to a final draft. The
title of the papers will reflect they are together in a goal by the names containing numbers
which will identify their precedence, roughly. In this paper I am dealing with the Differential
and Integral Calculus of polynomial functions in a very resumed way.

keywords: derivative of polynomial functions, integral of polynomial functions, polyno-
mial functions.

*tarcisio@sobralmatematica.org



1 O desenvolvimento deste artigo

Eu vou desenvolver a integral e a derivada do monémio f(x) = z™ e para simplicidade do
texto, coerente com o objetivo desta série de préprints, eu vou me restringir ao caso n = 3
deixando para a leitora a expansao ao caso geral dum polindmio qualquer.

Estou usando sem nenhuma outra referéncia o artigo [9] que justifica porque posso usar somas
de Riemann uniformes na aproximacao da integral definida e também vou usar o resultado final
do [8] que mostra como calcular a integral do monémio f(x) = z".

O objetivo aqui é chegar ao teorema fundamental do Calculo Integral. Nesta primeira secao,
eu vou mostrar que as fungoes polinomiais sao continuas, o que todo mundo ja sabe, e nao repre-
senta nenhum novidade a nao ser porque estou usando continuidade sequencial que é ignorada
nos livros de Calculo. Com isto estarei montando o prequesito para as duas segOes seguintes:
integral e derivada.

1.1 Continuidade das fungoes polinomiais

Vou me restringir ao caso f(z) = x™,n = 3 uma vez que os demais casos nao oferecem
nenhuma novidade.

Também para simplificar a linguagem e a notagao, e eu estarei me referindo a uma funcdo
continua, f quando na verdade quero dizer f(x) = z",n = 3.

A teoria que se encontra por baixo é que os numeros reais sao classes de equivaléncia de
sucessoes de Cauchy do anel de todas as sucessoes de niimeros reais com o quociente sendo feito
com o ideal maximal das sucessoes que convergem para zero tendo como consequéncia um corpo.
Entretanto num livro de Célculo é suficiente mostrar as propriedades dos limites que serd o que
vou fazer aqui. A traducao desta frase matematica de altissimo nivel, fim duma boa graduagdo
¢é que as propriedades do limite valem: soma de limites ¢ o limite da soma, produto dos limites é
o produto dos limites, alids, esta é uma das dificuldades do Célculo apresentada na forma como
o é habitualmente, coisa que pretendo romper aqui, a dificuldade.

Também, a menos que eu o explicite ao contrario, estarei sempre trabalhando com funcoes
definidas num intervalo fechado da reta, ou no caso complexo, definidas na bola B0, r| para r
suficientemente grande e ao usar esta notacao para as bolas, quero me referir as bolas fechadas.

As propriedades do limite sao, na verdade, a construcao dos numeros reais que fara parte
dum artigo desta sequéncia.

A continuidade sequencial equivale para o conjunto dos nimeros reais, ou dos nimeros com-
plexos, a definicao com épsilon e deltas, fato este que é ignorado na grande maioria dos livros
de Célculo tornando a grande maioria das demonstracoes tortuosas comparadas com as que vou
fazer aqui.

Teorema | 1 (As fungGes polinomiais) sdo continuas
Dem]

E consequéncia de que o produto do limite é o limite do produto. Seja

flx) =2",n=3; (1)
(Tn)neN; Tn — a; uma sucessao convergente; (2)
entao
lim f(zn) = f(a); (3)
n=oo

A equagao (eq.1.3) é consequéncia do limite do produto que é o produto dos limites.

A sucessdo (xn)neN em alguns casos precisa de pequenas restrigoes uma das quais é que todos os termos um
numero finito estejam dentro do dominio de defini¢ao f, e isto precisa ser dito. Mas ndo farei nenhuma meng¢do
a este observacdo na sequéncia.
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E para um polinémio qualquer vale que soma dos limites é o limite da soma.

A continuidade deve ser tratada com bastante cuidado, por um lado ela se torna, no contexto
das funcoes polinomiais uma excegao a regra, mas ela é necessaria para garantir que as somas
de Riemann uniformes representam o limite comum de todas as somas de Riemann no contexto
em que estou trabalhando, e entendo que este assunto deve ser tratada de forma marginal,
o que significa, dar-lhe importancia mas salientando que faz parte duma conceituacao mais
ampla que se aplica aqui ao universo dos elementos que serao usados. Isto d4 uma sensacao
de inutilidade ao conceito de continuidade que é comum no ensino do Calculo. Como entender
que é importante a continuidade se todas as fungoes usadas sao continuas a nao ser algumas
construidas especialmente para serem exemplos de fungoes descontinuas?

Entretanto a descontinuidade faz parte da vida diaria, apenas é de dificil observacao e apenas
os pesquisadores envolvidos com a questao é que podem observar a sua presenca. Um exemplo
interessante se me ocorreu outro dias observando o comportamento dos insetos: eles procuram o
encontro entre a parede e o piso exatamente porque ai se dd uma descontinuidade na luminosidade
e que em alguns casos se da por uma fresta do encontro da parede com o piso que eles percebem
como um buraco. Mas é muito dificil formular este exemplo sob forma duma equacao, entretanto é
um bom exemplo para mostrar que existe descontinuidade e sugerir que se aguarde um pouco pois
¢é no estudo das derivadas que sera facil construir exemplos: a curva da luz atravessando um meio
tem uma derivada descontinua e a fungao moédulo tem um grafico semelhante oferecendo a mesma
descontinuidade na derivada. Mas é preciso chegar a derivada para que aparecam exemplos
significativos que nao possam ser etiquetados como produzidos para se falar dum conceito que
parece nao ter exemplos na vida real.

Nas duas proximas segoes vou tratar, neste ordem, da integral e da derivada, reservando uma
quarta secao para o Teorema Fundamental do Céalculo que podera ser continuagao de qualquer das
duas anteriores, numa tentativa de me apaziguar com os que preferem comecar pela derivada.
Sempre que volto a esta questao lembro-me duma ocasidao em que, recentemente tendo feito
concurso para o Dep de Matematica da UEM, brindaram-me com uma turma de repetentes para
dar aulas de Calculo. Comecei pela integral ouvindo reclamagoes de alguns dos experimentados
repentes: mas nao pode! ainda nao deu derivadal. Ao que lhes respondi, ora, esta ¢ uma turma
de repetentes, todos aqui jd viram derivada!

Lamento que Courant nao tenha ido a fundo em sua inversao, eu precisei de 30 anos para
refazer aquilo que ele deixou incompleto, talvez ele se assustasse com a possibilidade de en-
frentar repetentes, coisa muito comum entre os estudante de Célculo. Courant foi um marco
importante em minha formagao como matematico porque me iniciei em seu livro de Caélculo,
inicialmente na verao em portugués mas posteriormente adquiri a versao em inglés. Penso que
uma das caracteristicas de minha formagao iniciada com este livro marcante foi a de que devemos
mostrar ao estudante o caminho que podera ser desenvolvido no futuro mas manter os pés no pre-
sente. Entao, devem aparecer teoremas importantes no texto, mas nem sempre é importante que
aparecam as demonstracoes ou se aparecerem que sejam em letra pequena caracterizando que o
importante e entender o teorema, fazer uso dele e aguardar um maior amadurecimento para entao
dominar a demonstragao que muitas vezes pode ser feita com mais facilidade posteriormente e
estarei dando aqui alguns exemplos disto.

O objetivo é abrir horizontes e nao fecha-los.

2 Integral das funcoes polinomiais

H4 alguma coincidéncia entre esta secao e a tultima segao de [8]. Ali o objetivo era mostrar
uma aplicacao do uso dos determinantes de Vandermonde que é o detalhe que vou omitir aqui.
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Na segao anterior provei que as fungoes polinomiais f sao continuas e como tal uniformemente

continuas sobre intervalos fechados ou bolas fechadas e consequentemente as somas de Riemann
b

uniformes sao um vélido representante de classe para o ntmero [ f(z)dz.

a
Interessa-me agora determinar a férmula para o calculo exato desta integral o que vou fazer
no caso particular de f(xr) = 2 seguindo o método que venho usando. Facilmente a leitora
generalizard o método para o caso f(z) = 2" e o meu trabalho fica simplificado.
Considere a seguinte lista de equagoes e os comentarios que vou tecer em seguida.

b 0 b
[ f(z)dx = ff(x)dx—i—off(x)dx: (4)
b a
= [ f(z)dz — [ f(z)da; (5)
0 0
ff(:v)dm A nil f(kAx)Az = Ax nil k3Ax? = (6)
0 k=0 k=0
= Az? nil k3 = Az P(n); Az = L; (7)
k=0

Na equacao (eq.2.4) usei uma propriedade geométrica da integral que me permite dividir uma
integral usando um ponto médio, aqui usei o zero e seria preciso estabelecer, e o faco agora, que
0 € [a,b] de modo a poder usé-lo como ponto médio. Observe que isto é uma das vantagens de
que eu esteja trabalhando com fungoes polinomiais, elas estao definidas em qualquer intervalo
da reta ou do plano complexo de modo que sempre posso fazer esta hipotese.

Na equacao (eq.2.5) eu reescrevi a integral usando o ponto médio e usando outra propriedade
da integral que implica na troca do sinal acompanhando uma troca na ordem dos terminais da
integracao. A integral é sensivel ao sentido em que estiver sendo calculada:

/bf(w)dw = —/af(w)dw = (8)

Isto vai me permitir uma simplificacao nos cédlculos que vou usar na préxima equacao.

Na equagao (eq.2.6) transformei o problema ao célculo da integral usando a condi¢ao inicial.
zero e uma condicao final nao zero. Mais a frente vocé vai ver a grande vantagem em fazer assim,
e mesmo a soma se Riemann ficou simplificada. Agora aparece a soma de Riemann uniforme
que representa este calculo aproximadamente e na equagao (eq.2.7) aparece a férmula final que
depende dum polinémio P que calcula as somas das terceiras poténcias dos n primeiros niimeros
naturais. Este polinomio, confira [7], é um polinémio do grau 4, sendo o resultado geral que a
soma das poténcias p dos n primeiros nimeros naturais é P(n) em que P é um polinémio do
grau p + 1. Também vocé encontra em [7], o método para encontrar a equagdo de P em que
aparece um determinante de Vandermonde e ainda melhor em [8] em que mostro que interessa
calcular apenas dois determinantes que sao de Vandermonde.

E no caso das terceiras poténcias a equacao de P é

22+ 223 + x4
Pla) = T )
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que substituido na equacao (eq.2.7) me da

n—l 2 4
Act 30k = Aat (n=1)*+2(n—1)7+(n=1)7 _ (10)
_ b4((n—1)2+251n21)3+(n—1)4) _ b4(1—1)2+ i 2b451n11)3 i b4(2_41)4_ (11)
i SHCEGATEs - i SGRA (12)
4 4

= lim & =y (13)

b 4 2 4 b 4 4
Off(:E)dx:%;g’f(w)dw:%;ff(:Jc)dx:"T“; (14)

Preciso explicar a passagem entre as equacoes acima, devido ao uso do operador limite. Na
equagao (eq.2.10) e na equagao (eq.2.11) eu usei a aritmética.

Na equagao (eq.2.12) eu usei limite de sucessoes. Eu vou deixar esta explicagao para um artigo
posterior em que estarei construindo os niimeros reais a partir de sucessoes de niimeros racionais.
Entretanto posso adiantar que na equagao (eq.2.11) vocé tem duas fragoes que dependem da
varidavel n em que o grau do numerador é menor do que o grau do denominador e nestes casos
o operador limite lhes atribui o valor zero no oo o que é uma propriedade deste operador que
precisa ser estudada como farei em outro artigo desta sequéncia. Na terceira fracao as poténcias
sao iguais e operador limite atribua a fracao (71;741)4 o valor 1 resultando no valor calculado na
equagao (eq.2.13)

E foi criada uma notacao para simplificar o resultado expresso na equagao (eq.2.14) que é

/ f(z)de = F(z)|%; Flz) = > (15)

Vou retornar a esta expressao no final da préxima secao quando vou fazer conexao entre
integral e derivada com o Teorema Fundamental do Cdlculo Integral. Mas vou adiantar um pouco
o servigo observando que defini uma nova funcao F' para compor esta notacao que simplifica o
calculo da integral.

Deixe-me terminar mostrando-lhe uma outra propriedade da integral que justifica bem a
definicao da funcao F' que vou chamar de primitiva de f.

Observe que calculei

b 4 a 4 b 4 4
Off(x>dx=%;Off(fc)dcvz%;aff(@dx:”%; (16)
T Ofmf(t)dt -z (17)

Na equagao (eq.2.16) eu simplesmente copiei os resultados que obtive anteriormente, e na
equagao (eq.2.17) eu fiz duas modificagoes:

xT

e escrevi f f(t)dt e é preciso comentar um pouco a respeito e para tornar a conversa mais
0
vivida, deixe-me escrever esta expressao de novamente:

/af(t)dt;/af(y)dy;/af(x)dx; (18)
0 0 0
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observando que representam exatamente a mesma expressao. Neste momento ¢ um pouco

complicado discutir o significado de todos os simbolos envolvidos, mas na préxima secao

vou conseguir avancar um pouco mais neste sentido. Entretanto, ja agora, deixe-me dizer-
a

lhe na expressao [ f(z)dz nao tem sentido escolher um valor para “z” o que alguns autores
0

a

chegam mesmo a dizer que na expressao [ f(z)dz ndo tem x o que é exato uma vez que
0

voceé nao pode dar-lhe um valor.

e O simbolo dr também nao tem x e também nao é uma variavel a qual se lhe possa dar
um valor. Mas existe uma conexao entre x e dx que vou poder deixar mais clara na
proxima secao. Ha autores que sugerem que o simbolo da integral foi construido com um
alongamento do somatério quando se aproveitou para transformar a diferenca Az em dzx.
FEu nao sei se esta evolucao corresponde a verdade historica, mas em franceés o sinal de
integral é chamado de somme. E possivel que esta evolugao tenha algum justificativa.
Entretanto ha duas questoes que me afastam de usar esta justificativa:

— Pensar no dxr como corruptela de Az ajuda a manter vivo um conceito que nunca
conseguiu encontrar uma justificativa tedrica que é o infinitésimo. Nao existem infi-
nitésimos, e voltarei na préxima secao ao assunto.

— A notacgao de Leibniz é um exemplo de formalismo que mostra como a Matemética é
uma meta linguagem e como tal nada exata. A notacao de Leibniz justifica perfeita-
mente o dx e vou retornar a ela na préxima secao.

Se eu lhe disser que tem imprecisoes na Matematica, ou que a Matemaética nao é uma ciéncia
erata eu nao estaria dizendo nenhuma mentira. Mas nao é o meu objetivo dizer isto aqui e
sim dizer que a Matematica é uma linguagem que estd longe de ter uma estrutura unificada e
que inclusive exitem diversos pesquisadores, matematicos, trabalhando na criacao de teorias na
tentativa de encontrar uma unificacao geral para a Matematica e possivelmente eles irao falhar
com este objetivo especifico mas certamente irao criar outras teorias interessantes aumentando
o grau de destruturacao da Matemaética. .. mas exatamente esta desestruturacao é que torna a
Matematica uma bonita teoria.

Quando os bourbaquistas comegaram o seu projeto e de certa forma continuando o projeto
de Hilbert, mas possivelmente nao perceberam a impossibilidade do projeto demonstrada por
Godel. Se nem mesmo é possivel ter-se uma axiomatizacao completa dos niimeros naturais, como
garantir que a Matemadtica toda tenha consisténcia.

O melhor desta histéria é que nds, os matematicos, conseguimos viver muito bem com os
defeitos inerentes da Matematica e conseguimos nos adaptar em cada momento para que os
nossos calculos fiquem exatos. ..

O limite é um destes problemas que pervasa a Matemaética e vou retornar a estas questoes
na préxima secao quando discutir a notacao de Leibniz.

E valido falar que resolvi uma equacao diferencial de primeira ordem onde a terminologia,
condi¢ao inicial é marcante ao caracterizar a partir de que ponto se mede um fenémeno que é
este o significado no Célculo da integral, calcular a quantidade do fenomeno que f descreve.

3 A derivada das funcgoes polinomiais

A derivada é usualmente introduzida geometricamente como o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico duma fungao e passa pelo uso duma sucessao de retas secantes que fornecem
uma aproximacao para a o coeficiente angular da reta tangente.
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Nao tenho nenhum acréscimo significativo a fazer aqui a nao ser na discussao sobre o limite
que considero que foi uma das descobertas que fiz ao longo das diversas tentativas de tornar o
assunto légico dentro do quadro do ensino de Célculo. O limite representa um salto l6gico bem
visivel na construcao dos nimeros reais que sera tratado num dos artigos desta sequéncia e que
¢ declarado por Courant em seu primeiro volume de Célculo, [2], como o limiar da Matemdtica
Superior. Considere a seguinte sucessao de calculos

flz) = 2% Az > 0; (19)
flz+Az) - f(z) = (z + Az)’ — 2’ = (20)
=23 + 322 Ax + 3zAx? + Axd — 23 = (21)

Af =322 Az + 3xAz? + Az3; (22)
ﬁ—i = 32? + 3xAz + Ax?; (23)
dim, 55 = 9% 2

A passagem para as equagoes (eq.3.20), (eq.3.21), (eq.3.22), (eq.3.23), é aritmética, todos
os calculos envolvidos se explicam com as regras da aritmética. A passagem para a equagao
(eq.3.24), ndo é aritmética e eu nao sei lhe dar uma justificativa senao falando que usei um novo
operador aplicado na expressao contida na equacao (eq.3.23) que no primeiro membro tem
uma fracao cujo denominador é Az, que nao pode assumir o valor zero, mas o operador limite
encontra um valor para esta expressao, neste caso, simplesmente calculando o valor da expressao
a direita dando-lhe o valor Az = 0.

Quando for possivel encontrar, pela via da aritmética, uma simplificacao da expressao ﬁ—i em
que o denominador seja eliminado, facilmente posso obter o resultado da aplicagao do operador
limite simplesmente calculando o valor da expressao substituindo Az = 0.

Exatamente porque nao se sabe explicar esta passagem é que nao temos nenhum algoritmo
computacional para o calculo de limites e com a visao computacional que temos hoje este algo-
ritmo nao serd escrito, traduzindo, nao sabemos o que é limite fora da Matematica onde ele é
explicado de formas variadas, talvez a mais precisa como um filtro ao longo duma cadeia que é
impossivel usar nos primeiros anos do ensino universitario até porque nem todos os professores
o entenderiam.

Mas a linha de raciocinio que usei acima € possivel de ser apresentada com o comentario
educado e honesto de que nao sabemos explicar o que ¢ limite, mas que funciona, um pouco na
linha da anedota da ferradura pendurada na sala do fisico Bohr, em algum lugar de Copenhague
na década de 20 quando ele dizia que nao acreditava, obviamente, que ferraduras dessem sorte,
entretanto, acrescentava, “dizem que da, mesmo para aqueles que nao acreditam nisto”, como
Bohr que nao acreditava na sorte das ferradura, mas se beneficiou delas, vai por ai a apresentacao
do limite no Calculo. A gente nao sabe o que é, mas funciona! E nao tem nenhuma desonra,
Courant também nao sabia, mas sabia que funcionava, e soube fazer uso extensivo nas equacgoes
diferenciais parciais das quais ele foi o mestre dos mestres de sua época.

Consequéncia da sequéncia de célculos das equagoes (eq.3.19), (eq.3.20), (eq.3.21), (eq.3.22),

(eq.3.23), (eq.3.24), é o préximo teorema deduzido de f(z) = z3:

2 (Derivada das ) fungdes polinomiais Se f(z) = a" entio f'(z) = nz"~"

Como na construgao de nimeros reais eu vou mostrar em artigo vindouro, que o operador
limite nos permite descobrir pontos de convergéncias de sucessoes e mesmo definir novos tipos
de nimeros, agora, o limite aplicado a uma sucessao de secantes vai nos dar o coeficiente angular

busca com
palavra
chave

Bohr  var
mostra-lhe
uma versao
desta
histéria...
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da reta tangente ao grafico duma fungao, se esta tangente existir. Falo de sequéncia de retas
tangentes porque eu poderia ter definido

Az, = —n>1;neN; (25)

1
n
e Af, é o coeficiente angular duma reta tangente que passa nos pontos

(@, f(2)), (x + Awn, f(x + Azn));

Voceé pode obter varios graficos de retas tangente a uma fungao usando o programa

TaylorPolinomio.gnuplot
que vocé encontra em [3, programas|. Redefina a funcao f e sua derivada df logo no comego e
deixe o programa rolar com o comando

gnuplot TaylorPolinomio.gnuplot

Tudo que voceé precisa, além de baixar o programa ¢ ter gnuplot instalado e o comando acima
funciona perfeitamente num terminal duma distribui¢ao Linux.

Definicao 1 funcao diferencidvel
Uma funcgao € diferencidvel se tiver uma reta tangente em todos os pontos de seu grafico.

As fungoes polinomiais sao diferenciaveis, elas tem uma reta tangente em qualquer ponto de
seus graficos mesmo que estejam definidas em conjuntos mais amplos que intervalos da reta.

3.1 Teorema Fundamental do Calculo

Vou unificar as teorias da integral e da derivada usando a fung¢ao primitiva que eu ja defini
na construcao da integral. Na equacao (eq.2.15) eu defini a fun¢ao F' que chamei de primitiva da
fungao f e agora, como sei calcular derivadas de polindmios posso calcular a derivada da funcao
F mas ao fazé-lo vou introduzir a notacao de Leibniz para derivadas porque vou também dar
uma primeira justificativa para o simbolo dz que aparece nas integrais.

Tenho
F(x) =2 (26)
Fl(z) = B8 = d — o3 = f(a); (27)
b
[ f(@)dz = F(b) = F(a) = F|}; (28)

Na equagao (eq.3.26) estou relembrando o valor da integral que defini como “funcao definida
com auxilio duma integral” e que chamei de primitiva ela é um polindbmio, ou como se costuma
chamar, um mondémio. Na equagao (eq.3.27) calculei a derivada do polinémio % que esta
multiplicado pela constante % que sai fora no célculo do limite pelo fato de ser uma constante.
Na equagao (eq.3.28) voltei a escrever a expressao da integral em que se vé a derivada, F’' = f,
aparecendo no integrando. Estou colocando em relacao a primitiva e a derivada, a derivada da
primitiva é a funcao que aparece dentro da integral.

Observe que o valor da integral é a diferenca entre dois valores da primitiva e isto vai ter uma
explicacao interessante mais a frente.

A notagao de Leibniz representou um dos problemas complicados de resolver pelos que sempre
tentaram unificar a notagao da Matematica. Ao calcular a derivada nao existe nenhuma fra¢do

apesar de que muitos autores se refiram a quociente de diferenciais que nao existe em lugar
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nenhum como vocé viu quando eu calculei a derivada da funcao f(x) = 2%, mas havia um

quociente de diferencas que num passe aritmético eu fiz desaparecer a fragao permitindo-me o
calculo do limite atribuindo o valor zero a diferenca Ax. Nem sempre as coisas se passam de
modo assim tao simples, e Courant tinha razao quando dizia que “o limite se encontrava no
limiar da Matemdtica superior”. Apesar disto, como no caso da ferradura de Bohr a fracao de
Leibniz funciona como uma fracao quando a derivada existe e podemos efetuar calculos usando
esta fracao como se ela fosse uma fracao verdadeira, e existisse. Esta notagao, por um lado
mistica e muito utill, conduziu alguns autores a fazer referéncia a coisas para as quais nunca
se conseguiu dar uma explicagao logica e formal que sao os infinitesimais e ao quociente de
diferenciais. FEm particular este objeto sem nenhuma inclusao teérica dentro da Matematica,
chamado infinitésimo ficou por muito tempo criando entulhos e emperrando a compreensao de
muita coisa nesta va tentativa de explicar a derivada como um quociente de infinitésimos.

A fracao de Leibniz é um simbolo que funciona muito bem, e exatamente pode ser operado
com uma fracao, apenas formalmente em conjunto com o simbolo “d” representando a derivada.
Sabendo fazer uso adequado, a fracao de Leibniz é um bom instrumento, apenas nao queira
encontra-lhe o numerador e o denominador!

O dz que aparece dentro do simbolo da integral vem da notagao de Leibniz querendo dizer
que estamos calculando a integral duma derivada tendo como resultado uma primitiva que se-lhe
for aplicado o operador derivada vai reproduzir esta fun¢ao derivada. Por exemplo, o calculo
seguinte é legal

y=F(x)= /f(t)dt = dy =dF = f(x)dz; (29)
0

e a “mistica” estd em que “x” que aparece na equagao anterior em dois locais diferentes nada
tem um que ver com o outro. Se vocé escrever

/ f(t)dt (30)

o resto da expressao perde sentido. A verdade é que usamos varidveis para representar expressoes
matemadticas porque nao temos outra forma de fazé-lo, um exemplo bem simples é um polindmio
que escrevemos como

P(z) =1+ 3z + 522 (31)

quando tudo que queriamos dizer era que P é um polinomio que tem coeficientes 1,3,5 num
certa ordem e aqui funciona escolher um valor qualquer, numérico, como x = 3, para se calcular
o valor do polinémio com este valor.

Vou introduzir um método de derivagao que faz uso indireto da fragao de Leibniz e que mostra
que seu uso funciona embora nao exista nenhuma fracao no calculo da derivada.
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3.2 A derivagao implicita

Considere a seguinte sequéncia de cédlculos e a posterior sequéncia de comentarios.

a? +y? =% (32)

2xdx + 2ydy = 0; (33)

W=z (34)

y=f(2)=Vi?—a? = (" —a?)} (35)

fl@) = 5(% = )it = (36)

f'(@) = 55 (37)

y=F@) = [ f()dt = dy=dF = f(z)da: (38)
0

e A equagao (eq.3.32) é a equacao do circulo de raio 7 e centro na origem.

e Na equagao (eq.3.33) eu calculei a soma das derivadas de todas as expressdes polinomiais
deixando-as multiplicadas por um “diferencial” indicando qual foi a “varidvel” relativa-
mene a qual que a derivada foi calculada. E isto que se chama de derivacao implicita.
Depois, supondo que as entidades “dz” e “dy” existissem, eu fiz um cdalculo aritmético
para obter a equacao (eq.3.34) que me diz que o coeficiente angular da reta tangente ao
circulo, em qualquer ponto em que este coeficiente angular possa ser calculado, é dado pelo
quociente —% que ¢ o inverso do coeficiente angular da reta que contém o raio, com o sinal
trocado.

E isto esta perfeito! Quando duas retas forem perpendiculares, seus coeficientes angulares
sao
1

m, ——;

O raio é sempre perpendicular a tangente no circulo, e até pode ser usado como defini¢ao
de circulo, é a equacao diferencial do circulo! Circulo é a nica curva em que a tangénte
¢ sempre perpendicular a normal. Usei a derivacao implicita e a fra¢ao de Leibniz para
obter um resultado correto.

e Naequagao (eq.3.35) eu defini a equagao da parte superior do circulo cuja derivada calculei
usando a regra para o célculo de polinomios obtendo um resultado errado que esta expresso
na equagao (eq.3.36). Esta errado porque estd incompleto, falta alguma coisa e vocé pode
conferir com a equagao (eq.3.34) que falta 2z no numerador.

Para corrigir o erro, eu vou novamente usar a derivacao implicita e também a fracao de
Leibniz e vou convida-la a acompanhar a seguinte sequéncia de cédlculos e lhe pego que leia os
comentarios que vou fazer depois.

z=g(s)=r?— sty = f(z) = Va; (39)

= f(@) = flg(s)) = Vr? — s s = x; (40)

dy = f'(x)dz = f'(g(x))g'(s)ds; regra da cadeia (41)
b= Pla)ds = 3 = (2)

dx = ¢'(s)ds = —2sds; (43)

R )
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A equacao (eq.3.44) corrige o erro cometido anteriormente cuja razao foi a que naquele momento
eu ignorava a regra da cadeia que descobri agora usando a derivada implicita e vou deixar que
voce acredite ou nao, que eu nao conhecia ainda a regra da cadeia, mas vocé pode ver que com a
derivacao implicita eu a descobri, e a derivada implicita é um simbolismo que esta intimamente
envolvido com a fragao de Leibniz o que lhe mostra que grande parte das descobertas que fazemos
em Matematica ocorre pela simples manipulacao de simbolos que tem significado dentro dum
contexto local mas que podem perder sentido num contexto um pouco mais amplo como eu lhe
mostrei na equacao (eq.3.30).

E preciso fazer uma critica aos cdlculos feitos nas equacoes (€q.3.39)  (eq.3.43).  Quem
o mostra sao os calculos anteriores usando apenas a derivacao implicita, da equagao (eq.3.32)
até a equagao (eq.3.34). Apenas eu queria cometer o erro, considero erros os aspectos mais
instrutivos dum texto, se forem bem utilizados como penso que aqui foi!

Vou terminar esta secao fazendo mais um uso da derivacao implicita para descobrir outra
regra de derivagao. Acompanhe os cédlculos e leia os comentarios depois dos mesmos.

z= f(z,y) = zy; (45)
dz = f'(z,y) = (zy)" = ydx + zdy; (46)
(uv)" = vdu = udv; (47)

Na equagao (eq.3.45) eu defini uma fungao de duas varidveis e cada uma delas é uma funcao de
uma outra varidvel o que nao me interessa. Na equagao (eq.3.46) eu calculei a derivada implicita
da expressao na equacao anterior seguindo esta regra de derivacao pela qual

e cu derivo todas as expressoes relativamente a cada variavel nela contida deixando o simbolo
dx, dy ou dz conforme a varidvel sendo derivada,

e o resultado final é uma soma destas expressoes
que vocé vé na equagao (eq.3.46):
dz —ydr —zxzdy =0 = dz=ydzr+ xdy;

Agora eu vou interpretar o resultado obtido e na ultima expressao da equacdo (eq.3.46) eu
vejo uma soma que é idéntica a que escrevi na equagao (eq.3.47) que me diz que a derivada do
produto uv é a soma da derivada de v multiplicada por v com a derivada de v multiplicada por
u. Esta é a regra do produto para derivadas que descobri usando derivada implicita.

Eu vou voltar num préximo artigo a estas questoes completando as ideias e lhe mostrando
que a descoberta destas regras usando a derivada implicita apenas me sugerem um resultado
e que eu posso fazer uma demonstracao formal dele. Em suma, a manipulacao simbolica abre
perspectivas, cria conjecturas que precisam ser demonstradas.
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