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Resumo

Este artigo trata da definicdo de determinante, mostra como aparecem os determinantes e a defini¢cao
formal para o célculo deles passando depois para o método de cédlculo que se usa na pratica. Também
apresento um programa que lhe vai permitir experimentar alguns calculos com determinantes e matrizes
que vocé pode alterar para obter outros resultados do seu interesse. O programa ¢é distribuido sob a
licenga GPL.
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This paper deals with determinant, show how they come by and the formal way to calculate them
with a practical, computational example. Then I step down to the way to calculate them in practice.
Finally I point to a program that gives you some possibilities to realize what the paper describe and
the program is yours, distributed under GPL, to change and make your own experiments.

keywords: determinant, examples of determinant, practical rule.

*tarcisio@sobralmatematica.org



1 Como aparecem os determinantes

Determinante é uma funcao que aparece na Algebra Linear e Multilinear produzindo um niimero
que aparece associado a uma matriz retangular n x n.

As matrizes sao coeficientes, ou melhor multicoeficientes dos sistemas de equagoes lineares, e
quando o niimero de equagoes for igual ao nimero de incognitas, elas funcionam de forma semelhante
ao caso das equacoes lineares elementares do Ensino Médio sendo portanto uma generalizacao destas.
Se a matriz nao for quadrada o seu determinante que em geral nem é definido, seria zero levando ao
caso dos sistemas de equacoes lineares indeterminados ou impossiveis. Confira matriz e equagoes
lineares.

A solucao dum sistema de equacoes lineares quando o numero de incognitas é igual ao niimero
de equagoes, é muito semelhante, formalmente, a solucao da equacao do primeiro grau ax + b = c.
Ignore a comutatividade, e vocé tem dois tipos de equacao do primeiro grau:

ar+b=c = x=a"'(c—b); inverso i esquerda de a (1)
ra+b=c = z=(c—>b)a"!; inverso & direita de a (2)

num anel ndo comutativo em que a tenha por inverso a~!. Se o inverso existir, ele é tinico, mas

na equagao (eq. 1) ou (eq. 2) eu usei o inverso de a multiplicando & direita ou a esquerda porque
assumi que estrutura nao era comutativa. Isto significa que numa estrutura ndo comutativa ha duas
solugdes, possivelmente, para uma equacao do primeiro grau que podem ser vista como (eq. 1) ou
(eq. 2). E o caso das equagoes matriciais, confira matrizes.

a

A fragao ¢ somente tem sentido nas estruturas multiplicativas comutativas com que nos habi-
tuamos em nossos primeiros passos nos estudos de Matematica entao

r=(c—bat#al(c—b) (3)
o que implica que nao podemos resolver a equagao com simbolo tradicional
(c—0b)

= 4
=2 (4)
se a estrutura nao for comutativa como é o caso das matrizes:
1 2 4 8 1 0 0 O
1 -2 4 -8 0 0 0 1
A=11 3 9 o [P=] ¢ 10 0 |’ (5)
1 -3 9 =27 0 0 1 0
1 4 8 2 1 2 4 8
1 4 -8 =2 1 -3 9 =27
A x I3y = 1 9 97 3 i Ioga x A = 1 —92 4 -8 |} (6)
1 9 -27 -3 1 3 9 27

No exemplo acima a matriz Io34 representa a permutagao (234) e quando a matriz A foi multi-
plicada a direita por I234 se produz a troca de suas colunas de acordo com a permutagao (234) e se
multiplicada a esquerda por 34 se vao trocar as linhas de A de acordo com a permutacao (234).

Em N,Z,Q, R, C estas equacoes sao idénticas, porque a multiplicacao é comutativa nestas
estruturas numéricas, e se tem o habito de escrever

c—b
a

xr =

(7)



como solucao, devido a comutatividade da multiplicagao.

Mas se a, b, c forem matrizes e estas equagoes forem possiveis (as dimensoes envolvidas forem
compativeis) a solu¢do do sistema seria expressa por uma das equagoes (eq. 5) ou (eq. 6). A
razao é que a multiplicacao de matrizes nao é comutativa.

Para que se possam escrever as solugoes que aparecem na equagao (eq. 5) ou (eq. 6) é suficiente
que det(a) # 0 e neste caso podemos aplicar a férmula para o inverso de uma matriz para calcular
a1, confira matriz.

Porém esta forma de resolver um sistema linear é muito pouco pratica e apenas serve para
introduzir o conceito de determinante no calculo da matriz inversa. Observe que estou o tempo
todo fazendo a restricao de que as matrizes sejam quadradas, n X n, porque se a matriz nao for
quadrada o seu determinante que em geral nem é definido, seria zero levando ao caso dos sistemas
de equacgoes lineares indeterminados ou impossiveis. Confira matriz e equagoes lineares.

O determinante duma matriz n X n é uma forma n-linear alternada aplicada aos vetores-coluna
(ou vetores-linha) da matriz. Este assunto é estudado na disciplina dlgebra multilinear e o de-
terminante é uma forma multilinear alternada. O adjetivo “alternada” vem de uma propriedade
dos determinantes: se trocarmos duas colunas (ou duas linhas) o determinante muda de sinal. O
adjetivo “multilinear” vem da propriedade de que se uma coluna (ou linha) for substituida por uma
combinagao linear de vetores se tera a combinagao linear dos determinantes obtidos usando, em
cada caso, um dos vetores desta combinagao e usando os mesmo coeficientes para combinar os de-
terminantes. Como isto vale para qualquer coluna (ou linha) entao o determinante é “multi”-linear.

Os determinantes de matrizes 2 x 2 e 3 x 3 sao faceis de calcularem-se, mas a expressao geral
para o calculo de um determinante envolve o conceito de permutacao como é relativamente facil de
mostrar, mas nao de calcular. Suponha que

aiil Q14 A1n
A=(ai;);4,j=1,....n; A= | am Qjj Qin (8)
an1 Qn j QAnn

e que o € sim(n), um elemento do grupo das permutagdes de n elementos, entao

det(A) = > sng(o) [] @i

oesim(n) i=1..n

(9)

ou seja a soma dos produtos das entradas na diagonal principal das matrizes obtidas com as possiveis
permutacoes o das n colunas da matriz A. Eu poderia repetir a frase usando colunas em lugar de
linhas, mas vou tentar apenas falar das colunas como elementos aos quais se aplica o determinante,
para simplificar a linguagem, deixando que vocé substitua mentalmente coluna por linha.

Um exemplo de termo da soma seria

A15(1)325(2) + - - Ano(n); O < sim(n);

ou para visualizar melhor, considere a matriz

a1 Ai15(j) -+ Qlin
.AU aj1 ajg(j) . Ajn (11)
An1 Ono(j) --- Onn

A notacao
% somente
pode ser
usada em
estruturas
comu-
tativas:

a% * %a

Mas

7

nao
ne-
cessario. . .



que foi obtida da matriz A aplicando a permutagao o em sua coluna de ordem j. Observe que a
notagao na matriz estd errada e eu nao tenho como corrigi-la, por exemplo, o(j) pode ser 1 e neste
caso a esta coluna seria a primeira coluna da matriz. O nimero que aparece na equagao (eq. 10) é

o produto dos termos da diagonal de
As =1,A

Para obter o det(.A) se calculam todas as imagens de A pela permutagoes o € sim(n) e se somam
os produtos dos elementos na diagonal principal usando sng(sigma), sinal de o, como coeficiente.
Este é o método usado para o célculo do determinante duma matriz 3 x 3, observe que sim(3)
tem 3! = 6 elementos portanto ha 6 termos na soma da equacao (eq. 9) que podem ser obtidos com
esquema
ailr a2 a3 aix a2
G21 Q22 A3 A1 A22 (12)
a31 G32 0433 G31 0a32

chamado de regra de Sarrus. em que as duas primeiras colunas foram repetidas. Tracando as
diagonais decrescentes, e depois as diagonais ascendentes, neste esquema,

e ¢ fazendo o produto dos elementos sobre todas estas diagonais,

e com o sinal trocado no caso das diagonais ascendentes,

se obtém todos os termos da soma do determinante. O sinal trocado no caso das diagonais ascen-
dentes corresponde as permutacoes impares das colunas da matriz.

Voce talvez experimente a curiosidade de saber de onde veio esta regra, quem a inventou e
porque ela tem este formato. Para responder esta sua justa curiosidade eu vou lhe responder com
uma anedota, uma historia verdadeira e engracada em que eu me vi inserido numa certa ocasiao
frente a frente com um inventor da regra.

Eu estava estudando numa biblioteca piblica, em Fortaleza, quando, a saida, me deparei com
um senhor idoso que se divertia ensinando a algumas garotas e garotos como resolver sistemas de
equacoes 2 X 2.

Ele mostrava a garotada o desenho que aparece na figura (fig 1), pagina 4, que estava numa folha
dum caderno que ele folheava mostrando outros exemplos. E explicava cuidadosamente o método
que ele havia descoberto multiplicando cruzados os coeficiente na equacao e depois criando trés
esquemas, trés matrizes 2 x 2, de onde ele tirava mais produtos cruzados para finalmente calcular
o quociente e encontrar os valores de x e de y. Ele havia redescoberto a regra de Cramer, era um
inventor, e divertia a garotada resolvendo um problema dificil, um sistema de equacoes.

A regra de Cramer surge naturalmente quando vocé usar o método de substituicao sucessiva
da primeira equacao na segunda. Os niimeros que vao aparecer como coeficientes das fragoes para
determinar os valores de x e de y sao os determinantes obtidos neste cdlculo cruzado da matriz da
equagao, no denominador, e substituindo as colunas pela coluna dos dados para obter o determinante
de cada um dos denominadores.

Nao era o inventor, mas ele acreditava que fosse, eu assisti a sessao, ri-me, e fui-me embora sem
destruir a autoestima do inventor. Isto aconteceu em 1965 e os determinantes foram inventados no
século 19 ou um pouco antes.



Se vocé atacar um sistema de trés equacoes com trés incdgnitas, como o que aparece na lista
equagoes abaixo, voceé ird escrever

ar+by+cz =A
ex+ fy+g9z =B (13)
mz+ny+pz =C
a b c x A
e f g y |=| B |; (14)
m n p z C
_ det(Al),  det(A2),  _ _ det(A3).
T = e 'Y T det(d) ¥ T det(A) (15)

e a forma de calcular os determinantes para escrever os o6
valores de z,y, z ¢ muito semelhante a do inventor cea- 490036> —29400 -
rense mas agora a gente cai na regra de Sarrus que eu

descrevi acima. O que interessava aqui era responder a
pergunta: de onde saiu o determinante? e a resposta estéd
na anedota, foi inventado por um cearense em 1965, fa-
zendo as multiplicagoes cruzadas para obter os nimeros
das fragoes e calcular z,y. Como ele nao sabia que ja
havia sido inventado, entao era um direito dele, também,
inventar! E eu poderia repetir varias anedotas de inven-
tores e vou citar apenas mais uma: o triangulo de Pascal

que ja era conhecido dos matematicos chineses no século ‘
12 pelo menos duzentos anos antes de Pascal que foi um
matematico e filésofo muito produtivo do século 15. Ele

nao sabia que os chineses haviam inventado o triangulo
portanto ele também ¢é o inventor. Parece que Tartaglia, na Italia, também ja havia descoberto o
triangulo de Pascal.

-980000
/’

105000

x= 0.0669642857 y =32.55208333

Figura 1:

2 Definicao de determinante

Voltando aos determinantes, esta expressao, ou melhor o método envolvendo diretamente os
determinantes, nao é computacional. O método para resolver sistema de n equacoes lineares com n
incognitas passa por triangularizar as matrizes quando o cédlculo do determinante se transforma no
produto dos termos da diagonal principal, porque em qualquer outra permutacao ha um zero na
digonal tornando nulos todos os outros produtos. Este assunto pertence a dlgebra linear computa-
ctonal, ao cdlculo numérico ou a andlise numérica.

Por exemplo, a regra de Sarrus nao serve para matrizes de ordem superior a 3 como vocé pode
verificar no esquema abaixo.

a11 @12 a3 a4 a1 @12 a3 a4 a1 G122 a1z a4
G21 G22 A23 d24 Q21 G22 A23 d24 (G21 G22 (23 (24 (16)
a31 a3z as3 das4 Ga3z1 G32 a33 dA34 G31 G32 A33 A34
Qg1 Q42 Q43 Q44 (A41 A42 43 (A44 Q41 Q42 Q43 Q44



A regra de Sarrus nao se aplica para matrizes de ordem superior a 3. No esquema que aparece
na equagao (eq. 16), a partir da quinta coluna, as permutagoes se repetem. SO existem “regras
praticas” usando as diagonais da matriz para calcular determinantes de ordem 2 ou 3.

A férmula para o calculo do determinante duma matriz n X n é uma generalizacgao da férmula
que vale para as matrizes 3 x 3. Se A for uma matriz n x n real ou complexa entao

A= (aj)idet(A) = > sgn(o) [[ aows: (17)
=1

oceSim(n)

¢ a soma sobre todas as permutacgoes aplicadas as colunas ¢ e para cada uma das permutacoes o
produto dos elementos da diagonal principal, que é o que acontece com a regra de Sarrus no caso
das matrizes de ordem 3, em que se repetem duas colunas obtendo uma matriz com seis colunas
e entao se multiplicam os elementos de cada uma das diagonais deste esquema aplicando o sinal
negativo, correspondente as permutacoes do ordem impar, aos elementos das diagonais ascendentes
o que perfaz seis somas e Sim(3) tem 6 elementos. Sim(4) tem 24 elementos portanto nao da para
obter todas as permutacoes repetindo, de forma analoga, as colunas duma matriz 4 x 4.

Se eu aplicar a representacdo de grupos em que o grupo Sim(n) fica transformado nas per-
mutacoes das colunas da matriz identidade, I,, entao eu posso reescrever a féormula da equagao
(eq.17) como

Pr(A) = 1 aus (18)

Pr(I,A); A (IC,A)l_»—>1 Pr(l,A) € K; (19)

det(A) = Y sgn(o)Pr(lbA) = Y sgn(o) 1T aoge: = (20)
oeSim(n) o€Sim(n) i=1

> 39”(0>aa(1)1aa(1)2'"%(n)n; (21)

oceSim(n)

Na equagao (eq.18) eu defini uma fungao semelhante ao tra¢o, mas que diferentemente do trago
¢ o produto dos elementos da diagonal principal.

Na equacao (eq.19) defini o produto da matrizes I, A que representa a permutagao o € Sim(n)
que efetua a permutacao das colunas de A e apliquei a funcao Pr ao produto de matrizes I, A
obtendo um ntumero real ou complexo.

Na equagao (eq.20) defini o determinante como a soma dos nimeros Pr(I,A) usando como
coeficientes da soma o sinal da permutacao o tendo por resultado o determinante de A.

Na equagao (eq.21) eu repeti a expressao da equacao anterior escrevendo explicitamente o
produto da diagonal principal da matriz obtida com a permutacao o.

Estou chamando de sgn(o) ao sinal da permutacao o, e Pr uma fungao parecida com a fungao
traco mas que em vez de somar os elementos da diagonal principal, produz o produto destes ele-
mentos.

Isto equivale no caso das matrizes 3 x 3,

e a escrever as seis matrizes Pr(l,A) com as colunas permutadas por o, as seis permutagoes
das colunas duma matriz 3 x 3,

e a soma dos produtos da diagonal principal de cada matriz I, A usando o sinal da permutacao
o como coeficientes da soma. Como Sim(3) tem 6 elementos, tem 3 permutacdo com sinal
-1, que correspondem na regra de Sarrus o calculo sobre as diagonais ascendentes.



O programa [3, Determinante.calc] foi usado para fazer os célculos que aparecem nas equagoes
abaixo no calculo do determinante duma matriz 3 x 3.

Deixe-me aplicar a equagao (eq.18) num exemplo simples, considere a matriz A que aparece na
primeira equacao da sequéncia de equacoes abaixo cujo determinante eu calculei usando a funcao
det () do calc e aparece na segunda equacgao. Nas equacoes seguintes aparecem I, A obtida pelas
permutacoes das colunas de A. Confira os comentarios logo depois da sequéncia de equagoes.

1 2 3
A=| -4 5 6 (22)
7T 8 =9
det(A) = —282; (23)
sgn(l) = sgn((123)) = sgn((132)) = 1; sgn((23)) = sgn((13)) = sgn((12)) = -1;  (24)
1 2 3
A=| -4 5 6 — 1% 5% (=9) (25)
7 8 =9
-4 5 6
7 8 =9 | —(—4)x8x3 (26)
1 2 3
7 8 =9
1 2 3 = T7*2%6 (27)
-4 5 6
1 2 3
7 8 -9 | —» —(1%8x%6) (28)
-4 5 6
7 8 =9
4 5 6 | —(Tx5%3) (29)
1 2 3
-4 5 6
1 2 3 = —((—4) * 2% (=9)) (30)
7 8 =9

1x5%x(—=9)+ (—4)*8%34+T7T+2x6—1x8%x6—Tx5x3—(—4)*x2x(—9)=-282 (31)

Na equacao (eq.22) estd apresentada a matriz A e o valor do seu determinante na (eq.23).

Na equacao (eq.24) exibi os elementos de o € Sim(3) com seus respectivos sinais.

Nas equagoes (eq.25)- (eq.30) eu exibi o produto I, A seguido do produto dos elementos da
diagonal principal alterado com sinal da respectiva permutagao o, e na equagao (eq.31) se encontra
a soma dos produtos dos elementos na diagonal, alterados pelo sina da respectiva permutacao,
totalizando o valor do determinante de A.

Eu tentei usar como exemplo o caso de Sim(4) mas o texto ficou simplesmente ilegivel com
apresentacao de 24 matrizes modificadas a partir duma matriz 4 X 4 e penso que o caso 3 X 3
mostra todos os segredos da coisa ficando ainda simples. Mas vocé pode alterar o programa [3,
Determinante.calc] usando uma matriz 4 x 4 para ver o que se passa neste caso, se quiser ter este
trabalho. Sugiro que antes confira o grupo Sim(4) que deixei representado como um grupo de
matrizes no programa mencionado acima.



Vou fazer a demonstracao do teorema “produto dos determinantes é o determinante do produto”
mas nao vou usar a definicao formal de determinante porque a demonstracao se verifica impossivel
desta forma. Vou usar o que a pratica nos ensinou sobre o uso dos determinantes e que esta
registrado nos algoritmos que sao usados e se deduz também duma pratica centenaria na solucao
de sistemas lineares que ¢ o método da eliminacao sucessiva das varidveis que para matrizes se
traduz como determinacao da forma triangular inferior da matriz, quando todos os elementos que
estiverem acima da diagonal principal ficam anulados.

Antes deixe-me mostrar dois resultados envolvendo matrizes de transformacao.

1 (Determinante) da matriz I,

Determinante de I, =1 em que o € uma permuta¢do das colunas da identidade.

Dol

det(Io) = >.  sgn(t)Pr(I:1,) = (32)
TESim(n)
> sgn(T)Pr(Iro0) =1 (33)
TeSim(n)

Porque Pr(Iro0) = 0 para todas as permutagoes exceto quando Too for a identidade em qual caso Pr(Iroq) = 1;
Isto porque 115 é uma nova permutacao das colunas da matriz identidade levando a unidade para uma coluna
e trazendo esta coluna para o lugar da que foi levada o que significa que ma posi¢do it tem zero o que zero o produto
da diagonal principal de 1+ 1.
Outra forma de entendé-lo € que I5;0 € Sim(n) tem sempre zero em alguma posi¢do ii exceto quando I, =1,
quer dizer que todas as parcelas na soma do determinante sdo nulas com excecdo daquela que corresponde a I que
vale 1, o wvalor do determinante. O programa Determinante.calc, [3, Determinante.calc] mostra isto no caso de

Sim(3).

O que o teorema significa é que det(I,) = 1 para qualquer permutacao das colunas da matriz
identidade porque vai haver uma permutagao 7 € Sim(n) que transforma I, na identidade.

2 (Determinante) de matriz equivalente

Dada uma matriz quadrada A e uma matriz de transformacgao I, entdo

det(I,A) = det(Aly) = det(A)

o]

det(IoA) = >  sgn(r)Pr(I;:1;A) = (34)
TeSim(n)
3 sgn(T)Pr(IrocA) = (35)
TESim(n)
S sgn(p)Pr(IsA) = det(A); (36)
peSim(n)

Porque qualquer permutagdo representa um isomorfismo do grupo Sim(n) portanto a soma na equac¢do (eq.85)

é exatamente a erpressao da defini¢ao do determinante reescrevendo a soma com a permutacdo genérica ¢.

As matrizes I,;0 € Sim(n) sao também chamadas de matrizes de transformacao porque ela
transforma a matriz A em outra que lhe é equivalente no sentido de que o sistema de equacoes
definido pela matriz A tem a mesma solucao que o sistema de equagoes definido pela matriz I, A
ou Al,. O produto Al, apenas permuta o sistema de equacoes que tem A como matriz.



3 (Determinante) de matriz triangular O determinante duma matriz triangular é o produto
dos elementos em sua diagonal principal.

: Porque todas as matrizes obtidas de A por permutagdo de suas colunas vao ter um zero na diagonal
principal tornando nulos todos os produtos na soma da definicdo do determinante exceto, possivelmente, o caso da
diagonal principal de A que também sera zero se houver um zero em sua diagonal principal sendo este o valor do
seu determinante.

q.e.d .

4 (produto de) determinantes

det(AB) = det(A) det(B); (37)

Derm],

Dada uma matriz A ela sempre pode ser escrita na na forma triangular, superior ou inferior, sempre possivel
e existem algoritmos jd prontos para consegui-lo para uma matriz qualquer. A e sua forma triangular superior sao
equivalentes do ponto de vista do sistema de equacgoes que elas definem e um coroldrio deste teorema é que também
elas tém o mesmo determinante.

Vou supor que a matriz A se encontra na forma triangular inferior, ou seja, todas entradas acima da diagonal
principal sao nulas, exceto as que estiverem sobre a diagonal principal que podem ser nulas ou ndo. Observe que a
matriz nula é uma matriz triangular inferior, assim como a matriz identidade. A matriz B se encontra na forma
triangular superior, quer dizer, todos os elementos abairo da diagonal principal sGo nulos, exceto as que estiverem
sobre a diagonal principal que podem ser nulas ou ndo. A matriz identidade € uma matriz triangular superior. Pelo
teorema 3 o determinante das matrizes A, B € o produto dos elementos na diagonal principal de qualquer uma delas.
Assim

— A= (aij), B = (bij), AB = (myj);mij =< ai, T bj >; (38)
det(A) = [] as;det(B) = [T bis; (39)
=1 =1
AB = (myj);mi; =< ai, T b >= 3 ajpbr; = aiibii; (40)
k=1
det(AB) = >°  sgn(o) [[ my@uy = [ mii = (41)
ceSim(n) =1 =1
=1 <ai,Tbi >= [1 > aixbrs = ] aisbii = (42)
i=1 i=1 k=1 i=1

Il
=t
Q
s
=

o

ii = det(A) det(B); (43)

Na equagao (eq.41) eu simplifiquei a soma reduzindo-a permutagao identidade porque em todos 0s outros casos
haverd zero nas diagonais tanto de I A como de I5B.

Na equagao (eq.42) eu reduzi o produto dos elementos da diagonal m;; ao caso ai;bi; porque quando k < 1
ap; =0 e quando k > i b;p = 0.

Na equacao (eq.43) usei a associatividade do produto para separar os dois produtos.

Na préoxima secao vou lhe mostrar um caso particular de determinante, os determinantes de
Vandermonde que tem particular importancia por estarem ligados a determinacao de polinémios e
ao céalculo da integral das funcoes polinomiais. Também eles tem uma regra pratica especifica para
o calculo.

3 Determinantes de Vandermonde

Vandermonde é um tipo determinante que aparece naturalmente quando vocé tentar encontrar
a equacao dum polindmio usando o teorema Fundamental da Algebra, confira o exemplo.



Exemplo 1 (encontrar) a equagdo dum polinémio

Um polinomio (Q do grau n fica completamente determinado por n+1 equagoes. Na Sequinte
sucessao de equagoes vou procurar um polinomio do quarto grau, @), que tenha os valores que me
interessam para obter a soma das terceira poténcias dos n primeiros numeros naturais.

ne{1,2,3,4,5} — Q(n) € {1,9, 36,100, 225} (44)

Com fundamento no Teorema Fundamental da Algebra, um polinémio do quarto grau fica deter-
7
minado por cinco “pontos” dados. O polinomio Q vai me fornecer a soma das terceiras poténcias
dos numeros naturais e sei que um tal polinomio é do grau 4.

Q(x) = ag + a17 + asx? + azz3 + asx’; (45)
Q(l) =ag+ai+ax+az+ags=1;
Q(2) = ap + 2a1 + 4ay + 8az + 16a3 = 9;
Q(3) = ap + 3a1 + 9az + 27a3 + 8lay = 36; (46)
Q(4) = ag + 4ay1 + 16ay + 64agz + 256a4 = 100;
Q(5) = ag + 5a1 + 25as + 125a3 + 625a4 = 225;
1 1 1 1 1 ag 1
1 2 4 8 16 ai 9
13 9 27 8l ar | =] 36 (47)
1 4 16 64 256 as 100
1 5 25 125 625 ay 225
_ det(A det(A2) det(As) det(Ay) det(A
Qz) = det(A(l)% + detEA(z))x + detEAg)xQ + —qercan® + det(Az%x4 (48)
det(A det(As)z det(As)z?+det(Aq)x>+det(As)z? 224243 4t
Q(z) = t(Ay)+det(Az) t(d:t)(A: t(Ag)z” tdet(As)z” +24 +al (49)

e Na equacdo (eq.45) escrevi a expressao geral dum polinémio do quarto grau.

e Na equacdo (eq.46) expressei com um sistema de equagoes os valores de () para os nimeros
que me interessavam,
{1,2,3,4,5} — {1,9, 36, 100, 225} (50)

e na (eq.47) transformei o sistema de equagoes numa equagao matricial que resolvi encontrando
0s coeficientes de ), ag = 0;a1 = 0; a9 = 0.25; a3 = 0.5; a4 = 0.25;. O polinomio é
z?2 23 2t a:4+2933+x2.

Q)=+ 5+ 5 =

o A matriz na equacdo (eq.47) tem um formato especial, das matrizes de Vandermonde. Na
sequnda coluna se encontram os numeros 1,2,3,4,5 cujas poténcias se encontram nas linhas
que eles determinam.

Expressando em simbolos,

2 3 4 (52)

== R e
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Em exemplos numérico posso ter que “interpretar” 1 = 0°, mas nao estou propondo esta correcao
a excecao que existe em Matematica a lei das poténcias, é apenas um padrao que funciona. Cada
linha da matriz na equagao (eq.52) é formada pela sucess@o de poténcias do segundo elemento da
linha sendo o primeiro elemento sempre 1 que é a poténcia zero do elemento que define a linha,
com a convencao de que vale também para zero.

Confira que a matriz

1 1 1 1 1 1
0 3 4 5 6 7
0 9 16 25 36 49 (53)
0 27 64 125 216 343

0 81 256 625 1296 2401

0 243 1024 3125 7776 16807

¢ uma matriz de Vandermonde, o seu determinante é 725760 e pode ser calculado com a regra
exposta mais abaixo, na primeira coluna se encontram as “poténcias de zero” desde zero até 5 ...

Vocé pode trocar linha por coluna, e é o caso na equagao (eq.53), e também terd uma matriz
de Vandermonde, neste caso se diz que as colunas sao formadas pela sucessao de poténcias do
segundo elemento da coluna, a transposta duma matriz de Vandermonde é também uma matriz
de Vandermonde trocando linha por coluna ao descrever as propriedades. Daqui para frente, para
simplificar a linguagem, vou fazer referéncia exclusivamente as matrizes de Vandermonde em que
as linhas contém as poténcias do segundo elemento. Deve ficar claro para a leitora de que valem
todas as afirmacoes para a matriz transposta.

Os determinantes de Vandermonde podem ser calculados com uma regra bem simples que vou
expor no préximo teorema. A regra é simples mas a demonstracao é um pouco complicada.

5 (Determinante) Vandermonde Supondo que na sequnda coluna da matriz de Vandermonde

V de ordem n se encontrem os numeros
ai, -+ ,an € Ap

considere os conjuntos Cn,Cy, | de todas as combinagdes 2 — a — 2, dos elementos da sequnda linha ordenadas pelos
indices,

An:{CLl,"' 7a’ﬂ}; (54)
Crn = {(ai,a5);i < j; }; (55)
Cnk = {(ai,aj);i < jsi,j #k} (56)

em que os conjuntos Cy, 1 sao obtidos do anterior, Cp, eliminando todas as ocorréncias do indice k que os caracte-
TIZAM.
O walor do determinante de Vandermonde é o produto

D=det(V)= ][] (ai—ay) (57)
(ai,a;)ECn
em que n € a ordem do determinante.
A férmula para o cdlculo do determinante de Vandermonde aparece na equagdo (eq.57), os conjuntos An,Cn, Cp
facilitam a expressdo do produtério. Fu introduzi os conjuntos

Cnacn,k (58)

para simplificar a notacdo dos indices dos somatdrios e produtdrios, do contrdrio eu teria que indicar i < j;i,7 # k,
é este o uso destes conjuntos.

Antes de passar ¢ demonstragdo, deize-me mostrar-lhe como € simples a regra para o cdlculo do determinantes
de Vandermonde:



o Se fazem todas as combinagoes dois a dois dos elementos da seqgunda coluna, {a;,a;}, quer dizer, se selecio-
nam todos os conjuntos com dois elementos tirados de Ay, ordenados como eles aparecem na maltriz,

o se calcula o produto da diferencas dos pares obtidos anteriormente, (a; —aj), este € o valor do determinante.

e Mais prdtico ainda, calcule, ordenadamente, as diferencas dos elementos da sequnda coluna e faca o produto
destas diferencas. Vocé terd C2 fatores para calcular o produto.

e Mais logo, na demonstracao, vocé verd esta regra pratica sendo aplicada.

Observe que pela comutatividade da multiplicagao, o que interessa no produto definido na equagao (eq.57) é o
produto das diferencas dos pares que formam o conjunto C, e ele foi construido levando em considera¢do a ordem
dos indices. O que aparece na equagao (eq.57) € o produto destas diferencas. Nao respeitar esta ordenagdo implica
em alterar o sinal do determinante.

Dem |:
A demonstracdo vai prosseguir por inducao finita na ordem das matrizes de Vandermonde. O primeiro passo
que eu vou escolher da induc¢do € a matriz de ordem 3, mas vale para matriz de ordem 2 também, verifique!

1 a1 a% 1 a1 —a; a%—a% 1 0 0
V= 1 a9 a% D=1 1 as—a a% —aga1 |=| 1 az—a1 az(az —a1) |; (59)
1 a3 a% 1 a3 —a1 a% — aszal 1 az—a1 az(az —a1)
a2 — ail az(ag —al) 1 a9
= —(a2 —ay)(az —a ; 60
az —a1 asz(az —a1) (a2 —a1)(as — a1) 1 a3 (60)
D = —(a2 — al)(ag — al)(ag — ag) = (a1 — az)(al — ag)(ag — CL3); (61)

Na equagao (eq.59) eu deizei indicadas as operagdes com colunas que levaram ao ultimo determinante e (eq.60)
eu usei a regra dos determinantes de Vandermonde numa matriz 2, observe que hd uma troca de sinal a ser feita
que foi produzida na (eq.61).

Vou desenvolver o caso da matriz de ordem 4 X 4 que, embora desnecessdrio porque o ponto inicial do processo
de indugao finita jd foi executado mo caso 3 X 3, mas, este caso envolve uma pequena complicacdo que serd diddtica
para a aplicacdo do segundo passo da indugdo finita quando vou ter fazer uso de reticéncias para representar as
passagens intermedidrias.

1 a1 a% a? 1 a1 —a a% — a% a?
1 ao a% a% 1 a2 —a1 a% — asal a% — a%al
D=1, ., SR B e _ 3_ 3_ .2 = (62)
3 a% CL% as al a a3zail CL% a%al
1 a4 a; ay 1 ag4—a1 aj—aga1 ay—aja
1 0 0 0
|1 a2—a1 az2(a2 —a1) a%(ag—al) _ 63
1 _ — 2 _ - (63)
a3 —a1 asz(az —a1) a%(ag ai)
1 as—a1 aa(as —a1) az(as —a1)
1 0 0 0
| 0 ax—a1 az(az —a1) a%(ag—al) _ (64)
=10 B B 3 B =
az —a1 az(az —a1) aj(az—a1)
0 a4—a1 aa(as —ai) ai(a4 —a1)
az —a1 az(az —a1) a%(ag —a1)
az —a1 as(az —a) ag(ag —a1) |= (65)
ag —ar as(ag —a1) aj(as —a1)
1 ao a%
—(a2 —ai)(az —ai)(as —a1)| 1 a3 a% = (66)
1 aq a
= —(a2 —a1)(az —a1)(as —a1)(az —a3)(az — as)(az — aq) = (67)
= (a1 — a2)(a1 — ag)(a1 — as)(az — az)(az — as)(az — as); (68)

Este desenvolvimento eu o copiei da Wikipedia fazendo uma busca com a chave Vandermonde mas nao consegui
identificar o autor da mesma.

Vou supor que a regra seja vdlida para qualquer matriz de Vandermonde de ordem menor ou igual n X n;n > 3,
como hipétese de indugao finita, e vou considerar uma matriz expandindo a matriz de ordem n com mais uma coluna



e uma linha de modo a ser também uma matriz de Vandermonde. Terei acrescentado uma linha com as poténcias

dum movo numero x até a ordem n+ 1 e uma coluna incluindo as poténcias n dos numeros jd existentes,

1 al

1 as
1 an-1

an
1
1

D =
1
1
1

2 n—2 n—1
a% (11 ) al L
n— n—
CL2 (12 CL2
2 n—2 n—1
an—1 a’nf% anf%
2 n— n—
an n—1 an
a1 —aq a% — a%
as — aq a3 —azai
an — a 2 _
n 1 ay, anai
Gnt1—ai @l —apiiax
0 0

1 as — al

1 an — a1

1 apng1—ar

1 0
0 a2 — ai
= o

0 an — a1

0 apy1—ar
az —ai
an — ai

an+4+1 — a1

az(az —a1)

an(an —ai)
an+1(ant1 —a1)
0
az(az —ai)

an(an —ai)
an+1(Gny1 —ar)

az(a2 — ay)

an(an‘_al)

ant1(ans+1 —a1)

2
1 a1 a%
1 as a3
1 an a%
2
1 ant1 Ay
n—1 n—1
ay . —ay )
n— n—
aq —ay “ai
an ' —ana
n—1 n—2
A1 — Apyp1a1
0

a?iQ(ag —ay)

aﬁ_2(an —a1)

GZI?(GTL+1 —a1)
0
ab " %(az — a1)

aﬁ_2(an —a1)

ar H(ant1 —a1)
ag_2(a2 —a1)

al ?*(an —a)

a3 (ant1 — a1)

D= (=1)"(az —a1)--- (an — a1)(an+1 — a1)

1 ag
an
1 any:

ap”!ap
n—1 n
as as

n n—1
ar —a 61L1
n n—
Apt1 — App1@1
0

agfl(ag —ay)

a1 (an — a1)

aZ__i_i(an+1 —a1)
0
ab (a2 —a1)

a " 1(an —a1)

az__i_i (an41 —a1)

ag_l (a2 —a1)

nHan —a1)

a1 (ant1 —a1)

a

n—2 n—1
agy ag

n—2 n—1
An an_l
n—2 n—1
an+ an+1

= (a1 —a2) - (a1 —an)(a1 —ant1)(az —az) - (an — any1)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

Na peniltima equacdo aparece um Vandermonde de ordem n-1 ao qual eu apliquei a hipdtese de indugao para
obter o valor final. Na peniltima equagdo tenho as diferencas invertidas pelo que eu preciso corrigir com (—1)" que

é o numero de fatores foram colocados em evidéncia do determinante da equacao anterior.

4 Exemplos de aplicacao de determinantes

Nao vou fazer uma lista grande, vou reduzir-me a dois exemplos muito significativos e de grande

uso,

e determinacao de polinomios dados valores especificos é um deles,

e 0 outro é a determinagao da férmula para o célculo da integral do monémio f(x) = 2", mas
vou apresentar o caso n = 3 de onde é facil deduzir o método genérico.



4.1 Determinar um polindmio dados alguns seus valores

Um polinémio () do grau n fica completamente determinado por n+1 equagoes. Na seguinte
sucessao de equacoes vou procurar um polinomio do quarto grau, (), que tenha os valores que me
interessam para obter a soma das terceira poténcias dos n primeiros niimeros naturais.

ne{1,2,3,4,5} — Q(n) € {1,9,36,100, 225} (76)

Com fundamento no Teorema Fundamental da Algebra, um polinomio do quarto grau fica
determinado por cinco “pontos” dados. O polindomio () vai me fornecer a soma das terceiras
poténcias dos nimeros naturais e sei que um tal polinomio é do grau 4.

Q(x) = ap + ar1x + asx® + azz® + agx?; (77)
Q(l)=ap+a1 +az+as+as=1;
Q(2) = ag + 2a1 + 4ay + 8az + 16a3 = 9;
Q(?)) = ag + 3aq1 + 9as + 27a3 + 8lay = 36; (78)
Q(4) = ag + 4ay1 + 16ay + 64agz + 256a4 = 100;
Q(5) = ag + bay + 25as + 125a3 + 625a4 = 225;
1 1 1 1 1 ag 1
1 2 4 8 16 ai 9
13 9 27 8l a | =] 36 (79)
1 4 16 64 256 as 100
1 5 25 125 625 ay 225
_ det(Aq) det(Asz) det(As) det(Ay) det(Asp)
Q(z) = Faayy T daan L + det(Ai)xZ + —qercan®’ + det(Az)x4 (80)
e e T dae .’E2 e m3 e .’E4 1’2 $3 ,1’4
Qx) = det(A;)+det(Az)xd t(fegt)(Ao—i—d t(As)z”+det(As)z” +24 ta (81)

e Na equagao (eq.77) escrevi a expressao geral dum polinomio do quarto grau.

e Na equagdo (eq.78) expressei com um sistema de equagoes os valores de () para os nimeros

que me interessavam,
{1,2,3,4,5} — {1,9, 36,100, 225} (82)

e na (eq.79) transformei o sistema de equagoes numa equagao matricial que resolvi encontrando
os coeficientes de @), ag = 0; a1 = 0;a2 = 0.25;a3 = 0.5; a4 = 0.25;. O polindémio é
x? 3 4zt 4223 4 22 )

T
P (83)

e A matriz na equacdo (eq.79) tem um formato especial, das matrizes de Vandermonde. Na
segunda coluna se encontram os numeros 1,2, 3,4, 5 cujas poténcias se encontram nas linhas
que eles determinam.

Expressando em simbolos,

2 3 4 (84)

e
o QU O o
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Voceé pode usar esta metodologia para determinar um polinomio dum grau n qualquer sabendo
n + 1 valores do mesmo.

4.2 Polinémios e suas integrais

Vou evitar de ser genérico mas a redacao especifica que vou apresentar pode ser facilmente
generalizada o que lhe deixo como exercicio. Vou mostrar-lhe como podemos determinar as formulas
para o calculo da integral de funcoes polinomiais. E sendo especifico vou calcular a integral da fungao
f(z) = 23 e vocé poderd generalizar o método para calcular a integral de f(x) = 2™ e depois dum
polinébmio qualquer do grau n. Nao é preciso usar inducdao finita, mas é preciso usar o binomio de
Newton e verificar que apenas interessa o termo de maior grau do mesmo para tirar as conclusoes
finais. Isto ficara claro ao longo deste exemplo.

Partindo da suposi¢ao de que exista a integral de y = f(z) sobre um intervalo [a, ], confira a
representacao geométrica na figura (fig. 2), padgina 14 uma forma de calcular a integral consiste em
fazer uma aproximacao do seu valor pela area de retangulos contidos na regiao limitada pelo grafico
de f, o eixo OX e os limites de integracao definidos pelo intervalo considerado.

O gréfico na figura (fig. 2), pagina 14

mostra geometricamente esta ideia. No grafico, figura
(fig. 2) tive o cuidado de fazer as subdivisoes para mini-
mizar os erros, um dos retangulos representa a area por
excesso noutro tanto ha excesso como falta e nos demais a
area foi calcula por falta, de modo que ha uma certa com-
> pensacao visual. Mas isto é um detalhe sem relevancia,
o que interessa é que a quantidade n de subdivisoes do
intervalo [a, b] seja grande para que se obtenha mais pre-
cisao e, finalmente, produzir uma sucessao convergente.
Se conseguirmos calcular o limite teremos descoberto a
férmula para o calculo dum certo tipo de integral.

Porém muito melhor do que estas tentativas consiste simplesmente em reduzir a medida das
bases dos retangulos e melhor ainda considera-las todas iguais com valor Ax = b_T“ em que N ¢é a
quantidade de tais retangulos, para finalmente fazer o calculo com um programa de computador.

A soma das dreas dos retangulos se expressa com a soma de Riemann

Aproximagdo da integral com dreas de retangulos

Figura 2:

[ f)de =S fan)on - an) (35)
[ e =S flon) s S = sass — (36)
afbf(a:)dx ~ é F(xn) Azy; Azg = T — To1; (87)
jf(a:)dx ~ :2: fa+ kAz)Az; Az = b=, (88)

Este tipo de soma que aparece nas equagoes (eq. 85) (eq. 86) se chama soma de Riemann. e
elas podem aparecer com vérios formatos alternativos como o do equagao (eq. 87). A expressao da
soma de Riemann que aparece na equagao (eq. 88) é particularmente importante, é chamada de



soma de Riemann uniforme. Observe que nela o passo da soma foi obtido dividindo o intervalo em
n partes iguais: Az = b_T“.

Se a integral existir no sentido de Riemann, as somas de Riemann, satisfazendo a uma condicao
que garante uma distribuigdo equitativa dos levantamentos f(xy), definem sucessdes de Cauchy
equivalentes cujo limite comum ¢é o niimero

b
/ f(x)dx (89)

e sendo assim um formato particular de soma de Riemann pode entao ser usado, como € o caso da

soma de Riemann uniforme quando A, = =% a soma de Riemann associada & particdo uniforme

do intervalo [a, b]: !

b n—1 n—1
[ Fa)dr~ T f@)he= s & fan) (90)
Am:b_Ta;xk:a-i-kAm; (91)

Isto é possivel fazer se, primeiro, for possivel provar que a integral existe, e aqui, sim, existe um

caminho tedrico, cientifico, para a demonstragao da existéncia de integrais, por exemplo, pode-se
b

provar que se f for continua, entdo [ f(x)dx existe em qualquer intervalo [a, b] contido no dominio de

a
f porque nestas condicoes f é uniformemente continua. Portanto vale aplicar somas de Riemann e
programas de computador para rapidamente calcular esta integral. E o caso das fungoes polinomiais
e vou aplicar esta metodologia ao cdlculo da integral de f(z) = 3. Deixe-me entdo reescrever a

equagao (eq. 90) e a equagao seguinte (eq. 91), com o meu objetivo atual:

b b a
[ fz)de = E)ff(x)dm - {f(af)dﬂf; (92)
f(z) =2 (93)

b n— n— n—
1= Off(a;)da: ~ kz::: flrp)Ar = A, kz::: flzr) = Ay kz::: z3; (94)
Ay =Liay, =kAy; (95)
[~ A S (kAL = (96)
k=0
ALY B, (97)
k=0

Da 1ltima equacao posso deduzir que se eu souber calcular a soma dos cubos dos termos duma
progressao aritmética eu estarei a caminho duma férmula para o calculo da integral I. Neste ponto
vocé pode ver o método especifico que lhe estou apresentando facilmente pode ser adaptado para
qualquer poténcia e ficard, logo mais, claro que me sera possivel calcular o limite da expressao na
equagao (eq. 97) quando A, = 0 ou, equivalentemente, quando n crescer indefinidamente.

As somas de poténcias dos termos duma progressao geométrica sao somas notdveis cujas férmulas
sao dadas por polinomios sendo a regra geral “a soma das poténcias p dos termos duma progressao

o tamanho
maximo de
Axj, é uma
sucessao

eqtllivalente

a —
n



aritmética é dada por um polinomio do grau p + 1”7. Logo tenho que procurar um polinébmio do
grau 4 que me vai dar a soma das poténcias 3 da progressao aritmética dos n primeiros nimeros
naturais e como ja lhe mostrei, na secao anterior, isto recai na solucao dum sistema equagoes cujo
determinante é um Vandermonde:

P(x) = ag + a1z + asx? + azz® + agx?; (98)
P(0) =ao+ a1 +az + az + ag = 0;
P(l) = ag + 2a1 + 4as + 8asz + 16az = 1;
P(3> = ag + 3ay1 + 9as + 27a3 + 8lay = 9; (99)
P(4) = ag + 4ay + 16as + 64as + 256a4 = 36;
P(5) = ag + bay + 25a4 + 125a3 + 625a4 = 100;
1 1 1 1 1 ag 0
1 2 4 8 16 ai 1
1 3 9 27 81 as = 9 (100)
1 4 16 64 256 as 36
1 5 25 125 625 aq 100
an 0
a1 1
Al as = 9 (101)
as 36
a4 100
_ det(Aq) det(Asz) det(Ag) det(Aq) det(Ayq)
P(z) = g T aeag® + daan®’ + —qaan® + qaan e (102)
e e T dae .'EZ e m3 e .'E4 ;1;‘2 I3 1‘4

O método aqui vai parecer truncado entretanto logo vou encontrar uma saida adequada para o
problema que vou enfatizar. A matriz A é uma matriz de Vandermonde e mesmo os determinante
das matrizes A; e A4 podem ser facilmente calculados usando-se método de Vandermonde ao se
desenvolver o determinante pela primeira coluna, no caso de A; ou pela ultima coluna, no caso de Ay,
se cai em determinantes de Vandermonde. As demais matrizes nao parecem produzir determinantes
de Vandermonde portanto o calculo dos demais determinantes sai do contexto de determinante de
Vandermonde.

Entretanto este problema é de importancia menor porque vou mostrar que apenas interessa
descobrir o coeficiente de maior grau e neste caso preciso calcular apenas os determinantes de A, Ay
onde vou poder aplicar o método dos determinantes de Vandermonde. Esta afirmacao logo vai ser
comprovada e a melhor maneira de faze-lo é a saida habitual, deixe-me supor que os determinantes
foram calculados e que eu tenha calculado os valores de

agp, ..., Q4; (104)



e logo vou mostrar-lhe que apenas interessa o valor de as. Entao posso substituir os seus valores
na equagao (eq. 97),

A4 Z K= ALP(n—1);A, = 2, A% = 0. (105)
A4(a0 + al(n - 1) +az(n—1)2+az(n—1)3 +as(n — 1)) = (106)
+a1(n—1) —|—a2(n—1)2b +as (n—1)3b + ag(n — 1)* b—4; (107)

Todas os termos na equagao (eq.4.107) tém limite zero quando A, = 0 exceto o ultimo cujo
limite é a4b* e portanto interessa-me saber apenas o valor de a4 que é dado por
_ det(Ay) .
a4 = det(Ai)’
det(A)=(1-2)(1-3)(1-4)(1-5)(2—-3)(2—-4)(2—-5)(3—4)(3—-5)(4—5) =

288 == 25 % 37 det(Ay =

== =

11 -3)(1—4)(1—-5)(3—4)(3—5)(4—5) +
9(1 —2)(1 — 4)(1 —5)(2 — 4)(2 — 5)(4 — 5) —
36(1— 2)(1—3)(1—5)(2—3)(2—5)(3—5) +

100(1—2)(1 —3)(1 —4)(2—3)(2—4)(3— 4) = 72 = 2% x 32,
o det(A4 1
44 = Fqet(4a ~ 1

e det(Ay4) pode ser calculado pelo método Vandermonde se o desenvolvendo pela tltima coluna.
Posso agora substituir a4 na equagao na equacao (eq. 97) para obter a expressao da integral:

4

b n—1
/f Ydx = hm A4Zk3 Z (116)
0

Este é o valor da integral de f(z) = x*

do Célculo para as funcoes polinomiais.
O método pode ser repetido para qualquer monémio z”, interessando apenas o calculo de a,, 41
no polindmio quando se ird chegar a conclusao esperada:

no intervalo [0, b] de acordo com o Teorema Fundamental

b O n—1 bn_|_1
I = | 2"dx = l Al = ; 117
0/ z = lim kzo i (117)

Os calculos dos determinantes foram desenvolvidos no programa Determinante.calc que pode
ser baixado da péagina [2, Determinante.calc] em que, eventualmente vocé pode ter que fazer pe-
quenas alteracoes para refletir o conteido deste artigo.

Observe que pelo Binomio de Newton o denominador no polindomio que soma as poténcias p

dos n primeiros niimeros naturais é m

U W N~

1 1
4 8
9 27
16 64
25 12



Indice Remissivo

alternada
forma multilinear, 2

binomio de Newton, 14

computacional
algebra linear, 4

determinante, 1, 2

equagao
polinémio, 9

figura
determinante, 4
Soma de Riemann, 14
finita
inducao, 11
forma multilinear, 2

grupo
representacao, b

inducao finita, 11

matria triangular
determinante, 8
matriz
de transformacao, 7
forma triangular, 8
traco, 5
triangular, 4
matriz equivalente
determinante, 7

numeérica
analise, 4

numérico
calculo, 4

Pascal
triangulo de, 4
produto
comutativo, 1
nao comutativo, 1
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representacao
grupo
matriz, 6
Riemann
soma de, 14

Sarrus
regra de, 3
Regra de, 5
sistema

equagoes lineares, 4
sistema linear

impossivel, 1, 2

indeterminado, 1, 2
soma de Riemann, 14

teorema
fundamental
do Célculo, 17
transformacao
matriz de, 7
triangular
matriz, 7

Vandermonde, 8
determinante, 8
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