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Resumo

Vandermonde, é um tipo determinante que aparece naturalmente quando vocé tentar
encontrar a equagao dum polinémio usando o teorema Fundamental da Algebra, confira o
exemplo. Neste artigo estou apresentando uma demonstracao da férmula para o calculo do
determinante de Vandermonde junto com um exemplo de como ele ocorre junto com uma
aplicacao no célculo de integrais.

palavras chave: determinante de Vandermonde, integral de polinémios, somas notaveis.

Vandermonde determinant occurs naturally when you are trying to find the equation of a
polynomial subjected to the Fundamental theorem of Algebra. In this paper I am presenting
the proof of the formula together with some applications of notable sums and integral of
polynomials.
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1 Somas notaveis e deterinante de Vandermonde

Vandermonde, é um tipo determinante que aparece naturalmente quando vocé tentar en-
contrar a equacao dum polinémio usando o teorema Fundamental da Algebra, confira o exemplo.

Exemplo 1 (encontrar) a equagdo dum polinémio

Um polinomio Q) do grau n fica completamente determinado por n+1 equacdes. Na sequinte
sucessao de equacoes vou procurar um polinomio do quarto grau, (), que tenha os valores que me
interessam para obter a soma das terceira poténcias dos n primeiros numeros naturais.

ne{1,2,3,4,5} — Q(n) € {1,9, 36,100, 225} (1)

Com fundamento no Teorema Fundamental da Algebra, um polinomio do quarto grau fica
determinado por cinco “pontos” dados. O polinomio () vai me fornecer a soma das terceiras
poténcias dos numeros naturais e sei que um tal polinomio é do grau 4.

Q(x) = ap + ar1x + asx® + azx® + agx?; (2)
Q(l)=ap+a; +az+as+as=1;
Q(2) = ag + 2a1 + 4as + 8as + 16a3 = 9;
Q(3) = ag + 3a1 + 9as + 27a3 + 8lay = 36; (3)
Q(4) = ap + 4a1 + 16as + 64as + 256a4 = 100;
Q(5) = ag + 9a1 + 2dbas + 125a3 + 625a4 = 225;
11 1 1 1 ao 1
1 2 4 8 16 aq 9
13 9 27 8l a | =] 36 (4)
1 4 16 64 256 as 100
1 5 25 125 625 ay 225
_ det(Aq) det(A2) det(As) det(Ay) det(As)
Qz) = det(Ao) T det(A) L Tt ciet;(A§)='7‘32 + _det(Ao)x?’ + det(Ai)x4 (5)
det(A;)+det(Az)x det(Az)z?+det(Ay)z> +det(As)z? 224223 £ 24
Q(z) = t(A1)+det(Az) t(djt)(A: t(Aq)a” tdet(As)z” _ +24 tat (6)

e Na equacdo (eq.2) escrevi a expressao geral dum polinémio do quarto grau.

e Na equagao (eq.3) expressei com um sistema de equagoes os valores de Q) para os nimeros

que me interessavam,
{1,2,3,4,5} — {1,9, 36, 100, 225} (7)

e na (eq.4) transformei o sistema de equag¢oes numa equagdo matricial que resolvi encon-
trando os coeficientes de @, ag = 0;a1 = 0;a2 = 0.25;a3 = 0.5;a4 = 0.25;. O polinomio

é
x2 x>zt xt 4+ 223 + 22
Q(w)—z+§+z— 1 ; (8)

e A matriz na equagdo (eq.4) tem um formato especial, das matrizes de Vandermonde. Na
sequnda coluna se encontram os numeros 1,2,3,4,5 cujas poténcias se encontram nas linhas
que eles determinam.
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Em exemplos numérico posso ter que “interpretar” 1 = 0°, mas nao estou propondo esta
correcao a excecao que existe em Matematica a lei das poténcias, é apenas um padrao que
funciona. Cada linha da matriz na equagao (eq.9) é formada pela sucessdo de poténcias do
segundo elemento da linha sendo o primeiro elemento sempre 1 que é a poténcia zero do elemento
que define a linha, com a conven¢do de que vale também para zero.

Confira que a matriz

1 1 1 1 1

0 4 ) 6 7

0 16 25 36 49
0 27 64 125 216 343
0

0

O W =

(10)

81 256 625 1296 2401
243 1024 3125 7776 16807

¢ uma matriz de Vandermonde, seu determinante é 725760 e pode ser calculado com a regra
exposta mais abaixo, na primeira coluna se encontram as “poténcias de zero” de zero até s ...

Vocé pode trocar linha por coluna, e é o caso na equagao (eq.10), e também terd uma matriz
de Vandermonde, neste caso se diz que as colunas sao formadas pela sucessao de poténcias do
segundo elemento da coluna, a transposta duma matriz de Vandermonde é também uma matriz
de Vandermonde trocando linha por coluna ao descrever as propriedades. Daqui para frente,
para simplificar a linguagem, vou fazer referéncia exclusivamente as matrizes de Vandermonde
em que as linhas contém as poténcias do segundo elemento. Deve ficar claro para a leitora de
que valem todas as afirmacoes para a matriz transposta.

Os determinantes de Vandermonde podem ser calculados com uma regra bem simples que
vou expor no préximo teorema. A regra é simples mas a demonstracao é um pouco complicada.

Todos os célculos foram testados com o programa Vandermonde.calc que pode ser baixdo
de [3, Vandermonde.calc]. A linguagem de programagao calc é distribuida com a licenga GPL,
confira [2].

2 calculando um determinante de Vandermonde

O préximo teorema mostra o método de célculo dum determinante de Vandermonde e a
demonstracao do método.

Teorema | 1 (Determinante) Vandermonde
Supondo que na sequnda coluna da matriz de Vandermonde V' de ordem n se encontrem os numeros
ai, -+ ,an € Ap

considere os conjuntos Cpn,Cyp 1 de todas as combinagdes 2 — a — 2, dos elementos da segunda linha ordenadas
pelos indices,

An ={a1, - ,ank; (11)
Cn ={(ai,a;);i <ji}; (12)
Cnk = {(ai,a;5);1 < j;i,5 # k} (13)

em que os conjuntos Cy j sdo obtidos do anterior, Cn, eliminando todas as ocorréncias do indice k que os
caracterizam.
O wvalor do determinante de Vandermonde € o produto

D =det(V) = II  (ai—ay)= (14)
(ai,a;)€Cn

n

I= 3 (~)rtkap™! I[I  (ai—a;); (15)

k=1 (a;,a5)€CH K



em que n € a ordem do determinante.

A férmula para o cdlculo do determinante de Vandermonde aparece na equagdo (eq.15), os conjuntos Ap,Cn,Cp i
facilitam a expressdo do produtdério. Na equagdo (eq.11) eu escrevi a expansdo do determinante relativamente
a ultima coluna e vou precisar desta notagcdo mais adiante. Eu introduzi os conjuntos

Cn,Cp (16)

para simplificar a notacdo dos indices dos somatdrios e produtdrios, do contrdrio eu teria que indicar i < j;i,j #
k, é este o uso destes conjuntos.

Antes de passar a demonstracao, deize-me mostrar-lhe como € simples a regra para o cdlculo do determinantes
de Vandermonde:

o Se fazem todas as combinagdes dois a dois dos elementos da segunda coluna, {a;,a;}, quer dizer, se
selecionam todos os conjuntos com dois elementos tirados de A,,, ordenados como eles aparecem na matriz,

o se calcula o produto da diferencas dos pares obtidos anteriormente, (a;—aj), este € o valor do determinante.

e Mais prdtico ainda, calcule, ordenadamente, as diferencas dos elementos da sequnda coluna e faca o
produto destas diferencas. Vocé terd CTQL fatores para calcular o produto.

e Mais logo, na demonstra¢do, vocé verd esta regra pratica sendo aplicada.

Observe que pela comutatividade da multiplicagdo, o que interessa no produto definido na equagdo (eq.10) é
o produto das diferencas dos pares que formam o conjunto Cn e ele foi construido levando em consideragdo a
ordem dos indices. O que aparece na equacdo (eq.10) € o produto destas diferencas. Nao respeitar esta ordenagdo
implica em alterar o sinal do determinante.

Do}

A demonstrac¢ao vai prosseguir por indugao finita na ordem das matrizes de Vandermonde. O primeiro passo
que eu vou escolher da inducdo € a matriz de ordem 3, mas vale para matriz de ordem 2 também, verifique!

1 a1 a%
V = 1 a9 a% = (17)
1 a3 a%
D=-— (a%(ag —a3) —a3(a1 —a3) + a%(al — ag)) = (18)
= aga% — CL3CL% — (alag — aga%) + ala% — aga% = (19)
= aga% — aga% + aga% — a1a§ + alag — aga% = (20)
= agasz(az —a2) + araz(a1 — a3) + araz(az —a1) = J; (21)
I =—(a1 —a2)(a1 — a3)(az — az) = —(a? — a1a3 — a1a2 + azaz)(az — ag) = (22)
= —a%ag + aiasasz + alag — a%ag + (a%ag - a1a§ — aijasas + aga% = (23)
= —a%ag + ala% — a%ag + aga% — alag + a%ag = (24)
=ajaz(az —a1) + azasz(az — a2) +araz(ar —a3z) =J =1 = (25)
(a1 —a2)(az —a3)(az —a1) =1 =J; (26)

Estes calculos mostram que a regra do cdlculo do determinantes de Vandermonde wale para uma matriz
quadrada de ordem 3, mas, além disto a sucessao de equagdes (eq.17)- (eq.25) mostram a identidade algébrica

a%(ag —asz) — a%(al —a3) + a%(al —a2) = (a1 —a2)(a1 —a3z)(az2 — az); (27)

ai(az—az)—a3 (a1 —az)+a3(a1—asz) _ 1. (28)
(a1—az)(a1—az)(az—a3) -

que posso descrever como, dados trés numeros “ai,az,a3” e o produto das diferencas das combinacdes ordenados
2 —a — 2, conjuntos com dois elementos tirados dos trés elementos da seqgunda coluna do determinante, —(a1 —
a2)(a1 — az)(az — a3) vale a identidade expressa na equagdo (eq.27).

A equagdo (eq.28) expressa que o polindémio racional obtido com o quociente das duas expressoes anteriores,
é constante se os mumeros “ai,as,az” forem diferentes e, em se tratando dum determinante (ou matriz) de
Vandermonde, ndo teria sentido que houvesse igualdade entre eles, portanto o quociente € identicamente 1 e vou
necessitar deste detalhe no final.

Por combinac¢des ordenadas considero a ordem em que se encontram os mumeros ai,a2,a3 e as diferencas
sao

C3 ={(ai;a;);ai —aj;1 < j; };C3.k = {(ai, a5);a; — a0 < ji4,7 # ks } (29)

e observe que a ordenacdo € feita pelos indices que marcam a ordem como os numeros a,b,c aparecem no
determinante. Desobedecer esta ordenac¢ao implica em alterar o sinal do determinante.



Estou usando na técnica de indugdo finita o uso simultaneo de duas hipdteses expressas pela identidade jd
mencionada na equagdo (eq.27). A hipétese de indugdo que vou estabelecer € que o determinante de Vandermonde
de ordem n equivale a um polinémio de grau n—1 no sentido de que determina os coeficientes dum tal polindémio.
Observe que o exemplo desenvolvido anteriormente mostra a reciproca: um polinémio de grau n — 1 produz um
sistema de equacgdes cuja matriz € de Vandermonde.

Vou desenvolver o caso da matriz de ordem 4 x4 que, embora desnecessdrio porque o ponto inicial do processo
de inducao finita jd foi executado no caso 3 x 3, mas, este caso envolve uma pequena complicag¢do que serd diddtica
para a aplicagdo do segundo passo da indugao finita quando vou ter fazer uso de reticéncias para representar as
passagens intermedidrias.

1 a1 a% a‘;’

2 3
D=|; 2 % % (30)

S

1 as a; aj
I = (a1 —a2)(a1 —a3)(a1 —as)(az —az)(az2 —asa)(az —aq) = (31)
z a‘;’(ag —a3)(az —a4)(aa —az) — ag(al —a3)(az —asa)(as —a1) + (32)
a3(ar — a2)(az — as)(as — a1) — a3(ar — a2)(az —az)(as —a1) = (33)
= —(a1 —a2)(a1 —a3)(a1 —a4)(az —a3z)(az2 —aa)(az —aq) = (34)

4

D=3 (-1)*+a? I[I  (ai—ay); (35)

k=1 (a;,a;)€C i
I'= [T (ai—ay); (36)

(ai,a;)€Cy
D 4 a%
T~ 2 et ey © (37)
Fazendo a1 = az = a3 = 0 tenho: (38)
3 3
D __ ay _ 494 .

r— i(a1*04)(a2*a4)(a3*a4) - iaﬁ =+l (39)

Na equagao (eq.37) estou usando o simbolo + porque pode haver erro de sinal uma vez que no denominador
devem estar as diferencas (a; —aj) com i < j e “quem é quem” na diferenca depende de k. Na dltima expressdo
na equagao (eq.39) eu tenho controle total das diferencas assim como em qualquer das escolhas na ordem que
eu fizer para calcular zerando todas as varidveis menos uma como € o caso na equagdo (eq.39). Mas o quociente
€ a constante 1 se as diferencas forem corretamente calculadas.

O walor obtido na equagdo (eq.39) voltard a ser obtido fazendo-se sucessivamente a; = 0;j # k para cada um
dos wvalores de k = 1,2,3,4 mostrando que o quociente ? =1 e portanto que D = I como eu queria demonstrar.

Vou usar esta mesma técnica para finalizar o ultimo item na demonstracao por indugdo finita.
Da execucdo dos dois casos acima surgiram duas versoes da identidade algébrica:

D =a2(az2 — a3) — a2(a1 — a3) + a2(a1 — a2) = I = (a1 — a2)(a1 — a3)(az — a3); (40)
—a$(az — a3)(az — as)(as — as)+
b ag(gl —as)(a1 —as4)(az —as)+  _ (41)

—a3(a1 —a2)(a1 —aq)(az — aq)
a3(a1 — az)(a1 — az)(az — a3z) =

=1= (a1 —a2)(a1 —a3)(a1 —a4)(az —a3z)(az — aq)(az — aq); (42)

e O segundo membro em cada uma das identidades na equagdo (eq.40) e na equagdo (eq.41) € a férmula do
determinante de Vandermonde,

e no primeiro membro se tem uma uma soma cujas parcelas sao formadas por cada uma das entradas da
ultima coluna elevada a poténcia n — 1, multiplicadas pelas diferencas das combinacgoes 2-a-2 dos demais
elementos segunda coluna o que performa o desenvolvimento do determinante pela ultima coluna sendo
cada um dos menores na soma, o Vandermonde de ordem imediatamente inferior.

Vou supor que a regra seja vdlida para qualquer matriz de Vandermonde de ordem menor ou igual nXn;n > 3,
como hipétese de inducao finita, e vou considerar uma matriz expandindo a matriz de ordem n com mais uma
coluna e uma linha de modo a ser também uma matriz de Vandermonde. Terei acrescentado uma linha com
as poténcias dum novo niumero x até a ordem n + 1 e uma coluna incluindo as poténcias n dos numeros jd



existentes,

1 al a? e a?fQ a?fl 1 al a3 e a?*l a?
1 as a2 agL*Q agfl 1 as a2 ag_l al
: : — : : : : : =D (43)
2 n—2 n—1 2 n—1
1 apn-1 a;_; -+ an_% an_% 1 an 121n ceeap ) ap
2 n— n— n—
an as, cee n_1 On 1 any1 apy 0 apy a2+1

a hipdtese de inducdo € uma dupla de afirmacoes, a identidade algé€brica e a formula do cdlculo dum determinante
de Vandermonde. Na verdade a identidade algébrica € a expressao do determinante quando desenvolvido a partir
da ultima coluna.

Aplicando a hipdtese de indugdo & matriz de ordem n + 1 na equagdo (eq.43) cujo determinante vou desen-
volver pela dltima coluna, tenho sucessivamente

?
I= 1T (a; —aj) = (44)
(ai,a;)€Cnt1

n+1
=D= 3 (-DHFttlap I1 (ai —aj); (45)
k=1 (a;,a;)€CH 11,k

n+1 ( yee (ai—aj)
D _ D _ _1N\k+n+1 n 23,05)€Cn41,k _
T = Gy = 2 T Ty = (46)
(aiv”'j)ecn+1 - (ai,aj)ECn+1
+1 n
K (_1)k+n+1 tay . (47)
= (ag—aj;)’
- (ag,aj)ii#k

A soma na equagao (eq.47) € de fragdes cujo denominador sdo os termos remanescentes da simplificagdo
na equagdo anterior o produto das diferencas que que ndo contém a diferenca (ap — aj) em que ap estd no
numerador.

Na equagdo (eq.47) tenho uma soma de fragées cujo denominador é ajl e no denominador o produto de
todas as diferencas (ap, —aj) em que, em cada fragcdo, aparece neste produto o correspondente ap que se encontra
no numerador. Como anteriormente, estou usando o simbolo “+” porque o sinal depende da ordem correta em
que as diferencas (ar, — aj) sejam consideradas e assim estou indicando que posso ter aqui um erro de sinal.

Posso entao calcular o valor de % sucessivamente considerando para obter

n+1 n

= — k 1 a .
ag =0 = F= kgz(_l) +n+ (al—an+1)"]?(an_an+1)7 (48)

p _ & k+n+1 aj

— _ n )
a2 =0 = = = kX::B(_l) (a1—ant1)(@n—ani1)’ (49)
o (50)

_ Q o ag+1 . aﬁ_,’_l B 2 . )

an=0 = T = (@1—ant1) - (@n—ani1) :taerl =+F =£1; (51)

O que mostra que o quociente % = 1 quando eu considerar, isoladamente, cada um dos a; = 0 para todos os
valores de j # k portanto D = I.

3 Calculo de integrais de polindmios

H& diversas somas notdveis de que precisamos com frequéncia ou que ocorrem em varias
situacoes como

e soma dos termos dum progressao artimética, ou geométrica,

e soma dos quadrados duma sequéncia de ntimeros,



e soma das poténcias p duma progressao aritmética de nimeros inteiros (pode ser um pouco
mais geral),

e em somas de Riemann no célculo da integral duma fungao polinomial.

Estas somas sao polinomiais e as formulas para o seu calculo sao também polinémiais tendo
um formato idéntico que usa o préximo teorema, embora de forma indireta.

2 (somas) polinomiais Suponha que P seja um polinémio do grau p entdo a soma
n
> P(k) = Qpt1(n+1) — Qpt1(0) (52)
k=0

em que Qpy1 € um polinémio do grau p + 1 : E coroldrio do lema, = — Qpy1(x) € um polinémio do
é

grau p+ 1 se e somente se x — Qpr1(x+ 1) — Qpt1(z) € um polinémio do grau p. Depois a equacdo (eq.52) é
consequéncia direta da identidade

Qp+1(x +1) = Q(x)pt+1 = P(x)

substituida na soma: os termos se cancelam dois a dois ficando apenas o primeiro e o ultimo. Estas somas sao
chamadas de telescopicas porque encolhem entre o primeiro e iltimo termo.

Resta mostrar como obter Qpy1 que satisfaca & equacao (eq.52), mas isto € imediato em cada caso: basta
escrever p + 2 somas uma vez que o grau de Qpy1 € p+ 1 tornando necessdrios p + 2 amostras para obter um
sistema de p + 2 equagdes que determinem Qpy1. Tentar uma demonstra¢do genérica € muito dificil (eu ndao
consegui) sem passar por uma notagao estrambdtica. Os passos seriam:

p+1 .
° Qpti(z) = X a;z;
j=0

e dado uma razao aritmética h, Qp+1(x+h)—Qp+1(x) = P(z) € um polindmio de graup > 0. Consequéncia
do Binémio de Newton.

e FEscreva p+ 1 somas sucessivas e obtenha assim p + 1 equagdes que determinam de forma unica os coefi-
cientes de Qp41.

e O determinante do sistema serda um Vandermonde, portanto, diferente de zero: o sistema tem uma unica
solugao, o polinomio Qpi1, 0 que significa p + 2 coeficientes.

Uma referéncia basica para estas somas relativas as integrais polinomiais é [1].

Como seria muito dificil encontrar uma notagao adequada para demonstrar o caso geral deste
teorema, o exemplo inicial representa um atalho que vai suprir diretamente a férmula geral e
como biproduto vou mostrar tanto o uso do determinante de Vandermonde como mostrar como
se obtém a formula para o cdlculo da integral de fungoes polinomiais. Pelo exemplo, e com
fundamentacao no Teorema Fundamental da Algebra, podemos encontrar a féormula para a soma
de qualquer poténcia p da soma dos primeiros n nimeros naturais sob a forma dum polinémio
de grau p + 1,

Para determinar um polinomio do grau n preciso de n+1 amostras deste polindmio o que vai
produzir um sistema de n + 1 equagoes nas n+ 1 incégnicas que sao os coeficientes do polinomio.
Quem fundamenta isto é teorema fundamental da Algebra. E isto que nos mostra o exemplo
com este artigo se inicia para determinar um polinomio do quarto grau.

As somas do tipo do exemplo inicial ocorrem no céalculo da integral de fungoes polinomiais
e 0 que interessa ¢ o calculo da integral de x™ depois as regras de integracao nos permitem
calcular a integral de qualquer polinomio. Como as func¢oes polinomiais sao continuas e até
mesmo uniformente continuas em intervalos fechados, entao o calculo da integral

b
/ 2da (53)

Exceto a
soma dos
termos das
p.g. de que
nao vou
tratar aqui.



pode ser arbitrariamente aproximada por somas de Riemann uniformes.

A figura (fig 1), pagina 8, mostra a motivagao geométrica. Subdividimos o intervalo sobre o
qual queremos calcular integral em n partes iguais produzindo uma soma que se chama soma de
Riemann uniforme em oposi¢ao aquelas em que a divisao é feita em subintervalos de tamanho
variado. Se pode provar que, se a integral existir entao a convergéncia via somas de Riemann
uniformes ou nao é a mesma: o limite é comum. Uma classe de fungoes, as continuas, tém esta
propriedade e f(z) = 2™ é uma funcao continua. Entao posso aplicar no célculo da integral as
somas de Riemann uniformes.

Ao bt =t = oy &2
1 n
I = [zPdz =~ lim Y f(kAz)Az; (55)
0 =00 k=0
I~ > kPAzPAx; (56)
k=0
I%kaA.Tp—i_l:ACL’p—’_lep:Wka; (57)
k=0 k=0 k=0

Na equagao (eq.57) se tem a soma das p-poténcias dos n primeiros nimeros naturais, confira
somas notaveis, e nés sabemos podemos descobrir um polindmio de grau p+ 1 para calcular esta
soma. Vou continuar com p = 3 para fazer uso do exemplo inicial.

n 2 2 3 4
k=0

que substituindo na (eq.57) me da

E
integrais
que
existem!

tem

nao



3 _ 1 n2+2n3—|—n4 _ n2+2n3+n4 _
(5 E k = = (59)

— n+1)t 4 4(n+1)*
_ n? + 2n3 + n? _ (60)
T 4(n+1)% 4(n+1)* 4(n+1)* —
n? on? nt _
4(n*+4n346n2+4n+1) + 4(n*+4n346n2+4n+1) + 4(n*+4n346n2+4n+1) — <61)
1 4 1 4 1 . (62)
4(n?2+4n+6+4/n+1/n?) 2(n+446/n+4/n%+1/n3) 4(14+4/n+6/n%4+4/n3+1/n%)>

A sequéncia de equagoes (eq.59) -(eq.62) sao todas aritméticas,
apenas fiz calculos aritméticos. Agora vou dar um salto légico
usando o conceito de limite pulando da equagao (eq.62 ) para
a proxima equacao e fazendo uma operagao que nos separa
das maquinas: o calculo de limites.

>
lim R hm i = 0;  (63)
Aproximagio da integral com dreas de retingulos =00 4(n +4n+6+4/n+1/n ) 4(n +4n+6) ’
Fieura 1 i 2<n+4+6/n+4/n2+1/ 5~ m gy =0 (64)
1gura l: Soma de Riemann 1 _ 1.
nlngo 4(1+4/n+6/n2+4/n3+1/n4) T}H& 1= 1 (65)
: n?42n4n* _ 1.

Jim SRR = 1 (66)

1
[23dx = 1, (67)

0

No tdltimo sistema de equacoes eu fiz dois calculos de limite, um nas equagoes que se encontram
a esquerda identificando como “emphlimite nulo” de fracoes da forma

k k k

" n2,...,np

(68)

o que reduziu ao caso imediato na equagao (eq.65) e me permitiu escrever as equivaléncias nas
equagoes intermediarias (eq.64) e (eq.63). Para que finalmente eu aplicasse a regra da poténcia
no denominador expressa na equagao (eq.27) para finalizar o “cdlculo do limite” que ndo é um
calculo aritmético e sim um calculo légico que aprendemos a fazer estudando limites mas que
temos uma dificuldade imensa de explicar.

Estas contas estao baseadas em dois principios bdsicos do limite

1. sucessoes que convergem para zero formam uma algebra sem divisao: a soma delas é uma
outra sucessao que converge para zero, e o produto delas é uma outra sucessao que também
converge para zero.

2. se alguma sucessao tiver um limite conhecido, este limite sera preservado quando vocé lhe
somar uma sucessao que converge para zero e na multiplicagao predomina o limite para
zero. O que explica o segundo membro nas equagoes (eq.64).

Simplesmente nao sera possivel ensinar as maquinas a calcularem limites, somente nés os
humanos é que sabemos fazer este calculo,

z3dx; (69)

hm = — =

1
n2+2n34+n* 1 /
n=o0 4(n + 1)4 4



¢é o valor da integral.
Num préximo artigo eu vou mostrar que podemos facilmente obter a férmula

4
37, T )
/xdx—4+C',

com um pequeno complemento as ideias aqui desenvolvidas.

4
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