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Resumo

Vou mostrar como é simples o teorema de Green comegando
com a versao trivial e depois mostrando a versao geral. Um
programa de computador estara disponivel para que vocé cal-
cule aproximadamente integrais de linha.

palavras chave: Teorema de Green, integral de linha, in-
tegral dupla, programa de computador Green.calc.

I will show that Green theorem has a trivial version which
is easy to explain and from that point I will present the full
version. I will give a link to a program to calculate line inte-
grals so you can test the Green formula.

keywords: Green theorem, line integral, double integral,
computer program Green.calc.
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1 O projeto

O teorema de Green é uma férmula intrigante que povoa os livros

de Célculo,
0Q 0P
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em que a esquerda esta a integral de linha duma forma diferencial e a
esquerda uma integral dupla duma expressao associada com a forma
diferencial da integral de linha. Tem um salto de dimensao 1 entre as
duas férmulas. Ha varias aplicagoes para este teorema o que faz ser
importante a sua compreensao e divulgacao. Por exemplo, a integral
de linha representa a diferencial dum potencial ao longo da fronteira
de Q e se houver uma diferenca nao nula entao este potencial nao
é exato, o que ocorre com imensa frequéncia porque os potenciais
exatos sao perturbados por forgas externas que nao esperamos que
existam. Um caso tipico é o do péndulo que se funcionasse num
meio ideal, sem atrito, sua diferenca de potencial ao fim de cada
ciclo seria zero.
Neste artigo eu vou comecar com um funcao potencial diferenciavel

a qual vou aplicar o teorema de Green para obter a versao trivial.
Depois vou dar um exemplo que atende tanto a versao trivial como o
caso geral quando finalmente vou enunciar o caso geral do Teorema
de Green. Vocé nao vai encontrar demonstracoes aqui, por que eu
nao iria produzir nenhuma que fosse diferente das que vocé pode
encontrar nos livros de Célculo. O meu objetivo é leva-1@ a enten-
der o teorema e consequentemente ter motivacao para enfrentar os
calculos da demonstragao que dificilmente podem ser atenuados.

2 A versao trivial do teorema

- Green, teorema de Este teorema é um dos resultados mais
importantes do Cdlculo multivariado junto com outros teoremas que




podem ser considerados extensoes ou complementacoes dele, como,
por exemplo o teorema de Stokes e o teorema da divergéncia de
Gauss. Nao tenha duvida que esta lista esta longe de ser exaustiva.

Se (P, Q) for um campo vetorial diferencidvel definido num dominio
Q) do plano, entao

j[Pda: +Qdy = // (a—Q - 8—5) dzdy (2)

Na equagao (eq.2), a esquerda, estd uma integral de linha calcu-
lada sobre a fronteira, 0€2 da regiao 2, e segunda integral, a direita,
é uma integral dupla, calculada sobre a regiao {2, portanto entre as
duas integrais ha um salto de dimensao 1 como no teorema Funda-
mental do Célculo sendo esta a razao que me leva sempre a dizer
que o teorema de Green é uma extensao do teorema Fundamental
do Calculo.

O teorema de Green tem uma versao trivial pela qual vou comecar
e que serve para classificar os campos vetoriais que vou usar ao final
na expressao do teorema. Vou apresentar esta redacao no caso de
campos vetoriais bivariados, (z,y) — F(z,y) € R com o objetivo de
manter a linguagem simples. Para obter o caso com mais variaveis,
basta acrescentar mais “coordenadas” as derivadas mas com algum
cuidado! Esta generalizacao pode ser obtida com uma mudanca de
varidvel via uma parametrizacao duma superficie no espaco de di-
mensao maior do que tres.

Se F' for um campo vetorial, uma funcao real de duas varidveis
reais, por exemplo, continuamente diferenciavel, entao, pelo teorema
de Schwarz-Clairaut , as derivadas mistas serao iguais

J(F) = f(x,y) = (P(z,9),Q(z,9)); (3)
8 = P(z,y); %5 = Q(x,y); (4)
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o que torna a integral

// .— P, dxdy—//a—Q—a—Pdl“dyzo; (7)

nula. Como posso calcular as primitivas de @), P, ¢ possivel deduzir,
desta integral dupla, a integral de linha, também nula,

]{ Pod + Qydy = 0 (8)
o

em que agora o simbolo 0f) representa a fronteira do dominio €2, e
esta integral é também nula. Suponha que tem uma poligonal de
lados paralelos aos eixos e use-a para passar da integral dupla para
integral de linha, é um exercicio relativamente simples.

Mas a razao pela qual a integral de linha na equacao (eq.8) é
nula se pode deduzir de forma independente da integracao feita na
equagcao (eq.7). Ela é a integral de linha sobre um caminho fechado, a
fronteira do dominio €2 quer dizer, uma integral que sai do ponto P e
retorna ao ponto P ao longo do caminho 0€). Como nesta construcgao
inicial o integrando foi construido como derivada dum campo vetorial
F entao a integral de linha comecando numa condicao inicial P € €2
define uma primitiva F' associada a esta condicao inicial P e entao
as integrais do tipo da equagao (eq.8), sobre circuitos fechados, tém
que ser nulas.

Esta é a formulacao trivial do teorema de Green. Se eu alterar
um pouquinho a notagao vou obter a expressao comum nos livros de
Calculo.

P(z,y) = Fo(z,y); Q2,y) = Fy(z,y); (9)
§nyd:1:+@(:r;y)y—O—ff———)da:dy (10)
que é a expressao (trivial) do teorema de Green quando partimos

de uma funcao diferenciavel F', porque todas as integrais envolvidas
sao nulas:



e A integral de linha é nula porque o integrando é uma derivada
e a curva 0f liga um ponto P a si mesmo, uma curva fechada,

e A integral dupla é nula porque pelo teorema de Schwarz-Clairaut
da igualdade entre derivadas mistas.

Se (P, Q) for um campo vetorial diferencidvel continuamente, so-
bre um dominio €2 qualquer, ainda vale o teorema de Green mas as
integrais nao precisam ser nulas. A integral de linha, por exemplo,
separa os campos vetoriais em duas classes:

e Campos conservativos, é o caso trivial, quando o campo veto-
rial é a derivada de um campo escalar. Entao a integral de
linha sobre qualquer curva fechada é zero, é uma aplicagao
direta do teorema fundamental do Cdlculo.

e Campos ndo conservativos, quando houver uma curva fechada,
fronteira de um dominio €2 sobre a qual a integral de linha na
equacgao (10) é diferente de zero.

o valor da integral de linha é entao a perda (ou ganho) de energia
que o campo escalar sofre ao longo da curva 9€). Neste caso o campo
vetorial (P, @) nao tem primitiva. Esta formulagdo permite ainda
explicar dois tipos de integrais,

e integrais independentes do caminho aquelas, da forma

j{P(w, y)dz + Q(x,y)dy
o0

que sao nulas sobre qualquer curva fechada. O campo escalar
é conservativo, tem primitiva (vem da derivada de um campo
escalar diferencidvel).

e integrais que dependem do caminho aquelas, da forma

]{ P(z,y)dz + Q(x,y)dy

o



que podem ser “ndo nulas” sobre alguma curva fechada. O
campo escalar é nao conservativo e nao tem primitiva (nao vem
da derivada de um campo escalar diferenciavel). Dizemos que
integral depende do caminho porque, escolhidos dois caminhos
entre dois pontos dados P, P, como se pode ver na figura
(1) pégina 11, se o valor da integral sobre um dos caminhos,
de P; até P, for diferente do valor da integral sobre o outro
caminho, também de P; até P, podemos definir uma curva
fechada, indo de P; até Pp, entao a integral serd diferente zero
sobre esta curva fechada. Isto equivale a dizer-se que o campo
vetorial (P, @) nao tem primitiva, ndo é a derivada de um
campo escalar.

Como um exemplo, considere a integral da expressao do teorema
de Green quando €2 for uma regiao do plano, confira a figura (fig 2),
pagina 5.
Nesta figura a uniao das
curvas v e rS! isolam o
(0,0) no exterior da regiao
Q. = Q—rU, em rU é
uma contracao do disco unitario
cuja fronteira é rS'. Chame
de B, = —rS'U~, a uniao
destas duas curvas fecha-
das, devidamente orienta-
das para que (0,0) esteja
no exterior da regiéo QT. :\&2;1;::;\;;";?&
Para orientar uma curva, exteriorda daregido S
considere um vetor tangente
e um vetor perpendicular
a curva no mesmo ponto
com um angulo positivo, 7 entre eles. E a orientacao positiva da
curva. Oriente as duas fronteiras de modo que o vetor perpendicular
aponte para a regiao limitada pelas curvas, como mostra a figura (fig

2).

Figura 2:



Observe que nao mencionei na descricao uma curva que aparece
na figura (fig 2), ligando a curva « e a curva rS*. Esta curva é um
truque usado nas demonstracoes, ela foi seguida duas vezes e em
sentidos contrarios, como indicam as setas apontando em direcoes
opostas, portanto a integral de linha sobre esta curva é zero e nao
conta nos calculos: somei e subtrai!

@) = (Play).Qa,y) = (#hm 7): (1)
0 z2—y? oP.
5 = G = 3 (12)
[ J %—? - %—gdxdy =0= ¢ Pdx + Qdy; (13)
QT‘ /B’r‘

(P, Q) ndo é uma derivada = (3v) (§ Pdx + Qdy # 0); (14)
8!

A curva v mencionada na equacdo (eq.14) tanto pode ser v =
0 como rS! sobre as quais o valor da integral de linha coincide
em modulo. Eu teria que demonstrar que pelo menos uma destas
integrais é diferente de zero (porque as duas poderiam ser zero. .. ):

I, = f Pdx + Qdy = (15)
rSt
=-1 bfﬂr sin(t)d(r cos(t))dt + —r cos(t)d(rsin(t))dt = (16)

= ?sinz(t) + cosz(t)dt = f dt = 2; (17)

Na equagio (eq.16) tirei para fora da integral 7 do denominador
e lhe atribui sinal negativo porque ela esta sendo calculada no sentido
“dos ponteiros do relégio” que é o sentido negativo de percurso. O
resultado obtido, 27 merece um comentario especial, é um salto de
uma “espira” na superficie de Riemann que é o gréfico da funcao f
como funcao de C em C.

Calcular integrais de linha sobre curvas arbitrarias pode ser uma
experiéncia nada facil, nem sempre encontramos meios de calcular



uma integral “exatamente”, mas o célculo aproximado com um pro-
grama de computador é simples. Experimente [3, programas/Green.cal
que esta editado para o cdlculo da integral na equagao (eq.15), leia
os comentarios. O programa ird calcular varias vezes, aproximada-
mente, a integral de linha atualizando o valor do passo delta. A
curva se chama gamma e tem trés parametros a,b,r para definir uma
translagdo para um ponto do plano (a,b) e um fator de escala r de
modo que vocé pode calcular a integral de linha sobre St + (a, b),
a translagao do circulo de raio r para o ponto (a,b). Se a origem
estiver no interior de v o valor da integral é o calculado na (eq.17).
Por exemplo, usando Green.calc com

(a,b) = (0.1,-0.2),7 = 0.5
o valor da integral de linha serd 27 e com
(a,b) =(2,-3),r=0.5

o valor da integral de linha serd 0, como era de esperar.

3 O programa Green.calc

Vou apresentar parte do programa que pode ser baixado da pagina
[3, programas/Green.calc] para facilitar sua edicdo e uso. Vou me
restringir as fungoes cuja edicao lhe permitam fazer outras simulagoes.
Procure a mencao “edite aqui”.

pi= 4xatan(1); ## pi é uma aproximacdo da constante de Ar
## printf("pi = %f \n\n", pi);
i = sqrt(-1);

## edite aqui para alterar a fungd3o - o campo vetorial (P
define f(x,y) { ## (y,-x)/zz*x - zx é o conjugado



local z = mat[2];

z[0] = 1.0%*y/(power(x,2) + power(y,2));
z[1] = -1.0*x/(power(x,2) + power(y,2));
return z;

}

## edite aqui para alterar a curva gama

define gamma(t) {

local r = 0.5; ## um fator de escala

local a,b; ## uma translacdo

a=0.1; b =-0.25; ### coloque a = 0; b = 0 para centrar
local z = mat[2] = {atr*cos(t), b+rxsin(t) };

return(z) ;

}

## edite aqui para alterar a derivada da curva gama
define d_gamma(t) { ## mantenha a equivaléncia com gamma(:
local r = 0.5; ## o mesmo valor de gamma(t)

local z = mat[2] = { -r*sin(t), r*cos(t) I};
return(z) ;

}

## edite aqui para alterar o valor de delta
delta = 0.01
while(delta > 0.00005) {

print "delta = ", delta,

"0 valor da integral de Linha ", RiemannLinha(delta);
delta *= 0.1;

}

quit;



4 A versao completa do teorema

Na versao completa do teorema de Green a integral de linha que
aparece a direita nao precisa ser nula sobre alguma curva fechada e
isto denuncia que o campo vetorial (P, Q) ndo é uma derivada: nao
existe nenhuma fungao F'

F:R? — R;J(F) = (P,Q); (18)
Observe o contetido do exemplo que dei,

(y7 —JJ) .

(P.Q) = 3

(19)
¢ uma derivada, mas nao quando zero pertence a regiao.

Entao, quando (P, Q) nao for uma derivada, ainda vale a igual-
dade na expressao do teorema de Green mas as expressoes nao pre-
cisam ser nulas.

Nao vou apresentar uma demonstracao porque eu nao tenho ne-
nhuma saida melhor do que as que vocé encontrard em qualquer
livro de Calculo, apenas advirto que em geral os autores burocrati-
zam extremamente a demonstracao. Tome a mais simples, alguma
que use o percurso sobre um retangulo: ela mostra que vocé pode
passar da integral dupla para a integral de linha e que portanto a
férmula vale.

Vou terminar apontando uma das aplicagoes mais interessantes
do teorema, quando

0Q oP

= _Z = 20

oxr Oy (20)
entao a integral dupla lhe d4 a area de (2 e a integral de linha lhe

fornece um meio de calcula-la usando uma integral univariada.
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um dominio ndo convexo no plano I

Figura 1:



