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Resumo

O conjunto dos nimeros complexos tem as mesmas propriedades que
o conjunto dos nimeros reais (exceto a ordem) é um corpo, herda todas
as propriedades dos nimeros reais consequentemente podemos transplan-
tar para as fungoes complexas de varidveis complexas tudo que se estuda
no Célculo e com algumas vantagens. Desta forma posso aplicar a de-
finicdo de derivada usual das func¢des reais de varidvel real as fungoes
complezxas de varidvel complexa que é o que se costuma chamar de deri-
vada complexa, e neste momento surge um dos resultados mais intrigantes
da andlise: se uma fungao complexa de varidvel complexa tiver derivada
complexa ela serd infinitamente diferencidvel. Sao as fungdes analiticas,
as fungoes complexas que tém derivada complera. Vou construir aqui uma
demonstracao simples deste resultado.
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The set of complex numbers has the same properties of real numbers,
but the order, hence it is a field and the complex functions of complex
variables inherits all the Calculus properties, verbatim, with some ad-
vantages. This way I can apply the usual definition of derivative to the
complex functions of complex variable and have what is commonly called
complex derivative. This produces one of the most intriguing results of
the Analysis: if a complex functions of complex variable has a complex
derivative it will have infinitely many derivatives. They are the so called
analytic functions, the complex functions that have complex derivatives.
I’'m going to build here is a simple demonstration of this result.
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1 O método

O meu objetivo é fazer uma demonstragao simples do teorema

1 (Propriedade fundamental) Funcoes analiticas

Se uma funcao complexa, de varidvel complexa, tiver uma derivada complexa
entao ela € infinitamente derivdvel.

Apresento esta demonstragao na préxima se¢ao quando vou reunir todos os
elementos necessarios para apresenta-la.

Tais funcgoes, as fungoes complexas que tém derivada complexa, se chamam
funcoes analiticas e formam um corpo tedérico que se chamou de teoria das
funcoes até métade do século passado. A teoria das fungoes representa a solugao
duma unica equacao diferencial, o sistema de equagoes diferenciais parciais de
primeira ordem chamado equacdes de Cauchy-Riemann.

Para atingir o resultado em foco, e sua demonstracao, eu preciso de explici-
tar o significado do conceito derivada complera que nada tem de especial a nao
ser porque o conjunto dos nimeros complexos é duma grande riqueza estrutu-
ral consequéncia de que é um espago de dimensao dois, o plano complexo, ao
mesmo tempo que é um conjunto de nimeros, objetos com que podemos somar,
multiplicar, subtrair e dividir, como fazemos com os niimeros reais.

A derivada complexa é a mesma derivada das fungoes reais de variavel real
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Ocorre que C = R? e assim também posso calcular as quatro derivadas
parciais de f e a existéncia da derivada complexa fica caracterizada na equagao
(eq.2) porque 2z é um numero complexo, tem apenas duas componentes reais.
exatamente como no caso real, quando z € R quando 2z € R, um ntmero
também. Ai vem a questao, como conciliar as quatro derivadas parciais com um
unico nimero. A resposta sao as equagoes de Cauchy-Riemann e é este o ponto
central deste artigo, mostrar como entender a equagao (eq.2).

A equagdo (eq.2) pode ser obtida diretamente do cédlculo da derivada de
f aplicando-se lhe limite num dos mais elementares de uso desta técnica, exa-
tamente como no Calculo. As as contas do Calculo se podem copiar, tanto na
deriva¢ao como na integracao para usar nas variaveis complexas. No calculo
de integrais surge uma pequena novidade, facil de ser incluida e entendida. O
plano complexo é bidimensional, porisso perde a relagao de ordem dos reais,
mas ganha em possibilidades de caminhar entre dois pontos: ha uma infinidade
de caminhos ligando dois pontos e com isto se ganha em oportunidades e eu
estarei mostrando logo este ganho fazendo todas as contas na préxima segao.

2 As provas




- derivada complexa O conjunto dos niimeros complexos tem as mesmas
propriedades que o conjunto dos niumeros reais (exceto a ordem) e é, assim,
um corpo. Desta forma posso aplicar a definicao de derivada usual das func¢oes
reais de varidvel real as fungoes complexas de varidvel complexa que é o que se
costuma chamar de derivada complexa, e neste momento surge um dos resulta-
dos mais intrigantes da andalise: se uma funcdo complexa de varidvel complexa
tiver derivada complexa ela serd infinitamente diferencidvel. Sao as funcgoes
analiticas, as funcgoes complexas que tém derivada complexa. O resultado é in-
trigante, mas é simples de se o demonstrar como vocé vai ver aqui uma forma
simplificada do método que eu tomei emprestado do livro de Henry Cartan in-
titulado Calcul Différentiel,[2]. E simples hoje, mas foi construido ao longo de
mais de um século e representa a solucao de uma unica equagao diferencial,
as equacoes de Cauchy-Riemann, um sistema linear de equacoes diferenciais
parciais.

Existe uma notacao classica, usada por praticamente todos os autores que
escrevem sobre funcoes complexas, deixe-me introduzi-la aqui. Se z = z + iy
entao a fun¢do complexa w = f(z) tem duas fun¢dées componentes, u, v e Posso
escrever

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(x, y); (5)
f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y); (6)

u, v sao funcoes reais da varidvel complexa z = x + iy e algumas vezes sao com-
preendidas como fungdes reais de duas variaveis reais (z,y), como estd expresso
na equagao (eq.6). Sao formas idénticas de interpretar f,u,v.

As funcgoes complexas que tiverem derivada complexa, também tem uma
primitiva que é tnica a menos duma constante, como no caso real. A forma
de calcular esta primitiva é muito semelhante aquela que usamos no caso real,
apenas que agora temos que caminhar entre dois pontos ao longo dum curva no
plano, confira a figura (fig. 1), pagina 2,

em que vocé pode ver dois cami-
nhos, um caminho poligonal, 5 e ou-
tro nao poligonal, 7y, partindo da condigao
inicial a até o ponto z. Se a funcao
tiver uma primitiva, entao o calculo
desta integral nao pode depender da
escolha do caminho e isto é muito pratico,
podemos escolher um melhor cami-
nho para fazer o calculo e eu vou com
frequéncia escolher um caminho poli-
gonal. Observe que o caminho esco-
lhido tem que estar inteiramente con-
tido no dominio de definicao da fungao.

dois caminhos

)
um caminho poligonal Como as funcoes complexas sao, de

e outro

e ) fato, transformagoes do plano, o Teo-
ndo poligonal, de a até z.

rema de Green se lhes aplica e divide
estas fungoes como independentes do
caminho ou dependentes do caminho
relativamente as integrais sobre curvas. As que tiverem derivada complexa sao
independentes do caminho, satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann.

Figura 1:



Uma forma simples de se chegar ao resultados acima mencionados pode ser
esquematizada na seguinte sequéncia em que estou usando derivacao implicita
para fazer aparecer as equagoes de Cauchy-Riemann, também estou usando a

dualidade de interpretacao C J, C, R? J, R?, conforme for conveniente:

f uma funcao complexa de varidvel complexa; (7)

f = u+iv;u,v funcoes reais de varidvel complexa; (8)

= () —aris-reec 0
Vg Uy

df = J(f) ( Zﬁ; ) = (a+ Bi)(dx + idy) = (adz — Bdy) + i(ady + Bdx)(10)

#zf@mz(g'f)(jg) (11)

Uy = Vy; Uy = —Vy; Cauchy-Riemann (12)
flla+1ib) = a+if = uy +iv, = vy — iuy; (13)

A igualdade na equagao (eq. 9) vem da afirmagao inicial, C é um corpo,
como R, a derivagao das fungoes reais de varidavel real, se aplica verbatim ao
caso complezxo, portanto, como no caso real, f'(z) € C, a derivada complexa é
o numero complexo « + if3.

Este fato, que a derivada é um ndmero complero, volta a ser usado na
equagao (eq. 11) para identificar um tipo particular de matriz jacobiana, a
derivada de f, agora vista como funcio de R? — R?, na equacao (eq. 11).

O que estd em jogo aqui e que faz surgir este sistema de equacoes de dife-
renciais chamado de equacoes de Cauchy-Riemann é um pequeno e importante
detalhe. Qualquer matriz 2 x 2 representa uma transformacao linear do plano no
plano, mas um subconjunto delas é que representa uma transformacao linear de
C em C, sao aquelas da forma que se encontra na equagao (eq. 11). Observe
a seguinte sequéncia de calculos e a observagao que farei ao final dela:

(5 2)(5)=(5zm) (14)
(o +i8)(o + ig) = (0 — By + i(B + av) )

Os célculos acima poderiam ter sido feitos, faca vocé mesmo, de forma mais
geral, usando uma matriz qualquer, em lugar daquela usada na equagao (eq.14)
e depois forcando uma igualdade entre ela e o resultado do produto de ntimeros
complexos que aparece na equagao (eq.15). Quer dizer que as equagdes de
Cauchy-Riemann apenas caracterizam quando uma funcao de R? em R? ¢ uma
funcao que tem derivada complexa.

Vou poder assim destacar, entre as funcdes R?> — R?, uma classe particular
de fungdes cuja matriz jacobiana tem o formato apresentado na equacdo (eq.
11), as fungoes analiticas.

A equacao (ou sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem),
equagao (eq. 12), obtida quando se igualar as matrizes nas equagoes (eq. 9) e
(eq. 11), é conhecida como equagdes de Cauchy-Riemann, e elas caracterizam
quando uma funcao f = u + v é analitica e sao usadas com frequéncia como
definicao de funcao analitica.

ou a dubie-
vocé
preferir. ..



A derivada complexa de f, se existir, ¢ uma nova fungao complexa de varidvel
complexa e ao calcular-se sua derivada vao novamente aparecer as equacoes de
Cauchy-Riemann. Por inducao se conclui que se f for uma funcao complexa,
de varidvel complexa, entao serad infinitamente diferenciavel se for derivavel no
sentido complexo.

Quer dizer que voltando a olhar para as funcoes vetoriais de variavel vetorial
de dimensao dois haverd duas classes disjuntas de fungoes:

e aquelas que satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann, as fungoes analiticas,

que sao de classe C*,

e ¢ as outras, que podem ser de classe C°° mas que nao sao analiticas.

Por exemplo

9(z,y) = (2, ~y) = (u(z,v), v(z, 1)) g() = 7 (16)
w=1to,=-tgen=s0= (4 4 )2 (5 7)) an
0 O
S@yy=0=| 0 o (18)
0 O
(Yn)g™ =0--- (19)

Entao a derivada de g(z,y) = (x, —y) nao se pode identificar com um nimero
complexo e assim g nao tem uma derivada complera, mas tem derivadas de
todas as ordens que sao matrizes nulas. g nao é uma funcao analitica mas ¢é de
classe C*°.

Obviamente que ainda existe uma infinidade de outras funcoes que nem
mesmo precisam ser continuas: a “maioria”!

Uma das implicagoes mais fortes da analiticidade é que se f for analitica ira
transformar abertos do plano complexro em abertos do plano complero mas nao
¢ uma propriedade facil de ser demonstrada. Esta propriedade fundamental, ser
de classe C*°, caracteriza as func¢oes analiticas como aplicag¢oes abertas.

Mas a reciproca nao é verdadeira porque a fungao g, definida na equagao (eq.
16), é uma funcao de classe C*°, é uma aplicagao aberta, mas nao é analitica.

A derivada complexa de f pode ser escrita numa das formas alternativas
seguintes, usando as equac¢oes de Cauchy-Riemann:

Up + 10y = Uy — TUy = Vy + 10, = vy — iUy = a + if; (20)
f'(a+ib) = a+if; (21)

O ntmero f/(a + ib) = o + i pode ser obtido com uma qualquer das ex-
pressoes da equagao (eq. 20).

Usando a equagao (eq. 20) e a equagao (eq. 21) posso criar a expressao de
dois operadores diferenciais que vao permitir-me a sintese destes dois conceitos
centrais, a deriwada complexa e as equacoes de Cauchy-Riemann. Deixe-me

maioria, imp:
confira a hipc
de Cantor!



seguir usando a notagao f'(a +ib) = a +1i5:

Ge o By +i5 - §0) =20+ iB) = (& — i) () + (& —ig)(v); (22)
(& i) (u+iv) = 2(a +if) (23)

(8% —igy)f =2a+ip) (24)

35— ig)f = (a+i8) = ['(a+ib); (25)

0= 305 —ig) = 2G5 +i5) (26)

of = f" (27)

(8 —igy)u— (& — ig;)iv) = (28)

=i —iv) =0 = (F — i) {utiv) = (& — i) (u+iv) =0(29)
3(3r — 15 = 053(5 +igp)(N) = 0553(5 — 1) (N =0 (30)
0=3(L-12); (31)

a(f) =0; (32)

Na equagao (eq. 22) escrevi de forma repetida a expressao da derivada,
a direita é o resultado da aplicacao do operador (% — ia%) a cada uma
das componentes de f e a esquerda é a expansao do mesmo operador. A
razao pela qual o valor é 2(a+ i) vem da equagdo (eq. 13) que expressa

a derivada (a + i) usando as derivadas parciais de u,v.

A equagao (eq. 23) resume a anterior assim como também (eq. 24) agora
usando f.

Na equacdo (eq. 25) defini o operador 0, como resumo da equacao
anterior.

Na equagao (eq. 26) defini o operador 9 em dois formatos equivalentes.

A equacdo (eq. 27) é a expressao da derivada usando o operador 9, e
vale quando f tiver uma derivada complexa.

Na equagao (eq. 28) estao sendo aplicadas as equagoes de Cauchy-Riemann
resumidas na equacao (eq. 29) em trés formatos equivalentes fazendo uma
definicdo prévia do operador 0 que serd corrigida na préxima equacao uni-
formizando a notacao porque a multiplicacao por % nao vai alterar o resul-
tado quando a fungao f for analitica (e nem quando nao for ...). Observe
que a igualdade central, na equagao (eq. 29), vale independentemente de
que f seja ou nao analitica, mas, ser zero, é consequéncia da hipétese de
que seja analitica.

A equacdo (eq. 30) define o operador 0, que representa as equacoes de
Cauchy-Riemann, em trés formatos equivalentes.

Na equacdo (eq. 31) encontra=se uma definicio do operador 0.

A equagdo (eq. 31) é a expressao das equagdes de Cauchy-Riemann

usando o operador 0.



Destes calculos posso deduzir duas expressoes mais simples de dois opera-
dores diferenciais classicos permitindo uma forma concisa de expressar tanto
as equacoes de Cauchy-Riemann como a definicao da derivada de uma funcao
analitica:

0=13(5 —izy) = 3(3 + 15y (33)

9=3(5 +iz) =305 — 15;) (34)
f)=a+if = f'(a+ib) (35)

J(f) =0 <= f satisfaz as equacgoes de Cauchy-Riemann (36)

Embora a formulagao a direita, nas equacgoes (eq. 33) e (eq. 34) sejam mais
didaticas (ligadas a definigao de conjugado), a expressao que parece ser a mais
comum sao as que ficam & esquerda, para definir os operadores 0, 0.

Neste ponto, de posse da expressao simples, como nimero complexo para
a derivada, posso demonstrar o teorema fundamental mencionado anterior-
mente sobre a infinidade de derivadas que tem uma funcao analitica como uma
aplicacao do operador 0.

Teorema | 2 (fungoes analiticas ) infinitamente derivdveis

A derivada complexa de f, se existir, é uma mova fun¢do complexa de
vartavel complexa e ao calcular-se sua derivada vao novamente aparecer as
equacgoes de Cauchy-Riemann. Por inducao se conclui que se f for uma funcgao
complexa, de variavel complexa, entao serd infinitamente diferencidvel se for
derivavel no sentido complexo:

Dem |:

F=u+tv; f = ugp + vy = vy —iuy (
20(f") = 20(uz + ivg) = 20(ug) + 2i0(vg); (
20(f") = Ugz + iuys + i(Vag + ivys); (39)
20(f") = Ugs + iUys + Vgz — Vya; (
20(f") = Vyax + tUyz — WUyg — Uyg = 0 (41)
1. Na equagao (eq. 37) estou escrevendo f e a expressio de sua deriwvada usando a
equagdo (eq. 13).
2. Nas equacdo (eq. 38)- (eq. 40), estou aplicando a defini¢io do operador d. Como

s

0 € um operador linear porque € combinacgao linear de derivadas que sao operadores
lineares entao posso expandir a aplicacao para cada uma das parcelas de f.

3. Na equagdo (eq. 41) reescrevi todas as derivadas para se tornassem derivadas mistas,
para entdo concluir que a soma € nula e portanto f’ satisfaz as equacgoes de Cauchy-
Riemann porque f é analitica e entdo f' também é analitica.

Termina-se a demonstracao do teorema aplicando inducdo finita.

As equagoes de Cauchy-Riemann sao um exemplo de equacao diferencial
parcial que foi resolvida ao longo de mais de um século, resultando na construcao
do que se chamava de teoria das funcoes que se pode dizer, com alguma dose de
exagero, que foi o processo de construcao da solugao das equagoes de Cauchy-
Riemann, ou, a solucao destas equagoes é uma funcao analitica e vice-versa.

As funcoes analiticas sao também chamadas de fun¢oes holomorfas.

Como subproduto da solucao das Cauchy-Riemann se obteve a solugao da
equacao homogénea de Laplace. Se f = u + v for analitica, entao as duas



funcoes reais u, v sao harmonicas, quer dizer, satisfazem a equagao homogeénea
de Laplace A(u) = A(v) = 0, isto é consequéncia direta das equacoes de
Cauchy-Riemann e do teorema de Schwarz-Clairaut das derivadas mistas.

As fungoes u, v chamam-se conjugados harmonicos. A reciproca é verdadeira
e passa pela solugdo da equacgao diferencial de Cauchy-Riemann (as equagoes
de Cauchy-Riemann) em que uma das duas fungdes, v ou v, é um dado do
problema. A solugao é tnica a menos de uma constante.

Para resolver a equacao diferencial parcial A(F') = 0 foi preciso montar toda
a teoria das funcoes analiticas.
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