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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo descrever um novo algoritmo para deter-
minacao de extremos, tendo como base as equagoes diferenciais exatas. A partir de dados
colhidos, sera descrito o modelo F' gerado pelas curvas que estes dados delimitam, ou seja,
concluir que existe uma superficie que modela um certo fenémeno.

No primeiro capitulo irei estabelecer algumas defini¢oes que irao dar suporte ao ob-
jetivo do trabalho, observando quais os tipos de curvas que resultados colhidos por uma
malha selecionada sobre uma regiao podem produzir.

No segundo capitulo, apresentarei uma discussao sobre as equacoes diferenciais exatas,
desde a introducao do conceito, passando pela solucao de uma equagao deste tipo e sua
relacao com o gradiente.

Finalmente criar uma linguagem que permita rapidamente montar um método para
obtencao de extremos a partir de equagoes diferenciais exatas, apresentando um novo
algoritmo e utilizando os difeo como suporte. Termino fazendo uma descrigao geométrica

dos difeo.
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Introducao

A Matematica é a ciéncia dos nimeros e dos calculos. Desde a antiguidade, o homem
utiliza a matematica para facilitar a vida e organizar a sociedade. A Matematica foi
usada pelos egipcios nas construcao de piramides, diques, canais de irrigacao e estudos
de astronomia. Os gregos antigos também desenvolveram varios conceitos matematicos.
Atualmente, esta ciéncia estd presente em varias areas da sociedade como, por exemplo,
arquitetura, informatica, medicina, fisica, quimica etc. Podemos dizer, que em tudo que
olhamos existe a Matematica.

A Matematica é uma &area instrinsecamente presente no nosso cotidiano, além de ser
essencial e eficiente, ela facilita a resolucao de diversas problematicas pois abstém-se de
mudancas nos seus conceitos e defini¢oes ja que se trata de uma disciplina da area das
Exatas. Uma definicao, um teorema, estabelecidos ha muitos e muitos anos, permanecem
intactos até hoje, preservando a magnifica sequéncia de raciocinios de tantos e tantos
matematicos daquela época. Por mais que realizemos novas descobertas nos dias atu-
ais, sempre precisaremos utilizar conceitos pré-estabelecidos, ou seja, os pré-requisitos
necessarios a realizacao de um método, um algoritmo novos foram deduzidos muito anti-
gamente por matematicos.

Nessa mesma linha nods, os matematicos de hoje, precisamos produzir sempre mais,
tanto melhorando quanto descobrindo coisas novas. O nosso material produzido servira
de base para outros matematicos. Nosso trabalho serd recompensado quando auxiliarem
pesquisas, ajudarem a sociedade, serem pré-requisitos para estudos. Com persisténcia,
vamos aumentado o leque de opcoes da nossa Matematica, minimizando a abstracao de

alguns conceitos e conquistando o espaco que a Matematica merece estar.



Capitulo 1

Curvas produzidas por dados

Como sabemos, a Matematica esta mais do que envolvida no nosso cotidiano. Tal fato se
torna evidente quando se observa engenheiros analisando construgoes; topografos anali-
sando o relevo de determinadas regioes; até quimicos e fisicos, entre professores e cientistas,
todos utilizam a Matematica de alguma forma. Em todas estas profissoes a Matematica
esta intrinsecamente presente, uma vez que diversos calculos somente sao possiveis utili-
zando os artificios matematicos como ferramenta. Pode-se dizer que, quando se trabalha
com a analise de dados, a Matematica e seus métodos sao as principais ferramentas utili-

zadas.

1.1 O que produzem dados colhidos para uma malha?

Quando se trabalha com dados colhidos sobre determinado fenomeno, seja ele natural
ou artificial, em uma determinada regiao, tem-se em maos uma das principais, se nao a
principal ferramenta para entender onde e como tal fendmeno varia, com isso teremos a
possibilidade de analisar o crescimento do mesmo.

Como estamos tratando de Matematica e falando em pontos, algo que pode nos vir
a cabega é o que dois ou mais pontos (dados) produzem. Trés pontos sdo necessarios
para se gerar um plano, assim como dois pontos sao necessarios para se gerar uma reta,
e assim sucessivamente. Obteremos objetos ou, matematicamente falando, obteremos
variedades geométricas. Mas na analise de uma, digamos, determinado crescimento da
biodiversidade de uma regiao, nés matematicos, nos “responsabilizamos” em determi-
nar seu extremo, ou seja, de alguma alteracao que esteja ocorrendo num determinado

ecossistema. Como exemplo, um problema que vem afetando diversas regides do pais é
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o proliferamento do Aedes aegypti, o mosquito causador da dengue, que tem provocado
grandes movimentos no intuito de combaté-lo, e o trabalho dos matematicos é analisar
quais pontos sao os mais problematicos, ou seja, a analise da quantidade de focos do
mosquito para entao descrever tal quantidade, depois compete a algum 6rgao publico o
combate propriamente dito. No geral, a Matematica se compromete a analisar tanto
0 objeto causador de uma degradacao ambiental como algum outro fendomeno que seja
importante para o ambiente, assim precisara crescer e se propagar, a problematica muitas
vezes culmina numa perda de biodiversidade, mas pode também ser algo importante para
o ecossistema, e é com esse objetivo que venho produzindo este trabalho: descrever um
novo algoritmo para determinacao de extremos de algum fenomeno.

Analise: neste momento é que entra a questao dos extremos e dos “passos de monta-
nha” (mais adiante tratarei destes assuntos), é onde a Matematica atua de forma objetiva,
até porque o trabalho de um matematico consiste em analisar um fénomeno e indicar seus
extremos (pontos criticos), cabe a outro profissional tomar as medidas que se justifiquem,
mas que fique claro que nao estou aqui retirando a responsabilidade dos matematicos en-
quanto fora de suas atribui¢oes (a Matematica: ferramenta de trabalho do matemaético),
mas a Matematica, enquanto ciéncia, trabalha na analise do fenomeno e aponta seus
pontos criticos.

Pode-se perceber também que, para topdgrafos e engenheiros, o interesse é observar
a deformacao do relevo de uma determinada regiao, por exemplo, observar se ha uma
elevagdo (montanha) ou uma depressdo (buraco), e nesse estudo a Matemética também
tem papel fundamental, é a partir da determinacao de extremos que se ird determinar
tais maximos (montanhas), tais minimos (buracos), seus pontos criticos, como também os
“passos de montanha” que delimitam regioes onde ha extremos. A Topografia estuda as
alteracoes no relevo de uma determinada regiao, e a Matematica dentro da Topografia sera
usada para se determinar os pontos criticos deste relevo. Como o objetivo é a descricao de
um algoritmo para se determinar extremos, estou fazendo uma ligagao com a Topografia
pois a variagao de um fenémeno define um “relevo dinamico” que se altera ao longo do
tempo.

Crescimento de biodiversidades, estudo das alteracoes no relevo, sao diversos campos
que a Matematica atua quando a analise visa a determinacao de extremos. Pontos criticos

para matematicos indica pontos de maximos, minimo, “passo de montanha”, ou seja,
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perceber até que ponto atingiu a variacao utilizando algoritmos que realizem, digamos,
uma modelagem na regiao, isso permitirda que se obtenha um modelo do crescimento do
fenomeno ao longo do tempo, para assim serem realizadas projecoes.

Embora a Topografia nao seja usada neste trabalho, vou tomar exemplos de ocasioes
em que engenheiros ou topdgrafos possam se deparar, ja que existe uma semelhanga com
o “relevo dinamico”.

Supondo que, analisando a deformacao de um determinado relevo, queira se determi-
nar seus extremos. Primeiramente se define uma malha sobre uma regiao e se faz um
levantamento de dados, estabelecem-se algumas varidveis e tomam-se alguns pontos que

serao necessarios para serem realizadas aproximagoes.

Figura 1.1: f(z,y) = 2> + y* e “suas” curvas de nivel

Hipoteticamemte, esta figura poderia representar a deformagao em algum ponto de
um relevo e algumas de suas curvas de nivel. Note que ha alguns valores em metros, sao
as alturas de cada curva de nivel, eles representam que se esta abaixo do nivel do solo,
entao se trata de um buraco, uma depresssao. Como se trata de uma depressao, as curvas

de nivel determinam um ponto de minimo no relevo. Outro exemplo:
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foy) —

Figura 1.2: f(x,y) = —(2? + y?) e “suas” curvas de nivel

Esta seria a deformacao de um relevo e alguma das provaveis curvas de nivel. Agora
ha valores positivos representando que se esta acima do nivel do solo, entao temos um
morro ou uma montanha, uma elevacao. Como se trata de uma elevacao, as curvas de

nivel determinam um ponto de mdzimo no relevo.

Figura 1.3: Curvas de nivel

Mas podem haver ocasioes em que curvas determinem dois ou mais extremos, por
exemplo, uma regiao que tenha uma elevacao e uma depressao, como na figura. Com isso,
numa mesma regiao podera existir um méaximo e um minimo no relevo.

Analisando-se os trés casos vistos, percebe-se que, ao se obter curvas de nivel em
sequéncia (uma dentro da outra) fica “facil” a determinagao do extremo: estd no centro
das curvas.

Esta discussao preliminar permitiu analisar, hipoteticamente, como se da a deter-

minacao de extremos em regioes. Através de um levantamento de dados, podem ser
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obtidas curvas (nao algébricas) mas que terdao um conceito a partir de agora quando irei

apresentar que tipos de curvas podem ser descritas quando se trabalha com dados.

1.2 Curvas do tipo circulos concéntricos

Circulos concéntricos sao curvas que possuem o mesmo centro, sem contudo terem, obri-
gatoriamente, o mesmo raio. E um conceito importante para o objetivo do trabalho, o
difeomorfismo, que caracteriza-se por ser uma equivaléncia topologica que preserva a dife-
renciabilidade. Esse é um exemplo de difeormorfismo: a imagem de uma grelha retangular

em um quadrado sob um difeomorfismo do quadrado para si mesmo.

Figura 1.4: Um Difeomorfismo

Topologia é a parte da Matematica que identifica as propriedades dos conjuntos e os
torna equivalentes do ponto de vista de funcoes continuas. Sei que usei uma sentenca
extremamente vaga. Vou melhorar um pouco.

Para definir topologia, selecionamos conjuntos que chamamos os abertos do conjunto.

Isto permite conceituar as funcoes definidas neste conjunto como continuas. E a genera-
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lizacao das bolas abertas definidas com
|z —a| <7

em topologias oriundas de métricas, ou distancias.

Desta forma pode-se dizer que quadrados e circulos sao equivalentes. Mas um quadrado
nao seria equivalente a um anel (a diferenga entre dois circulos concéntricos) porque,
no segundo retiramos um pedaco interior. Enquanto foi retirada uma parte do circulo,
preservou-se todo o quadrado, portanto a relacao de equivaléncia nao se aplicaria.

Logo, discos (circulos + interior) sdo topologicamente equivalentes a curvas fechadas
com seu interior. E o que estou usando neste caso.

No que diz respeito a diferenciabilidade, precisa-se que dos dois lados se encontrem
curvas diferenciaveis e a bijetividade dos difeo permite isto.

Entao vou tomar como ponto inicial as curvas do tipo circulo estabelecendo a seguinte

definicao:

Definigao 1 (Curva do tipo Circulo) Uma curva serd dita do tipo circulo quando

houver um difeomorfismo entre ela e um circulo.

Quando cortarmos um morro ou levantarmos dados, dificilmente serao encontrados
circulos porque estas curvas sao algébricas e dados que descrevem fendémenos nao sao
algébricos. Por isso, quando estamos tratando de andlise de dados, necessitamos de um
meio que chegue mais préximo da “algebricidade” para que, com recursos matematicos,
possamos realizar os devidos estudos.

Observe a figura abaixo:

Figura 1.5: Difeomorfismo de uma curva do tipo circulo
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De acordo com a defini¢ao, que esta curva sera chamada curva do tipo circulo pois ela é
difeomorfa ao circulo que esta logo ao lado, ja que se trata de uma equivaléncia topologica.
Como os difeo preservam a diferenciabilidade, entao o circulo é também diferenciavel em
todos os seus pontos.

Inicialmente propus uma primeira definicao para estabelecer um caso particular de
onde quero realmente chegar, que sao uma familia de curvas de nivel em sequéncia. Este
termo pode transparecer que sejam curvas “em fila”, mas sao curvas contidas em outras
curvas. A partir de agora entender-se-4 melhor. Assim como fiz para o caso particular,

vou generalizar o conceito estabelecendo mais uma definicao.

Defini¢ao 2 (Familia de Curvas do tipo Circulos Concéntricos) Uma familia de
curvas do tipo circulo € dita uma familia de curvas do tipo Circulos Concéntricos quando
houver um difeomorfismo entre uma familia de circulos concéntricos e esta familia de

curvas.

Entao posso afirmar que estas curvas de nivel sao equivalentes:

Figura 1.6: Curvas do tipo Circulos Concéntricos

Fazendo-se uma comparacao, percebe-se que todas as curvas foram mantidas, somente
alterei o formato de apresenta-las, quer dizer, fiz uma remodelagem. Entao vou admitir
que existe uma equivaléncia topoldgica entre tais objetos.

Na familia de circulos concéntricos, ha um “quadrado arredondado”, isto implica que
existe derivada em todos os seus pontos. Arredondei para preservar a diferenciabilidade

que a relacao de difeomorfismo garante.
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1.3 Curvas do tipo hiperbdlico

As hipérboles sao curvas que possuem retas assintotas. Estas retas sao tais que a distancia
entre ela e um ponto P da curva (a hipérbole) tende a zero a medida que este ponto P se
afasta indefinidamente da origem. Observando a figura abaixo, pode-se entender melhor

este tipo de curva:

Figura 1.7: Assintota: horizontal

Afastando-se o ponto P indefinidamente da origem na dire¢ao do eixo x, pode-se
observar que a distancia entre a reta e o ponto P tendera a zero, tenderd a zero sem
nunca ser zero, quer dizer, sem nunca tocar a reta. Assim diz-se que a reta em vermelho
¢é assintota a hipérbole.

Este é um exemplo de uma hipérbole, mas elas podem se apresentar de outras formas:

podem ser também vertical e obliqua, respectivamente:

i

Figura 1.8: Assintota: vertival e obliqua

Assim, para cada reta assintota existente, tem-se uma hipérbole correspondente.
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Sao estes tipos de curvas que também podemos ter quando trabalhamos com dados
colhidos, nao exatamente hipérboles, mas difeomorfica as hipérboles. Se o objetivo é
determinar extremos, eles podem estar dentro das regices que estas curvas delimitam.
Pode-se entender melhor observando essa figura: perceba que existem curvas abertas
dentro de uma regiao (uma curva que contém as outras). Observando a figura, note que
h& uma sequéncia de curvas, e de fora para dentro encontra-se uma abertura, é ali dentro

que os extremos podem estar.

Figura 1.9: Regiao de curvas abertas

Tomando como caso particular uma curva do tipo hiperbdlico vou estabelecer a proxima

defini¢ao:

Defini¢ao 3 (Curva do tipo Hiperbdlico) Uma curva serd dita do tipo hiperbdlico

quando houver um difeomorfismo entre ela e uma hipérbole.

Com um difeomorfismo, consegue-se chegar mais préoximo da algebricidade para entao

se poder construir um método que se almeja.

Figura 1.10: Difeomorfismo de uma curva do tipo hiperbolico

Do ponto de vista topoldgico, as curvas da figura acima sao equivalentes. Mas os difeo,

que é como sao chamadas as relagoes de difeomorfismo, nao determinam somente uma
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equivaléncia topoldgica, mas também preservam a diferenciabilidade entre os objetos.
Desta forma, admitindo-se que a curva da esquerda é alguma curva de nivel de uma
superficie z = F(x,y) continuamente diferenciavel, e sendo o “quadrado arredondado”
diferenciavel, entao existe um difeomorfismo entre estas curvas. Portanto a curva da
esquerda é uma curva do tipo hiperbolico.

Vou propor uma nova defini¢ao, agora generalizando o conceito expandindo a defini¢ao

anterior.

Defini¢ao 4 (Familia de Curvas do Tipo Hiperbdlico) Dizemos que uma familia
de curvas hiperbolicas é uma familia de curvas do tipo hiperbolico quando houver um

difeomorfismo entre uma familia de hipérboles e esta familia de curvas.

Assim, com a definicao proposta, pode-se garantir que as curvas de nivel abaixo sao

equivalentes:

Figura 1.11: Familia de Curvas do tipo hiperbélico

Ou seja, através da relagao de difeomorfismo entre ambas, as curvas obtidas sao uma

Familia de Curvas do tipo hiperbolico.

1.4 Passo de Montanha e os extremos

Seguindo com a mesma discussao, e em contrapartida com as curvas do tipo circulos
concéntricos, entenda o que estou fazendo. Quando encontram-se, com os dados, uma
familia de curvas do tipo hiperbdlico, conclui-se que ali existe um “passo de montanha”

e portanto, numa dire¢ao perpendicular, havera uma familia de curvas do tipo circulos
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concentricos. Os “passos de montanha” sao os que correspondem, no caso univariado, aos
pontos de inflexdao. Sao regioes criticas porque elas delimitam regioes onde ha extremos.

Vamos entender melhor observando o eshoco abaixo:

Figura 1.12: O passo de montanha

Colhidos alguns dados, obteve-se! uma certa regiao com curvas do tipo hiperbdlico e
curvas do tipo circulos concéntricos, entao ali existe um “passo de montanha”. Repare na
linha vermelha que percorre o entremeio destas curvas, ela também é uma curva do tipo
hiperbélico. O “passo de montanha” é este caminho que segue a linha vermelha?. Quando
escrevi que numa direcao perpendicular as curvas do tipo hiperbolico existirda uma familia
de curvas do tipo circulos concéntricos, me refiria a familia de curvas fechadas que pode-
mos observar na figura. Estando no “passo de montanha” e saindo numa perpendicular
encontram-se curvas que, dependendo do relevo, pode ser um morro ou uma depressao
para os topégrafos (relevo geogréfico); ou um ponto forte ou fraco de alteragao para os
matemaéticos (“relevo dinamico”).

Mas também, entre curvas do tipo hiperbdlico, podem ser encontradas curvas do tipo
circulos concéntricos representando, por exemplo, uma alteragdo no relevo (relevo ge-

ografico); ou uma alteracao de biodiversidade (“relevo dindmico”).

IPor difeomorfismo.
2Mas que ndo implica ser somente em cima, da linha, vocé pode “sair de cima’ dela também.
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Figura 1.13: Familia de curvas do tipo circulos concéntricos entre uma familia de curvas
do tipo hiperbolico

Nas deducoes e exemplificagoes, utilizei constantemente o material de trabalho dos
topdgrafos e engenheiros, ou seja, o estudo do relevo geogrdfico de uma regiao. Foi pro-
posital o uso deste “artificio” para elaborar toda uma linguagem que culmine no objetivo
desta monografia. Estou trabalhando na busca de um método que sirva, por exemplo,
para medir a alteracao no ecossistema de uma regiao, portanto o “relevo dinamico” que se
assemelha ao relevo com que os topografos trabalham, mas a palavra dindmico esclarece
a diferenca, pois se trata do dinamismo de algum fenomeno variando no tempo.

Em certas ocasioes, o relevo geografico também podera se alterar com as erosoes que
possam ocorrer, mas estou excluindo este fato, é como se o relevo permanecesse em
condigOes normais, isto é, sem nenhuma alteracao da natureza. Entao, a melhor forma que
encontrei para aplicar exemplos e permitir um melhor entendimento foi através do estudo
de um certo relevo que, assim como as curvas nao algébricas que se obtém com dados
e que apontam para extremos, as curvas de um relevo também apontam, as elevacoes e

depressoes. Portanto sao bastante semelhantes.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Exatas

Nos capitulos anteriores analisei os varios tipos de curvas que dados colhidos de uma
determinada regiao podem fornecer. Para as curvas fechadas, familia de curvas do tipo
circulo, serao denominadas curvas do tipo circulos concéntricos, para as curvas abertas,
familia de curvas do tipo hiperbolico serao denominadas curvas do tipo hiperbolico. Mais

adiante notar-se-a a relagao entre curvas de nivel e equagoes diferenciais exatas.

2.1 Uma breve introducao

Quando se estuda Equagao Diferencial Ordinaria (EDO), um tipo de equagao particular

sao as equacoes diferenciais exatas. Tais equagoes se caracterizam por assumirem a forma:
dw =0 (2.1)

A homogeneidade (termo forgante igual a zero) é necesséria e essencial porque a solugao
de equacoes deste tipo é uma primitiva w cujo diferencial esta expresso na equagao.
Vou considerar uma fungao duas vezes continuamente diferenciavel de uma regiao €2

como sendo

z=F(z,y) ; (r,y)€QCR? (2.2)

da qual posso deduzir uma expressao diferencial exata da forma
dz = —dx + —dy (2.3)
Y

Pode-se dizer que ela representa uma superficie de um tipo bastante especial, ja que
expressa o grafico de uma funcao continuamente diferenciavel.
Ao cortarmos a superficie z = F(z,y) por planos paralelos ao plano xz0y que, nesse

caso, serao planos constantes, ou alturas z = C' (C' constante), é o mesmo que resolvermos

16
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o seguinte sistema de equacgoes:

{ zig(l‘,y)

ou seja, para cada plano constante tracado, tem-se uma respectiva imagem de uma curva
nesse plano, melhor dizendo, uma projegao sobre o dominio €2 da superficie z = F(x,y). A
esta projecao dé-se o nome de curva de nivel. Isso quer dizer que se trata mesmo de estar-
mos resolvendo o sistema acima, pois juntando-se as equagoes tem-se, geometricamente,
uma curva no espago:

F(z,y)=C (2.4)
obtida pela intercessao das duas variedades geométricas expressas no sistema: um plano
e uma superficie.

Tomando-se esta tltima expressao, as curvas de nivel C' de z = F(z,y) para alguma

constante C' adequada, vou diferencid-la, quer dizer, aplicar a derivada dos dois lados.

Entao
(F(z,y) ' =C"' (2.5)
da qual se obtem
oF oF
el — dy = 2.
axdas+aydy 0 (2.6)

Portanto, solucionar uma equacao diferencial exata, consiste-se em encontrar uma
superficie z = F'(x,y) tal que sua diferencial é esta tultima equagao. Entao diz-se que as
solugoes de uma equagao diferencial exata sdo as curvas de nivel F(x,y) = C.

A forma candnica de uma equacao diferencial exata, ou forma abreviada de repre-
sentagao, é:

P(z,y)dx 4+ Q(z,y)dy =0 (2.7)

Com isso, pode-se estabelecer o seguinte:

A equacao

P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0

¢ dita equagao diferencial exata se existir uma fungdo z = F(x,y) tal que

OF
P(z,y) = %d:p

OF
Qz,y) = a—yd?/

Entao, resolver uma equacao diferencial exata é descobrir uma superficie z = F(z,y)

se utilizando de suas derivadas parciais.
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2.2 Condicao de existéncia de uma ED exata
Como foi visto, as solucoes de uma equacao diferencial exata
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

saos as curvas de nivel

F(z,y)=C

para alguma contante C' que seja admissivel.

Observacao importante:

Se z = F(x,y) é uma variedade ndo-linear de dimensdo 2, entdo sua variedade
tangente é ndo-linear de dimensao 2, ou seja, um plano tangente.

Cortando-se' z = F(x,y) com um plano obtemos uma proje¢io de uma curva desta
superficie neste plano, portanto uma variedade linear de dimensdo 1, entao a variedade
tangente é linear de dimensao 1, ou seja, uma reta tangente.

A esta ultima variedade nao-linear tangente dd-se o nome de curva de nivel.

Estou sempre falando em equacao diferencial exata, mas nao respondi qual a condicao

para que uma equacao diferencial da forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

seja considerada ezata.
E um pouco simples chegar a esta conclusao, com algum conhecimento de Célculo
facilmente pode-se definir tal condigao, na qual vou chamar aqui de condi¢do de existéncia.

Seja a expressao diferencial exata
P(x,y)dz + Q(z,y)dy =0 (2.8)

com P(z,y) e Q(x,y) fungoes continuas. Isso implica que existe uma fungao z = F(x,y)

satisfazendo:
OF OF
P(z,y) = 9 © Qz,y) = En (2.9)
Observe que
2 2
or  O°F 6_@_8F (2.10)

a_y -~ Oyox ‘ oxr  0xdy

!Corta-se paralelamente ao plano x0y.



CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS EXATAS 19

Do Caélculo, sabe-se pelo Teorema de Clairaut que, se uma funcao tem derivadas
parciais continuas, entao suas derivadas mistas sao iguais, ou seja,

O’F  O°F
oxdy  Oydx

(2.11)

Comparando-se (1.10) e (1.11) conclui-se que, para uma equagao diferencial da forma
como em (1.8) ser considerada uma equacao diferencial exata, deve ser satisfeita a seguinte

condicao:
or _ 0Q
dy  Ox

esta relacao ¢ conhecida como condicao de Euler.

(2.12)

Portanto, pode-se definir que uma equagao diferencial da forma:
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

sera exata se, e somente se, a condi¢ao
or  0Q
oy or
for satisfeita.
Esta é a condicdo de existéncia para que uma equacao diferencial seja considerada

exata.

2.3 Solucao de uma equacao diferencial exata

J& vimos que F(z,y) = C é uma curva de nivel da superficie z = F(x,y). Supondo
conhecido um ponto-solugao (a,b) de F(z,y) = C, a equagao da reta tangente a curva
de nivel que passa por (a,b) pode ser obtida através da derivada implicita da mesma, ou

seja, derivando implicitamente F(z,y) = C tem-se

oF oF
—dxr+ —dy =0 2.13
ox v dy Y (2.13)
e realizando-se as substituicoes
oF oF
p — - 2.14
(@,y)=5- ¢ Qz,y) o (2.14)

com

de:=(x—a) e dy:=(y—0) (2.15)
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defini-se que a equagao da reta tangente a curva de nivel F'(z,y) = C, fazendo P = P(z,y)

e @ = Q(x,y), fica expressa da seguinte forma
Plx—a)+Qy—0b) =0 (2.16)

Note que esta tltima equagao foi deduzida a partir da expressao (1.13) com as subs-
tituigoes (1.14) e (1.15), portanto sdo a mesma equagao.
Tomando-se a equacao (1.16) vou fazer o seguinte:

Sabendo-se que b = F'(a)
Plx—a)+Q(y — F(a)) =0 (2.17)

Qy — F(a)) = —P(z — a) (2.18)
y=F(a) + (_Q—P) (x —a) (2.19)

por esta ultima equagao, deduz-se que se

Q=" +#0 (2.20)

pode-se explicitar
y=f@) 5 fla)=-% (2.21)
obtendo-se assim a variedade linear tangente

y=fla)+ (—%

’(a,b)> (93 - a) (2.22)
y

e com isso, o coeficiente angular desta reta é o coeficiente angular de y = f(x) no ponto
T = a.

Como também, se

P==—4+40 (2.23)

pode-se explicitar

(2.24)

obtendo-se a variedade linear tangente

o= 0+ (<22l -1 (2.25)

e com isso o coeficiente angular desta reta é o coeficiente angular de x = g(y) no ponto

y = 0.
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Estas duas inducoes advém do Teorema da Fun¢ao Implicita, no qual garante que
nas variedades lineares, sempre que o coeficiente de uma variavel for diferente de zero,
esta variavel pode ser explicitada e a equacao assim resultante ainda é de uma variavel
tangente.

Pelas dedugoes anteriores, pode-se concluir que (1.13) trata-se de uma reta tangente
a F(z,y) = C passando por (a,b). Entao é a equagao diferencial de qualquer das curvas
de nivel F(z,y) = C para alguma constante C' correspondente.

Portanto, as solucoes da equacao diferencial exata
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

sdo as curvas de nivel F'(x,y) = C para constantes C' admissiveis.

2.4 Gradiente de uma funcao

Do Calculo, sabe-se que, se o gradiente de uma funcao for igual a zero em algum ponto
entao, naquele ponto a funcao tem um extremo. Desta forma, para um ponto ser extremo,

deve acontecer a seguinte igualdade:

grad f = <g—£, g—i,%> =(0,0,0) (2.26)
que é o mesmo que resolver o sistema:
( g_i 0
N

Normalmente irei me referir ao gradiente com o simbolo V (nabla). Este simbolo
foi introduzido mais tarde por William Hamilton que foi rapidamente assimilado pela
comunidade cientifica em geral.

Observe que o gradiente se trata de um vetor, neste caso, nas coordenadas x,y, 2.

O gradiente SEMPRE sera ortogonal as curvas de nivel
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Considere uma funcio f(z,y) definida num conjunto A C R?; f(x,y) ¢ diferencidvel

em todo o seu dominio. Considere também o conjunto:

B={(z,y) € A; f(z,y)=C}

Pelo conjunto B
flz,y)=C (2.27)
derivando a expressao acima tem-se que

of of
%dx + 8_ydy =0 (2.28)

Para dz = (x — a) e dy = (y — b) a expressao acima fica assim

of of
%(:ﬁ—a)+a—y(y—b) =0 (2:29)

que pode ser interpretada como o produto escalar do vetor gradiente de f por um vetor

tangente a f no ponto (a,b):

Da geometria vetorial, se o produto escalar entre dois vetores for igual a zero é
porque tais vetores sao perpendiculares. Se acima este produto é zero, pode-se concluir
que o gradiente é ortogonal as curvas de nivel f(z,y) = C.

Pela ortogonalidade do gradiente as curvas de nivel, nota-se que ele aponta para o
extremo de uma funcao quando esses gradientes formam uma “reta” chegando ao ponto

extremo. Isto ocorre com os circulos concéntricos, como pode ser observado abaixo:

LEGENDA:
@ extremo

} gradientes

Figura 2.1: O Método do Gradiente
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Tomando-se um ponto do circulo externo, indo de encontro ao centro dos circulos
através do gradiente, no ponto central o gradiente é zero, pois curvas deste tipo defi-
nem um paraboldide tangente ao centro, o que implica que no centro dos circulos esta o
extremo. E este método, chamado de Método do Gradiente, que utilizarei como ferramenta

para chegar ao objetivo do trabalho.

2.5 Polinémio de Taylor de segundo grau

Dados obtidos de um levantamento podem produzir apenas curvas de dois tipos: curvas
do tipo hiperbdlico (hiperboldides) ou curvas do tipo circulos concéntricos (paraboldides),
o que significa passo de montanha ou extremo, respectivamente. No primeiro caso, um
passo de montanha indica que, numa direcao perpendicular as curvas de nivel podem
haver extremos. Ja no segundo caso, os dados levantados que indicam que ha extremos.

Este conceito de extremos faz-nos direcionarmos para o Polinémio de Taylor (de

segundo grau) que é definido pela seguinte soma:
1
P(z,y) = f(a,b) + J(a,b)(x —a,y — b) + iH(a,b)(:U —a,y—0b)(xr —a,y—0) (2.31)
em que J(z,y) é a Jacobiana (Gradiente), as derivadas parciais, definida por:

OF ap) 2.3

J(l’,y) = (%7 a_y

e H(z,y) é o Hessiano, a matriz das derivadas parciais de segunda ordem da fungao,

definida por:

0 f 0 f
022 0xdy
H(z,y) = (2.33)
0 f 0 f
dydr Oy

Caso o determinante da matriz H(z,y) seja definido positivo entao F' tem um ponto
de extremo pois, neste caso, ambos os termos de H(z,y) sdo todos positivos (minimo) ou
todos negativos (maximo).

Caso este determinante seja negativo, entao os termos tém sinais contrarios.

E sendo zero, nada se pode concluir.



Capitulo 3

Novo algoritmo para determinacao
de extremos

Chega-se entao ao momento crucial deste trabalho. A partir de agora, irei tratar de
formalizar um método que ligeiramente fornega o crescimento, por exemplo, da variacao
de algum fenomeno, quer dizer, vou criar uma linguagem que permita rapidamente montar
um método para obter extremos. O objetivo serd entao descrever um novo algoritmo que
aponte na dire¢ao do crescimento (ou decrescimento), ou seja, a partir de dados amostrais
(uma colegao discreta de informagoes) modelar um fenémeno, que irei chamar de modelo

F, para determinar seu extremo.

3.1 Levantamento e Taxas de variacao

O modelo F' serd descrito a partir de dados levantados, quando se obtém as taxas de
variagao parciais:

oF oF

o oy

De uma malha tomada (selecionada) sobre uma certa regiao, levantam-se dados.

Levantados estes dados, calculam-se as taras de variagcao a partir das varidveis pré-
estabelecidas no estudo quando se define o que vai pesquisar, o que vai analisar, buscando-
se aproximar uma certa regiao para estabelecer proje¢oes pontuais, ou seja, analisar onde
se concentra o extremo do modelo F'. Com dados tabulados, tem-se entao uma colecao
discreta de informacoes para uma certa regiao indicando as taxa de variagao parciais,
relativamente a OX e OY em cada ponto, ou seja, tem-se uma tabela descrevendo uma
malha de pontos, e cada ponto tem um par de taxas de variagao parcial.

Desta forma, a partir dos dados, pode-se observar o comportamento das curvas de

nivel do modelo F' em um intervalo.

24
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3.2 Obtencao das Curvas de nivel

Como citei, do Calculo sabe-se que a derivada determina uma reta tangente no ponto em
que se tem a taxa de variacao. Tal definicao leva a concluir que, quando se interpretam
os dados de algum levantamento como taxas de variagao nas direcoes dos eixos, naqueles
pontos podem ser obtidas curvas de nivel a partir das retas tangentes encontradas em
cada ponto que foi definido o comportamento do modelo F'.

O gréfico seguinte mostra geometricamente a idéia do algortimo que estou construindo:

Figura 3.1: Campo de dire¢oes de um modelo F

Campo de direcoes porque sao pequenos segmentos de reta tangentes as curvas que
passam nos pontos da malha.

Vou comparar inicialmente, por razoes pedagogicas, com o caso univariado. Cada seg-
mento de reta representa a derivada da curva naquele ponto, e sao denominados diferencial
total:

dz = —dx + —dy (3.1)
z Y

ou seja, o diferencial total produz a equacao de cada um daqueles pequenos segmentos
de reta. Como se tratam de retas tangentes, certamente, em cada um destes pontos,
passa alguma curva que tem por tangente esta reta. Isto porque a derivada produz uma
variedade tangente da mesma dimensao da variedade que foi derivada. Desta forma,

pode-se garantir que existem curvas passando por aqueles pontos.
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3.3 As curvas que é possivel obter

Analisando-se o modelo F', em cada ndé da malha seu comportamento é descrito por
uma equagdo diferencial exata (EDE)!, quer dizer, na vizinhanca daquele ponto o modelo
F toma aproximadamente a mesma direcao que a EDE descreve, com isso, nao se sabe
certamente como a curva esta descrita mas, nos pontos onde foram estabelecidas as EDE’s
sabe-se desse comportamento e assim, obtem-se uma aproximacao das curvas de nivel
naqueles pontos.

Uma vez estabelecidas retas tangentes, garante-se a existéncia de curvas passando por
aqueles pontos. Agora o principal objetivo sera descrever tais curvas.

Vou tomar como ponto de partida a malha abaixo (caso particular):

BN

Figura 3.2: O caso particular de um campo de direcoes

Observando-se cada reta tangente, tem-se uma idéia do caminho percorrido pela curva,
quer dizer, faz-se uma aproximacdao para se chegar ao resultado esperado. E como ligar
cada ponto onde a curva certamente toca, percorrendo a malha com curvas suaves para
que a curva que se estd descrevendo seja totalmente derivavel. O resultado seriam curvas
de nivel.

Agora pode-se notar que, no campo de diregoes do modelo F', as retas tangentes estao
dispostas como as do caso particular, de modo que podem formar curvas de nivel, pois
observe que se prolongarmos cada reta tangente, uma tocaria na outra em algum ponto e

as curvas “circulares” seriam naturalmente vistas (aproximadamente, claro):

1830 retas tangentes.
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Figura 3.3: Prolongamento das retas tangentes

Seguindo este procedimento, aquele campo de direcoes serda um campo descrito, apro-

ximadamente, pelas curvas abaixo:

Figura 3.4: Familia de curvas do tipo circulos concéntricos

E para este tipo de curva que irei descrever um novo algoritmo que determina o

extremo do modelo F' gerado.

3.4 Modelagem de fenomenos a partir de dados amos-
trais

Na secao anterior deduzi que as curvas descritas pelo campo de direcoes sao curvas do
tipo circulos concéntricos. Ainda no capitulo 2 introduzi o conceito de difeomorfismo
que se tratam das equivaléncias topoldgicas que preservam a diferenciabilidade. E nesse
instante que os difeo serao essenciais. Com um difeomorfismo, faz-se uma remodelagem
para definir um tipo de curva que esteja mais proximo da algebricidade. O préximo passo
sera descrever o novo algoritmo para determinacao dos extremos destas curvas.

Quando dados discretos fornecem curvas do tipo circulos concéntricos, isto indica que

ha um ponto de extremo localizado no “centro” destas curvas. Neste trabalho nao vou
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determinar se hé extremo, o que vou é apresentar um novo algoritmo que encontra este
extremo.

Os difeo sao funcoes bijetivas, ou seja, sao inversiveis. Um difeomorfismo é a nogao
principal de equivaléncia em topologia diferencial, e a topologia é como a geometria sem
a escala (as dimensoes), é a ciéncia que trata das superficies eldsticas, e trata os objetos
pelas relacoes que tém entre si, independente de suas dimensoes. Formalmente se diz que

os difeo estabelecem uma relacao de equivaléncia entre variedades. Entao:

Definicao 5 Duas variedades diferencidveis serdo difeomorfas entre si quando existir

uma aplicacao entre elas que seja diferencidvel, invertivel e sua inversa seja diferencidvel.

Vou admitir, por hipdtese, que os dados discretos representam curvas diferenciaveis,
entao ha uma aplicacao das difeo que transforma a familia de curvas do tipo circulos

concéntricos numa familia de circulos concéntricos:

Figura 3.5: Familia de circulos concéntricos

Nesta familia de circulos concéntricos, qualquer perpendicular a um ponto arbitrario
em um dos circulos, passa no ponto de extremo, uma vez que, sendo perpendicular as
variedades tangente esta reta seguira para o centro, que ¢ onde estara localizado o extremo.

Encontrado o extremo para a familia de circulos concéntricos, e pela bijetividade do
difeomorfismo, pode-se agora voltar para as curvas do tipo circulos concéntricos e localizar
o ponto de extremo pela imagem inversa da reta descrita, ¢ um caminho que vai de um

ponto de uma das curvas do tipo circulos concéntricos e chega ao ponto de extremo.
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Observe a relagao difeomérfica ocorrida. A familia de circulos concéntricos descreveu

uma reta que encotra o extremo destas curvas no centro:

(&

Q’

(S J

Figura 3.6: Perpendicular QP encontrando o extremo

De acordo com o Polinomio de Taylor de segundo grau, existe um paraboldide tangente

ao ponto P’ este ponto é o extremo do modelo F'.

3.5 Uma descricao geométrica dos difeo

O difeomorfismo foi uma aplicagao essencial para a descricao do novo algoritmo para a
determinacao de extremos de um modelo F' obtido a partir de dados discretos. Hipote-
ticamente segui apresentando como é construido o difeo, foi uma teoria usada por mim.
Mas na pratica esta aplicacao é bem mais interessante.

Para realizar esta aplicacao, usa-se um programa grafico, como o GIMP, para deformar
a familia de curvas obtidas até conseguir uma familia de circulos concéntricos.

Para fazer isto, vai-se controlando uma lista de transformacoes 71,72,...,Tn com o
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programa grafico até se obter circulos. Entao, no programa grafico, o difeo é a composta:
TioTyo...oT, =T (3.2)

E agora, com o mesmo programa grafico, pode-se executar as operacoes inversas, ou
seja,

Tyt Tt (3.3)

que produzirao

Tlo. . oT2 o' =771 (3.4)

n

Assim, apos realizada a volta com estas transformacgoes no programa grafico, para o
modelo F pode-se transformar o segmento QP em Q'P’. Foi esta aplicacdo que hipote-
ticamente utilizei em que, na pratica se da pelas transformacoes realizadas dentro de um
programa grafico.

O difeo neste trabalho é dado pelas operacoes grificas num programa grafico sempre
sob a suposicao razoavel de que todas as operacoes sao difeomorfismos.

Este é um novo algoritmo para determinacao de extremos.



Conclusao

Entre os mais variados assuntos que rodeiam o nosso cotidiano, e que a Matematica aborda
com certa frequéncia é a determinacao de extremos de fungoes. Determinar o extremo de
uma funcao consiste-se em analisar em que ponto a funcao apresenta seu maior valor no
caso de um maximo, ou de seu menor valor no caso de um minimo. Quando derivamos
(diferenciamos) uma fungao, obtemos variedades tangentes, objetos estes que, para o
caso univariado y = f(x) sua derivada segunda y = f”(z) fornece um objeto constante,
tangente ao extremo da parabola, uma reta pra ser mais exato, isto quer dizer que a
derivada de segunda ordem nos diz se y = f(x) tem um maximo ou um minimo.

No caso bivariado z = f(x,y) o mesmo raciocinio, o que diferencia é a variedade
tangente que, nesse caso, a derivada de segunda ordem fornece um plano tangente me vez
da reta. Neste caso, o plano tangencia um paraboldide.

Os dois casos acima tratam de extremos no caso algébrico. Este trabalho teve como
principal objetivo estabelecer um novo algoritmo para a determinacao de extremos, mas a
partir de equacoes diferenciais exatas quando se interpretam dados discretos como taxas
de variagao nas diregoes dos eixos. Introduzir a relacao de difeomorfismo se fez necessario
uma vez que, trabalhando no caso nao algébrico precisaria de alguma aplicacao que re-
modelasse as curvas obtidas a partir dos dados chegando mais préoximo da algebricidade.
E esta aplicacao tornou-se essencial.

O resultado final foi a descricao de um novo algoritmo para, a partir de dados amos-
trais, uma cole¢ao discreta de informagoes, modelar um fenomeno que seria representado

por uma func¢ao, o modelo F' obtido a partir de dados, as taxas de variacao parciais.
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