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Resumo

Este trabalho é apenas uma pequena introducao sobre o software Maxima,
dando énfase a uma de suas potencialidades de calculo, resolver EDO’s de 1* e 22
ordem. Escrevi de forma bem simples, possibilitando aos leitores, o entendimento
do texto e a reproducao dos exemplos no ambiente Maxima. Da mesma forma,
contribuir, para que posteriormente outros alunos possam ter o mesmo interesse
que tive e, partindo deste pequeno trabalho, desenvolvam outros mais aprofunda-
dos. O capitulo 1 faz uma apresentagao do software, mostra o ambiente Maxima,
principais comando, construgao de graficos 2D e 3D, entre outas facilidades dis-
poniveis, as quais, sao essenciais para o desenvolvimento dos proximos capitulo. O
capitulo 2, mostra como usar o software Maxima para resolver equagoes diferenci-
ais de primeira ordem, apresenta as funcoes disponiveis no software para resolver
analiticamente estas equacoes diferenciais e paralelamente, aborda um pouco da
teoria sobre EDO’s de primeira ordem. O capitulo 3 mostra como usar o Maxima
para resolver EDQO’s de segunda ordem, com abordagem da teoria.
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Introducao

A maioria dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico
sao relagbes(equagoes) que envolvem a taxa(derivada) segundo a qual as coisas
acontecem. Portanto, para compreender e investigar problemas envolvendo a
queda de um objeto na atmosfera, o aumento ou diminuicao de populacoes, o
movimento dos fluidos, entre outros, é necessario ter nocoes de equacoes dife-
renciais. Se uma equacao diferencial é capaz de descrever algum processo fisico,
quimico, bioldgico, etc, é chamada modelo matemdtico do processo em questao e,
chegar a esta equacao a partir das descrigoes desses processos é o que chamamos
modelagem do problema.

O uso de um programa de computador ¢ necessario na investigacao de solugoes
de equacoes diferenciais, desde os problemas mais simples, que envolve equacoes di-
ferenciais, aos mais complexos, os quais, s6 sao possiveis com a ajuda da tecnologia
computacional, principalmente quando precisa de graficos, calculos complicados e
manipulacao simbdlica.

O Maxima ¢ um exemplo de tal porgrama de computador, este software é
considerado um ambiente de computacao simbodlica muito poderoso. E capaz de
resolver equacoes diferenciais rapidamente, mesmo as mais complicadas, que de-
moraria muito tempo se resolvidas manualmente. Como se nao bastasse, ainda é
possivel vizualizarmos os graficos das solugoes, assim como, os capos de diregoes.

Sendo este trabalho uma introducao do software com énfase nas solugoes de
equacoes diferenciais, procuramos as EDO’s de 1* e 2* ordem mais simples possiveis
de resolver manualmente. Sabendo que, mesmo as mais simples, precisamos de
muito tempo para resolve-las e os cdlculos sao cansativos pois, na maioria das
vezes, sao faceis e repetitivo. Nestas condigoes, nos deparamos com a necessidade
de usar o Maxima.
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Capitulo 1

Maxima, um Ambiente de
Computacao Simbdlica

Uma categoria de software muito ttil para o ensino da Matematica sao os deno-
minados sistemas de computagao simbdlica, ao contrario da computagao numérica,
tais sistemas permitem manipulacao analitica de simbolos matematicos, possibi-
litando a construcao de sequéncia de calculos algébricos. A caracteristica mais
importante de um sistema de computacao simbdlica, como o Maxima, é a habi-
lidade que o programa tem de lidar com simbolos e obter respostas exatas para
muitos problemas matematicos e ainda permitir gerar e exportar graficos em duas
e trés dimensoes. Todas estas qualidades fazem do Maxima um laboratorio excep-
cional para estudar matemaética.

Foi desenvolvido na década de sessenta pelo grupo de Matematica Aplicada e
Computacao do MIT!. Antes era chamado de Macsyma? além do mais era um pro-
duto comercial. Alguns anos depois o Professor da Universidade do Texas, William
F. Shelter, obteve uma autorizacao para estudar e ao mesmo tempo desenvolver
o cbdigo do programa original, feito isso, tornou o programa open-source com o
nome que conhecemos até hoje, Mazrima. Com a morte de Shelter, um grupo de
utilizadores e programadores juntaram-se para continuar o projeto.

Estéd disponivel na forma GPL? e possui versao para os sistemas linux e windows.

O Maxima é uma ferramenta matematica muita usada para a manipulacao de
expressoes algébricas que envolvem constantes, variaveis ou fungoes além de per-
mitir diferenciar, integrar, fatorar polinomios, resolver sistemas lineares, expandir
séries de Taylor ou Laurent, resolver equacoes diferenciais com ou sem condicoes
iniciais, fazer manipulacao de matrizes, plotar graficos em duas e trés dimensoes,
entre outras possibilidades de calculo. Esse software é bem completo e ao mesmo
tempo, uma otima opcao para quem precisa e nao quer gastar com programas

pagos.

I Massachusetts Institute of Technology
2MACs SYmbolic MAnipulator
3General Public License(Licenga Ptblica Geral)
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CAPITULO 1. MAXIMA, UM AMBIENTE DE COMPUTACAO SIMBOLICA 12

Nesse capitulo mostraremos o ambiente Maxima, principais comando, cons-
trucao de graficos 2D e 3D, entre outas facilidades disponiveis, as quais, achamos
essenciais para o desenvolvimento dos préximos capitulo, que vamos dedicar a
solucoes de EDO’s de 1* e 2* ordem.

O objetivo é mostrar um pouco as potencialidades desse software, capaz de
resolver calculos considerados tediosos, se fossem resolvidos manualmente.

1.1 O Ambiente do Maxima

Sua interface é por linha de comandos. No sistema linux, executando o comando
maxima em um terminal veremos a tela (1.1), que usamos para incluir e executar
os comandos do maxima, ou seja, temos acesso ao prompt. Para sair desse prompt
é s6 digitar quit();, assim:

ilsangela®@math:~$ maxima

Maxima 5.10.0 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.7 (aka GCL)

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYIN G.
Dedicated to the memory of William Schelter.

This is a development version of Maxima. The function bug_rep ort ()
provides bug reporting information.

(%i1) diff(x*sin(x),x);

(%o1) sin(x)+x cos(x)
(%i2) diff (%ol,x);
(%02) 2cos(x)-x sin(x)

(%i3) quit(;
ilsangela®@math:~$

A parte superior da tela (1.1) é como a que vemos acima, mostra a versao do
maxima que estamos usando, informagoes sobre a licenca-GNU-GPL- e a pagina
oficial do programa. No canto esquerdo vera que o prompt do programa é algo
do tipo (%il), (%i2) ... (%iN) onde N é um nimero natural. O ‘i’ deve ser
lembrado como input, que no inglés é usado para designar algo como “entrada”.
Ja a resposta é dada em linhas com nomes da seguinte forma: (%ol), (%02) ...
(%0N). O ‘o’ deve ser lembrado como output, termo que lembra “saida”. Estes
nomes sao variaveis também, que estao com as “saidas” de cada comando. A
vantagem ¢ que pode-se fazer referéncia a um resultado que foi obtido ha algum
tempo. E s6 fazer referéncia a saida, como mostra o exemplo abaixo:

Digitamos a expressao

(%i1) diff(x*sin(x),x);
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para que o Maxima calcule a derivada, em seguida, aparece na tela como resposta
(%hol) sin(x) + x cos(x)

com o comando

(%i2) diff(%ol,x);

Maxima entende que queremos a derivada da expressao que ele mostrou como
resposta a primeira equagao, e retorna

(%02) 2 cos(x) - x sin(x)

Podemos ter usado simplismente o simbolo % em vez de %ol, quando queremos
fazer referéncia ao ultimo resultado.

Quando queremos atribuir um valor a uma variavel, devemos fazer essa atribuicao
com dois pontos e nao com o sinal de igualdade.

(%13) x:3%
(%id) y:7$
(%hiB) =x+y;
(%05) 10

Essas atribuicoes permanecem valendo até finalizarmos o Maxima com quit();
portanto, temos que tomar cuidado para nao cometer algum tipo de erro.

Temos acima um exemplo simples de como usar maxima para calcularmos deri-
vada de uma funcao. Como os comandos sao lidos linha a linha, o ponto e virgula
serve para executar e imprimir na tela o resultado da operacao ao apertar a tecla
enter. Caso nao queira que o resultado da operacao seja impresso na tela, pode-se
usar o $ (cifrao) ao final da sentenga.

(1) taylor(sin(x), [x,0,101);
3 s

(%01) /T/ LR et LTttt AT T
6 10 5040 362060
(i2) I

5| mshelriom. 2 | shell &

Figura 1.1: maxima-interface por linha de comandos.

A saida do Maxima é escrita usando caracteres, ou melhor, a imagem que apa-
rece na tela nao é muito boa mas, além dessa interface por linha de comandos,
podemos ter uma interface grafica, melhorando assim, o acesso ao prgrama. O
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Maxima disponibiliza de interfaces graficas como xMazima e wrMaxima.

O wzMazima e xmaxima sao plataformas graficas onde o software Mazima pode
ser executado sem o uso de linhas de comando. Esses programas fazem com que o
Mazima fique com uma aparéncia grafica, da forma que a maioria gosta de usar.
Digitando zmazima em um terminal aparecera a tela (1.2) e wrmazima aparecerd
uma imagem como a Figura (1.3).

Como podemos observar, a interface grafica do xMaxima apresenta duas divisoes:

[ ® 8
ATRADA Jal(=
Srpincar || Srmaitcar @ | ratorar [ expanar Resover [ Gratcomn.
Simplfker () ]| Expenar ) | Redualr () || Forneret ) hesoter £00..]_Grato .
~ b | e I
Figura 1.2: xmaxima- interface grafica do ma- Figura 1.3: wxmaxima- outra alternativa para
xima. interface grafica do maxima.

1*-tela para digitar os comandos; 2%- tela para termos acesso ao manual do maxima
como se fosse diretamente pela internet.

1.2 Alguns Comandos Basicos

Definindo Variaveis

O nome atribuido a uma varidvel podera ser qualquer combinacao de letras,
numeros e os simbolos % e _. O primeiro caracter ndo pode ser um nimero e uma
variavel nao pode ter o mesmo nome de alguns comandos do Maxima. O Maxima
diferencia entre letras maitisculas e minusculas.

Para definir varidveis usamos ’:’(dois pontos). A légica é a seguinte: Quando digi-
tamos por exemplo x : 2, isso quer dizer que queremos atribuir o valor '2’ a variavel
'x’. Essa atribuicao pode nao ser nimeros.

%1i1) /*Definindo Varidveis*/
x:5$ /*atribui 5 a x*/
(%hi2) y:4$% /*atribui 4 a y*/

(%i3) x+y; /#mostra o valor de x+y*/
(%03) 9
(hid) a:3x%2$
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(%i5) b:(6+4)$

(%16) at+b;
(%06) 16

Operacoes Aritméticas

Os operadores usados no maxima sao os normalmentes usados em outros soft-

ware como o octave, scilab, matlab, gnuplot. Sdo os simbolos, +, —, *, / e %% que
sao respectivamente adicao, subtragao, multiplicacao, divisao e potenciacao.
A prioridade nos calculos das operacoes é a mesma mesma usada na Matematica,
parénteces, potenciacoes, multiplicacoes e divisoes e por ultimo, as adicoes e sub-
tragbes. Maxima nao aceita agrupar as expressoes com colchetes [ | e chaves { },
temos que usar os parénteses ().

(%19) /*0peracgdes Aritméticas*/

(4+5)*3;

(%09) 27
(%i10) (4+5)*3"2;
(%010) 81
(%i11) ((4+5)%*3)"2;
(%o11) 729

Manipulagao Algébrica

Uma das capacidades mais importantes do Maxima ¢é sua facilidade de ma-
nipular expressoes algébricas. Vamos mostrar através do proximo exemplo esse
processo: Vamos atribuir a variavel g1 uma expressao e ver o que acontece

(%i1) ql: (x+a) 2+(x-4)74;
2 4
(%o1) (x+a) + (x-4)

Se observa que o Maxima nao realizou nenhum calculo. A funcao expand desen-
volve as potencias,

%12) expand(ql);
4 3 2 2
(%02) x - 16x +97x +2ax-256x+a + 256

ainda é possivel substituir alguma letra por outra expressao, por exemplo, subs-
tituir a por 3

(hi3) %,a=3;
1 3 2
(%o3) x - 16 x + 97 x - 250 x + 265
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Equacoes
O Maxima resolve uma equagao de muitas formas diferentes, temos a equagao

(%14) eq: 4xx=3+x;

(%04) 4 x=x+3
(%1i5) %-x;
(%05) 3x= 3

(%i6) h/3;

(%06) x =1

que subtraimos x nos dois lados da equacao e a seguir dividimos o reto por 3,
obtendo desta forma a solucao da equacao como se estivéssemos feito manualmente.
A mesma equacao pode ser resolvida de um modo mais rapido, usando a funcao
solve

(%19) solve(eq);
(%09) [x = 1]

E possivel resolver equacoes polinomiais de grau < 4, porém, como é de se espe-
rar, Maxima nao dispoe de um método algébrico que permita resolver equacoes
polinomiais de grau maior que quatro, retornando a mesma equacao sem resolver.

%115) solve(x"5+2*x~4+6=0) ;
5 4
(%o15) [0=x +2x + 6]

Existe outras funcoes diferentes de solve que resolve equacoes e sistemas, como
por exemplo, algsys.

Fungoes Matematicas

No Maxima estao definidas muitas fungoes matematicas. Temos na tabela a
seguir algumas delas.
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exp(x) | e®
log(x) | In(x)
sin(x) | sin(z)
cos(x) | cos(x)
tan(x) | tan(z)

acos(x) | arccos(x)
atan(x) | arctan(z)
abs(x) | abs(z)
x! x!

sinh(x) | sinh =
cosh(x) | cosh =

tanh(x) gj‘;;;;;gg

=)
(e” +e7 ")

(Nl NI
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O Maxima sempre devolve resultados exatos em seus calculos, mas podemos soli-

citar em formato decimal, com uma determinada precissao,

(%i4) asin(1);

hpi

(ho4) -—=
2

(%15) % ,numer;
(%05) 1.570796326794897
\end{vrbatim}
ou, definir a precissdo com
\begin{verbatim}

(%i6) fpprec:60$ bfloat(%id);

(%hoT) 1.57079632679489661923132169163975144209858469968755291048747b0

Nao terminam aqui as funcoes do Maxima, temos ainda as funcoes de Airy,

elipticas, de Bessel entre outras.

Estrutura de Programacao do Maxima

O Maxima possui uma estrutura de programacao muito versatil para repetigcoes

for/do. Exemplo:

(%i1) for i:1 thru 8 do print(i~3);
1

8

27

64

125

216
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343

512

(%o1) done

(%i2) /* A variavel de repetigdo "i", é uma varidvel local. Essa varidvel
varia de 1 a 8 com passo 1. Esse programa simplismente imprime o valor de
"i" ao cubo.x*/

1.3 Derivando com o Maxima

O Maxima é muito 1til para o cédlculo diferencial e integral. A funcao diff é usada
para calcular derivadas. A sintaxe usada no Maxima para derivar é a seguinte
diff (expressdo,variavel);. Para uma derivada de ordem superior a sintaxe
serd: diff (expressdo, varidvel, ordem);. Se as fungoes, as quias queremos
derivar forem colocadas de forma genérica, o maxima simplismente explita as de-
rivadas como veremos abaixo:

(%122) diff(f(x)*g(x)*h(x),x);
d d d

(%h022) £(x) g(x) (-- (h(x))) + f(x) h(x) (- (g(x))) + gx) h(x) (- (£(x)))
dx dx dx

Se tinvéssemos colocado " na fungao diff teria ficado assim:

(%123) "diff (f (x)*g(x)*h(x),x);
d

(%023) - (f(x) gx) hx))
dx

1.4 Integrando com o Maxima

A funcao integrate é usada para calcular integrais definidas e indefinidas. Quando
queremos calcular a integral indefinida de uma fungao no Maxima devemos digi-
tar os seguintes comandos no prompt: integrate(expressdo,variavel) ;. Inte-
grando a funcao y = z? temos:

(%hi24) integrate(x~2,x);
3
X
(%ho24) -
3

Mas também podemos calcular a integral definida usando a sintaxe: integrate (expressao,
varidvel,inicio,fim);. Para a mesma fungao no intervalo [0, 1],

%125) integrate(x~2,x,0,1);
1

(%025) -
3
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1.5 Desenhando Graficos com o Maxima

O software Maxima nao esta totalmente habilitado para construir graficos, por-
tanto, faz-se uso de um programa externo que realize esta tarefa. Noés, a partir
do Maxima, nos encarregaremos de ordenar que tipo de grafico nos interessa e
Maxima se encarregara de comunicéd-lo a aplicacao grafica que estd ativa no mo-
mento, que por padrao, serd o Gnuplot*. Veremos alguns exemplos de como gerar
graficos a partir do Maxima com Gnuplot e depois trataremos brevemente sobre
como podemos modificar algumas das opgoes padrao do ambiente gréfico.

O controle das opgoes gréaficas se consegue manipulando a variavel global plot_options,
cujo estado padrao é,

%i7) plot_options;

(%o7) [[x, - 1.75555970201398E+305, 1.75555970201398E+305],

[y, - 1.7565556970201398E+305, 1.75555970201398E+305], [t, - 3, 3],
[grid, 30, 30], [view_direction, 1, 1, 1], [colour_z, false],
[transform_xy, false], [run_viewer, true], [plot_format, gnuplot],
[gnuplot_term, default], [gnuplot_out_file, false], [nticks, 10],
[adapt_depth, 10], [gnuplot_pm3d, false], [gnuplot_preamble, ],
[gnuplot_curve_titles, [default]], [gnuplot_curve_styles,

[with lines 3, with lines 1, with lines 2, with lines 5, with lines 4,
with lines 6, with lines 7]], [gnuplot_default_term_command, ],
[gnuplot_dumb_term_command, set term dumb 79 22], [gnuplot_ps_term_command,
se\

t size 1.5, 1.5;set term postscript eps enhanced color solid 24],
[logx, false], [logy, false], [plot_realpart, false]]

A fungao plot2d faz graficos de f(x) versus z, bidimensionais, que sao exibidos
em uma janela separada.

plot2d([f(x1),f(x2),....f(zn)],[r,a,b],[y,c,d],op¢ies)

sendo:

f(x1),f(x2),...,f(xn) fungdes de uma variavel;
[z,a,b] intervalo de variacao da variavel x;

[y,c,d] intervalo de variagao da variavel y;
a,b,c,d € R.

A Figura 1.4 mostra o grafico de duas curvas usando pontos grandes.

openplot_curves ([["{plotpoints 1} {pointsize 6}
{label curvall}"],
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8], ["{label curva2} {color pink }"],
[3, -1, 4, 2, 5, 711);

Este grafico nao foi gerado com o gnuplot.

4http://www.gnuplot.info
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7.5 — curval
curva2

o

Figura 1.4: Gréfico de duas curvas gerado com o openmath.

Na Figura 1.5 temos o gréfico da fungao f(z) = —a? gerado no Maxima com o
gnuplot e na Figura 1.6, o gréfico de varias funcoes em um mesmo plano cartesiano.

plot2d(exp(-x~2),[x,-2,5]);

plot2d([exp(-x~2),-x"2,sin(x),0], [x,-2,5], [y,-10,2]);

T
%eN-XN2 ------

09

08 | B A
07t
06
05
04l
03l
02t

01

L L
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.6: Gréfico de vérias fungdes em um mesmo
Figura 1.5: Gréfico da funcio f(z) = —x2. plano.

Ja a fungao plot3d faz graficos de f(x,y) versus (x,y), sendo superficies tri-
dimensionais. O comando plot3d nao admite varias fungoes simultaneamente.
Existem dois aplicativos responsaveis para desenhar o grafico, o Gnuplot(padrao
no Maxima) e o Openmath(opcional no Maxima).

A opcao plot_format com o valor openmath, permite escolher uma janela 3D mais
interativa:
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plot3d(x~2-y~2, [x,-4,4], [y,-4,4], [plot\_format,openmath] )\$

it

ONIHLLL

Figura 1.7: Gréfico gerado no Maxima com o openmath.

Os gréficos que estao sendo mostrados neste trabalho foram gerado por um
arquivo grafico em Postscript, da seguinte forma:

(%116) plot3d(exp(-x~2-y~2), [x,-2,2], [y,-2,0],
[gnuplot_preamble,"set terminal postscript eps;
set out ’graf05.eps’"]);

%enN(-y"2-x"2) ------o-

ooooo00000
oRrNMwhUON®OR
TT T T T T T T

Figura 1.8: Gréfico gerado no Maxima com o Gnuplot.

salvos no formato .eps. Podemos também construir graficos tridimencionais
com a malha definida através o Gnuplot como mostra a Figura 1.9:
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plot3d(sin(x)*sin(y), [x, 0, 2*%pil, [y, 0, 2x%pil,

[grid,50,50], [gnuplot_preamble,"set terminal postscript eps;set out
'graf06.eps’"]);

sin(x)*sin(y) --------

, 0666 oocoo
RPOOPRNONRO®OE

Figura 1.9: Gréfico da fungdo f(z,y) = sin(z)sin(y) gerado no Maxima com o Gnuplot.

O parametro gnuplot_preamble permite passar a este programa uma série de
comandos que aperfeicoam os detalhes; estes comandos devem ir separados por
ponto e virgula e devem ser os préprios da linguagem do Gnuplot.

Também podemos fazer com que o programa grafico gere diretamente um ar-
quivo PNG em lugar de mostrar no monitor com:

(%115) plot3d(exp(-x~2-y~2), [x,-2,2], [y,-2,0],
[gnuplot_preamble,"set terminal png size 420,320;
set out ’graf05.png’"]1)\$

Para um melhor dominio destes detalhes é aconselhédvel recorrer a documentagao
deste programa (www.gnuplot.info).



Capitulo 2

Usando Maxima para Resolver
EDOQO’s de 1 Ordem

O objetivo desse capitulo é usar o software Maxima para resolver equacoes dife-
renciais de primeira ordem, entender tais solucoes e paralelamente, apresentar as
funcoes disponiveis no software para resolver analiticamente essas equacoes dife-
renciais, nos livrando assim, de calculos monoétonos e cansativos. Para obter uma
solucao numérica de um sistema de equacoes diferenciais, temos um pacote cha-
mado dynamics e para as representagoes graficas o pacote plotdf.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias de 1* Ordem

Uma equacao diferencial de primeira ordem possui a forma

dy

2~ fay) 21)

Existem varios métodos para resolver equacoes diferenciais de primeira ordem.
Essas equacoes foram divididas em varias subclasses com métodos de solucao di-
ferente. Como por exemplo, equacoes lineares, equacoes separaveis e equacoes
exatas.

Para resolver analiticamente uma equacao diferencial ordindria de primeira
e segunda ordem usando o software Maxima, faz-se o uso da funcao ode2(eq,
var-dep, var-ind). Esta funcao usa trés argumentos: a equagao diferencial,
a variavel dependente, e a varidvel independente. Quando ode2 encontra uma
solucao, retorna uma solucao explicita ou implicita. Se a equacao for de primeira
ordem, %c é usado para representar a constante de integracao, e %kl e %k2 as
constantes para equacoes de segunda ordem. Ao usar a funcao ode2 para encon-
trar a solucao de equagoes diferenciais, a varidvel independente deve sempre ser
fornecida como o terceiro argumento.

23
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No caso de ode2 nao conseguir obter uma solugao por qualquer razao, retorna
false, ao imprimir uma mensagem de erro. Os métodos para equacoes de primeira
ordem na sequéncia em que vamos apresentar sao: linear, separavel, exato - fator
de integracao.

2.2 Campo de Direcoes e Trajetorias das Equacoes de 12
Ordem

O campo de direcao é fundamental para a avaliacao de equacoes diferenciais,
pois, apresentam uma melhor visao dos valores que as solugoes dessas equacoes
tendem. Esses campos sao formados por vetores tangentes as solugoes nos pontos
do plano zy. Podemos usar o Maxima para desenhar tais campos direcionais, para
isso € necessario ativar a biblioteca plotdf utilizando o comando load(plotdf).

Examplo: Tragar o campo de diregdes para a Eq.(3.32) usando o Maxima.
O primeiro passo é ativar a biblioteca plotdf. Como a fungao que desenha os
campos de direcoes é plotdf temos:

(%11) load(plotdf);
(%o1) /usr/share/maxima/5.10.0/share/contrib/plotdf.lisp
(%12) plotdf (2xx);

Que tem como resultado a Figura (2.1). Na Figura (2.2) podemos ver os argu-
mentos da fungao plotdf. A funcao plotdf possui alguns argumentos que servem

S B % % BB WS

N
B N T T e N N N

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
_ . — — s = — — — — —
— ) ——y ——p ==y ==y =y ——y ——y ———y ——y ——y ——3 ——y

[
[
[
[
[
I
I
r’
I
[
[
[
[
f

] T

e e e e e e e e e —— —— —— —— ——

e e e e e e e e — — — — —

e e e e e e e e e — — — — —

e e e e e e e e e e e e— e —

D R R R e T T i i i

e e e e e e e e e e e e e e
¥

Figura 2.1: Campo de diregdes da equagio y’=2x Figura 2.2: Argumentos da fungio plotdf

para a construcao de campos de diregoes como,
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Argumento | Parametros | Valor Padrao | Significado

xradius 1(real) 0 Magnitude do eixo x.

yradius 1(real) 0 Magnitude do eixo y

xcenter 1(real) 0 Centro do eixo x

ycenter 1(real) 0 Centro do eixo y

nsteps 1(inteiro) 100 N° de passos p/ tragar a trajetoria
trajectory_at | 2(real,real) | vazio Ponto em que é tracado a trajetoria

Usando esses argumento podemos construir a trajetéria de uma, ou mais, solugoes
da Eq.(3.32) que serd mostrado na Figura 2.3.

(%i1) /*Trajetéria de uma solugdo da equagdo dy/dx=2x no
ponto x=0 e y=0. */
eql:’diff (y,x)=2%x;

dy
(%o1) --=2x
dx
(%i2) load(plotdf);
(%02) /usr/share/maxima/5.10.0/share/contrib/plotdf.1lisp
(%13) plotdf (2*x, [trajectory_at,0,0]);

pt.utf8

C e e e
I3

e e e —— — — — ——
e e e e e e e e — — — — —
e e e e e e e e e e — — —
e e e e e e e e e e e o —
P = = e e
3
B e s T N
B N e e T e e e e
—_— s s s 5 5 — — — — — — —5 —
—, e s s s 5 b 5 — — — — — —
—,—, e s s s s s —

e e e e e e e e e
'

-8 -4 4 8

Figura 2.3: Trajetéria de uma solucio da Eq.(3.32) no ponto z =0 e y = 0.

Para mostrarmos mais de uma solucao no Maxima, devemos tracar o campo de
diregoes e, ao clicar em Config podemos ver o campo Trajectory at, ao inserir-
mos os valores da coordenada do ponto desejado mostramos solucoes adicionais.

Geometricamente, a solucao da Eq.(3.32) é uma familia de pardabolas paralelas,
com curvatura constante. Ver Figura (2.4). Com plot2d, construiremos essas
parabolas para algumas condicoes iniciais dadas,
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(%1i1) /*Solugdo da equagdo dy/dx=2x e algumas curvas integrais.x*/
eql:’diff (y,x)=2%x;

dy
(%o1) -— =2 x
dx
(%i2) ode2(’’eql,y,x);
2
(%h02) y =x + %C
(%i3) /*Uma solugdo particular. */
ic1(%02,x=0,y=0);
2
(%03) y =X
(%i4) y1:rhs(%o3);
2
(%04) X
(%15) ic1(%o02,x=0,y=1);
2
(%05) y=x +1
(%16) y2:rhs(%05);
2
(%06) x + 1
(%i7) ic1(%ho2,x=0,y=2);
2
(%07) y=x + 2
(%18) y3:rhs(%o7);
2
(%08) x + 2
(%i9) icl(%02,x=0,y=3);
2
(%09) y=x +3
(%110) y4:rhs(%09);
2
(%010) x + 3
(%i11) icl(%o2,x=-1,y=-2);
2
(%o11) y=x -3
(%i12) y5:rhs(%oll);
2
(%012) x -3

(%i17) plot2d(l[yl,y2,y3,y4,y5], [x,-10,10], [y,-10,10],
[gnuplot_preamble," set terminal postscript eps;set out ’campo03.eps’"])\$
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10

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.4: Algumas Solugdes da Eq.(3.32).

2.3 Equacoes Lineares de 1* Ordem

Podemos dizer que a Eq.(2.1) é linear de primeira ordem se f depender line-
armente da variavel depentente y. O movimeto de um objeto em queda livre na
atmosfera pode ser modelado por uma equacao diferencial linear

dy

& b 2.9
T ay + (2.2)

onde a e b sao coeficientes constantes. De forma mais geral uma equagcao diferencial
linear de primeira ordem ¢é da forma
dy

5, TPy = (@), (2.3)

onde p(z) e ¢(z) sao fungoes da varidvel independente .
O problema consiste em resolver essas equagoes. A Eq.(2.2) pode ser facilmente
resolvida por um método de integracao diretal mas, o mesmo método nao pode
ser aplicado para resolver a Eq.(2.3) pois, nem toda equagao linear é separével.
Diante disto, temos que recorre a outro método para encontrar a solucao, que
vamos mostrar por meio de um exemplo, como o Maxima faz isso.
A equagao diferencial (2.4) pode ser calculada facilmente no Maxima, veja:
% + 2y = ze ¥
(%i1) /*equacdo diferencial linear de primeira ordem*/
ode2(’diff (y,t)+2xy=t*xexp(-2%t),y,t);
2
t -2t
(%o1) y = (= + %c) e
2

(2.4)

Lassunto da préxima subsecdo
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O maxima apresenta a solucao geral da equagao, com isso podemos construir o
campo vetorial atribuindo arbitrariamente valores para a constante ¢ que depen-
dem das condigoes iniciais do problema.

A funcdo icl (solugdo, xini, yini), de initial conditions (condi¢des inici-
ais), resolve problemas de valor inicial para equagoes diferenciais de primeira or-
dem. Aqui solugdo é uma solucao geral para a equacgao, como a que encontramos
acima, usando ode2. xini fornece um valor inicial para a varidvel independente na
forma x = 20, e yini fornece o valor inicial para a variavel dependente na forma
y = y0.

Sendo as condigoes iniciais t = 2 e y = 1 para a equacao resolvida acima, pode-
mos encontrar o valor da constante ¢ através da funcao icl, da seguinte forma:
(solugdo, valor inicial de t, valor incial de y)

5$13) icl(y=(t"2/2+%c)*%e” (-2%t) ,y=1,t=2);
2 4 -2t
(t +2 % -4) e
(%03) /2

2.4 Equacoes Separaveis

Como vimos na secao anterior nem toda equacao linear de primeira ordem é
separavel. Mas existe equacoes de primeira ordem que podem ser resolvidas por
um método de integracao direta.

E possivel reescrever a Eq.(2.1) na forma
dy

P(z,y) + Qz,y)— =0 (2.5)

supondo P(x,y) = —f(z,y) e Q(z,y) = 1. Quando a funcao P depende apenas
de x e a funcao () depende apenas de y, chamamos de equagoes separaveis e sao
expressas na forma

P(z) + Q(y);l—z =0 (2.6)

Estas equacoes podem ser resolvidas por integragao direta, integrando ambos os
lados pois, podemos separar sem nenhum problema as variaveis para que fique:

P(x)dz = —Q(y)dy (2.7)

A solugao geral destas equagoes é uma familia de curvas. O Maxima serd bas-
tante util na construcao dessas curvas, assim como nos calculos, que sao faceis de
fazer sem o uso da tecnologia computacional mas, cansativos.

Um exemplo bem simples destas equacoes diferenciais encontramos na Fisica,
a que descreve o movimento de um corpo em queda livre.
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Exemplo 1: Um Objeto em Queda Livre-[2]

Deixe cair um corpo de massa m de uma certa altura, considerando a resisténcia
do ar e chamando de v sua velocidade, podemos estabelecer a lei de variacao da ve-
locidade da queda v, sendo a resisténcia do ar proporcional a velocidade(coeficiente
de proporcionalidade k), isto é, encontrar v = f(¢).

Pela segunda lei de Newton

dv
- F 2.
m o , (2.8)

dv - : ,
sendo — a aceleracao do corpo em movimento e F' é a forca que atua sobre o

corpo no sentido do movimento. Nesse caso temos duas forgas atuando sobre o
corpo, portanto a forga F' é formada pela forca da gravidade (mg) e pela resisténcia
do ar (kv), nesse caso vamos considerar que a resisténcia do ar é proporcional a
velocidade. Sendo assim:

d
md—: = mg — kv, (2.9)
Fazendo g = 10m/s?
d k
2%:10_E% (2.10)

A Eq.(2.9) é considerada a equagao de um objeto caindo na atmosfera, cuja solugao
de equilibrio é v(t) = mg/k.

( 7
kv
\9
(=)
p=mg
o J

Figura 2.5: Forgas atuando no objeto em queda livre.

Vamos determinar a solucao dessa equacao diferencial com o apoio do software
Maxima. Temos na Eq.(2.9) trés constantes sendo que m e k dependem unicamente
do objeto que esta caindo. Supondo que o objeto em queda tem m =10 e k = 2
a Eq.(2.10) fica

— =98——. (2.11)

Entao, com o apoio do Maxima vamos gerar o campo de diregoes (Figura 2.6), a
solucdo de equilibrio (Figura 2.7) e finalmente encontrar as solugoes da Eq.(2.11).

(%i1) /* objeto em queda livre- no Maxima vamos usar
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y no lugar de v e x no lugar de t pois, ndo é possivel gerar os graficos
usando as varidveis v e t nesse software.*/
m:103

(hi2) k:2%

(%13) eq: ’diff(v,t)=10-k/m*v;
dv v
(%03) -- =10 - -
dt 5
(%i6) /*vamos tentar entender o comportamento das solugdes dessa
equacao diferencial sem encontrar de fato, a solugdo. Supondo
v=40 e portanto, encontrar dv/dt.*/
v:40$
(%i7) eql:rhs(%03);
'
(%oT) 10 - -
5
(%i8) /*rhs é usado no maxima quando queremos separar o lado direito
da equagdo, para resolver.x*/

(%19) eql: 10-k/mx*v;

(%09) 2

(%i8) /*isso significa que o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de uma solugdo v=v(t) vale 2 para v=40.
Para outros valores de v: */

(%19) v:45;

(%09) 45

(%144) eql: 10-k/mx*v;

(%044) 1

(%id1) v:49;

(%041) 49

(%142) eql: 10-k/mx*v;

(%042) 1
5

v:50$

(%110) eql: 10-k/m*v;
(%010) 0.0
(%hi11) v:60$

(%1i12) eql: 10-k/m*v;
(%012) -9
(%i13) v:65%
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(%i14) eql: 10-k/m*v;

(%014) -3

(%115) /* Quando v<50 todos os segmentos de reta tém coeficiente

angulares positivos e v>b0, coeficientes angulares negativos.

Quando v=50, teremos uma solucdo de equilibrio entre a gravidade

e a resisténcia do ar, ja que v(t)=50 ndo varia com o tempo. Com
esses valores de v e consequentemente dv/dt, podemos formar um
campo de diregdo que, mesmo sem saber a solugdo da equagdo, podemos
analisar o comportamento das mesmas. Gerar o campo de diregdo */

load(plotdf);

(%015) /usr/share/maxima/5.10.0/share/contrib/plotdf.1lisp
(%137) plotdf(10-y/5, [xradius, 15 ], [yradius, 80], [ycenter, 50]);
pt.utf8

(%037) 0

/* Analisando o campo de diregdo, conclui-se que todas as solugdes parecem
convergir para a solugdo de equilibrio na proporgdo em que t aumenta. Gerar
a solugdo de equilibrio.x*/

(%140) plotdf(10-y/5, [xradius, 15 ], [yradius, 80],
[ycenter, 50], [trajectory_at, 0,50]);
pt.utf8

(%i41) /*Uma trajetéria de uma solugdo no ponto (-4,69) e desenhada por:*/
plotdf (10-y/5, [xradius, 15 ], [yradius, 80],

[ycenter, 50], [trajectory_at, -4,69]);

pt.utf8
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Figura 2.7: Campo de diregdes e solugio de equilibrio
Figura 2.6: Campo de diregdes da Eq.(2.11). da Eq.(2.11).

Até agora o que fizemos foi uma andlise do comportamento das solugoes da
Eq.(2.11) por meio dos campos de dire¢oes. Vamos entao, encontrar a solugao
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Figura 2.8: Trajetéria de uma solugio da Eq.(2.11).

geral dessa equagao diferencial que é uma familia infinita de curvas, chamadas
curvas integrais®?. Cada curva integral estd associada a um valor particular de c,
que somos capazes de descobrir a partir de uma condicao inicial dada.

(%i1) /*Solugdo da equagdo de um objeto em queda livrex/
m:10$

(%hi2) k:2$

(%1i3) eq: ’diff(v,t)=10-k/m*v;

dv \%
(%03) — =10 - -
dt 5
(%14) ode2(’’eq,v,t);
- t/5 t/5
(%04) v = %he (50 %e + %c)

O Maxima tem uma funcao que permite exportar expressoes tex. Quando
estamos usando o Maxima para fazer algum calculo, o qual, queremos exportar
para um documento em latex, fazemos o uso da funcao tentex da seguinte forma:
primeiro devemos ativé-la com load(tentex) e em seguida usar tex(expressao)
para exportar a expressao para o latex. Por exemplo: vamos exportar a solucao
geral da Eq.(2.11) para latex da seguinte forma,

2Representacio geométrica da solugda geral de uma EDO.
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(%i8) load(tentex);

(%08) /usr/share/maxima/5.10.0/share/tensor/tentex.lisp
(%19) tex(%o4d);

$$v=e~ {- {{tF\over{5}} }\,\left(50\,e {{{tF\over{5}}}+{\it \lc}
\right)\leqno{\tt (\%04)}$$

(%09) (\%04)

que fica assim

(S

(%04) v=-e¢" (50€§ +—960)

e podemos representar por,

[SUE

v =950+ ce 5. (2.12)

ja que o software Maxima nao imprime as solucoes das equacoes diferenciais de
forma simplificada. Nos resta encontra as solu¢oes da Eq.(2.11) e representé-las
graficamente com a ajuda do Maxima. Ver Figura (2.9),

(%13) eql: ’diff(v,t)=10-v/5;

dv \%
(%03) -— =10 - -
dt 5
(%i5) /*Solugdo geral*/
ode2(’’eql,v,t);
- t/5 t/5
(%05) v = %e (50 %e + %c)

(%16) /*Solugbes particulares para certas condigles iniciais dadas. */
ic1(%o05,t=0,v=0);

- t/5 t/5
(%06) v = Y%e (50 %e - 50)
(%i7) y1:rhs(%o6);
- t/5 t/5
(%o7) he (50 %e - 50)
(%18) ic1(%05,t=0,v=1);
- t/5 t/5
(%08) v = %e (50 %e - 49)
(%i9) y2:rhs(%08);
- t/5 t/5
(%09) he (50 %e - 49)
(%110) ic1(%o05,t=0,v=3);
- t/5 t/5
(%010) v = e (50 %e - 47)
(%i11) y3:rhs(%010);
- t/5 t/5
(%011) he (50 %e - 47)

(%127) ic1(%o05,t=1,v=3);
- t/5 1/5 t/5
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(%027) v = - %e (47 Y%e - 50 %e )
(%128) y4:rhs(%027);
- t/5 1/5 t/5
(%028) - Y%e (47 %e - 50 %e )
ic1(%o5,t=-10,v=6) ;
-t/5 -2 t/5 + 2
(%030) v = e (50 %e - 44)
y5:rhs (%030) ;
- t/5 -2 t/5 + 2
(%033) e (50 Y%e - 44)
ic1(%o05,t=-6,v=6);
- t/5 - 6/5 t/5 + 6/5
(%035) v = e (50 %e - 44)
(%136) y6:rhs(%035);
- t/5 - 6/5 t/5 + 6/5
(%036) he (50 %e - 44)
ic1(%05,t=-3,v=6);
- t/5 - 3/5 t/5 + 3/5
(%038) v = he (50 %e - 44)
(%i39) y7:rhs(%038);
- t/5 - 3/5 t/5 + 3/5
(%039) he (50 %e - 44)

(%i44) plot2d(l[yl,y2,y3,y4,y5,y6,y7],[t,-10,15], [y,-10,60], [gnuplot_preamble,
"set terminal postscript eps;set out ’BcurvasOl.eps’"])\$

50 ; . —
(/5 (50 e ME)50)
 %en(15)(50"%en(U/5)-4 ,::‘ ==
%en-(t/5) (50" % HSFAT) -

, “9ben-(US)H (A T*%eN(1/5)-505%eN(U/5)) -~
20 L e (-t/5-2)BOFUEN(/5+2)-44)
o e (U5-6/5)HE0*%eN(U5+6/5)-44) - - -

- " %en(-1/5-35)K(50°%e(t/5+3/5)-44)

30
20 |

10 |/

-10 - L
-10 5 0 5 10 15

Figura 2.9: Algumas curvas integrais da Eq.(2.11).
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Exemplo 2: O Maxima resolve a equacao 2.13, traca o campo de diregoes e
algumas curvas integrais para as condigoes de valor inicial dadas. Na Figura (2.10)
temos o campo de direcoes e a trajetoria de uma possivel solugao para x = 0 e
y = 1. E, na Figura (2.11) temos algumas curvas integrais.

dy

dr
(%i1) /*Solugdo da equagdo dy/dx=xy.*/
eql: ’diff (y,x)=xxy;

2y (2.13)

dy
(%o1) -——=xy
dx
(%hi2) /#**Solugdo geralx/
ode2(’’eql,y,x);
2
X
2
(%02) y = %hec %e

(%i3) /*Campo de diregbes e trajetdéria de uma solugdo para x=0 e y=1.%/
load(plotdf);

(%03) /usr/share/maxima/5.10.0/share/contrib/plotdf.1lisp
(%i4) plotdf (x*y, [trajectory_at,0,1]);

pt.utf8

(%ho4) 0

(%15) /*Solucdo particularx/
ic1(%02,x=0,y=0);

(%05) y = 0
(%i6) y1:rhs(%o5);
(%06) 0
(%i7) ic1(%02,x=0,y=1);
2
x
2
(%ho7) y = %e
(%i8) y2:rhs(%o7);
2
b’
2

(%08) %e
(%19) ic1(%02,x=0,y=2);
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2
X
2
(%09) y = 2 %e
(%110) y3:rhs(%09);
2
X
2
(%010) 2 Y%e
(%hi11) ic1l(%o2,x=1,y=2);
2
X
— - 1/2
2
(%o11) y = 2 %e
(%i12) y4:rhs(%oll);
2
X
—— - 1/2
2
(%012) 2 %e
(%i13)
icl(%02,x=-1,y=-2);
2
X
- - 1/2
2
(%013) y = - 2 Y%e
(%i14) y5:rhs(%013);
2
X
- - 1/2
2
(%o14) - 2 Y%e
(%115) icl(%02,x=-2,y=-2);
2
X
— -2
2
(%015) y = - 2 Y%e

(%116) y6:rhs(%o15);



CAPITULO 2. USANDO MAXIMA PARA RESOLVER EDO’S DE 1* ORDEM 37

2
X
— -2
2
(%016) - 2 %e
(%i17) icl(%o02,x=-2,y=-3);
2
X
— -2
2
(%o17) y = -3 %e
(%i18) y7:rhs(%o17);
2
X
— -2
2
(%018) - 3 %e

(%119) /*Grafico das curvas */
plot2d([y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7]1,[x,-5, 5], [y,-5, 5], [gnuplot_preamble, "set
terminal postscript eps;set out ’Bcurvas02.eps’"])\$

1 l T 5 T T i T L
8 l . I %e"(x"ZIZ(; -
| e 4t 250beN(x"2/2) ------- 4
| 2%06eN(x2/2-1/2) -~
| A A 2¥%en(x"2/2-1/2)
i 3| 2%e(0212-2) -
Joror o T “3HUeN(x1212-2)
Lol ey 2L
Vol f A
oy v s !
t t t t 7 7 AR \ N \ v \ [ R RRARE LR LR
t 1 t 1 1 1 ” N N N ' . . . n z
, | R N B S L NN VoL i //
N R
[ A S oy sl j ““,
B ¥
(R EEEE R
R , g , , ,
8 1 1 5 6 4 2 ) 2 4
Figura 2.10: Trajetéria de uma solucio da Eq.(2.13). Figura 2.11: Algumas curvas integrais da Eq.(2.13).

Para expressar essa equacao usamos o comando diff, sendo obrigatério o uso
do apdstrofo (7) antes de diff com o objetivo de evitar o calculo da derivada, que
por outro lado daria zero por nao ter declarado a variavel y como dependente de x.
Para determinar a solucao particular que satisfaca a condicao inicial dada, usamos
o comando icl.



CAPITULO 2. USANDO MAXIMA PARA RESOLVER EDO’S DE 1* ORDEM 38

2.5 Equacoes Diferenciais Exatas
[5]

Nesta secao vamos resolver as chamadas equacoes diferenciais exatas com a
ajuda do software Maxima.

Resolver equacoes diferenciais exatas, embora as mais simples, pode ser ex-
tremamente trabalhoso, por exemplo a determinagao de um fator integrante que
nos conduz a resolver uma outra equacao diferencial. E por outro lado, nao ha
absolutamente nenhum segredo ou novidade nas solugoes destas equacoes, ¢ puro
calculo. Neste ponto, o Maxima se transforma numa excelente ferramenta comple-
mentar para o ensino das equagcoes diferenciais uma vez que nos libera dos calculos
mecanicos que poderiamos levar horas para fazer, nao esquecendo as multiplas pos-
sibilidades de erro. Com Maxima, ou qualquer outro programa de Computacao
Algébrica, podemos encontrar a solugao e passar ao principal que é entender o que
representam as solugoes de equacoes diferenciais exatas - curvas, superficies de
nivel, ou variedades diferenciaveis de dimensao n-1 quando a equacao diferencial
representar uma variedade® diferencidvel de dimensao n.

Uma equacao diferencial exata de primeira ordem é da forma

P(z,y) + Q(w,y)% =0 (2.14)
em que

Caso a condicao acima seja satisfeita, a solucao geral da equacao é dada pela
funcao F', de forma que

Fo(z,y) = P(z,y) e Fy(z,y) = Qz,y) (2.16)
Exemplo: [2] Resolver, com a ajuda do Maxima, a equagao
22 + y* + 2zyy = 0. (2.17)

A Eq.(2.17) nao é linear nem separavel, logo os métodos que resolve esses tipos
de equacoes nao sao aplicaveis. Vamos verificar como o Maxima resolve:

/*equagdo exatax/

(%11) ode2((2xx+y~2)+2*x*xy*’diff (y,x)=0,y,x);
2 2
(%o1) Xy +x =c

Como podemos perceber, o Maxima imprime na tela simplismente a solucao ge-
ral da equacao, nao temos acesso aos calculos que geraram esta solucao. Portanto,
para usar o software é necessario saber a teoria.

3generalidade para as nocdes geométricas
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2.5.1 Fator Integrante
3]

Em muitos casos a equacao nao se encontra na forma exata, e em muitas vezes,
podemos trasforma-la em uma equacao exata, multiplicando a equagao por uma
fungao p(z,y)

Exemplo: Vamos consirerar a equacao

d
(y* + 3zy) + (zy + ﬂfz)d—i =0 (2.18)
e analisar se a mesma ¢é uma equacao diferencial exata. Neste exemplo temos que
oP
P(z,y) = y* + 3oy = rm =2y + 3z (2.19)
Y
0
Q(z,y) = vy +2° = a—Q =y+ 2 (2.20)
x
oP |, 0Q
—_— F — 2.21
Jdy ' Ox (2.21)

concluindo assim, que a Eq.(2.18) nao é exata. Este exemplo serve para mostra
que ao verificarmos se uma determinada equacao é exata, o resultado pode nao ser
positivo simplismente pela falta de um fator que multiplique a equagao, tornando-a
em uma equacao exata. Tal fator chamamos de fator integrante. Nos resta agora
mostrar como encontra-lo, a fim de tornar uma equacao diferencial

dy

P(z,y) + Qz,y)— =0 (2.22)

numa equacao diferencial exata.

Como nao sabemos qual é o fator, vamos expressa-lo por u(z,y) e escrever a
Eq.(2.22) na forma

d

p(z,y) Pz, y) + plz, y)Q(x, y)% =0 (2.23)

e fazer com que a Eq.(2.23) seja exata e assim, encontrar u(x,y). Pelo que vimos
anteriormente, a Eq.(2.22) é exata se, e somente se,

(1P)y = (1Q). (2.24)
entao temos: 9P
1
op
e 2.2
L = Q1 (2.26)

entao
py P + Py = 1:Q + pQy (2.27)
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pry P+ 1Py — 11,Q — ppQr = 0 (2.28)
py P = poQ + (Py — Q) = 0 (2.29)

Sendo P e @ fungdes dadas, a Eq.(2.23) diz que o fator integrante p tem que satis-
fazer a Eq.(2.29). Se for possivel encontrar essa fungao p, entao a Eq.(2.23) é exata.

A Eq.(2.29) pode ter mais de uma solugao, se esse for o caso, qualquer uma

dessas solugbes pode ser usada como fator integrante para a Eq.(2.22). Isso acon-
tece devido a possibilidade de nao unicidade do fator integrante.
Diante disto, podemos fazer por exemplo, p, = 0, que torna p uma fungao apenas
de z. Se isto nao for uma boa opcao, tentamos para u, = 0, que torna g uma
funcao apenas de y. Existe casos em que a solugao serd encontrada de forma bem
complicada. Infelizmente a Eq.(2.23), que determina o fator integrante u, tem a
mesma dificuldade para resolver quanto a equagao original(2.22). Embora fatores
integrantes sejam ferramentas poderosas para a solucao de equagoes diferenciais,
os mesmos s6 podem ser encontrados em casos especiais. Podemos encontrar fa-
tores integrantes simples quando p ¢ uma fungao de apenas uma das varidveis x
ou y, em vez de depender de ambas.

Supondo que p, = 0 temos,

py P = 11:Q + (Py — Qo) =0 (2.30)
(Py = Qa)pt — 2@ = 0 (2.31)
& _ P?J B Qaz
dn _ (P, = Qu)ds
w ) (2.34)
_ (Py(l"y) _Qw(l"y))dx
Infp) = / 00.y) (2.35)

A Eq.(2.35), calculada exatamente, expressa a fungao .
Agora é possivel continuar a resolver a Eq.(2.18)

P(x,y) =y*+3zy e Qx,y) = xy+ 2’ (2.36)
oP le)
T =Y+ 3r A =y 42 2.37
9 y+tdr# o=yt (2.37)
Queremos encontrar uma funcao p tal que
dy
P —Z =0 2.38
pt Quo- (2.38)
seja exata.
) oP Ay
—Pu=—p+ P = 2.39
A TRy (2.39)
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9 9 9 o)1
— = (2 — 2.4
oy W+ 3ep] = 2y + 3x)p+ (Y + 3zy) 5 (2.40)
o 0Q  op
oy + 2] = -+ 200+ oy +09) (2.42)
Ox a a Ox '
Pela Eq.(2.24) temos
2 op 9\ Ol
(2y + 3z)u+ (y —|—3:(:y)a—y = (y+22)pu+ (zy+x )% (2.43)
2 I N
= 2y +3x)u— (y+ 2x)p+ (y +3:Ey)a—y—(:)sy+x )% = (2.44)
(y+z)u+ (y* + 3:cy)% — (ay + xz)% (2.45)
oy Ox

E nesse ponto que temos uma complicagao na resolucao da Eq.(2.45), para
facilitar, temos que supor u, uma funcao apenas de x ou apenas de y para que
possamos anular uma das parcelas.

Supondo 1, = 0(fun¢do apenas de z) temos,

ol Ol

2 . 2\ YH
(y+x)p+ (y° + 3zy) 9 (zy +x )8:1: = (2.46)

N
(y + @)y — (wy + %) 5 = (2.47)
(zy +2*)p’ = (y + ) (2.48)
wo_ety _rty 1 (2.49)
p o xy+ax2 zly+zr  x
% _ % N (2.50)
du 1

Logo, existe um fator integrante pu que é funcao s6 de = e satisfaz a equacao
diferencial

du = du (2.52)
i x
integrando a Eq.(2.52) temos,
In(u) = In(x) (2.53)

Portanto,
plx) =z (2.54)
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Multiplicando a Eq.(2.18) por esse fator integrante, obtemos

d
(zy® + 32%y) + (z%y + :1:3)% = 0. (2.55)

A Eq.(2.55) é uma equagao diferencial exata com solugao da forma

F(z,y)=c (2.56)

O Maxima resolve normalmente a Eq.(2.18), ou melhor, a Eq.(2.55) como ve-
remos abaixo.

%il) ode2((3*xxy+y~2)+(x"2+x*y)*’diff (y,x)=0,y,x);
2 2 3

(bot) — —mmmmmmmmoo—o = 'he

Para saber se o Maxima usou um fator integrante para fazer a transformacao da
Eq.(2.18) em uma equagao exata, usa-se a funcao intfactor. Nesse caso, a fungao
intfactor retorna x, ou melhor, multiplica a equacao diferencial por u(x) = z.
Veja o que acontece no Maxima quando usamos a fungao intfactor

(%1i2) intfactor (%il);
2 dy 2
(%02) x(ode2((x y+x) —-+y +3xy=0,y, x))
dx

Ou seja, a equacgao exata que o maxima resolveu foi

d
(z%y + x3)£ + 2y* + 327y = 0. (2.57)

Com este exemplo podemos notar o quanto é importante saber usar um soft-
ware como o Maxima, que nos auxili na solucao de equacoes diferenciais para nao
perder tempo nos cédlculos que, por muitas vezes sao faceis de fazer mas, cansativos.

Vamos mostrar outros exemplos de equacoes diferenciais que nao sao exatas
mas o Maxima encontra um fator integrante e em seguida multiplica pelos termos
da equacao original e produz uma equacao diferencial exata, a qual ele resolve.

dy
20 — ye¥)—L = 2.
y+ (2 ye)dx 0 (2.58)

A solucao encontrada usando o Maxima foi

(%i41) ode2(y+(2*x-y*exp~y)*’diff(y,x)=0,y,x);
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2 2 log(exp) y 3 2
(log (exp) y - 2 log(exp) y + 2) %e - log (exp) x ¥y
(hodl) — === =
he
3
log (exp)

e o fator de integracao para tornar a Eq.(2.58) exata é p = y. Na verdade o
Maxima resolveu a equacao

(%142) intfactor (%id1);

y dy
(%042) y(ode2((2 x —exp y) ——+y =0, vy, x))
dx
Vamos resolver a equagao
d
(2y° + 3z) + 2:1:yd—y =0. (2.59)
x

Esta equacao também nao é exata e o procedimento é o mesmo, o Maxima vai
encontrar o fator integrante e depois resolver a equacao.

(%16) ode2(2%y~2+3*x+(2xx*y)*’diff (y,x)=0,y,x);
2 2 3
(%06) x y +x =/c

Quando digitamos intfactor no prompt do Maxima temos como resposta

(%i7) intfactor (%i6);
dy 2

(%hoT7) x(ode2(2 x y - +2x +1=0, vy, x))
dx

que € a equacao resolvida pelo Maxima.



Capitulo 3

Usando Maxima para Resolver
EDOQO’s de 2% Ordem

Nesse capitulo vamos resolver equacoes diferenciais ordinarias de 2% ordem com
a ajuda do software Maxima.

3.1 Equacoes Diferenciais de 2 Ordem

Uma equagao diferencial ¢ dita de segunda ordem quando o maior grau de suas
derivadas é 2. Esse tipo de equacao tem sua importancia, possui muitos métodos
de resolugoes com um nivel matematico relativamente elementar. Sao essenciais
para qualquer investigacao séria nas areas classicas da fisica matematica, como
mecanica dos fluidos, conducao de calor, movimento ondulatorio entre outros.

A forma de uma equacao diferencial de segunda ordem é

d’y dy

Alguns tipos de equacoes de segunda ordem que podem ser resolvidos com a uti-
lizacao do software Maxima sao: coeficientes constantes, exato, linear homogéneo
com coeficientes nao constantes que podem ser transformados em coeficientes cons-
tantes, equacoes resolviveis pelo método de variacao de parametros e equacoes que
possam ser reduzidas a duas equagoes lineares de primeira ordem para serem re-
solvidas em seguida.

Nessa secao vamos apresentar apenas as equagoes homogéneas com coeficientes
constantes e as equacoes nao-homogéneas com o método dos coeficiéntes indeter-
minados.

O Maxima também faz o uso da funcao ode2 para resolver, equacoes de segunda
ordem. A fungao: ic2 (solu¢do, zval, yval, dval) resolve o problema de valor inicial

44
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para equacao diferencial de segunda ordem. Aqui, solucao é uma solucao geral para
a equacao, xval é uma equacgao para a variavel independente na forma xr = x0,
yval é uma equacao para a variavel dependente na forma y = y0, e dval é uma
equacao para a derivada da variavel dependente com relagao a variavel indepen-
dente avaliada no ponto xval.

3.2 Equacoes Lineares de 2* Ordem

Sendo f uma funcao dada. A Eq.(3.1) é linear se f assume a forma:

£, 2 = gla) — ()L — gy = (32
% =g(x) - p(fﬁ)j—i —q(2)y = (3.3)
y' 4+ p(x)y + q(x)y = g(x) (3.4)

ou seja, se f € linear em y e 1y as funcoes g, p e ¢ dependem apenas da variavel
independente x.

Podemos encontrar também a equacao

P(x)y" + Qz)y + R(x)y = G(x) (3.5)
Nesse caso, se P(x) # 0, podemos dividir a Eq.(3.5) por P(z) e obter a Eq.(3.4)
o _ QW) R(x) G(a)

obs: Vamos considerar apenas os casos em intervalos que as fungoes g, p e g sao
continuas.
As condicoes iniciais para uma equacao de segunda ordem indicam um ponto
particular (zg,yo) pertencente ao gréafico da solu¢do e o coeficiente angular y;
da reta tangente ao grafico naquele ponto. Entao, um problema de valor inicial
consite em uma equagao diferencial, como por exemplo a Eq.(3.1), com um par de
condigoes iniciais

y(xo) = Yo, Y (z0) = ¥ (20), (3.7)
onde yy e y, sao numeros dados. Uma explicagao para isso é que uma equagao de
segunda ordem precisa de duas integracoes para se encontrar a solucao e cada in-
tegracao produz uma constante arbitraria. Portanto, espera-se que duas condicoes
iniciais sejam suficientes para determinar os valores dessas suas constantes.
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3.2.1 Equacgoes Homogénias com Coeficientes Constantes

Uma equacao diferencial linear de segunda ordem ¢ homogénea quando a funcao
g(x) = 0. Reescrevendo a Eq.(3.5), fazendo g(x) = 0, temos uma equacao ho-
mogénea que escrevemos na forma:

P(z)y" + Qz)y' + R(x)y = 0 (3.8)

Quando adquirirmos mais experiéncia vamos perceber que o problema de resolver
uma equacao homogénea é o mais fundamental, ou melhor, é o passo inicial para
resolvermos a nao-homogeénea.

Nesse primeiro momento vamos considerar apenas equacoes que possuem as
fungoes P, @) e R constantes. Sendo assim a Eq.(3.8) fica

ay’ + by +cy=0 (3.9)

com a, b e ¢ constantes.

A Eq.(3.9) nao é muito dificil de ser resolvida por meio de fungdes elementares.
Mas, se os coeficientes dessa equagao nao sao constantes, temos dificuldades de
encontrar a solugao sendo preciso usar séries de poténcias.

Exemplo: Vamos usar o Maxima para resolver a equacao
6y —y —y=0 (3.10)

(%i1) /*equagdo homogéneax/
eq: 6*x’diff(y,x,2)-’diff(y,x)-y=0;
2
dy dy
(%o1) 6 ——— - -——--y=0
2 dx
dx
(%i2) /*solugdo geral equagdo homogéneax/
ode2(’’eq,y,x);

x/2 - x/3
(%h02) y = %kl %e + %k2 %e
(%13) method(%i2) ;
2
dy dy
(%03) constcoeff(ode2(6 -—— - -=- -y =0, y, X))
2 dx
dx

(%i4) /*solugdo particular da equagdo homogéneax/
ic2(%02,x=0,y=1,diff (y,x)=2);
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x/2 - x/3
14 %e 9 %e
(%04) y = —mmmmmm— - —mmmm—— e

Como podemos perceber, o Maxima usa a funcao ode2 para encontrar a solucao
geral de equacgoes diferenciais de primeira e segunda ordem. No caso que vimos
acima a fun¢ao method retorna constcoeff, método usado pelo Maxima para
resolver a equacao diferencial.

Resolver a Eq.(3.11) e encontrar algumas curvas solugoes.

y'+5y +6y=0 (3.11)

(%i1) /*equagdo homogéneax/
eq: ’diff(y,x,2)+5x’diff (y,x)+6*y=0;
2
dy dy
(%o1) -———-+5--+6y=0
2 dx
dx
(%1i2) /*solugdo geral da equagdo homogéneax*/
ode2(’’eq,y,x);
- 2x -3 X
(%02) y = %kl %e + Yk2 %e
(%13) /*método usado pelo Maxima para resolver a equagdo*/
method (%i2) ;
2

dy dy

(%03) constcoeff(ode2(--- + 5 -- + 6 y =0, y, x))
2 dx

dx
(%i4) /*solugdo particular da equagdo homogéneax/
ic2(%02,x=0,y=2,diff (y,x)=3);

-2x - 3x
(%o4) y =9 %e - 7 %e
(%15) yl:rhs(%04);
-2 X - 3x
(%05) 9 %e - 7 %he
(%16) ic2(%02,x=0,y=1,diff(y,x)=3);
-2x - 3x

(%06) y = 6 %e - 5 %e
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(%i7) y2:rhs(%o6) ;

-2X - 3x
(%o7) 6 he - 5 %e
(%i8) ic2(%02,x=0,y=1,diff (y,x)=2);
-2X - 3x
(%08) y = 5 e - 4 %e
(%i9) y3:rhs(%08);
-2X - 3x
(%09) 5 he - 4 Y%e
(%i10) ic2(%02,x=1,y=1,diff(y,x)=2);
2 - 2x 3 -3x
(%010) y =5 %e -4 Y%e
(%i11) y4:rhs(%010);
2 -2x 3 - 3x
(ho11) 5 %e - 4 Y%e

(%i12) /*familia de curvas solugdes da equagdo*/
plot2d([yl,y2,y3,y4], [x,0, 5], [y,-3, 3], [gnuplot_preamble,"set terminal
postscript eps;set out ’DcurvasOl.eps’"])\$

T
9¥0/pen-(2*X)-T*0%eN-(3*X)
6*06e"-(2*X)-5*0%e-(3*X)
5¥0/6en-(2*X)-4*0eN-(3*X) —--—-

5H06eN(2-2%X)-4*UeN(3-3%X) -

Figura 3.1: Algumas solugdes de y” + 5y’ + 6y = 0.
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3.3 Equacoes Nao-Homogéneas- Métodos dos Coeficientes
Indeterminados

Sao consideradas equages nao-homogéneas aquelas que tem a forma da Eq.(3.4),
onde, p, ¢ e g sao fungoes continuas no intervalo considerado e, g(z) # 0. As
equacoes nao-homogeéneas tem uma equagao homogénea associada, da forma:

y' +p()y +qlx)y =0 (3.12)
A solucao geral de uma equacao nao-homogénea pode ser escrita na forma:
y = ayi(z) + caya(z) + Y (2). (3.13)

em que y; e Yo formam um conjunto de solugoes da equacao homogénea associada
(3.12), ¢1, ¢ sdo constantes e Y é uma solugao especifica da solugao da equagao
original, nao-homogénea.

3.4 Séries de Poténcia no Maxima

Uma funcionalidade bastante titil das séries de poténcias, é a utilizacao das mes-
mas como um método alternativo para resolver equagoes diferenciais. O Maxima
disponibiliza muitas fungoes para tratar expansoes em série, como por exemplo,
taylor(série de taylor) e powerseries(série de poténcia).

Muitas equagoes diferenciais lineares de segunda ordem, como por exemplo
y' +xy =0, (3.14)

possuem solugoes que nao podem ser expressas de forma simples, usando funcoes
algébricas, logaritmicas ou trigonométricas. Para obter uma representacao que
seja valida das solugoes de muitas dessas equacoes, usamos as séries de potéencias.

Em alguns cursos de Matematica a expansao em série de Taylor é programa da
disciplina calculo II, no curso que fiz, o primeiro contato com essa expansao foi na
disciplina calculo numérico computacional.

Nesse secao vamos usar a série de Taylor para resolver equagoes diferenciais
ordinarias lineares de 2* ordem. Podemos observar no livro de célculo avangado
do autor Wilfred Kaplan uma pequena explicagao sobre as séries de Taylor, onde
estda desenvolvida uma aplicagao sobre equacgao diferencial ordinaria nao-linear.
Analisando o exemplo dado por Kaplan,

y' =+ (3.15)

em que sua solucao em série de Taylor é:

y:1+2@—1y+u—1f+g@—1f+%m—1f+”w (3.16)



CAPITULO 3. USANDO MAXIMA PARA RESOLVER EDO’S DE 2* ORDEM 50

onde as condicoes iniciais sdao: y = 1 e ¢y = 2 no instante x = 1, temos que
esse método depende das condicoes iniciais ou de contornos, ou melhor, do ponto
(x0,y(x0)) e da derivada nesse ponto (g, y(zj))-

3.4.1 Solucao Usando Série de Poténcia

Seja a equacgao diferencial linear de segunda ordem homogénea
y'—y=0 (3.17)

Queremos encontrar uma solugdo em forma de série de poténcia (polinomio de
Taylor) em torno do ponto x = 0,

y=ay+amz + ar? + azz® + agxt + .+ a " + .= Zanxn (3.18)

Diferenciando a Eq.(3.18) termo a termo, obtemos
Y = ay + 2a0x + 3asx® + dasx® + ...+ naa" T+ L (3.19)

que também podemos representar por:

Z na,r" ! (3.20)
n=1

Diferenciando pela segunda vez a Eq.(3.18), temos
y' = 2ay + 6asz + 12a42°... + n(n — Da,z™" Z n(n — Da,z" 2 (3.21)
n=2

Substituindo as Eq.(3.18) e (3.21) na Eq.(3.17), obtemos:

(2a3+6asz+12a42° +...4n(n—1)a,z" 2 +...)—(ag+a1 r+asx’ +asx® +agx* +.. 4ap,x"+...) = 0
(3.22)

Z n(n — 1)a,z" 2 + Z az" = 0. (3.23)
n=2 n=0

Para associarmos as duas séries, precisamos reescrever de forma que ambas tenham
o mesmo termo geral. Assim, devemos mudar o indice de somatério na primeira
série substituido n por n 4+ 2 e comegar em 0 em vez de 2.

ou

[e.9]

Z(n+2)(n+1)an+2x —Z apz” =0 = Z [(n+2)(n+1)a,2—a”]z™ = 0. (3.24)

n=0 n=0

Como a soma dessa série(polinomio de Taylor) é nula, entao todos os coeficientes
da série serao nulos para que essa equacao seja satisfeita para todo z, temos aquir
uma combinacao linear independente. Logo, podemos obter as equacoes

2&2 — ag = 0, 6&3 — a; = O, 12(14 — a9 = O, (325)
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dado pela equacao

(n+2)(n+ Daye —a" =0 (3.26)
quando n = 0,1,2, 3,4, ... que expressa uma férmula de recorréncia para os coefi-
cientes: 4

Aoy = - 3.27
2 +2)(n+1) (3:27)
Assim,
200 —ap = 0= ay = %, 6az —a; = 0= ag = %, 12a4 —as =0 = a4 = ;Z
(3.28)

Podemos perceber que ag e a; sao constantes arbitrarias, na verdade, sao valores
iniciais de y e ¥’ em = = 0. As solugoes podem ser escritas na seguinte forma:

[1—1— 2+x4+x6+ . :U2n ]+ [ +.’,U3+ZU5+ZU7+ N .CU2n+1 ]
= a T EE— ap|xr
TR TR Qo)+ TR T e T @n+ 1)+ .
(3.29)
o .CU > 2n+1
3.30
; + n:O 2n +1)! ( )

Aqui temos a solugao geral. Para encontrar a solucao particular devemos ter
ondicoes iniciais para a equagao.

Mesmo para uma equacao diferencial simples, é necessario muito calculo para
resolvé-la manualmente por série. Digo-lhe que é possivel e, sem duvidas, muito
interessante, usar o Software Maxima para fazer estes calculos. Entao, deixo como
uma curiosidade, para que alguém tenha interesse em desenvolver algo a respeito.



Consideracao Final

De forma alguma um programa' de computador pode ser visto como uma forma
de substituir por completo os calculos manuais e, principalmente, o esforco de
compreendermos os conceito matematicos. Tal programa deve ser visto como uma
ferramenta de grande ajuda no processo de aprendizagem. Porém, o dominio do
computador assim como um programa computacional, Mazima, sao fundamentais
quando nos deparamos com problemas que nao podem ser resolvidos simplesmente
com lapis e papel por demorar muito tempo para serem resolvidos se comparado
com o tempo que um programa de computador levaria para resolver o mesmo pro-
blema.

Erros também estao presentes em qualquer software, possuem seus limites e,
quando alcancados, é possivel obtermos respostas incorretas.

IMaxima
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Apeéndices A

Notas Histdricas[2]

As equagoes diferenciais comecaram com o estudo de célculo por Isaac Newton(1642-
1727) e Gottfried W. Leibniz(1646-1716) durante o século XVII. Newton atuou
pouco na area de equacoes diferenciais, mas, seu desenvolvimento do calculo e a
elucidacao dos principios béasicos da mecanica forneceram a base para a aplicacao
das equacoes diferenciais no século XVIII, especialmente por Fuler.

d

: ~ o ay
Newton desenvolveu um método para resolver a equacao i f(z,y), no caso
x

em que f(z,y) é um polindmio em x e y, usando séries infinitas.

Leibniz descobriu o método de separacao de variaveis em 1691, a reducao de
equacoes homogéneas a equagoes separaveis em 1691 e o procedimento para resol-
ver equacoes lineares de primeira ordem em 1694.

Os irmao Bernoulli, Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748), contribuiram
muito para o desenvolvimento de métodos para resolver equacoes diferenciais e
ampliar o campo de suas aplicacoes. Com a ajuda do célculo, resolveram diversos
problemas em mecanica, formulando-os como equacoes diferenciais. Jakob Ber-
noulli resolveu a equacao diferencial 3 = [a®/(b*y — a®)]*/? em 1690. No ano de
1694 Johann Bernoulli foi capaz de resolver a equagao dy/dx = y/ax.

Um problema que ambos os irmao resolveram e gerou atrito entre eles foi o
problema da braquistocrona resolvido também por Newton, Leibniz e L’Hopital.

Equacoes Diferenciais

Equacgoes diferenciais é um tépico da matematica que tem aplicacoes em prati-
camente todos os ramos da ciéncia. Muitos problemas que encontramos na Fisica,
Quimica, Economia e Biologia podem ser reduzidos a equagoes diferenciais. Por
serem equacoes que contém derivadas de fungoes, precisamos ter uma boa nocao de
alguns tépicos estudados no Célculo Diferencial e Integral para estuda-las. Na es-
cola, quando estudamos algebra, trigonometria somos levados a resolver equagcoes
do tipo

2? + 62 +9=0 (3.31)

na variavel x, ou seja, encontrar um valor real ou complexo para a variavel x. Este

o4



CAPITULO 3. USANDO MAXIMA PARA RESOLVER EDO’S DE 2* ORDEM 55

processo € parecido quando queremos encontrar a solucao de uma equacao diferen-
cial, sendo que, em vez de encontrarmos nimeros para ser a solucao, encontramos
uma funcao. Por exemplo, seja a equacao diferencial

y = 2x (3.32)
a solucao geral dessa equagao é a funcao
y=1>+c (3.33)

Esta equacao é considerada uma das mais simples possiveis de encontrar a solucao.

Definicao:

Equacao Diferencial é uma equacao que envolve uma funcao desconhecida,
incégnita da equacao, e uma ou mais de suas proprias derivadas.

Nosso primeiro contato com equagoes diferenciais foi quando resolvemos a se-
guinte equacgao estudada no Calculo I:

F=f& /f(x)da: = F(x) (3.34)

Resolvendo a integral de f(x) encontramos uma primitiva ' da fungao dada, ou
melhor, encontramos uma funcao F' tal que, F' = f. Sendo assim, a primitiva F’
nada mais é que uma solucao para esta equacao diferencial.

Para ilustrar temos:
F'(x) = sin(x) (3.35)

que é equivalente a

F(z) = /sm(:r:) = —cos(x) + ¢, (3.36)

devido a constante ¢, esta equacao diferencial possui infinitas solugoes.



Apeéendices B

Séries no Maxima
A Fungao sum()

A funcao sum() é usada para representar uma expanssao em série num So-
matdrio com a sintaxe: sum(expressao, var, ini, fim). No Maxima represen-
tamos assim:

%i1) sum(c[n]*x"n,n,0,inf);
inf

(%o1) > c X

A Funcao diff ()

A funcao diff () como vimos acima, é usada no Maxima para diferenciar ex-
pressoes mas também, podemos usar a mesma para diferenciar expansoes em séries
com a sintaxe: diff (expressao, var, ordem da derivada). Vamos diferenciar
a série

o0
>
n=0
no Maxima:
%i1) sum(c[n]*x"n,n,0,inf);
inf
\ n
(%o1) > c X
/ n
n=0
(%i2) diff (%ol,x,2);
inf

o6
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\ n- 2
(%02) > (n-1)nc x
/ n
n=20
(%1i3) diff (%ol,x,3);
inf
\ n-3
(%03) > n-2) (n-1)nc x
/ n
n=20

Que sao as derivadas de segunda e terceira ordem.
A Funcao taylor()

A fungao taylor() é usada quando queremos apresentar uma expressao em
série de Taylor para uma dada funcao. A sintaxe é taylor(f(x), var, ini,
fim). Encontramos a expansao da fungao sin(x) no ponto 0 e grau 9 e da seguinte
forma:

(%i1) taylor(sin(x),x,0,9);
3 5 7 9
X X X X
(ho1)/T/ X = ==+ ——= - === + —————= + .
6 120 5040 362880

A Fungao solve_rec()

Essa funcao é usada para resolver a relacao de recorréncia no processo de re-
solucao de uma equacao diferencial por meio de séries de poténcias. Antes de
utilizarmos tal funcao é preciso ativa-la com o auxilio da funcao load. A sintaxe
¢é solve_rec(relacao de recorrencia, aln]).



