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Resumo

Ao passo que estudamos e exercitamos a matematica, uma coisa fica bem
clara em nossas mentes, é uma ciéncia que vem sendo construida e estudada com
o passar de séculos, algo que nao foi deduzido rapidamente por seus intelectuais,
mas sim, fruto de muita dedicacao por parte de trabalhadores matemaéticos que
surgiram e foram recohnecidos com totais merecimentos.

Pelo que vemos, essa ciéncia permanece sendo estudada e cada vez mais re-
conhecemos que existem intimeros ramos, se nao infinitos, a serem mais e melhor
compreendidos, isto é, a matematica se mostra ilimitada em termos de seus con-
ceitos e ramos. Muitas vezes é necessario que busquemos um pouco mais de
conhecimento em alguns de seus ramos para que possamos entendé-los melhor.
E nesse intuito que buscaremeos se aprofundar, ou pelo menos, conhecer de uma
forma diferente o conjunto R que chamamos de CONJUNTO DOS NUMEROS
REAIS. Uma vez que, trabalhamos com esse conjunto durante todo o ensino fun-
damental e médio, no entanto, as vezes desconhemos o porque de sua necessidade
e importancia. Outo conjunto muito conhecido por nés, o conjunto C dos niime-
ros complexos, que por sua vez é entendido por muitos como algo que faz jus ao
nome, isto é, é algo complicado. Toda via, é tentar tirar essa imagem de C que
buscaremos nesse trbalho.

Através da matematica podemos deduzir muitos dos conjuntos essenciais na
resolucao de problemas e no estudo de fungoes. Uma forma bem conhecida, é
utilizarmos pressupostos algébricos, no entanto, podemos também, com auxilio
geométrico tentar explicar uma maneira de construirmos o corpo dos REAIS,
partindo entao, de um outro conjunto bem conhecido por nos, o conjunto Q dos
RACIONALIS. Consequentemente podemos deduzir os COMPLEXOS de natureza

geométrica.
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Capitulo 1

Consideracoes sobre N e Z

Para que possamos comecar definitivamente a construcao do conjunto dos nu-
meros reais a partir nos racionais, em seguida fazermos uma abordagem dos nii-
meros complexos, é necessario fazermos algumas consideragoes sobre outros con-
juntos contidos nos racionais(Q), consequentemente em (R) e C. No caso, como

sabemos, sao os conjuntos N dos ntimeros naturais e Z dos niimeros inteiros.

1.0.1 Conjunto N

O conjunto N dos numeros naturais, possui uma caracteristica diferente dos
demais que veremos aqui. Tal caracteristica se da pelo fato de N ter um me-
nor elemento. Conhecendo esse elemento podemos formas os demais como soma

repetida desse elemento com 1, a unidade.

Definicao de soma e produto em N e particularidades.

e Adicgao. A adigao é representada por ¢ = a+b, assim ¢ é um novo elemento

de N obtido pela soma de a e b com a,b € N.

e Multiplicagao. O produto em N é simbolizado por ¢ = a X b e ¢ € um
novo elemento de N obtido pelo produto de a e b com a,b € N. Também
podemos convencionar a X b = ab. A multiplicacao em N na verdade é uma

soma repetida, isto é, 3a = a + a + a.

e O primeiro de N. H4 discordia de alguns autores sobre o primeiro ele-



CAPITULO 1. CONSIDERACOES SOBRE N E Z 4

mento de N, ha quem prefira que seja 1, no entanto, vamos adotar 0(zero)
como sendo este elemento. Os demais elementos podem ser encontrados

com a soma repetida de 0 com 1.

e Todo elemento de N possui um sucessor. Algo também muito bom
entre os nimeros naturais, se resume, devido cada elemento de N possuir
um sucessor. Donde.

b=a+1

é o sucessor de a e

c=b+1

é o sucessor de b e assim sucessivamente.
Connhecido essas caracteristicas sobre N podemos defini-lo.
N={0,0+1,0+1+1,0+14+1+1,0+14+1+1+1,...}

isto é,

N =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...,1000, 1001, ...}

Propriedades importantes.

Ultilizando os argumentos que ja conhecemos podemos provar algumas propri-
edades sobre N, no entanto, como estamos apenas dando suporte ao que queremos
chegar, é mais coerente definir essas propriedades sem demosntragao. No caso,

cabe ao leitor.

¢ PROPRIEDADES SOBRE (N, +,)

i) Comutatividade da soma.
a+b=b+a VabeN
ii) Associatividade da soma.

a+(b+c)=(a+b)+c YabceN



CAPITULO 1. CONSIDERACOES SOBRE N E Z 5

iii) Existéncia do elemento neutro.

a+0=a VaeN
iv) Comutatividade do produto.

ab="ba VY a,beN
v) Associatividade do produto.

a(bc) = (ab)e Y a,b,c € N
vi) Identidade do produto.
l-a=la=a VaeN
vii) Distributividade do produto sobre a soma.
alb+c¢)=ab+ac Y a,b,ceN

viii) N nao possui divisores de zero.

ax0=0VaeN

axb=0=a=00ub=0Va,beN

Nos naturais também sao conhecidos N* que representa os naturais menos
seu elemento {0}, ou seja, N* = N — {0}. Tomando como base o conjunto N dos
naturais é que vamos definir os inteiros(Z) os racionais(Q) e entao podemos passar
para uma andlise mais especifica, construindo por meio de passos geométricos os

numeros reais.

1.0.2 Conjunto Z

Muitas vezes consultamos nosso saldo financeiro em uma conta corrente ou
mesmo quando analisamos nossa carteira de bolso e deparamos com uma ralidade

n mum, i ¢ mos no ‘“‘verm igni u m vendo.
bastante co , isto é, estamos no “vermelho”, significa que estamos devendo
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Isso ¢ um fato indesejado, além do saldo nao ser positivo no momento, estamos
devendo um produto que compramos no crédito. Podemos usar esse exemplo para
entendermos a necessidade e o surgimento dos niimeros inteiros. Como ponto de
partida vamos analisar a equacao abaixo, estender conceitos de N e utlilizar a

questao financeira anterior para resolvé-la.
a+r=0; aeN

Observe que é como se tivéssemos uma certa quantidade de dinheiro na car-
teira e utilizamos essa quantia para pagar uma conta justamente nesse valor. Mas
quando devemos, convencionamos a divida como uma quantia negativa no mo-
mento. Assim podemos representi-la como sendo —a que sera uma invencao para
resolvermos a equacao, pois, ao pagarmos a divida ficaremos com saldo igual a

zero. Matematicamente daqui para frente teremos:
a+x=0; aeN =z=—a
O que nos dard um novo conjunto que chamaremos de Z.
Z=A..,—5—-4,-3,-2,—1,-0,1,2,3,4,5, ...}

Note que Z apresenta uma particularidade se comparado ao conjunto N,
pois nao possui um primeiro elemento. Visto isso, ¢ de fundamental impotancia
que facamos também a extencao das definicoes de soma e produto de N para Z.

Chamaremos de inteiros positivos o conjunto representado por ZT = N e
inteiros negativos por Z~ = —N. E melhor ndo destacarmos aqui, por enquanto,
a qual dessas particoes 0 pertence para nao encontrarmos contradi¢oes comuns

na matematica e ficarmos atrelados a isso.

1.0.3 Origem dos sinais

Na época do Renascimento os matemaéticos sentiram cada vez mais a neces-
sidade de um novo nimero que pudesse ser a solucao da equacao que vimos
anteriormente.

a+r=0; aeN
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Como vimos isso se deu com a invencao dos numeros inteiros. Na verdade
muitas outras ciéncias necessitavam do surgimento desses numeros. Os fisicos
precisavam de simbolos para representar temperaturas abaixo de 0°C'. Os astro-
nomos e fisicos procuravam linguagem matemaética para expressar as forcas de
atracao entre dois corpos.

A idéia dos sinais veio com os comerciantes da época. Suponha que um
comerciante tenha eu seu armazém duas sacas de milho cada uma com 15kg. Se
vendece por exemplo 10kg de milho por dia ele marcava no saco em que retirou,
o namero 10 com um trago, (semelhante ao sinal de menos hoje), para indicar
que faltava 10kg de milho. Em seguida se resolvesse despejar o restante no outro
saco, escrevia o nimero 5 com dois tracos cruzados (semelhante ao atual sinal de
mais). Para indicar que havia 5kg de milho & mais. E foi assim que surgiu os
sinais - ¢ +.

Apartir dessas novas notacoes, os matematicos poderiam nao somente indicar
quantidades, como também, representar ganho e perda dessas quantidades através

dos sinais de — (menos) e + (mais).

1.0.4 Adicao e produto em Z

Vamos estender também as defini¢oes de soma e produto de N para Z.

Definicao 1 Ressaltado, Chamaremos de Z™ o conjunto dos mimerros inteitos,
ou somente, de N. Também chamaremos de Z= ou —N ao conjunto dos nimeros

nteiros negativos.

Exercicio. Visto essas duas parti¢oes em Z tente agora imaginar e argumen-
tar a qual delas 0(zero) pertence.

Para z € Z" ficam véalidas as mesmas propriedades de soma e produto no
conjunto dos niimeros naturais. A diferenca aqui nos inteiros é quando estivermos

operando com x € Z~. Para isso vamos definir uma regra que nos ajudarar.

Definicao 2 MUNDAN(CA DE SINAL.
Seja f : 7 — Z, uma func¢ao talque.

reN = f(x) e —-N;z +t(x) = 0= t(x) = —x negativo
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re—-N = f(z) e Nyz+t(x) =0= t(x) = —x positivo

Exemplo: Para z =5 = f(5) = —5. Parax = -5= f(—5) =5
Todas as oito propriedades citadas em N sao validas para Z™', assim, a soma
de elementos que pertencem aos inteiros positivos serd um novo inteiro positivo.

Mas quando tivermos elementos em Z~7

Definicao 3 VALOR ABSOLUTO. O wvalor absoluto ou modulo de um nimero
inteiro, nada mais € do que um numero inteiro que mede a distdncia até a origem.

Matematicamente falando.

2] = xr se x€ZT
| —z se x€Z”

Agora sim podemos estender soma e produto.
Definicao 4 SOMA EM Z

e Como jd vimos se a e b € Z nada hd para revelar jd que conhecemos as

propriedades de N

e Se a e b € =N utilizamos a troca de sinal. a — f(a) € N e b — f(b) € N.
Assim temos, ¢ = f(a)+ f(b) € N. Novamente c — f(c) = f(f(a)+f(b)) =
a+be —N.

e SeaeN ebe —N. Neste caso temos duas particularidades.

Se |a|] > |b|, entao teremos a+b = a—|b|. Que é a diferenga entre dois nimeros
positivos. Essa diferenca é a mesma que efetuamos no conjunto N cujo ja temos
bastante conhecimento.

Se |a| < |b], entdo a + b = t(|b] — a) . Podemos perceber que se resume
em calcular a diferenca de dois ntimeros naturais sendo o maior menos o menor,

depois fazemos a troca de sinal.

Definicao 5 PRODUTO EM 7Z. O produto de niimeros inteiros seque a mesma

idéia apresentada nos naturais, ou seja, como uma soma repetida. Assim teremos.

e SeaebeN jisabemos calcular.
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e Seaebe —N. Fazemos axb=|a| X |b|. Assim, é o mesmo que encontrar
o valor absoluto de a e b e efetuarmos o produto, uma vez que o mddulo de

um inteiro pertence a N.
e SeacNebe —N. Teremosa x b= f(a x |b]).

O conjunto Z, também é contavel e infinito. Comparando os inteiros aos
naturais, percebe-se que ambos possuem e mesmo elemento neutro, tanto na
soma como também no produto. No entanto Z é mais abrangente. Pois, além
de conter os naturais possui ainda o elemento simétrico, isto é, para todo a € Z,
tem-se:

a + as, = elemento nulo
at+as=0 = a,=—a

a, ¢ denomidado elemento simétrico de a.

Propriedades sobre (Z, +, )

Em relagdo a estrutura (Z,+). Podemos dizer que forma um grupo aditivo,

donde.
ea+(b+c)=(a+b)+c Va,bce Z
e Existe para cada a € Z um as € 7Z, tal que, a +a; =0
e Existéncia do elemento neutro.

a+0=a YaecZ

Além disso (Z, +) ainda forma grupo aditivo abeliano pois, Va,b € Z, tem-se
a+b=b+a
Para (Z,-). Como ja vimos seu elemento neutro é o mesmo de N, ou seja
a-1l=1-a=a; VYa€eZ
Também temos a associatividade.

a-(b-c)=(a-b)-c; Va,b,ceZ
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No entanto (Z,-) nao forma um grupo multiplicativo, pois nao existe = € Z
talque,

a-r =e

istoé,sea-x=1coma€Z =z ¢Z.

Como podemos observar, a estrutura (Z,-) deixa a desejar se comparada a
(Z,+). Tsso causa problemas na solu¢ao de equagoes. Pois podemos encontrar
problemas que seja preciso usar um inverso multiplicativo. Dai entao a necessi-
dade de talvez estender as definicoes de Z para outros caminhos, da mesma forma
que fizemos dos naturais para os inteiros.

Na verdade tudo o que enunciamos aqui sobre este segundo conjunto, nada
mais é do que uma expansao do primeiro, ou seja, conhecido o conjunto N e
algumas de suas propriedades, fizemos algumas manipulagoes para fora de N e
encontramos Z. Isto é uma forma muito utilizada na matematica com relacao
a teoria de conjuntos, uma vez que nao se pode deduzir algo muito aprofun-
dado, especifico, sem antes conhecer a base. Faremos esse método para também

definirmos, de forma breve, um novo conjunto mais amplo.

1.0.5 Consideracoes sobre QQ

Novos elementos

Uma das explicacoes que podemos dar sobre a necessidade de construir na
matematica outros conjuntos, se da pelo fato de que em determinados conjuntos,
nao encontramos saidas, ou se preferir, nao encontramos solu¢oes para muitos
tipos de equacoes algébricas. Isso se justifica se dermos uma analisada na equacao

abaixo em que a incognita é x.
ar =1 com a€Z

Se dispusermos apenas do conhecimento dos conjuntos aqui ji enunciados,
chegaremos a uma conclusao ligeiramente clara. Eles possuem uma incompleti-
tude algébrica. Para tanto, vamos introduzir mais alguns conceitos sobre esse
assunto. Ou melhor, vamos fazer uma expansao do que ja temos e deduzir algo

mais completo.
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Na verdade caro leitor, vocé ja sabe do que iremos fazer, faremos uma definicao
do conjunto Q dos nimeros racionais e veremos algumas de suas propriedades.
Mas antes de tudo vamos ver um pouco de abordagem histoérica.

Muitas vezes no nosso dia a dia sentimos a necessidade de medir objetos. No
entanto, nem sempre o objeto medido representa um ntimero inteiro de vezes da
unidade de medida adotada para a medicao. Por exmplo, ao medir uma ponte
ou uma porta, verificamos que ambas possuem medidas do tipo 35m e algo mais,
ou 2m e mais a metade de outro metro. Da mesma forma que se tem hoje a
necessidade de medir objetos, instrumentos, etc com medidas quase que exatas,
aconteceu também em passagens historicas em determinas civilizagoes.

Por volta de 3000 a.C, geometras do Egito trabalhavam fazendo marcagoes de
terras nas margens do rio Nilo em favor de sua populacao. No periodo das cheias
quase sempre o rio inundava essas marcagoes, desconfigurando-as, fazendo com
que fossem remarcadas. Para medir as terras os egipcios usavam quantidades
inteiras em uma corda. No entanto ao remarcé-las verificava-se que que nem
sempre as medidas dos lados do terreno davam exatas, ou seja, o lado do terreno
nao correspondia um numero inteiro de vezes a medida padronizada da corda.
Havendo assim a necessidade da criacao do nimero fracionario.

Voltando a equacao anterior, em que
ar=1 com a € Z

Podemos entendé-la como o produto de duas medidas que resulta em 1m (um
metro.) Como por exemplo.

2r =1

Que é o mesmo que.

r+x=1

. ) 1
O que se convencionou para o resultado de x como sendo o simbolo 3 que neste
caso representa a metade do metro. Na verdade assumiu-se uma invencao de
nimeros que quebram os inteiros em partes iguais. E as somas das partes tem-se

o inteiro. Em termos gerais, o que houve foi uma nova interpretagao de operacao
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chamada divisao que é contraria a multiplicacao. Assim os resultados de,

1
ar=1 com a€ Z = a=—
z

A partir dessas novas idéias podemos entao acrescentar os novos elementos

que surgiram ao conjunto Z da seguinte forma,
11 1 111
K=7% T T =y =y =y e
U { 7_47_37_27273747 }
Vamos agora estender SOMA e PRODUTO.

1
Definicao 6 SOMA. Considere a soma repetida de dois nimeros da forma —,
x

ou seja, —+ —. Note que € como se tivéssemos somando dois pedagos de medidas
xr x

1GUALS.

Exemplo:

Que é o mesmo que unir duas metades e econtrar a parte inteiro. Assim de

— + —
r
tem-se,
1 1 2
— + _ = —
r xr
Assim por diante o mesmo quando,
1 1 1 3
—t4-—==
r T T x

como também,
1 1 1 1 4
-+ —-t+-—+t-—=-
r T T x

Definicao 7 PRODUTO. O produto para os novos elementos pode ser entendido
como o mesmo passo que fizemos estendo o produto de N para Z.

Exemplo:

2><1—1+1
3 3 3

Mas como agora ja sabemos calcular essa soma entao teremos,

1 2
2X —=—
3 3
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2
Dai segue-se um resultado analogo para 2 x 3 isto é,

Até entao fizemos apenas umas defini¢coes de fragcoes, ou melhor, um conceito
de divisao na tentativa de encontrar estruturas que sejam capazes de resolver
inimeros tipos de equacoes. No entanto nao vamos dar nome nem ficar a mercé
do conjunto K citado anteriormente. Vamos encontrar algo mais amplo, ja que
agora temos algum conhecimento de tipos de fragoes e suas propriedades. Vamos

definir uma relagao da seguinte forma:

7Zx7 — Q
(z,y) — iwmy%O

Isso é uma associacao, na verdade uma divisao, em que tomamos dois ele-
mentos x e y de Z, com y # 0 e efetuamos essa divisao como sendo g Com
x chamado de numerador e y denominador. A esse novo elemento resultante
dessa associacao é o que podemos definir por conjunto dos nimeros Racionais,
popularmente conhecido como conjunto de todas as fracoes e representado por
Q.

Voltando a analisar a equacao ax = 1, podemos também chegar a uma solugao.

Se dividirmos ambos 0os membros por a a igualdade serd mantida e teremos um
resultado para x. Observe que podemos fazer isso ja que temos um leve conceito
de divisao.

ax

1 1
ar=1 = — =—, donde x=—
a a a

Esse valor de x representa um nimero racional, note que, foi necessario uti-
lizar novos procedimentos para encontrar a solucao da equacao, pois até entao
nao tinhamos argumentos suficientes. Isso ¢ mais um exemplo de extensao de
conjuntos.

Formalmente falando a representacao dada aos racionais é:
a
Q = {x; z= com a,b € Zeb+#0}

Sendo assim, vamos definir também soma e produto para Q.
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1.0.6 Soma e produto

Definicao 8 SOMA. Seja x,y € Q tal que x = % ey = cgl a soma r+y € definia
por:
- 241
x = 4=
Y b d
~ad+cd
N bd

Definicao 9 PRODUTO. O Produto de dois nimeros escritos em forma de fra-
cao € defintdo multiplicando numerador com numerador e denominador denomi-

nador.

Algebricamente temos.
a ¢ ac

b d  bd
Isso de justifica observando a seguinte propriedade.

e Comutatividade do produto. No conjunto K citamos algo do tipo.

1 = 1 x
x-— = —, mas seria 0 mesmo se fosse —-z = —. Sem perda de generalidade,

y oy Y Yy
que a multiplicacao é comutativa.

Usando esse argumento chegaremos na definicao anterior do produto de dois
racionais. Seria uma boa idéia que o leitor realiza-se essa observagao.

Até agora nao comecamos a falar do que realmente queremos, isso porque
nesse caso é coerente e se faz necessario relembrar alguns conceitos matematicos.
Vamos entao comegar a introduzir o que realmente interessa.

Vamos tomar como ponto de partida uma reta, escolher um ponto e marcé-lo
como sendo 0. A direita da reta temos os niimeros positivos. Os elementos de N
podem ser representados a partir do primeiro ponto a direita que macaremos como
sendo 1, os demais como 2,3,4,5,6,... podem ser obtidos transferindo a media
que vai de 0 a 1 para o lado direito de 1, e assim sucessivamente. Observemos a
figura abaixo.

Os pontos representados na reta é o conjunto N. Fagamos o mesmo procedi-
mento a esquerda do 0, ou seja, translatando o segmento que mede uma unidade
sucessivamente para esquerda de 0. Com os pontos encontrados acrescentaremos

o sinal de (—) para indicar nimero negativo. Como ilustra a figura abaixo.
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Figura 1.1: representacao de N na reta.

Figura 1.2: representacao de Z na reta.

Os pontos que estao enumerados na reta constituem o conjunto Z, que contém
N.

Vamos voltar a dar mais um pouco de énfase a Q.

Também é comum encontrar por ai uma definicao do produto de ntimeros

racionais da seguinte forma.

e Soma. Como estamos acostumados a ver a soma de dois nimeros racionais

como %+§; a,b,c,d € Zeb,d# 0. E definda por:

(mmcb(b, d) o+ (mmcb(b, d) b

mmc(b, d)

+

(Sl S
Ul o

Se b e d sao primos entre si temos:

_da+bc
T bd

_|_

ST e

a
b

Essa propriedade que envolve o mmc também pode ser adotada, mas, de
acordo com o que vimos percebe-se que isso nao é uma regra esclusiva a ser
seguida, pois definimos isso anteriormente.

Analisando a estrutura (Q, -) veremos que Q é a mais abrangente do que N e

Z pelo fato de que possui inverso multiplicativo. Isto é, existe para cada z € Q
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um elemento denotato por 71 € Q, tal que,
=1
Também sao validades as propriedaes.
e Distributividade. Va,b,c € Q tem-se,

a(b+c¢) =ab+ ac

e Sem divisores de zero. Vx,y € Q Temos,

r-y=0=2x=00uy=20

Dessa forma podemos concluir que Q forma um corpo. Sendo muito utili-
zado na resolucao de equacoes. Poderiamos entao deixar de expandir conjun-
tos e ficarmos satisfeitos com os racionais. Uma vez que esse conjunto possui
grande autonomia na resolucao de problemas matematicos. E também necessério

representa-lo na reta, isso facilita entender a amplitude de Q.
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Expandindo Q

Ainda se tratando de Q, existe nos racionais uma propriedade, digamos forte,
na qual define que, entre dois elementos de Q na reta existe sempre outro ele-
mento pertencente a esse mesmo conjunto. Também, uma observacao simples,
mas valida, é de que todo nimero inteiro pode ser escrito como uma fracao que
possui denomindador igual a 1, isso também dar mais autonomia a Q. Vamos
compreender melhor o que acontece na reta com a representacao dos racionais.

Em estruturas algébricas vemos representacoes do tipo G = (g), que simbo-
liza um congunto G gerado por um de seus proprimos elementos. Na verdade
somboliza um grupo, mas nao vamos entrar em detalhes aqui sobre esse assunto.

Exemplo:

N={1)={l-n; ne N}

Podemos escrecer os racionais também dessa forma. Observe.

2 2 a
@=<?>={?-Z;a,b€Zb7§O}

Vamos tomar uma reta s e fixar um ponto considerando o como sendo 0(zero).
Em seguida use o procedimento feito no capitulo anterior para representar os
inteiros. Teremos o resultado abaixo.

Agora tracamos uma nova semi-reta pelo ponto 0 e por ponto p localizado no

plano mas fora da reta, isto é, uma semi-reta obliqua a reta anterior .
e Agora marque na semi-reta todos os inteiros positivos antecessores a p.

e Trace um segmento de reta que vai de p para 1 € s.

17
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Figura 2.1: representacao de Z na reta.

e Em seguida trace segmentos de reta paralelos ao segmento anterior passando

pelos inteiros que estao entre 0 e p.

Observe!

o
[

1
Figura 2.2: representacao das fracgoes — na reta.
p

Identificado os pontos de encontro dos segmentos paralelos com a reta s, temos

que, por semelhanca de triangulo os pequenos segmentos de reta entre 0 e 1
o1 . . .

possuem a mesma medida —. E levados a diante representao sucessivamente as

fracgoes:

Note que, fazendo esse procedimento para p = 7 encontraremos a fracao - e

entao podemos deduzir as demais, uma vez que,

o-()
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€
5 Q, ou

Feito isso, podemos atentar agora para o fato de que,

G+ 7)
ue@ ;v a ﬂe@, com p,n # 0.

2 pn
Apartir disso podemos deduzir algo muito interessante. Q possui uma infini-

melhor,

dade de elementos, entre dois niimeros racionais ha sempre outro racional, a reta

possui infnitos pontos. Sera a reta o conjunto Q7.

2.0.7 Numero nao racional na reta.

Vamos tentar resolver essa hipdtese. Tomemos uma reta s e nela fixamos o ponto
0(zero) e a sua direita um ponto conveniente para 1. Utilizando um compasso,
trasferimos a medida de uma unidade tracando um segmento perpendicular a
s passando por 1. Em seguida unimos a extremidade superior do segmento ao
ponto 0, formando assim um triangulo retangulo de hipotenusa h, como mostra

a figura abaixo.

Figura 2.3: representacao da \/§ na reta.

Como sabemos, pelo teorema de Pitagoras h = V2. Novamente utilizando
um compasso trancrevemos a medida v/2 para a reta.

Observe:

0 1 D

Figura 2.4: representacio da v/2 na reta.

Note que h é igual ao segmento 0D, isto &,

h=0D =2
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Mas acontece que v/2 nao é racional!
Prova:
. . . . p
Considere v2 € Q. Assim podemos escrever raiz de dois da forma, = onde
q

mde(p, q) = 1. Seque-se que:
L=VE ==V = =2 ()
Donde p é par, ou seja, p = 2n. Substituindo em (1) temos:
(2n)? =2¢* = 4n* =2¢* = ¢* = 2n?

. Logo ¢ também é par. Absurdo! Pois, o mdc(p,q) = 1. Portanto /2 nao é
racional.

Podemos ver entao, que na reta existe outro conjunto além de Q. Quebrando
o que vinha acontecendo, esse novo conjunto nao contém os raconais. Se o novo
conjunto nao contém elementos racionais podemos chamé-lo de irracionais,
sombolizado pela letra I. Que se resume em elementos obtidos calculando raizes

quadradas de niimeros naturais que nao formam um quadrado perfeito como.
\/57 \/gu \/57 \/67 ﬁ7 \/gu Vv 107

Podemos calcular sucessivamente essas raizes quadradas de niimeros naturais
utilizando o mesmo procedimento que fizemos para calcular raiz de dois. No
entanto, ao transcrevermos o segmento da hipotenusa do tridngulo que se forma,
fazemos isso tragando um circulo no plano. O que nos dara a esquerda de 0(zero)
o valor negativo para o numero encontrado, tipo —v/2 e v/2. Vejamos a figura
abaixo para compreendermos melhor.

Agora tracamos uma parelala a reta s passando pelo ponto P. Em seguida
translatamos o segmento de uma unidade para uma posi¢ao perpendicular & s e
passando pelo ponto que representa raiz de dois. Assim teremos outro triangulo
com a hipotenusa medindo v/3 e assim sucessivamente para v/4, v/5, V6, V7, ...
Observe a figura 8 !

Assim podemos econtrar todos esse nimeros que chamos de Irracionais e
represend-los na reta. Note que Quando n é primo entdo /n ¢ irracional. Dessa

forma chegamos a conclusao que os Racionais nao compoe toda a reta.
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Figura 2.5: representacio da v/2 na reta.

(A (DF

—

Figura 2.6: representacao da :I:\/i, :l:\/g, i\/zl, :l:\/g, ... na reta.

Existem hoje muitos nimeros irraconais fundamentais na resolucao de pro-
blemas mateméticos. Como 7, e, P entre outras constantes conhecidas no ambito

dos céalculos.

2.0.8 Contexto Historico

Historicamente, a primeira descoberta da existéncia dos niimeros irracionais
é atrubuida ao matemadtico Hipaso de Metapondo, um seguidor de Pitagoras.
Acredita-se que Hipaso tenha feito uma demonstragao( provavelmente gométrica)
da raiz de dois ou do niimero de ouro, mostrando que nao é racional.

O curioso, foi que a idéia nao foi muito aceita por Pitagoras. Pois para ele,
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os novos numeros estavam fora dos padroes mateméticos. Pitdgoras considerava
por exemplo que a raiz de dois "maculava" até entao a perfeicao dos nimeros,
sendo assim nao poderia existir. Em virtude disso, h4 uma lenda na qual diz que
Pitagoras condenou seu seguidor ao afogamento.

A partir dai os nimeros irracionais passaram a ser quase que esquecidos. Foi
s6 com Eudoxo de Cnido que eles voltaram a ser estudados pelos gregos. Logo
depois, o décimo livro da série de Euclides foi especialmente atribuido aos niime-
ros irracionais. No entanto, foi somente em 1872, através do grande matematico
alemao Dedekind (de 1831 a 1916) que os irracionais foram incorporados na arit-

mética.

2.0.9 UnindoQal

Conjunto R e nomenclatura

Até entao vimos algo do tipo N C Z C Q e também que existe outro conjunto
conhecido por I na reta que nao contém Q. Como @Q também nao contém I

concluimos.
QNI={}

Como ambos representam os pontos da reta, ao unirmos Q a I teremos outro
conjunto bem mais autonomo do que os vistos até aqui. Podemos dar uma repre-
sentacao para esse novo conjunto, vamos por enquanto representi-lo apenas por
R ou também por todos os pontos de uma reta. Dessa forma, daqui em diante

teremos,

QUI=R

Assim R é o conjunto dos pontos de uma reta.
Ja que R representa os pontos de uma reta, entao vamos adotar conceitos
geométricos na representacao dos elementos de R. Em seguida, assim como foi

feito com os demais, vamos definir operacoes em R.

Nomenclatura dos elementos de R
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Assim como fazemos constantemente em cinemética ao escolhermos um refe-
rencial, um objeto por exemplo, para estudarmos fenébmemos apartir desse obejeto
que evidenciamos, podemos também fazer aqui a mesma metodologia para en-
tendermos os novos elementos que temos. Dessa forma, ao trabalharmos com
a reta vamos destacar um ponto, vamos apenas escolher de forma coerente um
ponto representara o ponto zero. Os demais elementos ou pontos da reta serao

representados tendo o zero como referéncia.

Definicao 10 Seja x pertencente a reta R, x serd representado pelo segmento de
reta ou vetor Ox que liga a origem(o ponto zero) a x que estd na reta, ou seja,

x — Ox.

Sendo o zero o nosso referencial, teremos a reta divida em duas semirretas,
uma a direita de zero e a outra a esquerda. Assim a semirreta a direita serd
o conjunto R* representando os elemenotos positivos de R, sem duvias serd a
semirreta que contiver o conjunto Q. Analogamente, a semirreta a esquerda de
zero repsenta o conjunto R~ ou os niimeros positivos de R, ou ainda, a semirreta
que contiver o conjunto Q™.

Agora os elementos de R possuem uma natureza geométrica. Cada ponto x
da reta sera o segmento de reta( ou podemos chamar de vetor da reta) que vai da
origem ao ponto z. A semirreta RT cresce para direita de zero indicando sentido
positivo, enquanto R~ cresce para esquerda indicando sentido negativo. Para este
ultimo caso, diremos somente que decresce. Em resumo, um ntimero do conjunto
R determina com a origem um segmento de reta no sentido positivo ou negativo.

Observemos a figura abaixo que ilustra os pontos x € R™ e —x € R™.

—

0(—x) %

-X 0 X

Figura 2.7: —z =0(—x) e z = Oz

Em virtudes de estarmos agora lidando com objetos geométricos, a verificagao

ou andlise pratica das definicoes que serao feitas aqui, se faz necesséario o uso de
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algumas ferramentas principalmente compasso e esquadro.

Se pensarmos um pouco chegaremos a uma deduc¢ao um pouco clara. Como a
uniao Q U I representa o conjunto R, que por sua vez equivale a todos os pontos
da reta. Entao R representa uma restricao do plano. Ou seja, possui elemen-
tos do plano a que pertence. Como podemos entender os pontos da reta como
segmentos de reta ou vetores com a origem no ponto zero, estao vamos analisar
primeiro algumas definicbes como soma, produto entre outras que ocorrem no
plano. Apartir dai podemos particularizar casos dessas operacoes e defini¢oes

para a reta.

2.0.10 O plano

Dado um ponto do plano, ele determina com a origem do sistema de eixos orto-
gonais um segmento de reta ou vetor dado por suas componentes, as coordenadas

de seu afixo (x,y). Observe a figura abaixo.

Figura 2.8: Ponto qualquer no plano.

Em que 6 é chamado argumento de p ou somente arg(p). O comprimento do
segmento de reta que vai desde a origem ao ponto p é chamado médulo de p dado

por,

| = Va2 + 2

Assim o ponto p qualquer do plano pode ser entendido pelo proprio vetor que

p forma com a origem. Na figura abaixo temos uma infinidade de vetores no
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plano que possuem direcao e sentidos diferentes, mas com o mesmo modulo dado

pelo raio da circunferéncia.

Figura 2.9: Mo6dulo de um vetor

Definicao 11 SO0MA: a soma de dois pontos ou vetores do plano € feita somando-
se as componetes de um vetor com as respectivas componentes do outro. Dados

p e q no plano, com p = (x1,y1) e ¢ = (x2,12). Temos,
p+q=(x1,11) + (2, 92) = (x1 + 22,71 + y2)
Podemos também realizar graficamente a soma através da regra do paralelogramo.

Definicao 12 REGRA DO PARALELOGRAMO: para somarmos vetores no plano usa-
mos a regra bastante conhecida, a regra do paralelogramo. Sejam dois vetores u

e v no plano, entao a soma se resume unindo a ertremidade de um vetor com a

origem do outro.

Observe a figura a seguir em que u e v sao dados por suas componentes.

\'

Figura 2.10: soma dos vetores u e v.
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Figura 2.11: u=ux +uy, e v= vy + vy.

Perceba que a diferenca se deduz da soma, isto é, x —y = x + (—y). Assim
podemos calcular também a diferenca quando ja sabemos fazer a soma. Na
verdade a diferenca acompanha também a regra do paralelogramo. Analisemos a

figura abaixo.

\Y

Figura 2.12: Diferanca u — v.

Todo vetor no plano possui seu inverso aditivo encontrado através de uma
rotagao de m. Ou seja, dado um vetor u no plano basta adicionarmos 7 ao seu

argumento e encontraremos outro veror u’, talque
u+u =0
Da operagao adi¢ao no plano podemos citar as seguintes propriedades

e Dados u = (z1,91), v = (x2,y2) € w = (3,y3) com u,v e w pertencentes
ao plano, entao

u+t (v+w)=(utv)+w
Da mesma forma acontece com a soma de vetores, pois é a mesma pratica.

—

+ (T +W)=(d +7)+w

—
u
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e Também como ja foi dito, todo ponto do plano que representa um seg-
mento de reta ou vetor com a origem, definido por suas coordenadas ou

componentes, possui seu inverso aditivo encontrado com uma rotacao de .

e Temos ainda, para qualquer ponto z = (z,y) do plano, a soma de z com o

ponto e = (0,0) resulta em z, isto é, é,
zte=(z,y)+(0,0) = (z,y) = 2

e A soma de pontos no plano também é comutativa, ou seja,

(1, 91) + (22, ¥2) = (22,92) + (21, 1)

Sem maiores duvidas, o plano representa um conjunto que forma grupo aditivo.

Definicao 13 PRODUTO NO PLANO: Dados p = (x1,y1) e ¢ = (x2,%2) 0 produto

p-q € definido por
p-q=(T1,y2) - (T2,42) = (T122 — T1Y2 , T1Y2 + YoT2)

Em que |p-q| = |p|-|q| e aléem disso, arg(pq) = arg(p)+arg(q). Observe o grafico

abaixo.

L 4

e
Il - lal

Figura 2.13: |p- q| = Ip| - |q]-

Conhecido o produto no plano, vamos destacar agora as propriedades relativas

a esta operagao.
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Associatividade

(a’7 b) ’ [(Cv d) ) (67 f)] = [(av b) ’ (C7 d)] ) (67 f)

e comutatividade

(U,, b) ' (C, d) = (Cv d) ' (a’7 b)
e elemento neutro

(z,9) - (1,0) = (1,0) - (z,9) = (z,9)

¢ Elemento inverso. Seja (x,y) # (0,0) pertencente ao plano existe (z,y) !

no plano talque,

(z,y) - (z,y)" = (1,0)

. . -1 372 —Y
além disso (z,y)" "' = PR PG

e Distributividade
(a,b) - [(e;d) + (e, f)] = (a, D) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)

Com essas propriedade podemos entao dizer que o conjunto dos pontos do
plano exceto (0,0) forma grupo comutativo. Apartir do conhecimento que ja
temos em relcao ao plano, podemos estudar casos particulares nesse conjunto,

como por exemplo, o conjunto R, j& que repesenta o conjunto dos pontos da reta.
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Conjunto R e propriedades

Tomando como base o plano é que vamos particularizar casos espacificos para
a reta, ja que o plano possui uma represenatacao geométrica mais autonoma do
que R.

Analisando a defini¢cao de soma no plano pela regra do paralelogramo como
podemos repassar essa idéia para os pontos da reta?

Basta adimitirmos que temos um paralelogramo incomum, mas véalido. Ob-
serve que podemos imaginar a transformacao de um paralelogramo formado por

vetores quaisquer e um angulo a.

\Y

Figura 3.1: paralelogramo qualquer.

A medida que « diminui, os vetores vao ficando mais proximos de se econ-
trarem na mesma reta. Quando o = 0 teremos um paralelogramo degenerado
com os vetores na mesma reta. E dessa forma que podemos entender a soma
de segmentos pertencentes a reta R, da mesma maneira que a soma de vetores
do plano. O uso do paralelogramo se torna muito especial para o que queremos,
pois permite transferir segmentos de reta ou vetores sem perder modulo, direcao

e sentido. Podemos transferir segmentos da reta R utilizando compasso.

29
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3.0.11 Soma em R

Definicao 14 SOMA. A soma serd feita utilizando um compasso para transferir

a origem de segmentos de reta ou vetores para a extremidade do outro.

Sejam x,y € RT, acompanhe a figura abaixo. Transferindo a origem do
—> —>
segmento ou vetor Oz para a extremidade de Oy teremos como vetor resultante

— =
O0x + Oy ou somente o ponto x + y da reta R.

K origem

~

O(x+y)

0 =

} Ox

| 3

| — 7

-

. 3 )

0 X+y

Figura 3.2: z,y € RT

A diferenca também pode ser interpretada através da adicao. Pois,
r—y=1z+(-y)

Mas para isso precisamos do inverso aditivo de y. Para encontrarmos o inverso
aditivo de y € R fazemos o mesmo passo realizado no plano, isto é, fazemos uma
rotacdo de 7 com o segmento de reta ou vetor Oy.

Sejam z,y € RT, acompanhe a figura abaixo. Encontrando o inverso aditivo
de @, entao podemos efetuar a diferenca 0z — O_y> = 0z + (—O_g);)

Em seguida aplicamos a propriedade da soma para ()—Z>E+(—()_f>y), ou seja, unimos
a origem de um com a extremidade do outro para encontrar o vetor resultante.

Agora que sabemos também calcular a diferenca utilizando uma rotacao de 7

vamos destacar o que de fato essa rotacao representa na reta.

Definicao 15 MUDANCA DE SINAL. Dado um ponto x qualquer da reta ou
conjunto R, podemos aplicar uma regra que estabelece uma mudanca de sinal

para r. A mudanca de sinal encontra o outro vetor da reta que possui mesmo
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_y< :O 8. X
0 - X
R —
0 A

\— resultante

Figura 3.4: Diferanca x —y : z,y € R

mdodulo de x, no entanto, com sentido contrario. A mudanca de sinal € feita com
0 mesmo passo realizado no plano quando deseja-se determinar o inverso aditivo

de um vetor. Portanto, através de uma rotacao de 7.

Podemos deixar claro ainda o que representa o segmento de reta que um ponto

na reta forma com a origem.

Defini¢do 16 MODULO. Dado um ponto x qualquer da reta ou conjunto R, o

modulo de x € o segmento de reta ou vetor determinado pela distincia da ori-

gem(ponto zero) ao ponto x. Asssim,
lz| =7 =0z

Podemos perceber que o moédulo na reta na verdade é uma adapatacao do plano.
No plano temos infinitos pontos que determinam segmentos de retas de mesmo
comprimento, dizemos que podemos ter infitos pontos com mesmo modulo. Ja&

na reta teremos apenas dois, r e —x. Assim,

|z]=r=|—z| Vzr e R

Conhecida essas definigoes, analisemos a soma de forma mais detalhada.



CAPITULO 3. CONJUNTO R E PROPRIEDADES 32

A soma de elementos do conjunto R assumiré valores na semirreta R™ ou R,

dependendo de alguns casos.

e Sejam z1,75 € R entdo a soma

(71 + 22) € RT

e Se r1,z9 € R~ fazemos primeiro a soma dos modulos depois fazemos uma

rotacao de 7w para o resultado. Assim teremos

r1 + 29 = —(|x1| + |22|) = 1+ 22 €R™

e Sexr; € RT exy € R™. Neste caso a soma pertenceré a semirreta R™ quando

|z1| > |z2|. Caso contrario o resultado da soma pertencera a semirreta R™.

Como nao poderia deixar de ser, os pontos de R, por ser uma restricao do

plano, logo também forma grupo aditivo. Onde.
e Dados z1, 29,23 € R temos.
1+ (12 + 23) = (11 + 22) + 23
e O ponto zero é o elemento neutro para esta operagao.

r+0=2z, VxelR

e Para cada x € R existe seu inverso aditivo ou elemento simétrico denotado

por (—z) encontrado com a rotagao de , talque,
r+(—x)=0
Além disso a soma também é comutativa. Dados x,y € R entao,
r+y=y+x: VER

Vamos analisar agora a operacao multiplicagao no conjunto R.
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3.0.12 Produto em R

Definicao 17 PRODUTO NA RETA. O produto de dois elementos x1 e x5 da

reta serd feito restringindo a definicao feita no plano.
e Se x1,12 € RT. Neste caso o produto seré feito da seguinte forma,

Ty Ty = |21| - |11 = 2129 €RT

e Se x1, x5 € R™. O produto é analogo ao item anterior.

.’131'I2:|.T1"|I‘1| = I1 - To e R*

e Sex; € RT exy € R Neste caso calculamos primeiro o produto dos
modulos, em seguida fazemos uma rotacao de 7 para o resultado. Como a

rotacao de 7 corresponde a troca de sinal, entao teremos,

1 -x9 = —(|z| |ly]) = 21 22 €R”

Observe que cada ponto da reta determina com a origem um segmento de reta

que possui argumento igual a zero ou argumento igual a 7, ou seja,
arg(x) =0oum VzeR

O que determina o arg(z) é sua posigao na reta. Se © € RT entao o segmento
ou vetor que ele determina tem argumento zero. Agora se x € R™, dai segue-se
que o arg(x) é w. Assim, quando efetuamos o produto qualquer x; - x5 na reta a

soma de seus argumentos é zero ou 7, o que implica (z1 - z2) € R

Defini¢ao 18 Seja v € R, se x € R entao arg(x) é 0. Caso contrdrio, se

x € R™, isso implica arg(zx) igual a .

O produto de elementos do conjunto R também adimite propriedades em

relacdo a multiplicacao. Assim teremos.

e Dados x1,x9,23 € R entao é validada a associatividade em relacao ao

produto.

T - (1'2 . ZL’3) = (ZL’I . (L’Q) . ZE3)
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e Existe o elemento neutro para essa operacao denotado pelo segmento 01 de

origem no ponto zero e extremo no ponto 1. Tal que.

r-l=x,VzxelR
. . e 1
e Existe para cada x € R seu inverso multiplicativo denotado por — talque,
x

1
=1

x - —
i

Assim, conslui-se que (R,-) é grupo multiplicativo.

3.0.13 O corpo ordenado (R, +,-,>)

Agora que temos um conjunto bem mais amplo, o conjunto formado por todos
os pontos da reta ou somente a reta, vamos analisar também as propriedades
que relacionam soma com produto e ainda a relacao de ordem envolvendo estas
operacoes.

Ja que estamos lidando com a reta, com objetos geométrico, podemos dar um
argumento justificando a distributividade relativamente a soma.

Observe que nossos elementos sao seres geométricos, entao podemos fazer uma
analogia com o célculo de areas. A area de um retangulo por exemplo, é nada
mais do que o produto de elementos da reta, pois é o produto de segmentos de

reta. Observemos a figura seguinte.

b+c

a ab ac

b C

Figura 3.5: Propriedade distributiva.

Como estamos trabalhando com um conjunto que pode ser representado ge-
ometricamente por uma reta e que possui infinitos segmentos de reta, podemos

trabalhar estes segmentos para o calculo da area da figura acima.
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Calculando a éarea do retangulo maior teriamos
Ar = base - altura = a(b+ ¢)
Para o célculo dos outros retangulos disjuntos teriamos
Ari=ab e Apy=bc
Mas da figura segue-se que
Ar =Ap + Ars = a(b+¢) =ab+ be

Portanto é verdade que vale a distributividade.
Assim, vemos que R também é subgrupo comutativo do plano. O que o torna
um conjunto muito utilizado na resolucao de probblemas.

TEOREMA 01

Adigdo e desigualdade.

Sejam z,y,2 € R, se x > y entao

rT+z2>2y+z

Caso contrario, se x < y entao teremos,

r+z2<y+z

Demonstragao:

Vamos tomar dois pontos x,y da reta tais que x > y em seguida um outro
ponto qualquer, depois efetuamos a soma. Ora, se x > y entao x esta a direita
de y. Quando translatarmos os vetores que estes pontos formam com a origem,
seguindo a regra da soma. Entao a soma z + z permanecerd a direita de y + z.

Acompanhe os passos na seguinte.
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0 Z :y X

i L,

0 X N \

| | \

| 4| X+z
0 |

Figura 3.6: Adicao e desigualdade x + 2z > y + 2

Observe que x + z sempre permanecerd a direita de y + z quando =z > y.
Para x < y o procedimento geométrico é analogo a este, a diferenca é que x seréd
identificado na reta a esquerda de y e consequentemente x + z ficard a esquerda
de y + z.

TEOREMA 02

Multiplicagdo e desigualdade.

Dados z,y,z € R. Sex <y e z > 0. Entao

rz < yz

Agora se z < 0, logo teremos,
Tz > Yz
Demonstracao:
Primeiro observe que se um ntmero do conjunto R é positivo entao ele possui
argumento igual a zero. Sejam z,z positivos, como |zz| = |z||z| e além disso
arg(xz) = arg(x) + arg(z). Entdo arg(zz) é zero pois arg(x) e arg(z) é zero.
Portanto o produto de positivos é positivos.

Assim para o primeiro problema temos.

Sez>0
r<y=y—x>0 =>zy—2) >0 =2z2zy—220>0 =>zz<yz

Agora observemos a figura 20..
Podemos perceber que arg(x) é zero, enquanto o arg(—x) é w. Se multipli-

carmos —z por y qualquer na semirreta R~ teremos.

arg(—xy) = arg(—x) + arg(y) = arg(x) = vy € R"
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—_—— -

Figura 3.7: Rotagao de .

Portanto o produto de negativos é negativo.

Voltando ao que queremos mostrar, se x < y e z < 0 segue-se que,
r—y<0 =z2r—y) >0 =z2z0—2y>0 = zz > zy

Falamos muitas coisas aqui sobre R. Que esse cojunto é composto por todos
os pontos de uma reta. Sem perda de generalidade R é a reta. Vamos chamaé-la
de reta REAL ou CONJUNTO DOS NUMERQS REAIS.

TEOREMA FUNDAMENTAL

De acordo com as proprieades vistas aqui sobre os nimeros reais, chegamos a
conclusao que a reta real é um conjunto que munido de suas operacoes forma um
corpo ordenado. Assim temos, existe um corpo ordenado completo chamado

corpo dos numeros reais.

3.0.14 Imcompletitude algebrica de R

Agora que ja estamos quase dando por satisfeitos com o ultimo conjunto que
estudamos, definimos e analisamos suas propriedades em relagao as operacoes
mais predominantes, soma e produto. Podemos comecar a analisar e tentar re-
solver varios tipos de equacoes.

Vamos diretamente ao ponto, observemos a equacao abaixo.

24+1=0

Se colocarmos em pratica os conhecimentos que ja temos na resolucao de
equacoes do segundo grau, ou melhor, resolvendo de forma simples, chegaremos

ao seguinte resultado para z.
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v =1

O mesmo que,

P=-1=z-2=-1

Vamos tentar resolver esse problemas com nimeros reais.

e Se x € R entao.

=z xR

pois como vimos anteriormente

arg(z - z) = arg(z) + arg(x) =0

e Nos resta apenas quando x € R™. Dessa forma teremos

> =x-reR"t

Como também foi dito na tultima se¢ao, quando = € R~ o arg(z) = .
Donde
arg(z - x) = arg(z) + arg(x)

Mas na reta o tanto faz o argumento 27 como 0(zero) é indiferente.

Portanto a equacao nao apresenta solucao no conjunto R dos niimeros reais,
a reta real. Assim, vemos a necessidade de novamente estender os conceitos que
ja temos aliando os com outras idéias com o objetivo de resolver problemas que

envolvam raiz quadrada de nimeros negativos.



Capitulo 4

Construindo C

Antes de tudo é bom estabelecermos de inicio as finalidades pretentidas nesse
capitulo. Devido a imcompletiude algébrica de R queremos um conjunto mais
abrangente na solucao de equagoes matemaéticas, algo novo e diferente dos demais
elementos que vimos aqui. Nao entenda a diferenca como uma abordagem mais
complica, na verdade essa diferenca se estabelecera apenas pela aparéncia estética
dos elementos.

Se tratando do plano, temos todos os “ponto iguais”, pois nao diferenciamos
um ponto do outro apenas pela observacio. E o mesmo que foi dito anteriormente
para a reta. A reta real é formanda por uma uniao infinita de pontos, esteti-
camente os pontos sao os mesmos, no entanto fizemos uma referéncia utilizando
o numero zero e estabelecemos os demais niimeros na reta como distancias do
ponto zero. Para se ter uma idéia mais intuitiva dessa observagao, nao sabemos
diferenciar os dias da semana dos outros, dizemos que é segunda, terca, etc. De-
vido uma adptacao do tempo orbital do nosso planeta ao dar uma volta em torno
do sol, e restringimos a dados e tempos mais curtos, as semanas. Além disso nao
sabemos se é domingo ou segunda pelo nascer do sol por exemplo, nem por outo
fenomeno natural.

Estudaremos aqui a formacao do plano gerado por duas retas perpendiculares,
pelo que j& temos serd a reta R. Assim tomemos um sistema formado por duas
retas perpendiculares, a reta real. Embora as retas sejam a mesma, represente-
mos na horizontal por x e na vertical por y. Novamente vamos tomar como nosso
referencial o zero, no entanto, o zero serd apenas o primeiro referecial que toma-

remos nesse conjunto. Dai, as retas se interseptam justamente no ponto (0,0).

39
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Como mostra a figura abaixo.

B

AN
4

X

Figura 4.1: Sistema de retas ortogonais.

Como o nosso trabalho agora serd baseado no plano acima, vamos introdu-
zir as regras basica do jogo. Tomaremos como conhecimento primitivo algumas
propriedades sobre ponto, reta, angulo, enfim alguns axiomas da geometria eucli-
diana, dados como pressupostos ja inerentes ao nosso conhecimento. Assim, nao
precisaremos fundamentar certas operacoes da geometria no plano.

Um ponto p qualquer no plano sera designado por (z,y) ou seja, p = (z,vy).
Além disso,

R ={(z,0): z € R}

O nosso ponto de partida serd o ponto (0,1) € R?, serad chamado de unidade

imaginaria representado pela letra ¢
i=(0,1)
Assim fazendo o calculo de i? temos.
i =(0,1)(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0) = (~1,0) = -1 = i* = —1
Voltando a equacao dada anteriormente,
2?+1=0 =2°>=-1

teremos ¢ = (0,1) como resultado da incognita. Em particular as equagoes do
segundo grau que apresentarem o discriminante menor que zero, isto, o A(delta)

negativo passaram a ter raizes, desde que sejam chamadas raizes imaginarias.
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Para qualquer ponto (z,y) no plano estabelecido, teremos.

(z,y) = (2,004 (0,y)
= z+y(01)
= T+ yi

= (ry) =  w+tyi

Definicao 19 NUMER0S COMPLEX0S. O conjunto C dos nimeros complezos re-

presenta o conjunto de todos os pares ordenados escritos da forma:
C={z+yi 2,y e R}

Assim um nimero complexo representa uma exten¢ao do conjunto R. Também
podemos nos referir a um nimero complexo como sendo, = + yi = (z,y)

Para melhor didatica do assunto podemos trabalhar com nomes diferentes o
nimero que acompanha a unidade imaginaria e o que nao acompanha. Dessa

forma, dado um ntmero complexo z = x + yi temos,
e 1 representa a parte real de z, ou somente, Re(2)
e y representa a parte imaginaria de z, ou somente, Im(z)

Agora olhando paro lado geométrico da situacao, a unidade imaginaria deter-

mina um segmento de reta no plano medindo uma unidade.

| m(z) /

—i=(0)

0 Re/(z)

Figura 4.2: Plano complexo

Da mesma forma ocorre com os demais niimeros complexos. Ao escrevermos
um numero z = z + yi da forma z = (z,y) estamos tirando indiretamnete o
conceito de complexo, pois estamos introduzindo natureza geométrica, ja que um
ponto qualquer no plano determina um segmento de reta com a origem dos eixos.

Observe os nimeros complexos no plano abaixo.
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Im(z)

~2+5i
~O+4i
5+3i

Re(z)
-3-2i

6-5i

Figura 4.3: Representacao geométrica de alguns complexos.

Ao trabalharmos com o nimero complexo genérico tanto faremos referéncia a

nomenclatura a + bi como z + iy, ou ainda (z,y)

4.0.15 Operacoes em C

Definicao 20 SOMA: A soma de nimeros complexos tembém acompanha a soma
de vetores no plano, ou seja, somando-se as componentes de um com as respecti-

vas componentes do outro.

Dados z = a + bi e w = ¢+ di. Temos,

z+w = (a+bi)+ (c+di)
= (a,b) + (c+4d)
= (a+c,b+d)

=z+w = (a+c)+(b+d)i

O que geometricamente nos d4 a mesma regra do paralelogramo, isto é, unindo
a origen do segmento que z = a + bi determina, com a extremidade do segmento
que w = ¢ + di determina. Observe a figura 4.4.

O mesmo acontece com o modulo de um namero complexo. E a medida do

segmento de reta que seu afixo forma com o ponto (0,0), a origem dos eixos.
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Im(2)

Re(2)

Figura 4.4: Adicao geométrica de complexos.

Donde segue-se que para qualquer z = a + bi, com z € C tem-se.

2l = (a+bi)]
= (e, 0)|
_ JETE
= |z| = Va?+b?

Geometricamente temos

Im(z2)

lz| =Va%*+ b?

a Re(2)

Figura 4.5: Mo6dulo de um ntimero complexo.

Assim como os nimeros reais formavam segmentos de reta que por sua vez
possuiam seus respectivos argumentos, um nimero complexo também contém

essa caracteristica, pois representam pontos no plano, os pares ordenados (z,y),
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com z,y € R. A diferenca apenas se estabelece pelo fato de que na reta cada
elemento tem argumento igual a zero ou 7, ja no plano teremos os elementos com

seus respectivos argumentos no intervalo [0, 27].

Im(z)

Figura 4.6: Argumento de z = a + bt

Assim, o conjunto dos niimeros reais positivos é o subconjunto de C tal que os
seus elementos tém argumento igual a zero. Ja os reais negativos, é o subconjunto
de C tal que os seus elementos tém argumento igual a .

No capitulo anterior, dizemos que o produto de niimeros reais ¢ uma restricao
do produto ralizado no plano. Para o caso dos complexos temos uma extencao

da multiplicacao em R.

Definicao 21 PRODUTO EM C. A multiplicacao de nimeros complexos € feita
muliplicando os pares de nimeros como fazemos com a propriedade distributiva

no conjunto R

Dados dois complexos z = a + bi e w = ¢ + di temos.

zow = (a+ bi)(c+ di)
= ac+ bdi*® + adi + bei
= ac—bd+ (ad + bc)i
=z-w = (ac—0bd)+ (ad+ be)i

Lembre-se de que,

i=(0,1) = i*=-1

Trazendo para o plano visualizamos nelhor a multiplicacao. Pois, no plano
temos,

|2 w| = |z] - Jw]
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Além disso,

arg(zw) = arg(z) + arg(w)

Im(2)

N jj "

Re(2)

Figura 4.7: Argumento de z = a + bt

O ntimero complexo z = 1+ 0 é o elemento neutro para esta operagao. Assim
Vz € C temos,
z- (14 0i) ==z

Existe para cada z € C um elemento denotado por Z chamado conjugado de
z. Dado um ntmero compelexo z = a + bi o seu conjugado é Z = a — bi. Assim,
para encontrar o conjugado de z basta substituirmos a parte imaginaria pelo seu
inverso aditivo. Dessa forma teremos, |z| = |Z|. Geometricamente representa a

figura abaixo.

Im(z)

Figura 4.8: |z| = |Z]
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Temos também para cada z € C seu inverso aditivo ou elemento simétrico.
Donde, o inverso aditivo de um nimero complexo qualquer é encontrado da
mesma forma que fazemos no plano, com uma rotacao de w. Pois C = R?

Dado z = a+bi € C, basta substituirmos a parte real e imaginario pelos seus

respectivos inversos aditivos. Dal,
z=a+bi = z,=—a—bi = z+2z,=(0,0)
Evidentemente no plano temos,

Im(z)

0 Re(z)

Figura 4.9: Inverso aditivo ou simétrico.

4.0.16 Propriedades em C

Assim como fizemos para os demais conjuntos visto aqui, é importante tam-
bém conhecermos as propriedades no conjunto C. As propriedades sao as “defesas”
de um conjunto, é que fala mais alto em um grupo de elementos, sao elas que

mostram o quao é abrangente e autébnomo o conjunto.

Sobre a adicao

Observe que temos agora o conjunto de pares ordenados com coordenadas

reais, o conjunto dos ntiimeros complexos, onde C = R?. Assim teremos;
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e A soma é comutativa. Dados z = a + bi e w = ¢ 4 di. Dai segue-se que

z+w=w+z2

e Também é validada a associatividade da soma. Para quaisquer z,w,k € C
temos,

z+(w+k)=(Cz4+w)+k

e O namero complexo e = 0+ 0i = (0,0) é o elemento neutro para essa
operacao. Onde, Vz € C

z4+e=z

e Como vimos anteriormente existe para cada z = a + bi € C seu inverso

aditivo ou elemento simétrico z, = —a — bi talque,

z+ zs = (0,0)

Logo, conlcui-se que a estrutura (C,+) forma grupo aditivo abeliano.

Nao vamos demonstrar todas as proprieadedes citadas neste capitulo, mas
podemos dar um suporte ao leitor, uma dica de como tais propriedades podem
ser verificadas.

Como os complexos representa o plano formado por pontos com coordenadas
reais, entao observe o caso da comutatividade relativamente a soma.

Dados z = a + bi e w = ¢ + di, da soma segue-se que

z+w = (a+bi)+ (c+di)
= (a,b) + (c,d)
= (a+c,b+d)
= (c+a,d+0b)
= w+ z

= zZt+w = w+z

Note que comutamos a + ¢ e b + d dentro do par ordenado, isso se justifica
pois ja sabemos somar niimeros reias, além disso a soma de segmentos da reta
real é comutativa, como vimos no capitulo anterior.

A verificacao das outras propriedades em relagao a soma seque um caso ana-

logo a este tultimo. Um bom exercicio para o leitor.
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Sobre o produto

e E valida a associatividade. Dados 2z, w, k € C tem-se.

z-(w-k)=(z-w)- -k

e Elemento neutro. Vz € C existe e = 1 + 0¢ donde,

z-(140i) ==z

e Inverso multiplicativo. Dado z = a+ bi € C. Existe um elemento denotado
por 2! talque,

227V =140i

em particular z~! é dado por,

= ¢ + - l
-\ + 12 a? 4 b?
e E valida a distibutividade relativamente & soma. Sejam z,w, k € C tem-se,

2tw+k)=z-w+z-k

e O produto é comutativo. Dados z,w € C. Temos,

Portanto, a estrutura (C, -) forma grupo multiplicativo abeliano.

Assim como foi feito nas propriedades da adi¢ao, vamos fornecer a idéia de
como fazer as demonstracoes, faremos a demonstr¢ao de uma dessas propriedades,
dai o restante segue-se como um método analogo.

Inverso multiplicativo.

1

Seja z = a+ bi € C . Queremos encontrar z~* = z +yi onde z- 2z~ = 1 + 0i.

Do produto segue-se que,

z-z71 = 1+0:
(a+bi)-(x+iy) = 1+40i
(CL, b) ’ (I,y) - (170)

(ax — by, bx +ay) = (1,0)=
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ar —by = 1 (ax —by) - (=b) = —b —abxr +b%y = —b
br +ay = 0 (bx +ay)a = 0 abr +a*y = 0

Somando as parcelas do ultimo sistema temos,

—b
2 2, __ 2 2 _ —

. o . . . —abz + by = —b
E ainda, multiplicando a equacao de cima do sistma { abz + ay g Ppor
—a ) b
(—) e a de baixo por (—) temos,
b a
(—abx +b%y)- () = —b-(38) _[a’z—aby = a
(abx +a%y) - (&) = 0 Vr+aby = 0

Dai somando os membros do tdltimo sistema vamos ter,

2 2 2 | 72 a
b — b = —
ar+br=a = (@+b)r=a =z (a2+62)

Portanto, quando tivermos

, , . a —b
(a+bi) (x+yi) =140 =>z= (cﬂ——i—b2>; Y= (m)

Sobre o conjugado

Com relacao ao conjugado de um nimeros complexo, podemos citar as seguintes
propriedades importantes.

Seja z € C temos,

e O conjugado do conjugado de z é o proprio z.

wll
I
N

e A soma de z com seu conjugado é o dobro da parte real de z .

2+ 7Z =2Re(z)

e Ja a diferenca de z pelo seu conjugado é o dobro da parte imaginaria de z.

z—2z=2Im(z)

e O produto de z pelo seu conjugado é o quadrado do modulo de z.

z-Z=z]?
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TEOREMA 01. Sejam z,w € C. Entao.
(i) z+tw=z+w

()z-w=z-w
Provemos (i).

Sejam z,w € C, com z =a+ bi e w = ¢+ di. Assim teremos.

z+w = (a+c¢) + (b+d)i =

z+w = (a+c¢) — (b+d)
= a+c -— bt — di
= a—bi + c—di
= z + w =
z2+w = Z4+w

Sobre o médulo

Em relagao ao médulo de um ntimero complexo temos algumas propriedades
que precisam ser destacadas.

(i) O modulo é sempre maior ou igual a zero. Ou seja, Vz € C |z] > 0.

(ii) 2| =0 & 2z =0+ 0.

(iii) |2[ = [2|

(iv) Re(2) < |Re(2)] < |2]

(v) Im(z) < [Im(2)] < |2]

TEOREMA 02 Dados z,w € C. Entao,

(i) O modulo do produto é o produto dos modulos
2wl = |z] - Jw]

(ii) O modulo do quociente é o quociente dos modulos

z

w

||

fwl

Agora que ja conhemos bem o conjunto C, analisemos como é definida a

, comw # 04 01

divisao de niimeros complexos.

Definicao 22 DIVISAD. Sejam z,w € C com w # 0+ 0i. O quociente Z ¢ defi-
w

nido multiplicando numerado e denomindor pelo conjugado de w. Assim temos,

gl &l

z z
w w
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Em particular, sejam z,w € C, com z = a + bi e w = ¢+ di. Teremos,

_ (a+bi) (c—di)
(c+di) (c—di)
_ (a+bi)- (c—di)
2+ b2
z  [(ac+bd) (—ad + be) ;
% T {02+d2}+[ 2+ d? ]

Voltando a analisar o plano complexo, veremos outra forma de representar
um numero complexo z = a + bi, tomando como referéncia as projecoes que o

ponto determina nos eixos ortogonais.

4.0.17 Forma polar de um niimero complexo.

Dado um nimero complexo

z=a+bi (%)

Sabemos que z forma um segmento de reta no plano complexo, com origem no
ponto (0,0) e extremidade no seu afixo. Além disso, z determina um éangulo 0

com o eixo 0x chamado arg(z). Como mostra a figura abaixo.

Im(z)
bl z=athi = (ab)
g
-
0 a Re(2)

Figura 4.10: Representagao geométrica.

Observe que a e b sao segmentos de reta. Assim, do AOaz(tridngulo de vértices

0, a e z) retangulo em a temos.

cos(0) = 2= |z| - cos(0)

2|
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sen(f) = 4o p= |z| - sen(6)

2]

Substituindo a e b em (%) teremos
z=|z|-cos(0)+i-(|z| - sen(f)) = z=|z|-(cosf +1i-send)

z = |z| - (cosf + i - senf) é donominada forma polar de z

Na verdade, quando usamos um numeros complexo qualquer dessa forma,
tanto podemos chama-la de forma polar como forma de Moivre, em referéncia
ao matematico francés Abraham de Moivre, pois foi Moivre quem introduziu a

forma polar utilizando conceitos da trigonometria.

4.0.18 Contexto historico

O plano de Argan-Gauss

A representacao grafica dos nimeros complexos foi introduzida através de es-
tudos de Gaspar Wessel(1745-1818), publicados em 1789 na Revista da Academia
Dinamarquesa. No entanto, a idéia s6 comecou a ser conhecida a partir de 1806
quando Jean Robert Argand(1768-1822) publicou sua exposi¢ao. A incorpora-
¢ao definitiva da representacao grafica & matematica s6 se deu quando divulgado
os trabalhos de Carl Friedrich Gauss(1777-1855), durante a segunda década do
século XIX.

Por isso, quando o plano cartesiano é utilizado para representar niimeros com-

plexos é costume chamé-lo de Plano de Argand-Gauss.

4.0.19 Operacgoes na forma polar

Voltando a representacao polar, podemos generalizar o caso de
z=|z| - (cosl + i - senh)

Ao utilizarmos um numeros complexo através dos conceitos trigonométricos, es-
tamos particularizando o caso geral da formula de Moivre que leva a seguinte
igualdade.

2" =z|" - [cos(nb) +i- sen(nb)| ; Vz € Z
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Para se ter idéia da expressao acima, bastar lembrarmos da definicao que ja
foi citada neste capitulo.
Dados z,w € C temos.

|2 - w| = |z] - Jw]

com,

arg(zw) = arg(z) + arg(w)

&

Il - lal

Figura 4.11: Representagao geométrica.

Assim acontece o mesmo na forma polar. Sejam z,w € C com,
2z =|z|-(cosl +i-senb) e w = |w| - (cosa + i - senc)
Entao o produto z - w é definido por
z-w = |z||w| - [cos(§ + ) + i - sen(f + )]
Ja para o caso genérico de 2" temos,

2= (|z] - |z - .. |2]) [cos @+ 0+ ...+ 0)+i-sen(0+ 0+ ...+ 0)] =

\ \ / /
v

n vezes n vezes n vezes

= 2" = |z|" - [cos(nf) + i - sen(nh)]
Divisao

Em consequéncia do produto na forma polar é possivel deteminar também a

divisao. Assim dados z,w € C com

z=|z|] - (cosl +i-senb) e w = |w| - (cosa + i - sena)
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Da divisao segue-se que
— = -—-[cos(f —a)+i-sen(f — )]

Para melhor interpretacao da definicao, basta lambrarmos que divisao é con-

traria ao produto. Além disso sabemos

2l _ |2

Donde arg(g) =arg(z) — arg(w)

wl

No plano teremes algo do tipo.

Iz =|z
w

I\

61_62

Figura 4.12: Representagao geométrica do quociente.

E também interessante vermos uma sintese da aplicacao da formula de Moivre
para a radiciagdo. Isso explica muitos casos comuns no conjunto dos nimeros

reais.

Radiciacao

Ao trabalharmos com equagoes mateméticas, muitas vezes encontramos dois
resultados para a incognita, como por exemplo, as raizes quadradas de nimeros

que formam quadrados perfeitos como,
?—1=0 = z2=V1 = z==+1

?2—4=0 = x:\/z = r==+2
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Entre outras inimeras equagoes.

Vamos tomar como ponto de partida a primeira equagao, assim
r=vV1 ==1

A unidade(1) é um namero complexo, mais precisamente é um real puro. Repre-

sentando o na forma polar temos,
1 =1-[cos(0) +i-sen(0)]

Como solucao de 22 = 1 temos 1 e —1, correspondem a dois pontos no plano.

Como —1 € R~ na forma polar temos,
—1=1"-[cos(m) + i - sen(r)]
Sem perda de generalidade teremos,
[cos(m) + i - sen(m)]* = [cos(0) + i - sen(0)]* = 1 = cos(0) + i - sen(0)

Cosidere a circunferéncia de raio unitario no plano complexo abaixo.

cos(pi) + i sen(pi) cos(0) + i sen(0)

Figura 4.13: Observagao: pi =7

Obseve que bastou fazermos uma rotacao de m para encontrarmos as raizes
quadradas da unidade.

O caso segue anédlogo para outras raizes da unidade. Assim teremos para

$:\3/I:> =1
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Vamos adotar o um método axioméatico por enquanto. No exemplo anterior
tivemos duas solucoes, pois se tratava de raiz quadrada, para este outro caso
teremos trés solugoes, ja que é raiz ctibica. Na circunferéncia anterior de raio

. N 27 . 2
unitario fizemos uma rotacao de 5 agora faremos uma rotagao de EY e teremos
a segunda raiz, em seguida rotacionamos novamente apartir do ultimo complexo

encontrado. Como mostra afigura abaixo.

cos(2pi/3) + i sen(2pi/3)

s(0) + i sen(0)
\ co
<

o

T

cos(4pi/3) + i sen(4pi/3)

Figura 4.14: Observagao: pi =7

Da mesma forma, o método sera valido para z = v/1 = z* = 1 e assim

sucessivamente.

cos(pi/2) + isen(pi/2 )

cos(0) + isen(0)

N/

cos(pi) + isen(pi)

T~

7N

/
cos(3pi/2) + isen(3pi/2)

Figura 4.15: Observagao: pi =7

O bom das raizes da unidade é que se encontram no mesmo circulo de raio
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unitario, assim como a unidade. Mas esse fato nao é valido para outras raizes
como, /2, V/7,v/7 e assim por diante. Na verdade, o método feito para encontrar
as raizes da unidade, é uma particularidade do que a formula de Abraham de
Moivre nos fornece, embora nao vamos demonstra-la aqui, mas da potenciacao,

ou seja,

2" =|z|" - [cos(nf) + i - sen(nd)]

é possivel extrair também um método genérico para a radiciagao de nimeros
complexos. Assim dados,

w= 2z =uw" =z

onde teremos,
R { (9+2k7r> , (9+2k7r>}
w=+/|z|- |[cos | ——— ) +i-sen| ——
n n

ke{0,1,2,...n—1}

com,

Assim teremos n raizes da raiz n-ésima de z.

Em particular, logo, raizes n-ésimas de 1

2k 2k
V1 = cos (—W) +1i-sen (—ﬂ)
n n

Visto todos os conceitos, definicoes e propriedades no conjunto dos ntimeros
complexos, podemos ainda ressaltar a estrutrura que este conjunto representa.
Tomando como base as operacoes de soma e produto em C como também as

propriedades vista até entao, basta acrescentarmos uma ultima propriedade.

Definicao 23 O cojunto complexo nao possui divisores de zero. Dados z,w € C
temos.

z-w=040 & 2=04+0t ouw=0+02

TEOREMA
O conjunto dos niumeros complexos munido das operagoes de soma e produto,

além de ser um ANEL forma um CORPO.
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Sao essas e outras propriedades que os nimeros complexos nos fornecem, tanto
escritos na forma algébrica como na forma geométrica(forma polar). Assim os ni-
meros complexos surgiram para que podecemos trabalhar com os pontos do plano
de forma mais pratica e detalhada. Assim como foi dificil para os mateméticos
interpretar e assumir a existéncia dos niimeros irracionais, o mesmo aconteceu
também com o conjunto dos niimeros complexos, ficando subtendido o porque do
nome adotado. Toda via, apartir do momento que o conjunto C pode ser estu-
dado através dos conceitos geométricos, tirou-se indiretamete o sentido maximo

da palavra complexos, uma vez que nao seria algo estranho ao que se conhecia.



