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Nesta monografia estou apresentando os numeros, dos naturais aos complexos
como parte do meu projeto de livro de Cdlculo em que este conteido serd o primeiro
capitulo.

palavras chave: limite, fun¢do, nimeros.

This monograph takes the numbers from the natural numbers to the complex num-
bers as subject. This is to be the first chapter of my new book on Calculus.
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Esta monografia tem a pretengdo de se transformar num livro, pretensiosa! Entre-
tanto o seu futuro ainda vai ser menos inglério uma vez que o autor pretende trans-
formé-la no primeiro capitulo dum livro de Célculo. Seria o capitulo sobre os nimeros
que sdo os objetos basicos do Célculo. Na verdade os objetos basicos do Calculo sdo
as fungdes porque o Célculo tem duas ferramentas principais, a derivada e a integral
que atuam sobre as funcdes e ndo sobre os nimeros. E Calculo € calcular integrais e
derivadas!

Mas o Calculo também lida com uma ferramenta que é necessdria as outras duas
importantes ferramentas a que me referi no pardgrafo anterior, o limite. O cdlculo dos
limites € outro dos terrores que os estudantes de Cdlculo enfrentam, na verdade um
terror produzido, porque calcular limites, por um lado ¢ dificil, e por outro lado esta
dificuldade pode ser atenuada com algumas técnicas mais avancgadas, entdao, porque nao
avancar primeiro para depois fazer os cédlculos de forma mais facil? Eu estou seguindo
esta linha de trabalho. E aqui eu tenho um segredo neste processo, um nimero real é
um limite e no nivel do Célculo, limite é nimero real. Inclusive as “propriedades dos
limites’nada mais sdo do que as propriedades dos nimeros reais coisa que € omitida
nos livros de Célculo.

Os cinco primeiros capitulos sdo sobre a constru¢do dos nimeros. Acho que ficou
faltando exercicios e ainda vou fechar esta lacuna, quando a monografia virar livro!
Mas estd no ponto de fazer referéncia ao ultimo capitulo que € um tanto diferente dos
demais, € uma lista de exercicios. Em principio os exercicios sdo aplica¢do direta
dos cinco primeiros capitulos, mas hd excecdes. Se vocé achar que algum exercicio é
dificil, muito provavelmente ele estard fora do contexto. E eu tenho em mente um deles
que seguramente estd fora do contexto, mas vou deixar que vocé mesmo o descubra,
até porque pode ndo estar fora do contexto para si! Este exercicio a que me refiro é
exatamente o né que me faltava para me decidir por este livro de Célculo, com ele eu
estou renovando o ensino do Calculo, ele diz respeito ao cdlculo da derivada do seno
que € uma dos entraves de goela do ensino do Célculo e que eu descobri uma forma
simples de fazer esta demonstracdo. Demorei dois ou trés anos para descobrir e vocé
pode ver que é uma bobagem ancorada na descoberta que Euler e De Moivre fizeram
de forma independente no século 18. Eu ndo sei exatamente a historia da férmula de
De Moivre que € a expressao complicada da formula de Euler e esta historia precisaria
ser contada. Eu defino a férmula de Euler como uma inven¢do,foi como Euler abriu
o caminho para a constru¢io da exponencial complexa, e ela vai abrir o caminho no
terceiro volume do meu livro de Calculo para uma simplificagdo imensa de muitos
dos célculos que apertam as estudantes. E isto que entendo que marca o meu livro e
que me encorajou a escrever um novo livro sobre esta disciplina sobre a qual existem
possivelmente milhares de livros escritos. Mas ndo € s6 a derivada do seno, o simples
uso dos niimeros complexos vai tornar muita coisa trivial e a formula de Euler-De
Moivre cai dentro dos numeros complexos.

Eu ndo estou sé neste método, sei que outros autores brasileiros jd trilharam o
caminho que estou trilhando e seguramente eu preferia que este livro fosse de varios
autores, e com certeza seria melhor do que um livro dum tunico autor. Esta talvez seja
a principal ideia sobre a publica¢do de uma monografia em que eu estou me expondo e
expondo a ideia. Quicas me convidam para um trabalho comum!



Capitulo 1

numeros naturais

1.1 Uma tentativa historica sobre os numeros

Os nimeros s3o os objetos basicos da Matemadtica que popularmente € chamada de
“ciéncias dos niimeros” embora hoje ela seja muito mais do que isto, confira dlgebra,
andlise, geometria, estatistica e logica que sdo as divisdes classicas da Matemética em-
bora seja dificil classificar todos os tépicos da Matemadtica apenas entre estas divisoes.
Confira divisées da Matemdtica da American Mathematical Society.

Os nimeros, em particular os niimeros naturais cujo conjunto € designado pelo
simbolo N,

N =1{0,1,2,3,4,...} (1.1)

sdo a base de tudo em Matemdtica e em computacdo. Uma imagem, uma fotografia
digital, é feita duma codificacdo construida com nimeros. E uma codificacio que um
programa adequado pode ler e reproduzir a imagem.

Na figura (fig. [L1)), pagina 3l vocé pode ver o cddigo fonte duma imagem em que

mc [tarcisio@casal:~/tex/dicionario/Video

Arguivo  Editar  Ver Pesguisar Terminal  Ajuda

6D BA 1A OA | 60 00 00 6D | 49 48 44 52 | 00 €0 04 22 .
68 62 00 60 | 60 52 1D 20 | S5A GO 0O €0 | B9 70 48 59
C4 60 00 BE | C4 81 95 2B | OF 1B 00 €0 | 84 7E 49 44
EDDD @7 78 | 14 D5 16 Co | F1 99 DD 4D | 25 34 43 27
49 20 10 7A | 93 22 04 B1 | DO 45 50 A4 | AA 14 55 50
64015121 |(F40E21 F4 | 1EJTAA2 68 | 88 28 €8 DZ D.
FAEEBC 4D | 8324 BB C9 | DEDD 9D 20 | EB FF F7 F1  ..J...M.§.
73 CF9C 7B | 67 76 CE B4 | EB 14 45 91 | 66 00 60 08 .g63sF {gvb
13 60 60 06 | 60 80 75 28 | 33 06 €0 00 | ©0 AB 8C 32 @=:K...... u(3.
80 CA 28 33 | 80 60 B0 0O | AB BC 32 63 | 00 00 00 80 ......(3.
60 86 86 AB | 8C 32 63 60 | 80 €0 88 CA | 28 33 06 08 .,
C 60 66 A8 8C | 32 83 66 66 | 66 86 CA 28 | 33 66 60 6@ | 06 A8 8C 32 ....
G 3 60 60 B0 | 80 CA 28 33 | 60 00 ©0 @0 | AB 8C 32 B3 | ©0 B0 B0 88 ....
CA 28 3360 | 60 60 60 AB | BC 32 63 00 | 00 60 BO CA | 28 33 60 68 .
60 80 A8 8C | 32 03 60 00 | B0 80 CA 28 | 33 00 €0 60 | 00 A8 8C 32 ...
63 00 00 60 | 80 CA 28 33 | 60 0P 00 00 | A8 8C 32 63 | 0O 60 00 80 .
CA 28 3360 | 00 60 00 AB | 8C 32 63 00 | 00 €0 80 CA | 28 33 00 60
60 @0 AB 8C | 32 63 00 00 | 60 80 CA 28 | 33 GO 0O @0 | 0O A8 8C 32
503 66 66 00 | 80 CA 28 33 | 60 06 00 66 | AB BC 32 ©3 | 06 00 €0 80
CA 28 3300 | 06 @b @@ AB | 8C 32 03 @0 | 60 €0 80 CA | 28 33 00 0B
60 @0 AB 8C | 32 B3 00 60 | ©0 80 CA 28 | 33 €0 0O 60 | ©O A8 8C 32 .
63 60 60 60 | BO CA 28 33 | 60 6P 60 @0 | AB BC 32 63 | @0 6@ @0 B8O
2 4 5 6

Figura 1.1: Cédigo fonte duma imagem

aparecem numeros na base hexadecimal que € a codificacdo numérica usada hoje nos
computadores em lugar da antiga codificagcdo bindria.
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Mas os niimeros naturais apareceram para contar e a historia de como eles aparece-
ram ndo somente € intrigante como € muito dificil inseri-los na teoria da Matematica.
Uma frase atribuida a Leopold Kronecker: “deus nos deu os niimeros naturais, e o resto
nds construimos” diz tudo a respeito dos nlimeros naturais e até mesmo da dificuldade
de fazer para eles uma construcdo l6gica. Como disse Kronecker, é mais facil assumir
que sabemos tudo sobre N e dai partir para construir o resto.

Os livros didaticos estdo cheios de anedotas explicando como apareceram os nimeros.

e Os pastores tinham um monte de pedrinhas ao lado do portdo do cercado onde
as ovelhas passavam a noite e iam separando pedrinhas a medida que cada ove-
lha entrava no cercado. Se sobrasse uma pedra 14 iam eles em busca da ovelha
que estivesse faltando, ou quando nascia um novo animal, nova pedra era colo-
cada no monte. Este € um exemplo simples de abstragdo em que substituimos
um conjunto por outro estabelecendo uma funcédo bijetiva entre eles para que o
conjunto mais simples ou mais fécil de de ser manipulado represente o outro.

e Com o passar do tempo surgiram nomes, um, dois, trés, quatro, cinco, seis, ...
para substituir as pedras e entdo bastaria escrever na areia o Ultimo nome para
saber se todas as ovelhas tinham sido conduzidas para o cercado. Mas, observe,
estes nomes sao arbitrarios. Porque trés é o sucessor de dois? Porque nao nos
sentamos em mesas para comer com o prato numa cadeira?

resposta as perguntas feitas acima podem vir duma comparacdo entre algumas
linguas. E interessante fazer uma comparacdo entre as vérias linguas que a Huma-
nidade fala. Os primeiros 20 nimeros tem algumas semelhangas entre todas elas e sdo
a parte mais dificil da contagem porque inteiramente destituidos de qualquer légica a
nao ser o processo cultural que os produziu onde talvez se possa ir buscar justificagao
dos nomes que eles tém:

1. portugués um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove, dez.
espanhol uno, dos, trés, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez.
@ one, two, three, four, five, six, seven, eight, nine, ten.
francés un, deux, trois, quatre, cing, six, sept, huit, neuf, dix.

sueco en, tvaa, tre, fyra, fem, sex, sju, octa, nio, tio.

AN

russo odin, dva, tre, tchitere, piati, sex, cem, vocem, deviati, deciati.

Claro, os russos ainda usam um alfabeto diferente do nosso, o cirilico.

Sado nomes, aparentemente, tomados ao acaso mas que tem algumas semelhancas
mesmo entre as linguas como o 6 que € praticamente o mesmo nas seis linguas listadas
acima. O 1 é semelhante em quase todas elas assim como o 2, 3. Depois seguem-se
11,12, ..., 20 que novamente tem aparéncia de ter sido inventados como modifica¢cdes
dos dez primeiros. Certamente h4 justificativas historicas para que a Humanidade os
tenham inventado com os nomes que eles tem.

Posso deixar para os historiadores, e talvez o que vou dizer ja seja bem conhecido
e discutido, o formato dos vinte primeiros nimeros sugere que durante muito tempo,
a Humanidade nao precisou de contar além de 20, ou ainda que 20 deve ter sido du-
rante muito tempo um ndmero muito grande para as necessidades da Humanidade. E
somente quando esta necessidade se tornou significativa para ir além de 20 é que as
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distintas culturas da Humanidade corrigiram a 16gica usada para os nimeros 1, 2, ...,
19 para adotar uma logica regular para os nimeros que vao de 20 em diante, que é o
que posso ver nas seis linguas que usei para comparar.

A partir de 21, se segue em fodas as linguas acima uma regra l6gica bem estrutu-
rada. Se vocé aprender a contar até 20 em qualquer uma destas linguas, a continuacao
a partir de 21 é um processo légico que € facil de dominar. Uma pequena excecdo é o
francés

e que chama 70 de soixante dix que significa sessenta dez,
e depois chama 80 de quatre vingt que significa quatro vinte

e ¢ finalmente chama 90 de quatre vingt dix que significa quatro vinte dez.

E tem l6gica, apenas muito complicada!

Seria interessante acrescentar aqui, se alguém me ajudar eu anexo, os 20 primeiros
numeros naturais em tupi guarani, drabe, chinés, japonés para reforcar possivelmente
a teoria que estabeleci acima de que estes 10 primeiros niimeros representam o esfor¢o
maximo para aprender a contar e partir de 21 ficam todos os nimeros dentro duma
16gica simples. Por exemplo, a linguagem mais complicada das que listei acima, russo,

e 21 ¢é odin na dvadeciati
e 22 ¢é dva na dvadeciati
e 23 ¢ tre na dvadeciati

e 24 ¢ tchitere na dvadeciati

portanto como nas outras linguas a repeticdo dos primeiros nove nimeros com um
nome que foi inventado para a segunda dezena, em russo dvadeciati que é bem mais
16gico que o nosso vinte.

Deixando de lado o francé€s em que 75 € soixante dix cing, € segue a légica com-
plicada do francés, todas as linguas tem uma légica clara para a numeracao a partir de
21.

E o processo continua para a terceira dezena, quarta dezena, ... até 99.

Depois vem 100 em que se d4 um novo salto com nomes diferentes nelas todas,
mas semelhantes entre algumas.

1. portugués cem 100, 110 cento e dez
2. espanhol cien 100, 110 ciente y diez
inglés hundred, 100, 110 hundred ten

francés cent 100, 110 cent dix

sueco hundra 100, 110 hundra tio

A

russo sto, 100, 110 sto deciati

Depois 1000 € outro salto cultural,

1. portugués mil 1000, 1010 mil e dez
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(e

espanhol mil 1000, 1010 mil y diez
inglés thousand 1000, 1010 thousand ten
francés mil 1000, 1010 mil dix

sueco tusen 1000, 1010 tusen tio

AN

russo ticiatchia 1000, 1010 ticiatchia deciati

Mas a partir de 1.000.000 absolutamente todas as linguas usam exatamente a
mesma palavra com pequenas variagdes proprias de suas respectivas culturas. Mas
nao sei se isto € verdade em tupi guarani, drabe, chinés, japonés porque nada sei destas

29 (134

linguas. E “chinés”, “japonés” é uma forma simplificada de se referir as centenas de
“dialetos” que o povo da China, do Japao e dos demais paises asiaticos fala.

1.2 Os elementos do conjunto N

Mas insistindo, e acompanhando Kronecker, se aprendermos, ou aceitarmos os
ndmeros naturais, o resto a gente constrdi “‘facilmente”, e dou razao a Kronecker e
para mim o ponto de partida, sem discussdo é N.

Vou incluir em N também o zero. Aqui ha uma divergéncia entre os matemaéticos,
uns dizem que 0 ¢ N, e com certa razdo, na auséncia cabritos os pastores ndo devem ter
se preocupado em fazer qualquer registro, portanto o zero ndo seria natural. Para mim
o zero € um numero natural e portanto eu digo que 0 € N, e tenho uma forte razdo,
sem o zero o conjunto N ficaria mais deficiente do que ja €, com o zero, melhora
um pouco. E depois, que definiu N com maior exatidao foi o matematico italiano,
Peano que estabeleceu uma lista de 9 axiomas para estabelecer quais eram as regras do
comportamento dos nimeros naturais, € um dos axiomas estabelece que “IN tem um
primeiro elemento”. Eu prefiro comecar do zero. ..

O zero € uma forte abstragdao, da mesma forma como o conjunto vazio. Sao dois
conceitos matematicos que € dificil de se produzirem com objetos da Natureza, mas a
Matematica ndo pode viver sem eles, e nem a Natureza! Sao abstragdes importantes.

Os nimeros, em Matemdtica, se classificam entre as seguintes conjuntos:

NCcCZcQcRcC (1.2)

chamados, respectivamente,
1. naturais
2. inteiros,

racionais,

reais,

ook W

complexos.

Os numeros naturais s3o um objeto mais proprios da [6gica matemdtica, 0s inteiros sao
mais proprios da dlgebra. Os nimeros racionais, reais e complexos sdo estudados mais
intensamente no Cdlculo Diferencial e Integral e na andlise matemdtica.
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Os numeros complexos criaram um ramo da andlise matematica que € chamada
de andlise complexa e que estd a base da teoria das funcéoes e da teoria das fungoes
holomorfas ou teoria das fungoes analiticas.

Confira também

numero algébrico, confira algébrico, nimero

nimero complexo, confira complexo, nimero C

nuimero natural, confira natural, ndmero N;

numero racional, confira racional, nimero Q;

ndmero real, confira real, ndmero R;;

ndmero transcendente, confira transcendente, numero R

Voceé pode ver um pequeno video sobre os nimeros naturais que se encontra publi-
cado numa pédgina da Sobral Matemadtica, procure o link

www.Ssobralmatematica.org/aveiro/Numeros.mov

L4 vocé pode encontrar outros formatos, escolha algum que lhe seja possivel ver
em seu dispositivo.

Esta talvez seja a razdo porque os matematicos se dividem quando se discute se
o zero € um numero natural. Alguns preferem dizer que ndo. De fato o zero € uma
abstragcdo. Quem nada tivesse nada teria para contabilizar e portanto o zero é pouco
natural. Eu prefiro incluir o zero como niimero natural e a minha justificativa € a lei do
cancelamento

a+b=c+b = b=c—a+b = c—a=0; (1.3)

Os niimeros naturais sdo fracamentdl definidos por nove axiomas de Peano. E
comum apresentar os axiomas de Peano agrupados segundo uma certa aplicagao.

1. N ndo € vazio O conjunto dos nimeros naturais ndo € vazio e portanto contém
pelo menos um elemento cujo simbolo € 0. Para Peano, este elemento seria 1 por-
tanto eu estou modificando os axiomas de Peano. Este € um dos pontos criticos
dos axiomas de Peano, nada impediria de considerar que o primeiro elemento de
N fosse o nimero inteiro —3 ou 3 e toda a axiomdtica de Peano funcionaria. Na
verdade os axiomas de Peano sao a formulacdo do principio da inducdo finita e
N € um dos possiveis resultados da aplicag¢ao deste principio.

2. Daigualdade: Estes axiomas definem o conceito de relacdo de equivaléncia.

(a) reflexividade

(Vx)(x € N)z = ; (1.4)
(b) transitividade
(Vx,y, 2)(x,y,z € N)x =yey = zimplicaz = z; (1.5)
(c) simetria
(Vx,y)(z,y € N)x = y implica que y = z; (1.6)

Fracamente porque os axiomas de Peano também se aplicam ao conjunto {-3,-2,-1,0,1,2,... }.
Na verdade Peano definiu a indugdo finita.
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3. Fechado para igualdade Se

a€Neb=aentdiob € N. (1.7)

O uso deste axioma ocorre em situagdes como operacdes com fragdes, se o re-
sultado final for, por exemplo, %“, com a # 0 entdo %a = 3,ecomo 3 € N nao
ha razdo para considerar estes dois objetos como diferentes e ambos pertencem
ao conjunto N.

4. A operagdo sucessor Existe uma operacdo, s, chamada de sucessor com as se-
guintes propriedades:

(a) s(0) =1;s(n) € N paratodon € N;
(b) 5(s(0)) = 2;s™(0) = n;
(c) Para qualquer n € N; s(n) = 0 € falso;

(d) séinjetiva: s(n) = s(m) = n=m;

5. O principio da indugio finita

Considere K um subconjunto de N que tenha as propriedades seguintes:

(a) 0 € K;
b)) ge K = s(q eK

entdo K = N.

Teorema | 1 (infinitude dos nimeros naturais) N ¢ infinito

Dem |:
Entdo N tem um maior elemento, a.

s(s(a)) < a; (1.8)
s(s(a))=s(a)+1=a+14+1=a+2<a = 2<0; (1.9)
porque
s(a) =a+1les(s(a)) =s(a)+1=a+1+1=a+2;

Contradigdo porque N tem apenas niimeros positivos com 2 < 0 entdo N ndo pode ter um maior elemento
e ¢ assim infinito.

A construcdo feita por Peano é minuciosa, ele pensou em todos os detalhes, e in-
clusive, a constru¢cdo de Peano foi em parte produzida independentemente por Frege
sem que nenhum dos dois soubesse dos trabalhos do outro. Ainda assim € possivel
perceber que o conceito conjunto infinito se mantém vago uma vez que ele depende
de uma aplicagdo repetida, indefinidamente, de uma certa operacdo e esta “a¢dao” nao
poderia ser nunca executada. Observacdes deste tipo conduziriam aos trabalhos de um
dos fundadores da computacdo, Turing, e seu célebre teste, a mdquina de Turing.

A Matematica, resolve problemas praticos, mas ela estd longe de ser uma teoria
perfeita ou exata! Talvez isto seja o seu aspecto mais forte, as suas falhas, uma perma-
nente fonte de inspiracio de das pesquisas.

Os niimeros naturais t€m uma deficiéncia operatdria em relagdo as duas operacodes
nele definidas, adicdo e multiplicacdo, o que levou sucessivamente a construcdo do
conjunto dos nimeros inteiros e depois dos nimeros irracionais.
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Além da adicdo, o conjunto dos nimeros naturais admitem a operacdo de multiplicagdo
e as propriedades da multiplicacdo s@o as mesmas da adi¢do eis porque eu vou agora
resumir as propriedades da adi¢do num formato que vou copiar depois para descrever
as propriedades da multiplicacdo:

Definicao 1 (proprieddade da ) adicdo em N

1. Existe um elemento neutro para adi¢cdo em N que é o zero, tal que a + 0 = a
para todo a € N.

2. a adigdo é associativa, a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ para quaisquer niimeros
a,b,c e N.

3. a adicdo é comutativa, a + b = b + a para quaisquer dois niimeros naturais.

Expressar as propriedades por meio de axiomas parece uma pouco dificil de se acei-
tar a primeira vista. O primeiro axioma a + 0 = a parece tdo 6bvio que nem precisaria
ser estabelecido. Mas € quando se resolvem equagdes que se observa a importancia
de estipular os axiomas como as regras para que dlgebra funcione. Deixe-me resolver
uma equacao para lhe dar um exemplo.

r+3=T, (1.10)
(r +3) —3=7-—3; aqui tem um erro!; (1.11)
x = 4; solucdo correta, obtida por meios ilegais!; (1.12)

Encontrei a solucdo correta da equacdo, entretanto usei de meios ilegais. O nimero
—3 ¢ N nio poderia aparecer nestas contas porque ele ndo existe no conjunto N. Este
€ um erro muito comum que vem em consequéncia dum atalho muito usado “quando
um niimero passa para o outro lado, troca de sinal”’. Em N ndo existe troca de sinal.

A unica forma de resolver esta equacdo em N € por tentativas, ou entdo, inventar
uma nova operagdo chamada subtracdo em N. Mesmo assim a solu¢do tem que ser
feita por tentativas o que prova que a subtracdo é¢ uma operacao mal definida em em IN.
Ela ndo tem as propriedades da adi¢do, ndo € comutativa e nem associativa.

A multiplicacdo € outra propriedade definida no conjunto IN:

Definicao 2 (proprieddade da ) multiplicacdo em N

1. Existe um elemento neutro para multiplicacdo em N que é 0 1, tal que a x1 = a
para todo a € N.

2. a multiplicagdo é associativa, a * (b x ¢) = (a * b) x ¢ para quaisquer niimeros
a,b,c e N.

3. amultiplicacdo é comutativa, axb = bxa para quaisquer dois niimeros naturais.

Eu simplesmente copiei a defini¢do da adigdo e troquei por multiplicagdo e depois
troquei + por *, e troquei o zero pelo 1. As propriedades s@o as mesmas, e isto denuncia
que estou diante duma estrutura algébrica coisa que vocé pode entender como um
modelo. Vocé esta vendo que existem dois exemplos deste modelo:

(N, +) e (N, ) (1.13)
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Vou convida-la para um pequeno voo em abstracdo e dizer-lhe que sempre que ti-
vermos um conjunto A com uma operagio, de tal modo que (A, %) tenha estas trés pro-
priedades, se diz que (A, *) € um monoide. Entdo N é um monoide aditivo e também
€ um monoide multiplicativo.

Monoide € uma estrutura algébrica. E estamos cheios de estruturas algébricas a
nossa volta, por exemplo, o conjunto das horas do relégio é um monoide aditivo e ndo
tem sentido dizer-se que seja um monoide multiplicativo. Chame

H={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} (1.14)
E um exercicio que lhe deixo verificar as propriedades da adicdo das horas no
relogio, vocé€ deve concluir que

(H,+); + é a adi¢do das horas (1.15)

(H,+) é um monoide.

Tome um desafio, resolva a equacdo x + 7 = 3 na estrutura de monoide das horas
do relégio! E possivel resolver de forma muito parecida como se fosse o conjunto dos
niimeros inteiros. Divirta-se! Afinal, aprendemos também para nos divertir!

Certamente vocé sentiu que € existe muito abstracdo na explanacao caracterizando
as propriedades das operacdes numa série de itens que se assemelham a burocracia
judicidria. . .

Este € o método axiomdtico de descrever a ciéncia, ele tem alguns defeitos, mas tem
suas vantagens. Compare as duas seguintes defini¢des de uma fungdo duma linguagem
de programacao com sintaxe parecida com a da linguagem C++.

F(n) {
return axpower(n,2)/2 + nx (2+«b-a)/2.0;

F(n) {
return n=* (a*x (n-1) + 2%xb )/2.0;}

As duas defini¢des sdo equivalentes no sentido de que produzem o mesmo resultado
o cdlculo duma funcao do segundo grau em que a, b sdo duas constantes conhecidas. Na
segunda expressao eu usei a distributividade para reduzir duas operagdes. Na primeira
expressao hd 8 operacgdes, na segunda ha seis operacdes, e isto € importante, pense num
programa em que F’ estd sendo chamada um bilhdo de vezes, duma para outra ha uma
economia de 2 bilhdes de operacdes! Acho que somente este exemplo deve mostrar-lhe
a importancia da abstracdo que o método axiomatico nos fornece. Este € um exemplo
de uma atividade muito importante em computacdo, ou em qualquer atividade em que
hajam algoritmos em uso, a otimizag¢do do algoritmo. indexabstragdo!otimizagdo

Acho que este pequeno exemplo justifica e pode auxiliar a estudante a aceitar o
método axiomdtico na apresentacdo da Matemadtica. Os axiomas sdo as regras ope-
ratdrias que se encontram por baixo dos programas de computadores portanto sdo emi-
nentemente praticos.

Os numeros naturais sdo o modelo para a indugdo finita que € um método muito
prético para fazer demonstracdes baseadas numa indexacio sobre N e os axiomas de
Peano sdo, na pratica o modelo de demonstracio por indugdo finita.

Vou escrever no proximo capitulo sobre os niimeros inteiros, o conjunto Z e suces-
sivamente sobre os demais conjuntos.



Capitulo 2

0S numeros inteiros

Os numeros inteiros formam um conjunto que tem como simbolo Z e é formado
por todos os nimeros naturais mais os inversos aditivos dos nimeros naturais, N.

N ={0,1,2,3,4,...}; 2.1)

N ={0,-1,-2,-3,-4,...}; 2.2)
Z=NU-N=1{0,1,2,34,...3U{0,-1,-2,-3,—4,... }; (2.3)
Z={-—4,-3,-2-1,01,23,4,...} (2.4)

Este conjunto provavelmente foi inventado para completar o conjunto N dos nimeros
naturais de tal modo que se pudesse fazer a contabilidade incluindo as dividas. Durante
muito tempo estes novos elementos, os negativos, foram considerados como nimeros
espurios como aconteceu com as demais ampliagdes dos conjuntos numéricos para se
obtivessem os nimeros fraciondrios, os reais € os complexos.

Hoje se v&€ o conjunto Z junto com a operagdo de adicio como uma estrutura
algébrica em que qualquer equacdo pode ser resolvida, algumas vezes esta estrutura
¢ indicada com o simbolo (Z, +) e suas propriedades sdo

Definicao 3 (propriedades dos) inteiros com a adicdo

1. elemento neutro a adi¢do tem um elemento neutro, o zero, tal que O+a = a+0 =
a para todo a € Z.

2. inverso aditivo todo numero inteiro a tem um inverso aditivo indicado com o
simbolo —a tal que a + —a = 0.

3. associatividade da adi¢do a adigdo é associativa, a + (b+c¢) = (a +b) + ¢

4. comutatividade da adig¢do a +b = b + a.

Observe que eu escrevi a + —a = 0, propositadamente, para me permitir este
comentdrio. O simbolo —a é um tnico simbolo representando o inverso aditivo do
nimero a. Mas, como acontece em Matemaética com frequéncia, os simbolos adquirem
vida prépria e a giria matematica admitiu que a + —a = a —a e que —(—a) = a
completando as regras da dlgebra de (Z, +).

Algumas pessoas se chocam ao passar pela primeira vez por esta defini¢do porque,
por uma lado, parecem fatos tdo evidentes que nao precisavam ser destacados. A as-
sociatividade parece desnecessdria, também. Eu vou dar um exemplo resolvendo uma
equagdo para mostrar o uso destas propriedades.

11
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Exemplo 1 (resolvendo) uma equacdo

T+ x=2; (2.5)

T+ (T+2)=-7T+2; (2.6)
(=7T+7)+x=-T+2=-5; 2.7
O0+2z=—-74+2=—-b; (2.8)

r = —b; (2.9)

1. Na equacdo (eq.6) eu somei aos dois membros da equacdo o niimero —7 porque
ele é o inverso aditivo de 7 e assim eu vou eliminar o 7 do primeiro membro.

2. Na equacdo (eq.7) eu usei a propriedade associativa para fazer com que —7
operasse diretamente com 7. Se a equagdo estivesse sido escrita assim

x+7=2 = z+(71-7)=2-7=-5
eu teria usado a simplificacdo habitual pela qual

(T+-7)=(7T-7)

3. Na equacgdo (eq.8) substitui 7 — 7 por zero.
4. Na equagdo (eq.9) eu simplifiquei concluindo que x = —5.

Ninguém resolve esta equacgao usando esta sequéncia de passos porque alguns atalhos
foram incluidos na dlgebra aparecendo algumas expressoes, por um lado interessantes
porque trazem mais agilidade, mas por outro perigosas porque podem conduzir a erros
como ‘“‘quando o niimero passa para o outro lado troca o sinal” fazendo com que
simplifiquemos a solucdo da equacdo resumindo-a sequéncia incompleta:

T+x=2; (2.10)
xr = —T+ 2= —5 o sete foi “passado” para o outro lado ; (2.11)

Quando se trabalha com duas operagdes, adi¢do e multiplica¢do, aparece um erro
comum de froca sinal onde esta troca € ilegal. Entdo vocé pode usar os atalhos, e
resolver a equagao do exemplo pela forma resumida que aparece acima, mas € preciso
ter clareza do que estiver fazendo. Os professores tem grande dificuldade em convencer
a sua audiéncia de que a forma correta de resolver uma equacgado € aquela em que todas
as propriedades sdo usadas.

Uma forma de contornar o problema talvez seja

T4+ x=2; (2.12)
r = —T7+ 2= —5; porque — 7 & inverso aditivo de 7; (2.13)
xr=-—H; porque —7+7=0e0+z=ux; (2.14)

incluindo observagdes que substituam as passagens que ficaram faltando. Este cui-
dado pode prevenir o erro que mencionei acima de inversao de sinal, na multiplicaco,
quando da passagem para o outro lado.
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Compare a equacao (eq.12), resolvida em Z, com a mesma equagdo agora resolvida
em N, no conjunto dos niimeros naturais.

T+x=2; (2.15)
x = —7+ 2= —b; ilegal, porque — 7 ¢ N; (2.16)
x = —b; resultado impossivel, porque — 5 ¢ N; (2.17)

Em N esta equagdo é impossivel e foi esta a razdo pela qual a Humanidade inventou
Z. O conjunto dos inteiros, com adi¢do tem uma estrutura algébrica completa que
recebe o nome de grupo. Se diz, grupo aditivo dos inteiros.

Obviamente que os niimeros negativos, —IN, ndo foram inventados para resolver
equagdes, muito provavelmente eles foram inventados pelos contadores para resolver
questdes de caixa: deve e haver. Eles precisavam de expandir os nimeros, inventar os
numeros negativos, para que pudessem expressar as dividas.

Um pouco acima eu falei em trabalhar com duas operacdes em Z, porque também
existe uma outra operacao, a multiplicacdo. E tem mais outras, a divisdo e a subtragdo.
No conjunto Z se pode definir a multiplicagdo mas ela vai ficar tdo deficiente quanto
ela € no conjunto dos nimeros naturais, N.

Definicao 4 (propriedades da ) multiplicacdo em Z

1. existe um elemento neutro em Z relativamente a multiplicacdo, 1.
2. a multiplicagdo é associativa, a * (bx c) = (a *b) * c.
3. a multiplicacdo é comutativa, a x b) = (b * a).

Comparando com as propriedades da adicdo, falta elemento inverso relativamente
a multiplicacio. E o mesmo defeito que tem o conjunto N relativamente s duas
operacdes, adi¢do e multiplicacdo. Falta o elemento inverso relativamente a estas duas
operacoes.

Este defeito vai dar origem ao conjunto das fracdes, que € o conjunto Q.

Falei que (Z, +) era o grupo aditivo dos nimeros inteiros. Deixe-me dar-lhe exem-
plo de outro grupo que faz parte de sua vida didria, para que vocé€ entenda porque é
interessante salientar que existe uma estrutura, a de grupo. O conjunto

H =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} (2.18)
tem as mesmas propriedades que o grupo (Z, +) tem:

1. elemento neutro € a hora 12, que somada com qualquer outra reproduz a outra:
12 +4=4.

2. elemento inverso aditivo Toda hora tem o seu inverso aditivo, que € o comple-
mento para chegar em 12: 448 = 12 entdo (4, 8) é um par de elementos inversos,
como também o sdo

(1,11),(2,10),(3,9), (4,8),(5,7),(6,6)

E vocé vé um caso curioso, um elemento que € inverso aditivo de si préprio: 6.

3. propriedade associativaa + (b+ ¢) = (a + b) + c.
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4. propriedade comutativaa + b = b + a.

Deixe-me resolver uma equagao no conjunto das horas, e vai ficar claro o que eu ja
lhe falei antes: vou precisar de usar as propriedades.

T+ 7=3; (2.19)
(x 4+ 7)+5 =3+ 5; porque o inverso aditivo de 7 é 5; (2.20)

z + (7+5) = 3+ 5; propriedade associativa; (2.21)

r+ 12 =2 =3+ 5 = 8;12 é o elemento neutro das horas; (2.22)
r=8: (2.23)

Nao da para resolver esta equacdo usando a regra “passando para o outro lado se
troca o sinal” porque no conjunto das horas ndo tem troca de sinal.

O conjunto dos nimeros inteiros € muito rico em propriedades. Primeiro tem duas
operagdOes, a adi¢do, com a qual forma a estrutura de grupo e a multiplicacdo com a
qual tem uma estrutura um pouco mais pobre que se chama de monoide, porque lhe
falta o inverso multiplicativo.

Mas tem uma nova propriedade que € a distributividade da multiplicacdo relativa-
mente a adi¢do:

ax(b+c)=axb+axc (2.24)

Estou usando o “asterisco” como sinal de multiplicacdo, como se usa também nas
madquinas de calcular ou em programas de computador.
Deixe-me fazer uma lista completa das propriedades de (Z, +, *)

1. propriedades da adi¢do (Z, +) é um grupo comutativo, aqui vai um pacote com
4 propriedades.

2. propriedades da multiplicacdo (Z, x) é um monoide comutativo, aqui vai um pa-
cote com 3 propriedades.

3. A amultiplicagdo € distributiva relativamente a adicdo: a* (b+c) = axb+axc.

4. O elemento neutro da adicio anula, pela multiplicacio, qualquer nimero inteiro:
0 * a = 0 para qualquer que seja a € Z.

O (Z, +, x) € uma nova estrutura que recebe o nome de anel . Ao final vou dar mais
alguns exemplos de estruturas para que ndo fique a ideia de somente existem estas que
estdo aparecendo junto com o conjunto dos inteiros.

As propriedades dos inteiros precisam ser demonstradas, mas para fazé-lo € preciso
que se defina a adi¢do e a multiplica¢@o no conjunto Z. Para fazerem-se demonstragdes
€ preciso que se estabelecam pontos de partida: definir quais sdo as verdades bdsicas a
partir das quais os teoremas serdo demonstrados. E uma frase atribuida a Leopold Kro-
necker: “deus nos deu os niimeros naturais, e o resto nds construimos”. A constru¢ao
dos ndmeros naturais € extremamente penosa e € mais pratico dizer que eles sdo o
principio de tudo estabelecendo suas propriedades basicas que ¢ um conjunto de axio-
mas comumente conhecidos como axiomas de Peano. Peano foi um matematico itali-
ano que reuniu todas as afirmacdes que ja tinham sido feitas sobre os nimeros naturais
num conjunto de axiomas. Confira os axiomas de Peano.

Considerando N como ponto de partida, definido pelos axiomas de Peano, posso
definir a adi¢do em Z. Para fazé-lo eu preciso de 4 sentencas definindo como somar

Whitehead e Russel escreve-
ram Principia Matematica, nao
consegui passar da primeira
pagina...
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dois nimeros positivos, dois nimeros negativos, um ndmero positivo com outro nega-
tivo e como somar nimero negativo com outro positivo. Esta dltima sentenca vai ser
substituida pela afirmacdo de que a soma é comutativa.

Definicao 5 (da adicao) em Z Sejam x,y € Z
1. sex,y > 0entdox,y € Nex-+yéasomadefinida em N.
2. sex,y € —Nentdox +y = —(—x + —y).

3. sex € Ney € —N entdo —y € N e calculamos a diferenca entre estes dois
niimeros naturais: © — (—y) = d. Observe que d é um niimero positivo, a
diferenca entre dois niimeros naturais. E aqui tem dois casos a considerar:

> (-y) = r+y=d
r<(-y) = z+y=—d

Em geral esta sentenca complicada é traduzida em linguajar mais simples, “se
calcula a diferenca entre os nimeros rebatidos para N e se dd a diferenca o sinal
do maior”. E o que estd construido acima.

4. A soma é comutativa, o que resolve o caso em que x € —N e y € N.

Quando eu estava para comecar a definicdo da adicdo em Z, eu me dei contas de
que eu precisava de definir modulo foi quando eu usei a expressdo “rebatidos”, que
penso que € intuitiva porém nao foi definida. Eu preciso de definir a funcdo médulo
que € quem rebate um nimero inteiro negativo para o conjunto IN. Eu poderia simples-
mente redigir novamente esta texto colocando a defini¢do do médulo antes da defini¢ao
de adi¢do. Mas preferi deixar este defeito e fazer uma critica do mesmo para que vocé
perceba como € dificil construir uma teoria. E se vocé encontrar outros furos 16gicos
neste texto eu agradeceria a bondade de me avisar. Dizem que quando Gauss mor-
reu encontraram entre seus papeis dezenas de artigos praticamente prontos que ele nao
publicou porque ele era extremamente critico e somente publicava aquilo que conside-
rava impecdvel. A ciéncia € que se atrasou porque ele tinha muita coisa impecavel que
ndo publicou. Ja Euler, primeiro publicava, e se houvesse erro, corrigia, € ganhamos
muito com a corrente de Matemética que verteu dos dedos de Euler. Eu nao pretendo
me comparar com nenhum destes dois gigantes, apenas eu prefiro seguir as pegadas de
Euler, escrever, publicar e deixar que outros mostrem que eu errei!

Entdo, definindo o médulo,

Definicao 6 ( do médulo) dum niimero inteiro

reN = |z|=ux;
{ re-N = |z|=—x

Porque eu falei em grupo e monoide eu pude simplificar muito a descri¢do do con-
junto dos inteiros com suas propriedades.

Tanto com os inteiros, como com 0s naturais, podemos fazer duas outras operagdes:
dividir e subtrair. A subtracdo ndo tem tanto interesse com inteiros porque a adi¢do
fornece tudo que a subtragdo oferece e com boas propriedades. Por exemplo: a — b #
b — a, a subtragdo ndo é comutativa. Nao precisamos da subtra¢do, mas na prética ela
é util.
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A divisdo também € defeituosa, mas muito ttil e desde o gregos ela foi estudada e
usada. E ela segue sendo importante, mesmo sendo defeituosa. Se vocé estiver perto
dum computador no qual esteja instalado Linux como € habitual nas escolas ptblicas
do Ceard, vocé pode fazer um teste interessante. E quase certo que no computador
esteja instalada a linguagem de programa Python, abra um termina e nele digite:

python
e vocé vai ver algo do tipo

Python 2.7.15rcl (default, Nov 12 2018, 14:31:15)
[GCC 7.3.0] on linux?2
Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more

se 0 Python estiver instalado como provavelmente esta nas escolas publicas do Ceara.
Nao se assuste com o inglés, e se acostume a ler inglés e aos poucos vai ver que
nao ¢ dificil. Ha relativamente poucas palavras em inglés muito diferentes das nossas
palavras portuguesas. E vale a pena dominar a lingua inglesa. Nao porque os ameri-
canos sejam melhores do que nds, mas que porque sdo mais ricos, porque exploram o
mundo todo, e assim tem mais coisas que nds, e nds temos o direito de usé-las.
Mas agora faca a experiéncia, no Python:

>>> 5/3
1
>>>

e o Python lhe disse que o resultado desta operacdo ¢ 1. Nao foi um erro, é que
Python faz divisdo inteira, como fizeram os gregos criando o algoritmo de Euclides:

D = g d+ r; D dividendo , ¢ quociente , r resto; (2.25)
0<r<q¢D=qgxd+r; (2.26)
S5=q*x3+r; (2.27)

5=1%34+2; (2.28)

Na divisdo Python d4 como resposta o guociente da divisao do dividendo pelo
quociente. Se vocé quiser que Python se comporte como uma calculadora vocé tem
que transformar pelo menos um dos nimeros em decimal:

>>> 5.0/3
1.66666606666606667
>>>

information.

O meu objetivo ndo € trabalhar com Python. Eu usei esta linguagem de programacao

apenas para motivar uma discussdo sobre o algoritmo de Euclides para divisdo.

O algoritmo de Euclides para divisdo € ensinado nas escolas, confira a figura (fig
??), pagina ??,

e satisfaz a equagdo (eq.25) e cujo resultado correspondente a figura (fig ??) que apre-
sentei na equacao (eq.27).

Para calcular quociente e resto fazemos tentativas, experimentamos um ndmero
inicial para ser o guociente que multiplicamos pelo divisor. Se o resultado passar
do dividendo tiramos uma unidade do quociente e repetimos o processo até que a
multiplicagdo produza um ndmero inferior ao dividendo. Subtraimos o produto do
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dividendo e este resultado é o resto da divisio. E a equacio (eq.25) que define todo
este processo com uma unica regra: resto € um nimero positivo, ou nulo, que deve ser
menor do que o quociente.

Quando o resto for zero se diz que o dividendo é divisivel pelo divisor, ou que
dividendo ¢ um multiplo do divisor. A divisdo € rica de conceitos, deixe-me listar
alguns:

1. maltiplo, se diz dum ndmero que deixa resto zero na divisdo por outro. Por
exemplo 8 € multiplo de 4, mas ndo é multiplo de cinco.

2. ndmero inteiro positivo primo € um nimero que que ndo pode ser decomposto
em fatores. Por exemplo 6 = 2% 3 portanto 6 ndo € primo. Os primeiros nimeros
primos sdo

2,3,5,7,11,13,17,21,23,29,31,37 - - -

e é um teorema da aritmética que o conjunto dos nimeros primos € infinito. Se
prova este teorema por absurdo, supondo que exista um dltimo niimero primo.
Seja N este ultimo ndmero primo, entdo qualquer nimero natural p > N tem
fatores que se encontram no conjunto finito dos ndmeros primos 2, 3,5, --- , N.

Preciso demonstrar que € falsa a sentenca “O conjunto dos niimeros naturais a
partirde p = N + 1, isto é, N + 1 e seus sucessores todos tem fatores tirados
do conjunto finito dos niimeros primos”.

Para isto eu preciso formatar o conjunto finito dos niimeros primos. Seja entao

P =1{2,3,5,5,---, N} o conjunto dos nimeros primos; (2.29)
P:{p1:27p2:37p3:57"'7pk:N}; (2.30)
quer dizer que o conjunto finito dos niimeros primos tem k elementos e eles

estdo todos identificados como elementos da sequéncia que aparece na equagao
(eq.30).

Deixe-me definir P como o produto dos ndmeros primos mais uma unidade
k
P=1+]]ps; (2.31)
j=1

A divisdo de P por qualquer dos nimeros primos do conjunto finito de niimeros
primos P deixa resto 1 e portanto

(a) P é um novo nimero primo, ou

(b) o conjunto finito dos niimeros primos P estd incompleto e tem pelo menos
um outro nimero primo que é fator de P

contradizendo assim que existe um conjunto finito de nimeros primos.
Se

P =1{2,3,5,7,11,13,17,23,29, 31,41, 43,47,53,59, 61,67, 71, 73,79, 83,89}
(2.32)
entao
P =34117814408143994555770301050771349071
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e o nimero primo 32983 € um fator de P.

34117814408143994555770301050771349071 = (2.33)
= 32983 * 75209 * 461093 * 29828588600288736211501; (2.34)

Eu obtive a fatoracdo de P usando o programa factor que é distribuido com
Debian/Gnu/Linux.



Capitulo 3

0S numeros racionais

Os numeros racionais sio as fracoes € a referencia a um nimero que significa
uma parte dum inteiro, algumas vezes designada como fracdo prépria em oposi¢ao as
fracdes improprias que sdo fracdes tdo boas como as préprias apenas chamadas assim
porque representam nimeros racionais que nao sao inteiros mas que sao em modulo
maior do que 1. E um exemplo de defeito do linguajar matematico oriundo duma época
em que as fragdes ndo eram consideradas nimeros em todo o seu direito.

Uma frag@o € um objeto da forma § em que p,q € Z;q # 0 e que representa um
nimero racional.

A histéria € uma arte muito dificil e um exemplo disto € o tridngulo de Pascal, de-
nominado em homenagem a Blaise Pascal que viveu no século 16, mas, aparentemente,
os matemadticos chineses ja o conheciam pelo menos desde o século 12 de quando se
sabe dum livro de Matemdtica chinesa fazendo referéncia a0 mesmo duzentos anos
antes de Pascal. Também parece que a geometria, dita dos gregos, era conhecida por
outros povos anteriores aos helenos que, apenas teriam compilado de forma organizada
aquilo que chegou até nés como geometria euclidiana.

Isto para afirmar, sem me sentir obrigado a grandes justificativas que, num certo
momento da histéria humana, provavelmente na Idade Média, se comecgou a conceber
que objetos como % seriam niimeros. O uso do condicional tem sentido porque até re-
centemente as escolas ensinavam que % seria uma fracdo impropria sugerindo que nao
seria bem uma fracdo! Os nimeros negativos ainda hoje sdo tratados negativamente e
os ndmeros complexos nem sempre fazem parte do curriculo do Ensino Médio . . . para
ndo mencionar os quatérnions que, possivelmente, ha gente que nem sabe que existem.

Entao fazendo uma histéria romanceada, deixe-me dizer que inventamos os objetos
do tipo % quando n € N:;n = 0 para representar os inversos multiplicativos dos
nimero naturais, com excec¢ao do zero, € aos poucos construimos uma aritmética com
estes novos objetos com as seguintes regras:

1. O simbolo g representa um nimero sempre que ¢ #* 0 em que os membros
p,q € Z. Ha o habito de designar p como numerador € ¢ como denominador.
A razdo destes nomes vem da ideia intuitiva da invencao das fracdes em que %
significaria a quantidade 2 de uma coisa chamada “terco” donde o 2 € o “nume-
rador” enquanto que 3 d4 o nome, “denominador”.

2. Oinverso aditivo do nimero g € o numero %p que também pdde ser escrito como
—L ¢ entdo o sinal — € um modificador de tal modo que a + (—a) = 0.

19

Aqui havia um erro! Cor-
rigido!
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3. Valeregra —(—a) = a;

4. O zero Sempre que q # 0, % = 0 € N e aqui guarde como observagado para uso
posterior, entdo existe uma quantidade imensa de representantes do zero e isto €

um problema que preciso resolver!

5. Sempre se pode reduzir uma fracdo a sua expressdo mais simples eliminando

fatores comuns ao numerador e ao denominador. Assim

8 23 1 1 G.1)

80 245 2x5 10 '
ou seja, se fatora numerador e denominador e assim se eliminam os fatores co-
muns para obter a forma irredutivel duma fragdo. Esta operacdo cria um pro-
blema de que vou tratar ao final criticando todo o processo. Agora se tem pelos
menos dois objetos representando a mesma coisa, a fragdo simplificada e anterior
que pode ser simplificada:

8 1

80 10
6. Esta regra de simplificacdo pode ser usada ao reverso para permitir a defini¢cdo
da soma de fracdes. Para somar

1 1
_+_
p g

se acrescentam fatores comuns até obter denominadores iguais:

14,1 _49 , p
D q_qp+pq (3.2)
14,1 _ 9  p _ 1
p+q_pq+ q_pq(q—i_p> (3.3)
14,1 _ gtp
p+q—pq (3.4)
1

porque temos ¢ objetos do tipo 27 €D objetos do tipo i. Estou usando, a co-
mutatividade da multiplicacdo de nimeros naturais, na lista de operacdes acima
junto a regra que me permite eliminar ou incluir fatores comuns e finalmente,
silenciosamente, estou usando distributividade da multiplicacdo em relagdo a
adi¢@o que vou incluir como a préxima regra.

7. Vale a distributividade da multiplicagdo relativamente a soma.

8. Posso agora deduzir da regra anterior uma regra geral para soma de fragdes

%-1-52%‘*‘2_5 (3.5
%—F%:% (3.6)

sendo a regra:

e multiplicam-se os denominadores para formar o novo denominador;

e multiplicam-se em cruz, numeradores e denominadores e se 0s somam para
formar o novo numerador.

e o resultado nem sempre serd uma fracdo na forma mais simples, e este um
problema de que tenho que tratar em seguida, mas mencionei acima como
simplificar uma fracdo eliminando os fatores comuns ao numerador e ao
denominador.
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a soma de fracgcoes

multiplicamos em cruz, os numeradores e denominadores

€ OSs somamos para formar o novo numerador

ng

multiplicamos os denominadores
para formar o novo denominador;

Figura 3.1: gréfico mostrando a soma de fragdes

A figura (3.I)), pagina21] apresenta um algoritmo grafico para ilustrar a regra de
soma de fragdes.

O principal objetivo era conseguir que toda fragdo tivesse um inverso multiplica-
tivo: nom  mn
n#0lem#0 — ——=—=1 (3.7)
mmn  mn

ndo sendo necessdrio indicar que m # 0 porque ja exclui a possibilidade de haver
fragdes com denominador nulo.

O conjunto das fracdes € o conjunto dos nimeros racionais e é designado com o
simbolo Q.
Resumindo, valem para este novo conjunto de objetos,Q, todas as propriedades

1. A-1 No conjunto Q existe um elemento neutro relativamente a adicao.

2. A-2 Existe um inverso para todo nimero racional, relativamente a adi¢ao (in-
verso aditivo).

A-3 A adi¢do € comutativa.
A-4 A adigdo € associativa.

M-1 Existe um elemento neutro relativamente a multiplicacao.

A

M-2 Para todo nimero racional diferente de zero existe um inverso multiplica-
tivo.

7. M-3 A multiplicagdo é comutativa.
8. M-4 A multiplicacdo € associativa.

9. AM-10 elemento neutro da adi¢do, zero, multiplicado por qualquer nimero na-
tural resulta em zero.

10. AM-2 a multiplicacdo € distributiva relativamente a adicao.
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Agrupei as propriedades em trés classes, da adi¢dao (A), da multiplicacdo (M), e
relativas a adi¢do e multiplicacdo (AM). Observe que as propriedades da adicdo sdo
as mesmas que da multiplicagdo com um pequeno detalhe sobre a exce¢dao do zero
na multiplicacdo. Estas quatro propriedades sdo as que definem a estrutura de grupo.
Tem-se aqui um grupo aditivo, um grupo multiplicativo e as duas propriedades que
estabelecem relacdo entre estes dois grupos. Sdo estas propriedades que fazem de
(Q, +, -) um corpo comutativo, porque a multiplicagio é comutativa.

Relacio de equivaléncia

As relagoes de equivaléncia resolvem problemas formais de unicidade e outros
problemas de identificacdo como € o caso de poligonos semelhantes que a geometria
precisa de identificar. Sao objetos diferentes mas eles precisam ser “equivalentes”. A
relacdo de equivaléncia é uma generalizacao da igualdade.

No caso das fracOes ha uma infinidade de fragdes que representam o mesmo nimero,
= = 1;n # zero, por exemplo. Isto cria problemas para a Algebra que precisa que
o inverso dum ndmero seja Unico, entdo como no caso dos tridngulos semelhantes, é
preciso identificar as fracdes que representarem o mesmo nimero colocando-as todas
numa mesma classe de equivaléncia. Mas duas fracdes iguais forma o que chamamos
de propor¢do entdo o o produto dos meios é igual ao produto dos extremos e assim se
chega a regra de equivaléncia de fragdes:

n
NP pg=mp (3.8)
m.q

€ interessante observar que todas as fracdes equivalentes ficam sobre uma mesma reta
determinada pela representagdo mais simples, pela fragdo irredutivel, a figura (3.2)

péaginal22] mostra as classes de equivaléncia das fra¢des como pontos das retas contidas

fragcoes equivalentes
determinam uma reta A

Figura 3.2: retas do plano de Gauss sio classes de equivaléncia de fragdes

no plano de Gauss, o produto cartesiano Z x Z.
Representacao geométrica de Q
Os ndmeros racionais tem uma propriedade de “densidade” que os inteiros nao tém:

1. dados dois nimeros racionais sempre tem outro nimero racional entre eles.

2. dados dois nimeros racionais, sempre tem outro a esquerda;
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3. dados dois nimeros racionais, sempre tem outro a direita;

A figura (3.3), pdgina 23] compara com o que acontece na reta a propriedade de

sempre tem outro
a direita

sempre tem outro
a esquerda

N

entre dois nimeros racionais
sempre tem outro nimero racional;

Figura 3.3: entre dois pontos, nareta ...

densidade dos nimeros racionais. Esta comparagdo sugere fazer uma interpretacao
geométrica dos nimeros racionais.

1. Seleciona-se um ponto na reta para a dividir em duas semirretas: a semirreta
positiva e a semirreta negativa. E o representante do zero.

2. Depois, com um compasso selecionam-se os inteiros a distancias iguais, os in-
teiro positivos na semirreta positiva, e 0s inteiros negativos na semirreta negativa.

3. O espaco que sobra € para as fracdes que nao sao inteiros.

4. Depois voce ird ver que que na reta ainda tem nlimeros que ndo sao racionais, 0s
numeros irracionais, que também encontram lugar na reta.

Entdo existe uma multitude de exemplares de retas representando QQ e simples-
mente vou dizer que todas estas sao equivalentes como representacdo de Q, e isto vai
me permitir a definicdo geométrica das operagdes aritméticas de Q. Por exemplo, a
figura (3.4) pagina24] ilustra o produto 1.5 x 2 usando semelhancga de tridngulos. Es-
colhi duas retas para representar Q e encontrei o resultado da multiplicagdo em uma
das retas. Observe que precisei da relacao de equivaléncia entre as retas numéricas para
construir a multiplicacdo geométrica.
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A multiplicacdo geométrica

Figura 3.4: A multiplicagdo geométrica
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Capitulo 4

0S NUmMeros reais

Um nimero real é uma dizima que pode ser periddica, e entdo é um niimero raci-
onal, ou ndo ser periodica, e entdo € niimero irracional.

H4 um pequeno erro na afirmacao anterior que somente vou poder elucidar ao final
deste texto, entretanto ndo custa nada alertd-la, dizendo-lhe qual € o erro mas pedindo
que conviva com ele até que seja possivel mostrar os detalhes. As dizimas sdo re-
presentantes das classes em que os nimeros reais estdo divididos. Como no caso dos
nlimeros racionais, + é o melhor representante da classe das fracdes que lhe sio equi-
valentes, porque € uma fracdo irredutivel. O mesmo eu vou poder dizer das dizimas, €
o erro da frase inicial seria equivalente a afirmacao “um niimero racional é uma fracdo
irredutivel”.

Deixe-me dar lhe os dois exemplos:

1. § =0.3333333--- = 0.(3) é uma dizima periédica, com periodo (3) e vocé tem

no comeco a geratriz desta dizima, um ndmero racional,

2. 3.14159265358979323848... que é a constante de Arquimedes que eu obtive
usando calc com 20 casas decimais, € uma aproximagdo do nimero irracio-
nal 7. Na@o ¢ uma dizima periddica, os digitos vao se suceder de uma forma
“arbitrdria” de tal modo que € impossivel criar um algoritmo que mostre o termo
de ordem n para qualquer valor de n. Nao ha nenhum padrao repetido. Existem
férmulas que geram os digitos de m com alguma precisio, mas o valor é sempre
aproximado.

Ha trés formas cldssicas de construir o conjunto dos nimeros reais partindo dos
numeros racionais como material primdrio, no sentido de que Q C R, o conjunto dos
nimeros racionais ¢ um subconjunto do conjunto dos niimeros reais

1. os cortes de Dedekind,

2. os intervalos encaixados, que € bem parecido com os cortes, e possivelmente
também se deve a Dedekind,

3. as sucessoes de Cauchy, que é o meu método preferido porque € baseado na es-
trutura algébrica que surge de forma natural da estrutura algébrica do conjunto
dos nimeros racionais. Nos outros casos € preciso construir a estrutura algébrica
em cima dum conjunto novo e eu entendo que isto € muito mais dificil de fazer

25
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do que o surgimento dum conjunto novo oriundo das sucessoes de nimeros ra-
cionais que ja tem uma estrutura algébrica bem justificada, e vou mostrar aqui
como se faz usando este terceiro método.

Partindo do conjunto Q, como material primdrio, é simples mostrar que existe um
novo conjunto R; Q C R, usando uma intuicdo geométrica. Confira os detalhes em
niimeros racionais mas vou, rapidamente, repetir os passos essenciais aqui. Deixe-me
dar um nome ao conjunto das sucessoes de niimeros racionais uma vez que vou estar
sempre me referindo a este conjunto que serd o meu material de trabalho. Seja S o
conjunto das sucessoes de niimeros racionais.

O conjunto QQ dos nimeros racionais tem as mesmas propriedades da reta na geo-
metria euclidiana:

1. Entre dois “pontos” x,y € () sempre tem um ponto no meio, embora este con-
ceito, “meio”, esteja indefinido na geometria euclidiana, ele é considerado um
axioma o que dispensa uma definicio. Em Q este conceito pode ser melhor
apresentado, dizendo-se que dados =,y € () qualquer média entre eles se encon-
tra no segmento que eles determinam. Aqui, “entre eles” pressupde a existéncia
duma relagdo de ordem inexistente na reta da geometria euclidiana, mas exis-
tente em Q. E a relagdo de ordem de Q é facilmente transferida para o conjunto
das sucessoes de nimeros racionais,S. Fiz referéncia a “qualquer média” porque
ha distintos tipos de média, aritméticas, geométricas ...

2. Dados dois “pontos” x,y € () sempre tem um ponto fora do segmento determi-
nado por estes dois pontos, a geometria euclidiana se refere ao segmento de reta
determinado por dois pontos. Em que Q esta regra é mais forte. Posso escolher
“r < y” e afirmar que existe um ponto ¢ < x € um ponto w > v,

t<z<y<w; “4.1)

3. Ambas as propriedades podem iteradas garantindo que Q € infinito entre dois dos
seus elementos como fora do segmento que os dois elementos determinam. Esta
¢ uma forma livre de fazer referéncia a propriedade arquimediana que qualquer
reta possui, assim como Q.

Estas propriedades permitem que se faca uma identificacdo entre Q e um subcon-
junto de qualquer reta criando-se o conceito de reta numérica.

Acho que estd passando do momento de dar um nome a este novo conjunto, o
conjunto dos niimeros reais: R. Qualquer reta numérica é um representante de R e de
agora em diante eu vou usar a expressao reta numérica como equivalente ao simbolo
R que representa o conjunto dos niimeros reais.

A geometria mostra que na reta numérica tem pontos que nio pertencem a Q,
confira a figura (fig 4.1)), pagina27] em que posso desenhar uma sucessdo de circulos
de raio \/n que, com algumas excecdes, ¢ um niimero irracional. Os circulos oferecem
o método de determinagdo geométrica de \/n na reta numérica. Se vocé construir, na
figura (fig[4.1)), um triAngulo retdngulo de altura 1 com o cateto horizontal medindo x
a hipotenusa, que € o raio do circulo, vai medir v/ 22 + 1 entdo o circulo com este raio
vai encontrar o eixo OX. O dltimo circulo desenhado foi obtido com = = /3 que
marcou no eixo OX o nimero 2.

Entdo a reta numérica é uma outra coisa diferente de Q, é um novo conjunto que
chamei de R.
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V2 s

Figura 4.1:

O exemplo mais comum, e o que aparece na figura (fig &.1)), pagina 27, é /2 cujo
algoritmo cria de forma muito engenhosa uma dizima ndo periddica, embora o algo-
ritmo nio sirva como uma prova de que \/2 é dizima ndo periédica. Esta demonstracio
¢ feita por contradicdo,

x = g = v/2 é uma fragdo irredutivel; 4.2)
r=2=2 = 2?=10 =2 (4.3)
m2:2:§—z = 2¢°=p* = p?épar; 4.4)
p?épar = pépar = p=2m;mcN (4.5)
2=2=0 =4t _ o o 2 o 2o (4.6)
¢ =2m? = ¢*’épar = qépar; 4.7)

p, q sdo pares = g ndo é irredutivel; (4.8)

Na equagdo (eq.8) eu cheguei a uma contradi¢do porque eu parti da hipotese de
que x = % € uma fracdo irredutivel.

Eu comecei dizendo que os niimeros eram dizimas que se dividiam em duas classes:
dizimas periddicas e as dizimas ndo periodicas. As primeiras t€ém uma representaciao
no formato g que € a geratriz da dizima. As dizimas ndo periodicas ndao admitem
uma geratriz porque, como os algarismos aparecem numa sequéncia imprevisivel, é
impossivel aplicar-lhes o algoritmo da soma dos termos duma progressdao geométrica
que produz a geratriz no caso das dizimas periodicas.

Entdo na reta numérica tem pelos menos um nimero, V2, que nao é uma dizima
periédica. Claro, tem uma infinidade, para comecar y/n como a figura (figld.Il), pagina
27 mostra sempre que n ndo for um quadrado perfeito, por exemplo, qualquer nimero
primo, portanto uma infinidade. Outros dois exemplos menos intuitivos sdo 7 € e que
nem mesmo sao niimeros algébricos coisa que \/n é.

Esta linha de raciocinio leva naturalmente ao método de Dedekind para construcao
dos nimeros reais, mas ela tem o defeito de oferecer uma grande dificuldade para
introduzir no novo conjunto os métodos algébricos que existem em Q. Somente para
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mostrar-lhe a razao da dificuldade do método de Dedekind, ele trabalha com um par de
sucessoes de nimeros racionais, portanto, pelo menos, é duas vezes mais complicado
do que trabalhar apenas com uma sucessdo de nimeros racionais. Eu vou deixar de
lado este método, apenas guardando o fato de que o conjunto (Q tem uma representacao
geométrica que se chama de reta numérica, que é qualquer reta na qual se tenha eleito
um ponto para representar o zero € outro ponto para representar 1, definindo, deste
modo, as semirretas, positiva e negativa. O que leva a definir a ordem na reta numérica.

Confira a figura (figi4.2)), pagina 28]

R >
1o 1 3

Figura 4.2: reta numérica

E eu vou aproveitar esta construcdo geométrica do novo conjunto que contém Q
para apresentar-lhe este novo conjunto de forma diferente. Mas se vocé for critica,
devera estar observando que estou falando de trés coisas sem estabelecer a conexao
entre elas:

e dizimas,
e pontos da reta numérica,

e sucessOes de numeros.

Mas como definir as operagdes neste novo conjunto? Para responder a esta questao
€ que eu preciso apresentar uma forma de construir o novo conjunto dos nimeros reais
aproveitando a estrutura algébrica existente, e conhecida, dos ndmeros racionais.

Alguma conexao eu j4 estabeleci quando mostrei que posso identificar os nimeros
racionais na reta numérica, a figura (fig [4.2), pagina 28 apresenta os inteiros, mas ja
fiz mengdo as médias que preenchem os intervalos entre dois inteiros com fracoes, as
dizimas periddicas, e também ja mostrei, geometricamente, que algumas dizimas ndo
periddicas se encontram na reta numérica. Falta-me completar o quadro estabelecendo
a estrutura algébrica da reta numérica.

e Primeiro mostrando que uma dizima é uma sucessdo de niimeros racionais. O
conjunto das dizimas, que é R, € um subconjunto de S que € o conjunto de todas
as sucessoes de nimeros racionais.

R CS; 4.9)

Vou ja mostrar que R um subconjunto préprio de S, e com isto vou chegar ao
conceito de limite. Este ponto é critico, a partir dos nimeros racionais, como ma-
terial conhecido, ou ainda como material primdrio que vou usar para construir o
novo conjunto, eu crio um novo conjunto, S das sucessdes de nlimeros racionais
que herdam de maneira natural a estrutura algébrica de QQ e € deste conjunto que
eu vou retirar um subconjunto que € o conjunto dos niimeros reais. O processo de
escolha é um novo conceito, limite. Desta forma eu estou colocando em funcio-
namento dois processos completamente integrados, a criagdo dum novo conjunto
e apresentacdo dum novo conceito. Um numero real € um limite e com isto eu
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vou eliminar um doloroso processo que € o estudo das propriedades do limite,
sdo nada mais do que as propriedades dos nimeros reais.

Vou ja mostrar que R um subconjunto préprio de S, e com isto vou chegar ao
conceito de limite.

e Depois mostrando que em S estd definida uma estrutura algébrica que vai ser
entdo estampada em R, deixando o projeto completo.

Sempre que eu produzir uma dizima o que estou produzindo é uma sucessiao

{ So — 1, S1 = 14, So = 141, ...819 = 14142135623730950488, e (4 10)
50,51,52,...,519 € Q,...;8= (80781782,-~-,S19,-~-) :\/5; '

to =0,t1 = .3,10 = 0.33,...%19 = 0.3333333333333333333, . .. @11
tosti,ta, ... t10 € Q, .. 5t = (o, t1,t2,. .., t109,...) = %; '
oo=1,00=—1,00=1,05=—1,...,00 = (=1)k, .. .; 4.12)

00,01,02,02,...0, € Q,...;0=(1,-1,1,—-1,1,—-1,1,—-1,1,...); *

quer dizer que o conjunto de todas as dizimas é um subconjunto do conjunto de todas
as sucessoes de nimeros racionais. Repetindo, uma dizima € uma sucessdo de niimeros
racionais, mas sucessdo de niimeros racionais nao precisa ser uma dizima. O terceiro
exemplo, na equacdo (eq.12), € uma sucessdao de nimeros racionais que nao € uma
dizima.

Uma dizima € uma sucessao, na equacao (eq.10) voceé tem uma dizima ndo periodica
e na equacio (eq.11) vocé tem uma dizima periddica.

Mas tem sucessoes de niimeros racionais que nao sao dizimas, que € o exemplo da
sucessao da equacdo (eq.12), € uma sucessdao de nimeros racionais que nao € uma
dizima. O que diferencia estes dois conceitos no conjunto das sucessoes, dizimas de
ndo dizimas ¢ um novo conceito, limite, sobre o qual eu pretendo oferecer-lhe uma
introducdo aqui. Este conceito ¢ um dos mais dificeis que a estudante encontra quando
comecga a estudar a Matemdtica superior.

Mas fique alerta, “dificil” nao € sindbnimo de “impossivel”! Aquilo que € dificil, o
€ porque representa um salto no conhecimento. Sim, o conhecimento ¢ feito de saltos,
nem sempre os dados se conectam facilmente. E limite representa um destes saltos.
Mais a frente eu vou voltar a discutir o salto logico que representa a passagem de
Q para R, e ele representa este salto do conhecimento que vocé€ pode encontrar pro-
curando pela palavra chave salto de cardinalidade. Quem descobriu este salto foi o
matemadtico Cantor e que, ao morrer, comecava a duvidar de sua descoberta que so-
mente ficou devidamente esclarecida 100 anos depois num grande esfor¢o que foi feito
na década de 40 para entender os fundamentos da Matemdtica que estavam seriamente
desestruturados por varias correntes de pensamento. Estd € uma outra histéria que
merece um artigo a parte.

Para romper este salto eu vou usar duma estrategia, dos exemplos de onde eu vou
tirar a teoria. A Matemdtica € uma linguagem, e a melhor maneira de aprender uma
linguagem € pelos exemplos, foi assim que vocé aprendeu a falar a sua lingua materna,
talvez portugués, como € 0 meu caso.

Primeiro eu vou definir um tipo particular de limite, na verdade uma classe de
limites. Nao se assuste com esta referéncia a uma classe, lembre-se que um nimero
racional, uma fracdo, € uma classe:

35553 (4.13)
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e vocé convive muito bem com as classes de nimeros racionais. A primeira fragdao
que eu escrevi desta classe de nimeros racionais, L éum representante desta classe, a
fragdo irredutivel da classe. Mas todas as outras sao tao boas como a primeira. Quer
dizer que existe uma infinidade de representag¢des para %, e vocé convive perfeitamente
com isto. O conjunto dos nimeros reais € formado também de classes e € o limite
que caracteriza cada uma das classes, e agora eu vou apresentar-lhe a classe do zero, o
limite zero.

A classe do zero

A palavra chave agora € convergir, que € quase que um sindnimo de /imite. Eu vou
definir a classe das sucessoes de niimeros racionais que convergem para zero. Comego
com a definicdo de convergéncia para zero e mostro que o conjunto de tais sucessoes
nao € vazio e tem uma estrutura algébrica interessante.

Eu vou usar esta classe para definir um tipo particular de limite que vai me permitir
a construgdo da teoria dos limites que € necessaria ao Calculo Diferencial e Integral.

Deixe-me comegar com um exemplo do qual vou tirar todos os dados para fazer
uma definicao.

t=(0,0,0,0,...,0,...); tg = 0; (4.14)
k>0 = s,=1;
S:(sk)keN;{ L0 - s]:):(lj' (4.15)

A sucessao identicamente nula definida na equacao (eq.14) é um exemplo de sucessao
que converge para zero, € a sucessao constante zero. Um outro exemplo de sucessao
que converge para zero esta definida na equagdo (eq.15). em que eu inclui uma regra
de protegdo para o indice £ = 0, entretanto a defini¢do poderia ser arbitraria, porque o
que interessa numa sucessao € o seu comportamento para grandes valores do indice e
chama-se isto de comportamento assintotico.

Na figura (fig B.3), pagina B0, vocé pode ver o grifico da sucessdo definida na

NN LR RO

bodbo

0.
-0.1
1 SucessoesNula v

o VVVVVVYVY9yvvvvyvvvvvvy

Figura 4.3:

(eq.15).  Nela vocé também pode ver retas horizontais marcando a abertura dum
“paquimetro” com didmetros d € {1,0.5,0.2,0.1}, a dltima “abertura” ficou pouco
visivel.
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Paquimetro € o instrumento que vocé pode ver na figura (4.4), pagina E um
instrumento de alta precisao que serve para medir os didmetros, interno ou externo, de
figuras cilindricas e usado pelos forneiros mecanicos.

Aqui eu estou usando um paquimetro para determinar quando

|si| < e€ee€{0.5,0.2,0.1}; (4.16)
e vocé pode verificar na figura
1. € = 0.5 vale para todo k > 2;

E>2 = |sg <05=¢

2. € = 0.2 vale para todo k > 5;

kE>5 = |sg| <02=c¢

3. € = 0.1 vale para todo k > 10;

kE>10 = |sg| <0.1l=¢

Procure entender as “fraducdes” que eu fiz de cada sentenca nos trés casos que eu
considerei. E esta traducdo que eu vou usar na definigio.

Eu estou querendo determinar a partir de qual indice k é verdade que “|si| < €” e
a figura me mostra trés respostas para esta indagacao.

Agora vou fazer a a definicdo de sucessdo que converge para zero usando a ex-
periéncia com sucessdo da equacdo (eq.15).

Definicao 7 (sucessao) que converge para zero Seja s = (Si)keN tal que
Ve>0)(3K eN) (k> K = |si| <e€); (4.17)
Entdo sj, converge para zero e se usa a nota¢do
s — 0; (4.18)

para indicd-lo. Hd também outra notagcdo sobre a qual vou fazer comentdrios mais
adiante.

O exemplo da equagdo (eq.15) me deu as trés respostas listadas acima, mas nao
provou nada. Mas logo eu fazer esta demonstracao.

Geometricamente, melhor dizendo, “figurativamente”, se voc€ pegar um paquimetro,
cuja imagem vocé pode ver na figura (@.4)), paginal32] vocé pode estabelecer uma aber-
tura €, como estabelece a definiciao e percorrer o grafico duma sucessdo até encontrar
o indice K, a partir do qual a sucessao fica confinada numa faixa de raio € em volta
do eixo OX como mostra a figura (fig[4.4), pagina[32] Lembre-se, o paguimetro serve
para determinar didmetros, aqui estou usando para encontrar a largura € duma faixa
em que os termos da sucessdo ficam confinados a partir de um indice K. Se isto for
possivel, para qualquer que seja ¢, voc€ obteve

(k>K = |sg| <e€); (4.19)

vocé encontrou o indice K que corresponde a abertura € e a partir de K todos os termos
da sucessdo ficam confinados numa faixa de largura e.

coisa que uma bruxa confundiu com enca-
nador. ..

Presidente Lula
& torneiro mecdnico
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Agora eu preciso ter uma demonstracdo de que afirmagdo vale para valores ar-
bitrario de ¢, entao a sucessdo se encontra no conjunto Sy. Preciso demonstrar por que
exemplos nada provam.

Vou fazer demonstragdes, e vou comecar com exemplos simples para que vocé
compreenda a razdo da coisa. Deixe-me provar que a sucessao do exemplo apresentado
na (eq.15) pertence ao conjunto Sp.

. . P n
F<e = k> 1420

K=[1]; @21 SRR : s
k>K = |1 <@22) - \\ .-'\‘—h\s'\' .
T g
i

Entdo K > 1, entretanto eu \ E>U

procuro o menor inteiro que

satisfaz esta condicdo, porque @

eu preciso especificar um in- ‘

teiro a partir do qual fica ga- pe e g

rantido que s, entra dentro da ol o5 s e st L

faixa de raio € que fica em volta 18 et e A LS

do eixo OX porque estou de- sty

finindo quando sy, tem limite

Zero. ) ) Figura 4.4: paquimetro e uma sucessédo
Deixe-me trocar em miidos 12

o conteudo da sentenca da equacdo

(eq.21). Vocé viu na figura (fig 4.3)

1 1
k> =9 1205 423
~ 05 = %S (4.23)

mas nem sempre % € um numero inteiro e os indices das sucessdes sao nimeros inteiros

, . . . . . . . . 1 P
€ por isto que eu preciso estipular o menor inteiro que seja maior ou igual — que € 0

contetido da notacdo L%J A maioria das linguagens de programacdo entendem este

simbolo da Matematica que elas chamam de ceil, que significa tefo em inglés, na
linguagem do império.

e O menor inteiro que € maior ou igual a 0.5 € 1
e O menor inteiro que € maior ou igual a 1.5 é 2
e O menor inteiro que € maior ou igual a 2.5 ¢é 3
e O menor inteiro que € maior ou igual a 3.5 é 4
e O menor inteiro que € maior ou igual a4.5é 5
e O menor inteiro que € maior ou igual a 5.5€ 6
e O menor inteiro que € maior ou igual a 6.5 €7
e O menor inteiro que € maior ou iguala 7.5 é 8
e O menor inteiro que € maior ou igual a 8.5¢é9

e O menor inteiro que € maior ou igual a 9.5 é 10
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e O menor inteiro que € maior ou igual a 10.5¢ 11

e O menor inteiro que € maior ou iguala 11 é 11

para obter estes exemplos eu rodei 0 comando

for (k=0.5;k<11; k++) {

print "
item O menor inteiro que é maior ou igual a ",

"¢ ", ceil (k)

}  num terminal, executando calc. O dltimo exemplo, como o ndmero 11, eu
acrescentei manualmente! Mas bastava acrescentar um i f () para obter tudo automa-
ticamente e depois apenas raspar e colar dentro do editor.

Na pratica esta definicdo me permite encontrar uma aproximacdo para o valor as-
sintdtico que a sucessdo representa, quer dizer um valor que eu posso colocar no lugar
de s, = % para ser usado como representante para esta sucessao com um erro da ordem
€.

Esta frase nao € fécil, e ela representa um primeiro passo para a compreensao do
limite que Richard Courant dizia que “era o limiar do ensino superior, e ele falava isto
em 1940. .. Continua ainda sendo a porta de entrada para o Calculo. Se vocé passar por
esta porteira o resto ¢ bem mais simples. E eu vou justificar isto ao longo deste texto.

O que me interessa numa sucessdo que convirja para zero é que ela tenha pro-
priedades, e isto quer dizer, satisfaca a sentencas que possam ser traduzidas para um
programa de computador que, pelo menos, mostrem graficamente a relagdo K, € para
um valor de € estipulado.

Foi o que usei para obter dois dos graficos que aparecem neste texto que foram
produzidos com auxilio de duas linguagens de programacio, calc,[2]] para fazer as
contas, e gnuplot, [6]], para produzir os graficos. O programa que usei para obter
estes gréficos pode ser baixado de [5, SucessoesNulas.calc]. O caso destes dois graficos
€ um exemplo simples da intrinseca praticidade que tem o formalismo matemdtico.

Nao somente para eu possa traduzir para um programa de computag¢do, mas eu pre-
ciso de sentengas que caracterizem logicamente o conjunto que eu quero definir que eu
preciso escrever formalmente para usar tanto em demonstracdes como em programas
de computagdo.

Vou estabelecer isto de forma algébrica. Como ja dei dois exemplos de tais su-
cessoes, posso tranquilamente falar que existe um conjunto de tais sucessdes e dar-lhe
um nome.

So = {s; s sucessdo que converge para zero }; (4.24)

e os dois exemplos acima mostram que Sg # ()
Propriedades do conjunto Sj.

1. Paratodonimero K € Q, ses € Sy = Kse€.S.

E que significa esta afirmag@o? Significa que o conjunto S, € estavel por multiplicagio:
K Sy C Sy para qualquer nimero racional K.

E aqui eu posso falar baixinho um segredo, K 0 = 0? Sim, eu vou querer depois
definir Sy como a classe do zero! E isto que € limite, sdo classes de equivaléncia
que definem niimeros.

2. s,t €Sy = s+1teSyque significa que Sy é fechado para adigoes. Isto ja
comega a fornecer uma estrutura algébrica ao conjunto Sy. Pode ser que (S, +)
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seja um grupo com a operagdo de adi¢do. A propriedade anterior confirma, por-
que se s € Sy entdo —s € Sy tomando agora K = —1. Quer dizer que todo
elemento em Sy tem um inverso aditivo.

Olhaosegredo: 04+0=0;-0=0; K *x0=0...

3. A propriedade comutativa € nata, uma vez que estarei somando sucessdes de
numeros racionais, assim como as propriedades associativa e distributiva. Repe-
tindo a soma de sucessdes € comutativa, associativa e distributiva do produto em
relacdo a soma. Com isto cheguei a que (Sy, +) é um grupo comutativo. Confira
a definicdo de grupo, mas é a mesma estrutura que tem (Z, +) que é um grupo.

4. Se s,t € Sg = |si|[tx] < €& < € quando eu escolher ¢ < 1, para um
valor maximo das escolhas de K que satisfizerem a condic¢do para cada uma das
sucessoes s, t. Esta frase ficou complicada! Para cada uma das sucessdes s,t e
tenho indices K1, K> que eu posso colocar na definicdo de limite e garantir que

‘Sk| < €, |tk| <€ (4.25)

mas considere o maior dos dois K, K e chame-o de K e agora vale

E>K = |sg| <elte] <e¢ (4.26)
k>K = |sgllte] <€ <e¢ (4.27)
kE>K = |si|lte| <e€ (4.28)

Esta explicagdo extra que dei agora é um exemplo interessante, os autores muitas vezes
atropelam as leitoras tirando conclusdes curtas como eu fiz, antes de me corrigir. Descon-
fie sempre que vocé ndo entender um texto de Matemadtica, muito provavelmente o autor
estd atropelando, tente abrir as contas que é uma giria muito usada entre os estudan-
tes de Matemitica quando encontram um resultado meio complicado. E porque ficaram
escondidos os passos intermedidrios. Abra as contas!

Entdo (S, -) é fechado para multiplicaco isto faz com que (Sp, +, -) seja um
anel. Ou seja este conjunto de sucessdes que convergem para zero € uma estru-
tura algébrica semelhante a (Z, +, -).

E porque eu fiz a restricdo € < 1?7 Porque interessa-me garantir que s € Sy entdo
s € uma sucessao assintoticamente pequena, quer dizer, na desigualdade

|sk| < € (4.29)

eu vou precisar de escolher valores pequenos para e.
E olha o segredo, Sy * Sy C Sp; 0% 0 = 0;

O maior sucesso de Sy consiste em que Sy + ;7 € Q € um conjunto de sucessdes
que “convergem para v que é a proxima defini¢do. Esta frase € incomum nos textos
de Matemadtica, ninguém costuma fazer previsdes antes de estabelecer a definicdo, mas
acho que cria um suspense pedagdgico fazer desta maneira. Quero mostrar que Sy +
r;r € Q € o conjunto da sucessdes que convergem para r e preciso agora definir o
que significa uma sucessao convergir para 7, o que vou fazer alterando a defini¢do de
convergéncia para zero. Depois vou voltar para provar que Sy + r € o conjunto das
sucessoes que convergem para 1.
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O tragico quando construimos Matematica e que nos vem ideias brilhantes, que
funcionam, apenas ndo sabemos depois como produzi-las na prética, entretanto este
¢ um item irrelevante para a Matemadtica. Neste caso eu simples ndo como calcular
So + r; 7 ¢ Q! Isto vai me forcar a encontrar outra saida.

Na busca desta saida eu vou agora definir limite expandindo a defini¢do de limite
zero, se achar complicado, leia logo o comentdrio que se segue a definicao.

Definicao 8 (sucessao) que converge parar € Q Seja s = (s)keN tal que
Ve>0)BK eN)(k>K = |sp—r|<e); (4.30)

Agora eu coloco o paquimetro com a abertura em volta de r para descobrir a partir
de indice K os termos da sucessdo vao estar confinados numa faixa de didmetro ¢
centrada em .

Eu defini a convergéncia para r € (), porém, como incluir nas contas r ¢ Q?
Esta € uma dificuldade psicoldgica de quem estd passando inicialmente pelo estudo do
limite. Se estou “construindo”, como posso fazer uso dum elemento de um conjunto
que ainda ndo estd construido? o que significa r ¢ (@ nesta definicdo. Isto é mais
do que um problema psicoldgico, é um problema de 16gica. Deixe-me mostrar uma
alternativa e desarme sua mente se souber que ela € dificil. Alids, ndo espere nada facil
em Matemadtica, mas lembre-se que Matematica € uma construcdo de seres humanos,
como vocé. E o que for dificil apenas exige mais concentracdo e trabalho, nada é
impossivel.

Se © = /2 ainda poderia ser possivel fazer algumas contas alterando a expressio
|sx — /2| < € para encontrar

E>K = s, —V2|<e (4.31)

mas, se r = 7 ficaria complicado! Avangando no curso de Calculo vocé vai encon-
trar formulas que lhe vao permitir calcular um pedaco da dizima que fornece uma
aproximacao par m mas ainda assim vai ser trabalhoso operar com a desigualdade,
dado um erro e.
Preciso encontrar uma alternativa, e ela existe, e estd no ponto de apresenta-la.
Exemplos sempre mostram o caminho para construir a teoria. Deixe-me comegar
com

= % = 1.33333333333333333333 . .. (4.32)
S20 = 1.33333333333333333333; (4.33)
acompanhe as contas
S20 = 1.33333333333333333333; (4.34)
s40 = 1.3333333333333333333333333333333333333333; (4.35)
S40 — S20| = 0.0000000000000000000033333333333333333333 < 15’7;(4.36)
540 — S20| < 1ot 4.37)
|40 — S2000] < 1ot (4.38)
|40 — S2000000] < TooT (4.39)

vocé precisa ler os cdlculos feitos nas equagdes (eq.36)- (eq.39) para entender o
que vou agora comentar. O erro ao considerar o limite de s como sendo syg =

1.33333333333333333333 é menor do que 15zt
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Repetindo, % # 1.33333333333333333333 mas tomar 1.33333333333333333333
em lugar de % representa cometer um erro da ordem de 10%.

Claro, % € Q e nds sabemos, os computadores sabem, fazer contas com este
simbolo. O que nem os computadores € nem nds sabemos € fazer contas com 7. E
€ esta a razdo deste texto. Como é que vamos falar com os computadores e lhes passar
um valor para 7, ou qualquer outro nimero que nao seja racional? A tunica forma de

fazé-lo é passando um valor aproximado como

4
3~ 1.33333333333333333333; (4.40)

Repetindo, no caso dos nimeros racionais eu posso passar a um programa de com-
putador o seu valor exato § que também € um valor simbdlico. No caso de 7 eu tenho
que usar

T~ 3.14159265358979323848 (4.41)

sabendo que estou cometendo um erro da ordem de 10%.

Observe que eu sei que estou cometendo um erro desta ordem, o que ainda significa
que eu tenho o controle do erro que estou cometendo. Isto ainda quer dizer que sei qual
€ o limite duma sucessdo de numeros racionais que se aproxima de m € posso parar o
processo algoritmico do cédlculo de m quando for atingida a precisdo que eu precisar.

Estes cdlculos me deixam no ponto de mostrar-lhe o método para verificar se uma
sucessao tem limite ou ndo, se ela é convergente ou ndo e finalmente se for convergente
como tomar decisdo pela escolha dum valor aproximado. As diferencas |s,, — s,| é
que vao controlar a escolha de m como o ponto de decisdo e entdo o limite r ~ s, €
assim eu cheguei no critério de Cauchy para determinagao de duas coisas:

1. se s, € convergente,

2. adecisao de quando parar o algoritmo quando a precisdo atingida for a desejada.

2.

E raro um autor se referir ao critério de Cauchy como um método prdtico de
aproximagdo. Usualmente ele € apresentado como um método tedrico, o que ele €, mas
¢ importante o seu aspecto de determinacdo da aproximacao desejada, ou necessdria.
Deixe-me enunciar o critério de Cauchy que € simples reformulacdo das contas que eu
fiz nas equagdes (eq.36)- (eq.39).

Definicao 9 (critério) de Cauchy
(Ve) 3K e N)(m,n> K = |sy, —s,| <€) <= s, converge; (4.42)
A sucessdo s converge se e somente se satisfizer ao critério de Cauchy.

Observe que o critério de Cauchy garante que a sucessao converge mas fica silenci-
oso arespeito do valor do limite. Quando o critério de Cauchy for verificado, entdo eu
sei que qualquer um dos dois valores s,,,, s, podem ser usados como uma aproximagao
para o valor do limite com a garantia de que o erro cometido € da ordem de €.

O critério de Cauchy é uma garantia de que o limite existe, ele estabelece quando
um sucessdo é convergente. E ele que divide as sucessdes em duas grandes classes:
a classe das sucessoes convergentes, aquelas que definem dizimas e a classe das su-
cessoes divergentes, aquelas que nao definem dizimas.

Pensando no paquimetro a semdntica da coisa fica ligeiramente diferente, agora o
que estou verificando € todos os termos da sucessdo, a partir de K ficam confinados

critério de Cauchy
é uma condigio
de existéncia!

Um erro!
Corrigido!
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numa faixa de raio € e portanto o limite fica dentro desta faixa e em geral eu nao vou
conseguir calculd-lo exatamente.

Deixe-me dar-lhe um exemplo usando %, exatamente porque eu sei tudo a respeito
deste simbolo. s,, € a dizima periddica que aparece na (eq.40). Eu quero que o erro
maximo envolvido com uma aproximagao seja 0.1 para ser modesto. ..

m,n>3 = |8, — s, <0.1=c¢ (4.43)
|1.33333333333333333333 — 1.3| = 0.033333333333333333333 < 0.1; (4.44)

entdo s; = 1.3 € o valor do limite com um erro ¢ = (0.1, bem modesto.

Observe que eu evitei de usar os exemplos com 7 porque o algoritmo para deter-
minar as decimais desta dizima € bem complicado e mais adiante, no Curso de Calculo
voceé ird encontrd-lo quando estiver estudando integral. Neste momento seria dificil de
fazer uso deste exemplo.

Agora eu posso redefinir Sy, como o conjunto de todos os elementos do anel das
sucessdes convergentes que tém limite zero. E a classe das sucessdes de Cauchy que
definem o zero. ™ + Sy € a classe das sucessdes de Cauchy que definem 7, apenas eu
nao sei fazer esta conta.

Entdo eu vou encontrar uma saida bem a gosto dos Matemadticos que adoram brin-
car de faz de contas. Vou fazer de contas que eu sei, e € incrivel como este método
funciona, e por isto que Matemdtica é uma grande diversao, que infelizmente também
serve para os banqueiros colocarem para funcionar o videogame que eles chamam de
mercado.

Vou fazer exatamente a mesma coisa que se faz com os nimeros racionais, com as
fragcOes, se define uma relacdo de equivaléncia. Agora vou usar o critério de Cauchy
que € uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 10 (critério) Cauchy como relacdo de equivaléncia Considere duas sucessoess, t

se
(Ve) BK e N)m,n>K = (|s;m—tm| <€) <= s=t; (4.45)

As duas duas sucessoess,t sdo equivalentes a Cauchy. Se uma delas for conver-
gente, a outra também serd e terdo o mesmo limite, ou melhor, definirdo o mesmo
niimero real. Se uma delas for divergente, a outra também serd.

Agora Sy € a classe do zero, é uma classe de equivaléncia desta relacdo recém
definida. E uma classe de sucessdes de Cauchy de ndmeros racionais. Embora esta
defini¢do possa, inicialmente, parecer esdrixula, é precisa e exata. Compare com um
nimero racional, que também € uma classe fracdes equivalentes, embora nao seja isto
dito com frequéncia. Em geral se diz, erradamente, que um nimero racional é uma
fracdo %; q # 0, quando na verdade é uma classe de equivaléncia de tais fragdes.

Da mesma forma um ndmero real € uma classe de equivaléncia de sucessoes de
Cauchy um dos exemplos mais faceis € o caso de raiz de dois.

7 pode ser obtido de forma muito rudimentar com uma definicao geométrica que os
gregos tonaram muito conhecida, é mais simples do que v/2, porque uma aproximacio
para m pode ser obtida com poligonos regulares convexos inscritos num circulo de raio
1, a sucessao dos perimetros destes poligonos é uma sucessao crescente para o limite
que € 7. Outra forma de obter uma aproximacdo para 7 € com poligonos regulares
circunscritos a uma circunferéncia de raio 1, resulta numa sequéncia decrescente para

Um erro!
Corrigido!
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o limite que é . Aqui vocé vé duas sucessoes de Cauchy, que t€ém o mesmo limite,
consequentemente duas sucessdes de Cauchy equivalentes, dois exemplos da classe
designada pelo simbolo 7.

Na figura (fig [4.3)), pdgina 38 vocé pode ver duas sucessdes, uma decrescente

6 T T T T
0

"dados1" x

"dados2"

5 3.1415926535897932 4

Figura 4.5:

e a outra decrescente que convergem para w. Elas foram obtidas considerando os
perimetros de poligonos regulares circunscritos e inscritos. Este € um exemplo corrupcao
l6gica, o programa que rodei usa 7 para calcular o perimetro dos poligonos e natural-
mente esta ndo pode ser uma forma de construir uma sucessdo que convirja para 7.
Mas como ja disse, avangando no estudo das integrais vocé€ vai encontrar uma que for-
nece um algoritmo para calcular a constante de Arquimedes. Na figura (fig[4.3), a linha
horizontal cheia representa a dizima .

O programa vocé encontra em [5, NumerosReais.calc].

Qualquer sucessao convergente de nimeros racionais € uma sucessao de Cauchy.
Outra forma de dizer isto € toda dizima é um sucessao de nimeros racionais conver-
gente definindo um ndmero real.

Para v/2 se pode usar o algoritmo do célculo da raiz escolhendo-se ora uma casa
inferior ora uma cada superior, no algoritmo, para obter duas sucessdes equivalentes
que convergem para v/2,

1,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421,1.414213, . .. (4.46)
2,1.5,1.42,1.415, 1.4143,1.41422, 1.414214, . .. (4.47)

Esta é uma introducgdo a construcio dos nimeros reais, uma das trés mais conheci-
das que € a minha preferida: via sucessdes de Cauchy. Fazendo uma rapida defesa das
sucessoes de Cauchy, ou melhor do teste de Cauchy, este teste prové uma aproximacao
para um ndmero real com o erro estipulado e:

Ve > 0; dK € N; (4.48)
n,m>K = |z, — x| <e (4.49)

querendo parar o processo de constru¢do dum nimero real com precisdo e basta desco-
brir K € N do teste de Cauchy, entdo qualquer x,,; n > K é uma € aproximacao para
ny
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o numero real procurado. Portanto um método prético e ndo um dificil método tedrico
como algumas vezes € pintado o teste de Cauchy.

Os passos desta construcao eu vou apenas mencionar como uma lista de exercicios,
ndo muito féceis, para a leitora interessada:

1. O conjunto de todas as sucessdes de nimeros racionais, seja S este conjunto, é
uma algebra com divisores de zero. D& pelo menos um exemplo de divisor de
ZEero.

2. O conjunto de todas as sucessdes que convirjam para zero (logo sucessdes de
Cauchy) € um ideal maximal da dlgebra S. Deixe-me chamar este ideal maximal
de So.

3. O quociente por um ideal maximal, numa algebra, € um corpo, neste caso o corpo
dos nimeros reais: S/Sy) = R.

Uma das consequéncias desta construcdo sao as propriedades do limite que se tor-
nam Obvias neste contexto e praticamente impossivel de serem demonstradas, como
se pretende, no Calculo Diferencial e Integral a ndo ser que os exercicios acima sejam
feitos.

Notacdo do limite

Eu fujo fortemente da regra no que diz respeito a notagcao do limite. Para comecar
o proprio conceito de limite deve ser discutido. O limite é um operador que se aplica
a distintos tipos de funcdo e vocé vai ver isto ao longo do Curso de Célculo. No caso
das sucessoes, que sao func¢des cujo dominio € o conjunto N, interessa-me saber qual
€ o comportamento assintético duma sucessao que € o seu valor no co. Se ela tiver um
valor no oo, quer dizer que ela tem limite ou ainda é convergente.

Entdo a notacdo que eu uso é

seSy = kh_m sk = 0; (4.50)
égn 1.333---=1.(3) = §; 4.51)
éyn 3.1415926 - - - = T; (4.52)

sao exemplos do valor do operador /imite atuando sobre algumas das dizimas conheci-
das.

O salto de cardinalidade

Foi Cantor que descobriu o salto de cardinalidade e que tentou demonstra-lo sem
sucesso € nem mesmo convencer os matematicos de sua época de havia um salto de
cardinalidade, a tal ponto que ao final da vida nem mesmo ele acreditava em sua des-
coberta. Morreu doido!

Se um conjunto S tiver n € N elementos, entdo o conjunto das partes de S, P(.S)
terd 2" elementos. Isto é uma consequéncia imediata do bindmio de Newton que des-
creve em cada linha as combina¢des de n elementos tomados p — a — p porque dado
um conjunto com n elementos os seus subconjuntos sdo as combinagdes dos seus ele-
mentos. Em outras palavras combinagdo é sinbnimo de subconjunto.

Mais,

S C P(S) (4.53)

subconjunto préprio valendo logo para o ().
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Uma sucessdo € um arranjo dos elementos do conjunto de chegada contendo por-
tanto todas as combinacdes dos elementos do conjunto de chegada como um subcon-
junto préprio entdo o conjunto S das sucessdes de nimeros racionais contém como
subconjunto préprio o conjunto Q e contém também como subconjunto préprio P(Q).

Cantor descobriu que a cardinalidade de Q e de P(Q) eram distintas e que, se eu
pudesse escrever a desigualdade sem sentido

card(Q) < cardP(Q) (4.54)

nao havia nenhum conjunto com cardinalidade intermedidria. Portanto havia um salto
de cardinalidade. Na verdade a cardinalidade é uma classificacdo das complexidades.
Eu entendo que cardinalidade e complexidade se equivalem. Cantor ndo conseguiu
uma demonstracdo para sua descoberta € nem mesmo conseguiu convencer a ninguém
que tal salto existia. Foram precisos passar 100 anos para que Paul Cohen completando
a tese de Godel e estabelecendo que ndo € possivel ter em Matemdtica uma unica teoria
dos conjuntos e sim pelo menos duas, uma delas é a chamada teoria dos conjuntos de
ZFC (Zermelo-Fraenkel). Na teoria dos conjuntos de ZFC o salto de cardinalidade é
um axioma que Cantor estava tentando demonstrar.

E o que Richard Courant sentia e expressou dizendo que limite, quer dizer, niimero
real era o limiar da Matemadtica Superior. Em boa parte € isto que torna tdo dificil
provar as propriedades do limite, na verdade o que se estd tentando provar sao as pro-
priedades dos numeros reais que eu aqui contornei produzindo R a partir dum conjunto
que tem uma estrutura algébrica bem estabelecida e de facil demonstracdo. R herda as
propriedades de QQ deixando de existir uma coisa chamada propriedades do limite que
sao simplesmente as propriedades de R.

Finalizando, a cardinalidade de R € um novo salto na escala de cardinalidades que
¢ chamada de c a cardinalidade do continuo.
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a exponencial e o logaritmo
complexos

Um nimero complexo é um nimero da forma a + bi

a + bi; (5.1
a,be R;i=+v/—1 (5.2)
Estes niimeros surgem naturalmente como solugdes de equacdes do segundo grau

quando o determinante de equagdo é negativo entdo a formula de Baskhara produz os
niimeros complexos. Confira o exemplo,

ar’ +br+c=0 = x:%@; (5.3)

A=V —4dac<0 = z¢R (5.4)

p = VI dae — SbEVALN = 2 4ac; (5.5)

A<0 = -A>0 = VA=+/(-1)-A=+4ivV-Aji=+/—1 (56)
A<0 = o= = b g id — gy (5.7)

2 -3x+5=0 = A=-11 = VA=+i/11; (5.8)

22 =3z +5=0 = g {3t/ 3=Vl (5.9)

a+bie {3+l 3 vy (5.10)

Quando A < 0 se define VA = iv/—A confira equacio (eq.6) fazendo aparecer
os numeros com o formato a + bi;a,b € R, na equagdo (eq.7) ou ainda na equacio
(eq.9).

Observe que esta invencdo expande uma propriedade dos nimeros, agora

Vab = aVb; (5.11)

que somente valia para os nimeros reais positivos e agora vale para qualquer nimero
complexo.

O nome que estes nimeros adquiriram caracteriza o preconceito que durante muito
tempo eles carregaram quando eles ndao eram considerados nimeros e inclusive esta
denominacdo criou, e segue criando dificuldades na assimilacdo destes nimeros no
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ensino da juventude. Confira complexo, niimero para obter mais informagdes sobre o
conjunto dos nimeros complexos, sua estrutura algébrica.

Praticamente tudo que se possa dizer sobre os nimeros reais, também pode ser dito
sobre os nimeros complexos. Existe uma exce¢do importante a esta regra, que € sobre
a relacdo de ordem. O conjunto dos nimeros reais € um corpo ordenado, os conjunto
dos ndmeros complexo nao possui uma relacdo de ordem perfeita como é a ordem
em R.: todo conjunto limitado de nimeros reais tem um supremo e um infimo, e esta
afirmacao nao pode ser feita para o conjunto dos nimeros complexos. Tem mais coisa
que tornam os dois conjuntos diferentes e vou mostrar isto quando tratar das fungées
complexas num proximo volume desta colecdo.

Mas, para terminar, faco-lhe um alerta, todos os livros de Calculo ignoram os
nimeros complexos e com isto ajudam a manter o terror injustificado que eles infun-
dem nos estudantes. Fazer cdlculos com os nimeros complexos é apenas duas vezes
mais dificil porque eles tém duas coordenadas, na verdade quatro vezes mais dificil, ob-
servando que o produto de nimeros complexos envolve o cdlculo de quatro expressoes.
E o ganho que se tem adotando os ndmeros complexo € imenso.
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Os exercicios

Este capitulo retine os exercicios finais do livro e alguns extrapolam um pouco o
conteddo dos cinco capitulos precedentes, por exemplo, estou calculando a drea sob
o grafico dum fungdo, a integral da fungdo, e nos capitulos anteriores, fung¢do, € um
assunto vem do Ensino Médio e ndo foi tratado aqui. Mas a forma com aparece a
integral, eu entendo que € intuitiva, portanto este me parece um erro menor, ou talvez
uma forma de avangar os assuntos colocando-os de forma intuitiva.

Outro assunto que estou avancado, também me valendo de sua forma geométrica e
intuitiva, € a derivada como coeficiente angular da reta tangente. Ainda assim tem um
exercicio que eu etiquetei fora do contexto porque de fato a derivada que aparece nele
foge da forma intuitiva. Talvez na redagdo final eu o retire.

Este capitulo foi redigido primeiro que os outros, exatamente para que completasse
os primeiros capitulos de forma preparatdria para este.

Que as leitoras me julguem sem piedade!

Os itens, em cada questdo, estdo numerados usando os cinco primeiros nimeros
primos, 2,3,5,7,11. Ao final de cada questdo, ao lado da etiqueta gabarito, vocé€ encon-
tra o produto dos nimeros primos que correspondem as opcoes verdadeiras. Entretanto
€ possivel que gabarito esteja omitido para que apareca apenas quando for publicada a
correcdo da lista. Os itens podem ser todos verdadeiros ou apenas alguns verdadeiros.
Mas havendo algum falso, haverd também o correspondente verdadeiro.

Exercicios 1 Os niimeros

1. Numeros naturais

(2) (V)[ I(F)[ ] O conjunto dos niimeros naturais é formado por todos os niimeros
inteiros.

(3) (V)] ](F)[ ] O conjunto dos niimeros naturais é formado por todos os niimeros
inteiros positivos e o zero é considerado um niimero positivo.

(5) (V)[ I(F)[ ] O zero é considerado um niimero positivo e também é conside-
rado um niimero negativo.

(7) (V)[ I(F)[ ] A operagcdo adi¢ao é uma operacdo bindria definida no con-
junto N dos niimeros naturais, e suas propriedades sdo:

i. A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao

ii. A-2 Todo numero natural tem um inverso aditivo.
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iii. A-3 A adi¢@o é comutativa.
iv. A-4 A adi¢do ¢é associativa.
(11) (V)] J(F)[ ] A operacdo adi¢ao é uma operacdo bindria definida no con-
junto N dos niimeros naturais, e suas propriedades sdo:
i. A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao
ii. A-3 A adic@o ¢ comutativa.
iii. A-4 A adig@o é associativa.

2. Numeros naturais

(2) (V)[ I(F)[ ] A operacdao multiplicacao é uma operagdo bindria definida no
conjunto N dos niimeros naturais, e suas propriedades sdo:
M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao
M-2 Todo niimero natural tem um inverso multiplicativo.
M-3 A multiplicacio é comutativa.
M-4 A multiplicacdo é associativa.
(3) (V) I(F)[ ] A operacdao multiplicacao é uma operagdo bindria definida no
conjunto N dos niimeros naturais, e suas propriedades sdo:
M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao
M-3 A multiplicacio é comutativa.
M-4 A multiplicacdo é associativa.

(5) (V)[ ](F)[ ] Niimeros bindrios O conjunto B = {0, 1} munido da adi¢do

definida pela tabela
ESLIEN

0
1

_|_
—_

~|

1
0

tem as propriedades

A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao
A-2 Todo niimero tem um inverso aditivo.
A-3 A adi¢ao é comutativa.

A-4 A adicao ¢ associativa.

(7 ) (V)[ ](F)[ ] Niimeros bindrios O conjunto B = {0, 1} munido da multiplicagéo
definida pela tabela

[« [0]1]

0
1

0
0

tem as propriedades
M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao
M-2 Todo niimero tem um inverso multiplicativo.
M-3 A multiplicacio é comutativa.

M-4 A multiplicacdo é associativa.
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(11) (V)] J(F)[ ] As operacdo adicao e multiplicacdo sdo operagdes bindrias
definidas no conjunto N valendo as propriedades
A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢cao
A-3 A adigdo é comutativa.
A-4 A adigdo é associativa.
M-1 Existe um elemento neutro para a adicao
M-3 A multiplicacio é comutativa.
M-4 A multiplicacdo é associativa.

AM-1 O elemento neutro da adigdo, zero, multiplicado por qualquer niimero
natural resulta em zero.

BN

M-2 a multiplicagdo é distributiva relativamente a adigdo.

Estas mesmas propriedades valem para o conjunto B = {0,1} com as
operagoes de adicdo e multiplicacdo definidas anteriormente.

3. Melhorando N

Posso inventar novos elementos, para completar N, produzindo o conjunto Z,
dos nimeros inteiros e a Historia me diz que isto foi feito com a criagdo dos
nimeros chamados “negativos”.

(2) (V)[ I(F)[ ] Com a inven¢do dos novos elementos o conjunto Z com a
adicdo tem as propriedades:
i. A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao no novo conjunto.
ii. A-2 Todo niimero inteiro tem um inverso aditivo.
iii. A-3 A adi¢@o é comutativa.
iv. A-4 A adi¢do ¢é associativa.
(3) (V) I(F)[]E possivel estender a multiplicacdo de N ao conjunto 7. e
entdo as propriedades
i. M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao
ii. M-2 Todo niimero inteiro tem um inverso multiplicativo.
iii. M-3 A multiplicacdo é comutativa.
iv. M-4 A multiplicagdo é associativa.
valem.
(5) (V) (F)[]E possivel estender a multiplicacdo de N ao conjunto Z mas
entdo nem todas propriedades seguintes sdo verdadeiras.
i. M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao
ii. M-2 Todo niimero inteiro tem um inverso aditivo.
iii. M-3 A multiplicacdo é comutativa.
iv. M-4 A multiplicagdo é associativa.
(7) (V)[ I(F)[ ] As propriedades da estrutura algébrica (Z, +, -) sdo
i. A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao
ii. A-2 Todo inteiro tem um inverso aditivo.

iii. A-3 A adi¢@o é comutativa.
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8

.

-4 A adicdo é associativa.

<

-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao

<

vi. M-3 A multiplicacdo é comutativa.

%]
N

vii. M-4 A multiplicagdo é associativa.

>
<

Viii. -10 elemento neutro da adigdo, zero, multiplicado por qualquer

numero inteiro resulta em zero.

ix. AM-2 a multiplicagdo é distributiva relativamente a adicdo.
valem no conjunto Z munido das adi¢do e multiplicagdo usuais.

(11) (V) J(F)[ ] A equacdo 4x+7 = 31 é possivel, a solucdo é x = 6, mas ndo
tenho regras para resolvé-la no conjunto dos niimeros inteiros, sei resolvé-
la por tentativas. Um programa de computador diria que esta equagdo é
impossivel alimentado com as regras da adi¢do e multiplicacdo de niimeros
inteiros.

4. numero racional e niumero irracional

Os numeros racionais sdo pares, numerador, denominador , como (p, q), mas
apresentados num formato que chamamos fragao, %; q # 0 com propriedades
bem conhecidas

= P tiplicacao: BT ; (6.1)
ng qn qan

adigdo.‘]—j—l—m—pn—i_mq- mo_pm,
q n

E o conjunto dos niimeros racionais, Q.

E os niimeros reais, R é o conjunto dos nimeros racionais junto com os nimeros
irracionais.

(2) (V)] ](F)[ ] Nimero irracional Os gregos descobriram que num quadrado,
se o lado medisse 1 ndo seria possivel medir, com exatiddo as diagonais,
chamaram este valor de /2.

(3) (V)[ (F)[ ] V2 éum simbolo que funciona mesmo com operagoes aritméticas,
e representa uma sucessao cujos sete primeiros termos podem ser

1, 1.4, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135,...  (6.2)

(5) (V)[ (F)[ ]2 éum simbolo que funciona mesmo com operagoes aritméticas,
e representa uma sucessao cujos sete primeiros termos podem ser

2, 1.5, 1.424, 1.4153, 1.41431, 1.414214, 1.4142136,...  (6.3)

(7) (V)] I(F)[ ] As sucessdes sdo fungées definidas no conjunto dos niimeros
naturais e um niimero irracional é uma sucessdo cujos valores sdo niimeros
racionais, uma sucessdo de niimeros racionais. Elas também sdo chama-
das de dizimas e se dividem em duas classes

numeros racionais as dizimas periddicas,
numeros irracionais as dizimas ndo periddicas.

(11) (V)] I(F)[ ] Uma dizima ndo periédica é um niimero racional.
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5. numero racional e numero irracional, dizima

O conjunto dos nimeros reais, R, é o conjunto das dizimas que podem ser
periddicas ou ndo periddicas. As dizimas sdo sucessoes de niimeros racionais
Sp € o niuimero racional que corresponde anular todos os digitos a partir do

n—esimo:
V2 = 1.4142135623730950488 . . . (6.4)
V2 &~ 1.4142135623730950488 = s19: (6.5)
so = 1.0000...,s; = 1.4000..., sy = 1.41000. .. (6.6)

A equagdo (eq.6) apresenta os termos Sg, S1, So de uma sucessdo que representa
V2. Porque hd uma infinidade de sucessdes que representam \/2, o que hd em
comum entre elas é que elas tem o mesmo limite, elas todas representam o mesmo
nimero cujo simbolo é V2.

Algo semelhante ocorre com as fracdes, que representam nimeros racionais, hd
uma infinidade delas representando o mesmo niimero, apenas, neste caso existe
“uma melhor fracdo”, a fragdo irredutivel.

7 € outro nimero real que também ndo é racional, “m” é um simbolo que repre-
senta

3.14159265358979323848 . .. 6.7)
to =3t = 3.1,ty = 3.14,t3 = 3.141,t4 = 3.1415, . .. (6.8)

Hd uma diferenca prdtica entre estes dois simbolos, 7,v/2. /2 me permite
cdlculos aritméticos,

3V2 =18 =v9-2:V2 - V2 = V4 = 2; (6.9)

coisa que ndo posso fazer com o simbolo .
Se a dizima for periddica entdo ela tem uma geratriz %

Vocé vé aqui um problema para o qual ndo hd solugdo, eu ndo posso calcular o
limite da sucessdo que converge para \/2, eu posso provar que este limite existe
e depois usar uma aproximacdo para o seu valor. Acontece 0 mesmo com T, e e
com qualquer numero irracional.

(2) (V)] I(F)[ ] “O produto de duas sucessdes de niimeros racionais é outra
sucessdo de numeros racionais” e isto equivale a dizer-se que “O produto
de dois niimeros racionais é outro niimero racional”. O mesmo se pode
dizer da adi¢do, portanto (Q, +, -) € uma estrutura algébrica.

(3) (V)] I(F)[ ] As fracbes podem ser somadas pela regra

+ - =———qn#0; (6.10)

p
q qn

m  pn+qm.
n

entdo todo niimero racional tem um inverso aditivo:

p,—p _-pg+tpg  —-pt+p _
- 2 - :O7Q7é07

q q q

6.11)
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(5) (V)[ I(F)[ ] As fracoes podem ser multiplicadas pela regra

P _ P o (6.12)
¢ n qn

entdo todo niimero racional g tem um inverso multiplicativo, %.

(7) (V)[ I(F)[ ] As fracoes podem ser multiplicadas pela regra

pom _ P 2o (6.13)

g n qm’

Todo niimero racional diferente de zero g, tem um inverso multiplicativo,
q

p
(11) (V)] J(F)[ ] Para o conjunto dos niimeros racionais sdo vdlidas as afirmagoes:
i. A-1 Existe um elemento neutro para a adi¢ao
ii. A-2 Todo nuimero racional tem um inverso aditivo.
iii. A-3 A adi¢do é comutativa.
iv. A-4 A adig@o é associativa.
V. M-1 Existe um elemento neutro para a multiplicacao

vi. M-2 Existe um elemento inverso multiplicativo para toda fracdo cujo
numerador seja diferente de zero:

P4

=1 < p,qg#0;
qp

<

vii. M-3 A multiplicagdo é comutativa.

<

viii. M-4 A multiplicagdo ¢ associativa.

>
<

iX. -10 elemento neutro da adigdo, zero, multiplicado por qualquer

numero racional resulta em zero.

x. AM-2 a multiplicacdo é distributiva relativamente a adi¢do.

6. A reta numérica

Os niimeros racionais tem uma propriedade que os tornam parecido com pontos
duma reta: dados dois ndmeros racionais, sempre existe outro nimero racional
entre eles. O mesmo se pode dizer de dois pontos sobre uma reta. Também
se pode dizer sobre uma reta que dados dois pontos, A, B, eles determinam o
segmento de reta AB e que existe um ponto desta reta que ndo se encontra sobre
o segmento AB. Dados dois niimeros racionais

a,b; a<b; dceQ; c<a<b (6.14)
a,b; a<b;Id e Q; a<b<d, (6.15)

Esta duas ultimas propriedades falam da ordem em Q e me permitem de fazer
uma representacdo geométrica de QQ numa reta orientada.

(2) (V)[ ](F)[ ] Se r for uma reta orientada entdo existe um ponto nela que
representa o zero, O, dividindo-a em duas semirretas, a semirreta positiva
e a semirreta negativa.
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(3) (V)] |(F)[ ] Euoriento uma reta escolhendo dois pontos, um que chamo de
O, e representa o zero, e outro que chamo de I e representa a 1.

(5) (V)] I(F)[ ] Ao escolher dois pontos, um que chamo de O, e representa o
zero, e outro que chamo de I e representa a 1, com um compasso eu posso
determinar, sobre a reta orientada qualquer niimero inteiro.

P | >
-1 1 2 3 4

Figura 6.1: reta numérica, representagio geométrica de R

(7) (V)[ [(F)[ ] Na figura (figl6.2), pdaginad9 vocé pode ver paralelas a reta

— xy <0

Xy

paralelas a reta que passa por 1 na reta
horizontal e por 3 na reta obliqua

Figura 6.2: Determinagio dos racionais na reta numérica

que passa por 1, na reta horizontal e por 3 na reta obliqua que permite
encontrarem-se %, %, na reta horizontal, entre 0 e 1, com relativa exatiddo.
Da mesma forma, tracando uma reta passando por 1, na horizontal, e por
um numero inteiro m qualquer na obliqua, posso determinar as fracdes

proprias de denominador m entre 0 e 1, de volta na reta horizontal, Verifi-
que na figura (figl6.2) na paginad9 para m = 3.

(11) (V)] J(F)[ ] Comum compasso eu posso transferir a diagonal dum retangulo
de lado 1 sendo um dos vértices do retdngulo a origem O o que mostra que

a reta numérica contém nimeros irracionais. A figura (fig [6.1) na pdgina
mostra a reta numérica.

7. Numeros reais

Os niimeros naturais, sdo numeros reais. Os niimeros inteiros e os racionais
também sdo niimeros reais. O conjunto R dos niimeros reais contém todos os
niimeros naturais, inteiros e racionais. Como a reta numérica contém nimeros
irracionais, como é o caso de \/i ou \/ﬁ; n € N, entdo a reta representa o con-
junto dos niimeros reais. Um niimero real é o limite duma sucessdo de niimeros
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racionais, e esta afirmac¢do vale para todos os niimeros. Por exemplo, 3 € a
sucessdo constante s,, = 3, também t,, = % é uma sucessdo constante que re-

presenta %. Mas 7 ou \/2 ndo sio representados por sucessoes constantes, eles
sdo dizimas nao periddicas.

O conjunto das sucessoes que tém limite zero € fundamental no estudo do limite.
Identifique quais sdo as afirmacdes que valem para as sucessoes com limite zero.
Nos itens que seguem, €,,, 0,, representam sucessdes que tém limite zero.

(2) (V)[ I(F)[ ] Se uma sucessdo €, tiver limite zero entdo, para qualquer o
niimero real r > O existe um indice N € N tal que

k>N = |sg|<r;r>0 (6.16)

(3) (V)] I(F)[ ] Se 6y, €, tiverem limite zero entdo existem indices N1, Ny € N

tal que
k>N = |0k <ryr>0; (6.17)
k> Ny = |ex| <r;r>0; (6.18)
k> N =max Ny, Nok > N = |0x] <r; (6.19)
k> N =max Ny, Nok > N = |e| <r; (6.20)
ANYk>N = el 106] < 7); (6.21)

quer dizer que existe um indice comum as duas sucessoes, N, a partir do
qual ambas ficam em modulo menor do que r para qualquer erro r que for
dado.

(5) (V)[ I(F)[ ] Como na defini¢cao de limite zero no item [ o erro r é um
niimero real qualquer e objetivo é que seja “pequeno”, entdo posso su-
por que 0 < r < 1 e isto mostra que o produto de duas sucessoes com
limite zero 0y, €}, se tem

k>N = |6] <r<1;r>0; (6.22)
k> Ny = |ep|<r<l;r>0; (6.23)
k>N =max Ny, Ny = [0k <73 (6.24)
k>N =maxNi,No = |e| <r; (6.25)
(AN)k > N = |epdp] <712 <15 (6.26)

(7) (V) ](F)[ ] O produto de duas sucessées com limite zero é uma sucessdo
com limite zero.

(11) (V)] J(F)[ ] Se by, €, tiverem limite zero entdo existem indices N1, No € N
tal que

k>N = |6] <gir>0; (6.27)
k>N = |ex| <53r>0; (6.28)
k> N =maxNy,No = |0+ ex| <|0k]|+ |ex]| <7; (6.29)

o0 que prova que se duas sucessoes forem de limite zero entdo a soma delas
€ uma sucesso de limite zero.
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8. limite zero

Na defini¢do de limite zero na questao[] item 2, em que para cada erro r > 0
existe um indice N € N tal que

E>N = |e|<r;r>0 (6.30)

eu sempre posso supor que v < 1 porque o objetivo é caracterizar que, em
modulo, € menor do que qualquer erro r escolhido, e “erros devem ser
pequenos”

Esta escolha pode forcar que o indice seja muito grande para que a desigualdade
comece a se verificar. Mas, e procure entender esta frase, “o primeiro milhdo de
termos duma sucessdo sdo completamente irrelevantes” ... ou o primeiro trilhdo
de termos!” Pelo menos para um programa de computador. . .

(2) (V)] ](F)[ ] Considere a sucessdo €, = k Como — > —— 5 para quais-
quer niimeros naturais m, p entao r = % junto com N =m satzsfazem
1 1
(Vr = E)(EIN:m)(k>N = |E‘ <r) (6.31)

0 que prova que a sucessao % tem limite zero.

(3) (V) |(F)[ ] Como mP > m para niimeros naturais m,p;p > 1 entdo a
sucessdo €y, = kip; p > 1 € uma sucessdo com limite zero.

(5) (V)] [(F) ] A sucessdo €, = kip comp > 1 é uma sucessdo com limite

zero em que p é um niimero real maior do que 1.

(7) (V)] I(F)[ ] sucessédes equivalentes Considere dois polinémios P, () como
P(k)

Q tém no mdximo n = grau(Q) raizes, entdo sucessdo sy = o) pode

P(k)
Q(k)
sempre que k for uma uma raiz de @), definindo assim uma nova sucessao

ti. A sucessdo

ser corrigida colocando-se um valor qualquer arbitrdrio em lugar de

Sk — Uk (6.32)

satisfaz
(Vr)(IN)(k > N|sp —tg| <) (6.33)

€ uma sucessdo com limite zero, e para isto basta que N seja maior do
qualquer uma das raizes de (), portanto s e t;. tém limite.

(11) (V)] J(F)[ ] sucessoes equivalentes Considere dois polinomios P, () como
Q tém no mdximo n = grau(Q) raizes, pelo teorema fundamental da

Algebra, entdo sucessdo sy, = QE k% pode ser corrigida colocando-se um

P(k)

valor qualquer arbitrdrio em lugar de O(k) Sempre que k for uma uma raiz

de Q), definindo assim uma nova sucessdo ty. A sucessdo sy, — tj, satisfaz
(Vr)(AN)(k > N|sk —tg| <71) (6.34)

e para isto basta que N seja maior do qualquer uma das raizes de ). Mas
disto ndo se pode deduzir que sy, e ty sejam de limite zero ou nem mesmo
tenham limite.
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9. Inducdo finita
O conjunto P(A) é um conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de A. Uma

outra forma de dizer isto é que P(A) contém as combinagdes formadas com os
elementos de A.

A={1,2,...,n};n > 3; (6.35)

(2) (V) [(F)[ ] CE é o niimero de subconjuntos com p elementos que é possivel
retirar de A.

(3) WLIE)N]

> oCr=mn; (6.36)
k=0
(5) (VILIF)[]
d ch=on (6.37)
k=0
(7) (VILIF)[]
(a+b)" =Y Cha"*k; (6.38)
k=0
(11) (V[ I(F)[ ]
(a+b)" =Y Cha*v"*; (6.39)
k=0

gabarito:

10. tridngulo de Pascal As poténcias de 11 até a quinta poténcia sdo

11°=1 (6.40)
111 =11 (6.41)
112 =121 (6.42)

11% = 1331 (6.43)
114 = 14641 (6.44)

correspondem as 5 primeiras linhas do Triangulo de Pascal

(2) (V)] |(F)[ ] Se considerarmos o simbolo 10 um novo algarismo, por exem-
plo na base 16,

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F

entdo
11°=1 (6.45)
11t =11 (6.46)
112 =121 (6.47)
113 = 1331 (6.48)
11* = 14641 (6.49)

115 = 154451 = 15101051 = (6.50)



CAPITULO 6. EXERCICIOS 53

sdo as primeiras cinco linhas do triangulo de Pascal.

(3) (V)[ I(F)[ ] Se considerarmos os simbolos 15,20 como dois novos alga-
rismo, por exemplo na base 21,

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16,17,18,19,20 = 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,

entdo
11°=1 (6.51)
11t =11 (6.52)
112 =121 (6.53)
112 = 1331 (6.54)
11* = 14641 (6.55)
115 = 15AA51 = 15101051 (6.56)
11 = 16 FK F61 = 1615201561 (6.57)

sdo as primeiras seis linhas do triangulo de Pascal, embora esta notagdo
ndo seja usual.

(5) (V) I(F)[ ] é possivel deduzir das potencias de 11 as linhas do triangulo
de Pascal,

(7) (V)] ](F)[ ] Considerando as bases hexadecimal,
07172737475767778797A7B7C7D7E7F
e a “base 217, nada usual,

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17,18,19,20 = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,

119=1=20 (6.58)
'=14+1=2"1 (6.59)
112=14+2+1=22 (6.60)
113=1+3+3+1=23 (6.61)
11*=1444+6+4+1=24 (6.62)
11°=14+54+A+A+5+1=2° (6.63)
11°=14+64+F+K+F+6+1=26 (6.64)

se pode concluir que qualquer linha n do triangulo de pascal tenha como
soma 2".

(11) (V)] |(F)[ ] Considerando as bases hexadecimal,
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F
ea “base 21”, nada usual,

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16,17,18,19,20 = 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,
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11°=1=20 (6.65)
'=14+1=2"1 (6.66)
112=14+2+1=22 (6.67)
112=1+3+3+1=23 (6.68)
11*=14+446+4+1=24 (6.69)
11°=1454+A+A+5+1=2° (6.70)
11°=14+64+F+K+F+6+1=26 (6.71)

se pode provar, usando indugdo finita, que qualquer linha n do triangulo
de pascal tenha como soma 2.

gabarito:

11. niimero de elementos dum conjunto O triangulo de Pascal é um algoritmo, ou
uma tabela cujas linhas eu vou enumerar a partir de zero de modo que a linha
de ordem n vem na posicdo n+ 1 e a primeira linha é de ordem zero. A primeira
linha é a de ordem zero, e a segunda é de ordem 1. O segundo elemento de cada
linha corresponde a ordem da linha.

1
3 1
6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1

36 84 126 126 84 36 9 1
45 120 210 252 210 120 45 10 1

NN NN NN NN N NN

SOV ONA U R W~

(2) VILIF)]
(17 21 3 3 21 7 1) (6.72)

é a linha de ordem 6 e a soma dos seus elementos vale 25.

(3) VILIF)I]
(1 7 21 3 3 21 7 1) (6.73)

é a linha de ordem 7 e a soma dos seus elementos vale 27 .

(5) (VILIF)[]
(1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1) (6.74)

é a linha de ordem 11 e a soma dos seus elementos vale 2'*.
(7) (VIF)]
( 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 ) (6.75)

é a linha de ordem 10 e a soma dos seus elementos vale 219.



CAPITULO 6. EXERCICIOS

12.

(11) (V)[I(F)[ ]

(1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1)

é a linha de ordem 10 e a soma dos seus elementos vale 21°.

gabarito:

Inducdo Finita

A soma dos n + 1 primeiros niimeros naturais,
0,1,...,n
é dada por uma funcdo f do segundo grau

(2) (VL] f(n
(3) (VLI ] f(n
(5) (VILIEL] f(
(7) (VILIEL] f(n
(11) WMLIBIL] f(n

gabarito:

’I’L

2

n(n—|—1)

(%)

)

) =
n) = n?
) =
)

55

(6.76)

13. soma dos termos duma sucessdo Se o termo geral duma sucessdo for do primeiro
grau, a soma dos seus termos é dada por uma sucessdo cujo termo geral é

14.

(2) (V)[ I(F)[ ] do segundo grau.
(3) (V)[ I(F)[ ] também do primeiro grau.
(5) (V)] ](F)[ ] do terceiro grau.
(7) (V) I(F)] ] do quarto grau.
(11) (V)] J(F)[ ] do quinto grau.

gabarito:

sucessdo e série, p.a.

Sp, = a(n — 1) + b; a, b dois niimeros dados ;

s1 = b é o primeiro termo ;
n

Sn: Zsk;

k=1

(6.77)
(6.78)

(6.79)

sdo duas sucessoes, a segunda, (Sy,)neN, é chamada de série com termo geral
Sk, mas sdo duas sucessoes. O estudo das séries oferece uma dificuldade extra
pois depende do comportamento do termo geral. O estudo das séries implica no

estudo de duas sucessdes acopladas.
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(2) (V)[ ](F)[ ] O termo geral da série S é uma progressao aritmética,
sp=a(n—1)+b; (6.80)

em que a, b sdo dois niimeros dados.

(3) (V)[ ](F)[ ]Considere a série S e o seu termo geral s. Entdo

Spn = Sn+1 — Snj (6.81)
(5) (V)] ](F)[ ] Considere a série S e o seu termo geral s. Entdo

Sp = Sp — Sh_1; (6.82)

(7) (V)[ I(F)[ ] A série S = (Sp)neN € do segundo grau. Entdo o seu termo
geral também é do segundo grau.

(11) (V)[ )(F)[ ] A série S = (Sy,)neN € do segundo grau porque o seu termo

2
. .. 2b—
geral é do primeiro grau e S,, = %(ba)

gabarito:

15. progressoes polinomiais, sucessoes polinomiais

Considere um polinomio P do grau 2 e a sucessdo
sy = P(k) = ak® + bk +¢;; k € N; (6.83)
€ uma progressdo quadrdtica.

(2) (V)] |(F)[ ] A expressdo que define sy, é

sk = ak® 4+ bk + ¢ (6.84)
(3) (VI[I(F)[ ]A soma
dsp=a) K +bY> k+(n+1)g (6.85)
k=0 k=0 k=0
soma de quadrados, soma dos termos duma p.a., e um miiltiplo da constante
C.
(5) (V) I(F)[ ]A soma
 sk=a) E+bY k+(n+ 1) (6.86)
k=0 k=0 k=0

soma de quadrados, soma dos termos duma p.a., multiplicadas pelas cons-

tantes a, b, respectivamente, e um miltiplo da constante c que depende do
ntimero de termos.

(7) (V) |(F)[ ] Sabendo somar quadrados, se pode obter a soma de qualquer
progressdo quadrdtica.



CAPITULO 6. EXERCICIOS 57

(11) (V)] ](F)[ ] Sabendo somar quadrados, e sabendo somar progressoes aritméticas,
se pode obter a soma de qualquer progressdo quadrdtica.

gabarito:

16. progressoes polinomiais

Considere um polinémio P(z) = ax?, do grau 2, a progressdo quadrdtica,

sk = P(k);k € N; (6.87)

n
e asérie Y sp = Sp.
k=0

(2) WMLIE) ] Snt1 — S = Snt1;

(3) (V)] I(F)[ ]Se Q for um polinémio do terceiro grau, entdo as diferengas
Qn+1 — Qp sdo um polinémio do grau 2.

(5) (V)] ](F)[ ] Existe um polinémio do terceiro grau, ), de modo que
Qn-l—l - Qn - Tl2 (688)
(7) (V) |(F)[ ] Existe um tinico polindmio do terceiro grau,

Q(z) = Az® + Ba* + C2 + D (6.89)

n

tal que S, = > sk, = Q(n+1) — Q(0)

k=0
(11) (V)] J(F)[ ] Existe um polinémio do terceiro grau,

Q(z) = Az® + B2 + C2 + D (6.90)
tal que S, = - s = Q(n) - Q(0)

k=0

gabarito:

17. numero e, sucessoes e limite

Considere a sucessdo de niimeros racionais definida por

S, = (14 2y 6.91)
n
(2) (V)[IF)]
Sp= 3 ChL,
k=0
Sn = i Sk; Sk = Gy (6.92)
k=0 "

(3) VILIF)]

- 1
S, = Sk:2n<1+_+”'+n_); (6.93)
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(5) VILIE)[]

Sp = D0 Ski Sk = 1 (6.94)
k=0
m>n = S, > S, S, éuma sucessdo crescente;  (6.95)
(7) (VILIF)[]
Me>0)(AK eN)(im>n>K = s, — s, <e€); (6.96)

(11) (V)[ I(F)[ ] A sucessdao S,, é uma sucessdo de Cauchy, portanto conver-
gente.

gabarito:

18. limite de sucessoes

A equacgdo
1

n+1

(6.97)

Sp =
define uma sucessdo quando n € N.
(2) (V)] (F) ] sn # 0 para qualquer que seja n. € N.
(3) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo ($p)neN € crescente.
(5) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo (sy)nen € decrescente.
(7) (V) I(F)[ ] A sucessdo (sy)neN ndo é decrescente.
(sn)

(11) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo (s, )neN hdo é crescente.

gabarito:

19. limite de sucessdes A equacdo

n+1 1
_ A .
n n »“n n + 17
define duas sucessoes quando n € N. Decida quais das alternativas sdo verda-
deiras ou falsas.

(6.98)

(2) (WLIE)]tn= %
(3) MLIF) ]ty =1+ +

(5) MLIF)]tni1 =22 =1+2s,

(7) MLIF) ]tni1 =22 =1+s,

(11 ) (V)] J(F)[ ]t, éuma sucessdo decrescente.

gabarito:
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20. série

21

22.

Chama-se série uma sucessdo cujos termos sdo a soma dos termos de uma outra

sucessao:
n

Sn = sk (6.99)

k=0

S € a série de termo geral si. Se S, for uma série como estd expresso na
equacdo (eq.99), identifique as afirmagoes que sdo verdadeiras.

(2) (V)[](F)[]Sn—‘,—l_snzsn

(3) (V) I(F)[ ] Sn+1— Sn = Sn+1 € verdadeira e é uma forma alternativa da
equagdo (eq.99).

(5) (V)[ I(F)[ ] Una forma alternativa da equagdo (eq.99) é o sistema de
equagdes abaixo, se também for fornecido o valor de Sy = sg

So = s0;
6.100
{ Sk+1 — Sk = sg ( )

(7) (V)[ I(F) ] Se s = %4-1 entdo a série de termo geral sj, é uma sucessdo
decrescente.

(11) (V)] (F)[ ] Se s, = k_—+11 entdo a série de termo geral sy, é uma sucessdo

crescente.

gabarito:

1

. Limite zero Considere a sucessdo s, = .. Decida quais das afirmagdes sdo

verdadeiras.

(2) (V)[ ](F)[ ] Existe um indice N tal que, qualquer que seja k > N se tem
que s, < 0.1.

(3) (V) ](F)[ ] Existe um indice N tal que, qualquer que seja k > N se tem
que sj, < 0.01.

(5) (V)[ ](F)[ ] Existe um indice N tal que, qualquer que seja k > N se tem
que s < 0.001.

(7) (V)[ ](F)[ ] Existe um indice N tal que, qualquer que seja k > N se tem
que s < 0.0001.

(11) (V)[ ](F)[ ] Dado um niimero positivo 6, existe um indice N tal que, qual-
quer que seja k > N se tem que s, < & ou equivalentemente

(V6 >0)AN)(k >N = s, <3 (6.101)

As sucessoes que satisfizerem a condigdo da equacgdo (eq.101) se diz terem limite
zero, ou que definem o zero.

gabarito:

sucessoes que definem o zero

Definicao 11 (limite) zero

As sucessoes que satisfizerem a condig¢do da equagdo (eq.101) se diz ter limite
zero, ou que definem o zero.
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Considere duas sucessoes syt que definam o zero (ou, equivalentemente, que
tenham limite zero).

(2) (V) ](F)[ ] Dado qualquer niimero real R, a sucessdo definida por r; =
Rsy, ou seja um miiltiplo de sy, pelo niimero R também define o zero.

(3) (V)] ](F)[ ] A sucessao soma
h=s+4t;hy = s+ ty; (6.102)

também define o zero, ou equivalentemente, tem limite zero.
(5) (V) ](F)[ ] A sucessao produto

h = St; hk = Sktk; (6103)

também define o zero, ou equivalentemente, tem limite zero.

(7) (V)[ (F)[ ] A sucessdo ji = m define o zero, ou equivalentemente,
tem limite zero, porque é um produto de sucessoes que tem limite zero.

(11) (V)] J(F)[ ] Para qualquer niimero natural estritamente positivo p, a su-
~ - 1 . ..
cessdo hy, = (5[ define o zero, ou equivalentemente, tem limite zero,
porque é um produto de sucessoes que tem limite zero.

gabarito:

23. sucessdo crescente, decrescente Se “inspire” no grdfico da figura (figle.3), pdgina
e decida qual é op¢do verdadeira.

(2) (V)[ J(F)[ ] Na figura (figl6.3), pdginal6ll a sucessdo etiquetada com (a) é

crescente.
(3) (V)[ [(F)[ ] Na figura (figl6.3), pdginal6l] a sucessdo etiquetada com (b) é
crescente.
(5) (V)[ J(F)[ ] Na figura (figl6.3), pdginal6ll a sucessdo etiquetada com (c) é
crescente.
(7) (V)[ J(F)[ ] Na figura (figl6.3), pdginal6ll a sucessdo etiquetada com (d) é
crescente.
(11) (V)[ I(F)[ ] Na figura (figle.3), pdginal6ll a sucessao etiquetada com (e) é
crescente.
gabarito:

24. sucessdo crescente Os nomes se assemelham, “sucessdo limitada” e “sucessdo
que tem limite”, mas se referem a conceitos diferentes. Se uma sucessdo tiver
limite ela tem que ser uma sucessdo limitada e a reciproca ndo é verdadeira.
Decida quais das afirmacoes é verdadeiras.

(2) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo de termo geral sy, = (—1)k é negativa e crescente.
(3) (V) ](F)[ ] A sucessdo de termo geral sy, = =1

AN

5% € negativa e crescente.
(5) (V)] ](F)[ ] A sucessdo de termo geral sy, = L¢ positiva e decrescente.

(7) (V) ](F)[ ] A sucessdo de termo geral s, = —1)"7 ¢ oscilante, ¢ limitada
e ndo tem limite.
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25.

Figura 6.3: sucessio crescente para /2

(11) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo de termo geral s;, = (—1)¥k é oscilante e nio é
limitada.

gabarito:

Equacao da reta tangente A derivada tem um definicdo intuitiva, ou geométrica,
que ndo serve para calcular a derivada: é o coeficiente angular da reta tangente
ao grdfico duma fungdo, se existir uma tal reta tangente.

No célculo do limite existem dois tipos de operagoes de natureza distinta

(a) operacdes aritméticas, ou algébricas, que produzem, a cada passo, ex-
pressoes aritmeticamente equivalentes.

(b) um salto légico pela via do qual identificamos algum dos limites notaveis
nas expressoes transformadas pela via das operacoes o que nos permite
obter o limite.

E exatamente este salto 10gico que torna impossivel construir um programa para
calcular limites automaticamente. Também é esta a principal dificuldade no
processo de ensino de limite.

Esta questdo vai dar exemplos destes dois tipos de operacoes. A diferenca entre
eles é que, um serd marcado por uma sucessdo de igualdades, e o salto 16gico
com o simbolo “—” apontando para o limite. Este salto, os humanos entendem
e a “IA” ndo consegue reproduzir ...

A figura (fig[6.4), na pdginal62] Ihe mostra, geometricamente, o significado da
derivada e duma reta secante que representa uma aproximacdo da reta tangente
e o erro é visivel e foi escolhido de propasito.
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taxa de variacio
deaate a+Ax

G

reta
tangente
em (a,f(a))

Figura 6.4:

(2) (V)[ I(F)[ ] Equacdo da reta tangente No grdfico duma fungdo, confira fi-
gura (figle.4), pdaginal62] posso construir a secante passando nos pontos

(a.f(a)), (a + Az, fa + Ax));

O coeficiente angular da reta secante é

_ fla+ Ax)

(3) (V) I(F)[ ]Equagdo da reta tangente No grdfico duma fungdo, confira fi-
gura (figl6.4), pdginal62l posso construir a secante passando nos pontos
(a.f(a)), (a+ Az, f(a+ Ax)). O coeficiente angular da reta secante é

fla+ Azx) — f(a)

= 1
m A (6.105)

(5) (V) I(F)[ ] Suponha que f seja um polinémio do terceiro grau. Entdo o
coeficiente angular da reta secante é

f(x) =as3(z —a)® + azs(x — a)® + a1 (z — a) + aop;
i = [atda)—f(a) _ Af

= as(a — (296—1— Ax))3 iizg_(a —(a+ Ax))? + ai(a— (a+ Az)) + aop;
(6.106)

(7) (V) I(F)[ ] Suponha que f seja um polinémio do terceiro grau. Entdo o
coeficiente angular da reta secante é m

( f(z) =as3(x —a)® + az(x — a)? + a1 (x — a) + ag;

f(a) = ao;

o flatA)—f(a) _ Af _
- Ax - Az

— asAz’+as Az’ +a; Az —

Ax
= a3Ax? + asAx + ay;
\ Az uma sequéncia nula = asAzx? + asAr + a1 — a;
(6.107)
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(11) (V)[ J(F)[ ] Suponha que g seja um polindmio do terceiro grau e que Ax
seja uma sequéncia nula, que convirja para zero. Entdo

(g(z) = asz® + as2? + a1x + ag;

A _ gla+Az)—g(a) _ a3(a—‘,—Aw)?’—‘,—ag(a+Aw)2+a1(a+A$)+a0—g(a) _

T 5 Az 3 5 Ax
asz(3a”Az+3aAz*+Azx”)+az(2aAz+Ax")+a1 Az

Az
= 3asa® + 3asaAzx + az Ax? + 2a2a + as Az + a1 — 3aza® + 2asa + aq;
g'(z) = 3azx? + 2a07 + as;

(6.108)

26. cdlculo do limite

Se dadas duas sucessoes, s, e t, a sucessdo sy, — t, tiver limite zero entdo estas
duas sucessoes sdo equivalentes o que significa

(a) ambas tém o mesmo limite,

(b) se uma delas ndo tiver limite, entdo a outra também ndo tem limite.

O primeiro caso é interessante porque permite que se facam cdlculos aritméticos
para construir sucessoes equivalentes a partir do que se pode deduzir o limite
duma determinada sucessdo. Esta questdo usa esta técnica.

(2) (V)] |(F)[ ] A sequéncia de cdlculos

S:%:%JF%JF%Jrﬁ (6.109)
L0 (6.110)

G (6.111)

B _ 3 0, (6.112)

K1 1. (6.113)

A seta, ao final das contas, significa “tem limite”. O limite da sucessdo sy,
5 1
4 1 ou
1
Sk = 7

(3) (V)[ ](F)[ ] Se dois polinomios P, () forem de grau n tal que

P(x) = apz™ + ...

{ Q(z) = bz + ... (6.114)
entdo o limite da sucessdo % é Z—:. Nao se confunda, n,a,,b, sdo
constantes.

(5) (V)] J(F)[ ] O limite da sucessdo
3k + 10k* + 200k3 + 2430k% + 5302k + 340 6.115)

5k

AN
Si{[N]
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(7) (V)[ I(F)[ ] A sucessdo

5k4

3k 4+ 10k* + 200k3 + 2430k? + 5302k + 340

tem limite zero.

(11) (V)[ (F)[ ] A sucessdo

3k5 + 10k* + 2003 + 2430k2 + 5302k + 340

5k4

tem limite zero.

64

(6.116)

(6.117)

27. cdlculo do limite Analise os cdlculos e decida quais das sucessoes definidas nas

op¢oes seguintes, tem limite.

(2) VILIF)L]

_ 3t%43t41.
Sk = Tozy3t
3t2 3t 1

Sk = G213t T 943t T 9430}
_ 3 3 1.
Sk = gyz T gi3 T 030

(3) VLI ]

_ 3t%043¢+1.,

Sk = 7043t o
_ 3% 3t 1.
Sk = 72053 + TEorar T 720538

_ _3 3 1.
kT + 7o T TEogse

(5) VLI ]

_ 3t943t+1.
Sk = 20110433
3¢° 3t 1 .
30110435 T 20110438 T 20100433
_ 3 3 1.
%k = 20043 + 0013z T 200007385

Sk —

(7) VLI ]

10¢7 43t 41,

Sk - t5+3t2 )

__10¢? 3 1.
Sk = Tyst=3 + #yst T B33

(11) (VILI(F)[]

3t 43t41.
5t24+3t

Sk —
_ 3¢t 3t 1.
Sk = mi2qat T 5243t T 52430

_ 3t? 3 1.
Sk = 53301 + 5ix3 T 5230

(6.118)

(6.119)
(6.120)

(6.121)

(6.122)
(6.123)

(6.124)

(6.125)
(6.126)

(6.127)
(6.128)

(6.129)
(6.130)
(6.131)
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gabarito:

28. cdlculo do limite Decida quais das opcoes abaixo é verdadeira. Observe que hd
dois conceitos diferentes e independentes:

e uma sucessdo é limitada, entdo ela fica entre duas retas paralelas ao eixo

0X,

e uma sucessdo tem limite, entdo ela se aproxima arbitrariamente duma reta
paralela ao eixo OX.

(2) (V)[ [(F)[ ] a sucessdo s, = % é limitada e tem limite g.

(3) (V)[ [(F)[ ] a sucessdo s, = 35{5_?;@1 é limitada e tem limite %

(5) (V)[ I[(F)[ ] a sucessdo s, = ?é%)tﬁig? é limitada e tem limite 2%.

(7) (V)[ [(F)[ ] a sucessdo s, = % é limitada e tem limite 10.

(11) (V)] J(F)[ ] a sucessdo s;, = % é limitada e tem limite 6.
gabarito:

29. cdlculo do limite

(2) (V[ IF) ] sy = 24351 oo

9t24-3t
lim s =0 (6.132)
(3) (MLIF) ] s = 4L entdo
lim s = § (6.133)
Pl Sk = 9 .

(5) (VLIF) ] s = 35625 entao

1
lim s = - (6.134)

k=00

(7) (VLIF)L ] si = 2535 ento

lim s, =0 (6.135)

k=00

(11) (V[ NF) ] s = LA entao

lim s = o0 (6.136)

k=00
gabarito:

30. cdlculo do limite Considere a fungdo

3
flx) = w22 (6.137)
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31.

(2) (V)[ (F)[ ] f estd definida para todos os niimeros reais.
(3) (V)[ J(F)[ ] f ndo estd definida para x = 2.
(5) (V)] I[(F)] ] Considere a sucessdo s, = 2 + %

%%0 N 2+%%2+0=2; (6.138)

Os cdlculos mostram que s converge para 2.
(7) (V) I(F)[ ] Considere a sucessdo t, = 22

k44
2k+3 __ .
ki = w + 5 (6.139)
2k
oy = +4,1+ =L 22 (6.140)
k—+4 — 0; (6.141)
2k+3
= 240=2 (6.142)

Os cdlculos mostram que t converge para 2.

(11) (V)] I[(F)[ ] Aplicando a funcdo f a sucessdo s = 2 + % resulta numa

nova sucessdo v, = f(sg).

e = f(s1) = Gl (6.143)
Sp —>2 = s—2—0 = (Sk—2)2—>0; (6.144)
(6.145)

Os cdlculos mostram que a sucessdo ry, = f(s) ndo tem limite, porque o
limite do denominador € zero, e também nao é limitada, também porque o
limite do denominador ¢ zero.

gabarito:

continuidade

Definicao 12 (continuidade) sequencial

Se diz que uma fungdo é continua, ou sequencialmente continua quando ela preserva
convergéncia de sucessoes, se para uma sucessao qualquer,

(Vs hm sk=a = hm f(sg) = f(a));
(Vs; sg —> a) (f(sk) — f(a)) (6.146)
(#(im 51) = Jim f(s1):

As trés expressoes na equacdo (eq.146) sdo idénticas, na ultima vocé vé o trocadilho
“f do limite é o limite da f”, expressando que o simbolo f comuta com simbolo do
limite. Se este ultimo limite ndo existir, para alguma sucessdo, entdo f ndo é continua.
As fungoes continuas sdo aquelas que preservam limite. As sucessdes convergentes de
nimeros racionais sdo os niimeros reais.

Considere a funcgdo f definida por

(2z+3)(z—1) 22*+2-3
z—1 B x—1

fz) =

: (6.147)
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(2) (V)[ (F)[ ] f éuma funcdo continua definida em toda a reta real.
(3) (V)[ I(F)[ ] f ndo estd definida no ponto x = 1.

(5) (V)] I[(F)[ ] f ndo é continua no ponto x = 1.

(7) (V)[ [(F)[ ] f preserva convergéncia em qualquer ponto da reta.

(11) (V)] J(F)[ ] Como Qetd)@=1) _ 97 4 350 g = 1, entdo eu posso “rede-

r—1
finir” f com a equacdo
_ (2z+3)(z—1) _ 22’423,
gy =1 P71 = J@ =TT =TT 6
r=1 = g(1)=5=2x+3[m=1);

g é continua, mas f # g.

gabarito:

Este tipo de exemplo é muito usado para mostrar que existem funcdes que nao sao continuas,
embora eles deixem as alunas com impressdo que descontinuidade é um truque para ser
usado em provas.

32. Limite de sucessoes Considere as funcoes

fi(z) = g (6.149)
fo(z) = 2% — 622 + 120 — 8; (6.150)
fa(x) = 2% — 4; (6.151)

(2) (V)] I[(F) ] A funcao fs estd definida para qualquer niimero real.
(3) (V)] I(F)[ ] A funcao fi estd definida para qualquer niimero real.
(5) (V)] I(F)[ ] A fungdo fs estd definida para qualquer niimero real.
(7) (V) I(F)[ ] séuma sucessdo convergindo para 2,

lim s, = 2 (6.152)

k=00
entdo lim f1(sy) ndo existe.
k=00

(11) (V)[ I(F)[ ] A funcdo f2 ao ser aplicada a sucessdo s = (sy) produz uma
nova sucessdo ty, = f(si). Os cdlculos seguintes mostram que a sucessao
L, converge para zero,

fa(sk) = s3 — 657 + 1255, — 8; (6.153)

s3 =23 =8;—6s2 = —6x22 = —24;12s;, — 12% 2 = 2¢6.154)
s3 — 652 + 125, —8 — 8 —24+24+8 = 0; (6.155)

kh_m fa(sk) = 0; (6.156)

porque s = (s) — 2 e f(2) = 0.
gabarito:

33. drea limitada pelo grdfico Um movel se desloca a velocidade constante de 20
km/h a partir dum certo instante. O grdfico na figura (6.3), pdgina 68 mostra
descreve a velocidade do movel ao longo do tempo.
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kmyh /\

20e

Figura 6.5: velocidade contra tempo

(2) (V)] |(F)[ ] Avelocidade do mével é constante.

(3) (V)[ I(F)[ ] A velocidade do movel cresce uniformemente desde zero até
atingir a velocidade constante de 20km/h.

(5) (V)] (F)[ ] O movel para, abruptamente, ficando com velocidade zero
apos 5 horas de percurso.

(7) (V) |(F)[ ] Avelocidade do movel decresce uniformemente para zero apos
5 horas de percurso.

(11) (V)] J(F)[ ] A distancia percorrida pelo movel corresponde a drea delimi-
tada pelo grdfico na figura (6.3), pdginal68 ¢ 60 km.

gabarito:

34. oscilador e limite Suponha que um mével esteja instalado num trilho eletromagnético
dentro duma urna de vidro hermeticamente fechada com vdcuo. Na posicdo inicial do
movel se encontra uma “placa” indicando “Fim da linha”.

\lTl/S

|

Figura 6.6: velocidade contra o tempo

Suponha, além disto, que o movel seja imantado de modo que quando o trilho for ele-
trificado o movel deslize sobre o mesmo sem atrito e que seja possivel imprimir-lhe mo-
vimento externamente com auxilio duma alavanca devidamente calibrada de modo que



CAPITULO 6. EXERCICIOS 69

ele atinja instantaneamente a velocidade de 1m/s, sempre partindo do “Fim da linha”
para percorrer o trilho que mede 2m. Em cada extremo do trilho se encontra um material
perfeitamente eldstico de modo que movel ao bater nestes anteparos reverte o sentido da
velocidade sem perder energia cinética.

Ao comegar a experiéncia sempre se inicializa o contador do tempo de modo que o to =
0, a condigdo inicial, e 0 movel volta automaticamente para a posigdo “Fim da linha”
que ¢é a condig¢do inicial do experimento.

Seja v(t) a fungdo que descreve a velocidade do mével dentro da urna com vdcuo
em movimento sobre o trilho.

(2) MLIF)]
A figura (figle.), pdginal68 traz o grdfico da velocidade v do movel.

(3) (V) I(F)[ ] Avelocidade v do movel é uma funcdo descontinua de segunda
espécie (a continuidade ndo é restaurdvel).

(5) (V)[ I(F)[ ] Suponha que o trilho onde se se movimenta o movel tenha com-
primento 2m entre os batentes. A velocidade v tem um salto a cada 2 mi-
nutos.

(7) (V)[ I(F)[ ] Suponha que o trilho onde se se movimenta o movel tenha com-
primento 2m entre os batentes. A velocidade v tem um salto a cada 2 se-
gundos.

(11) (V)] J(F)[ ] Em quatro minutos o mével percorre a distdncia zero metros.
gabarito:

35. funcdo primitiva Considere a figura (figle.7), pdginal69 contendo grdfico da ve-

/m/s

condicao inicial

v(t)

<t
-
-

y =v(t)

Figura 6.7: condigdo inicial

locidade contra o tempo dum trem oscilando sobre um trilho magnético descrito
na questdo34l A area limitada pelo grdfico da velocidade y = v(t) e o eixo dos
tempos ¢ a distancia percorrida pelo trem, é uma funcdo do tempo

s(t) = /v(x)dx; (6.157)
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36.

O simbolo na equagdo (eq.157) é chamado de integral e representa a area limi-
tada pelo grdfico da funcdo y = v(t) e pelo eixo Ot entre dois pontos dados,
to, t em que o primeiro ponto, to, é chamado de condicao inicial.

(2) (V)] I(F)[ ] A drea que define y = s(t) é formada de dreas de retdngulos.
(3) (V)[ I(F)[ ] Se tqg = 4 como indica a (figl6.2), pdginal69 entdo

5(6) = 2m (6.158)
(5) (V)[ [(F)[ ] Sety = 4 como indica a (figl6.7), pdginal69Q entéo
s(8) =0 (6.159)

significando isto que o trem estd volta na extremidade inicial do trilho,
onde se encontra a placa “IFim da linha”.

(7) (V) [(F)[ ] Sety =4 como indica a (figl6.7), pdginal69 entéo
s(9) =1m (6.160)

(11) (V)[ J(F)[ ] O grdfico da fungdo-distancia, y = s(t), que aparece na figura
(figl6.8), pdginalZQ é uma fungio continua.

/ m/s
condicao inicial
Y
3
2
V(D
1
2 6
I t >t
=4
y =v(t
Figura 6.8: movimento oscilatério
gabarito:

soma dos quadrados

O bindmio de Newton pode ajudar nos cdlculos e as linhas do tridngulo de
Pascal mostram os coeficientes do binomio em cada linha. Até a terceira linha é

~

2 =1a® + 2ab + 1b?
3 =1a® + 3a2b + 3ab® + 1b3

NN N~
[\
~
NN N N
Q
S
— — — —
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que é o necessdrio para esta questdo.

Uma progressdo aritmética é uma sucessdo cujos termos sdo definidos por um
polindémio do primeiro grau. A soma dos termos p.a. é dada por um polinémio
do segundo grau:

Y i=> Pi)= %k = Q2 (k); (6.161)

=1 =1

em que Qo € um polindmio do segundo grau.

Hipotese 1 (Conjectura:) (somas de poténcias) Assim posso fazer a conjectura
“a soma dos quadrados dos termos duma p.a. é dada por dum polinémio do
terceiro grau.”:

k
Z i? = Qs(k); grau de Qs é 3; (6.162)
i=1

O objetivo desta questdo é mostrar como se pode descobrir Q3 neste caso em que
a p.a. tem razdo 1. A metodologia ndo seria diferente para uma p.a. de razdo
qualquer, apenas muda a expressdo do iltimo sistema equagoes sem alterar sua
ordem.

Considere um polinomio do terceiro grau
Qs3(x) = ag + ar1x + azx? + azx>; (6.163)

(2) (V)] I[(F)[ ] O polinémio Q3 fica completamente determinado por quatro
valores dados.

Solucdo 1 Dados os valores de Q(0), Q(1), Q(2), Q(3), ou qualquer ou-
tra sequéncia de 4 valores de (), posso montar um sistema de quatro equagoes
a quatro incégnitas que sdo os coeficientes do polinomio.

(3) (V)] I(F)[ ] quatro valores assumidos por Q3 sdo insuficientes para o de-
termind-lo.

(5) (V)[ I(F)[ ] O sistema de equagoes

> 2 =Qs(1) - Q3(0) =1
? = Q3(2) — Q3(0) = 5;

=0
2
>
=0 (6.164)
ZOZ'Q = Q3(3) — Q3(0) = 14;
=
>

* = Q3(4) — Q3(0) = 30;

\ =0

permite de calcular os coeficientes aq, a1, asz, az de Q3.
porque

D i = Q3(4)—Qs(3)+Q3(3)~Q3(2)+Qs(2)—Q3(1)+Qs(1)—Qs(0) = Q3(4)—Q3(0);

=0



CAPITULO 6. EXERCICIOS 72

37.

(7) (V)[ I(F)[ ] O sistema de equacdes que me permite calcular os coeficientes
do polinémio Qs(x) é

Q3(1) =ag + a1 +az +as =1
Q3(2> = Qo + 2@1 + 40/2 + 8@3 - 57 (6 165)
Q3(3> =ag + 3a; + 9as + 27as = 14; ’
Q3(5> = ag + 4aq1 + 16as + 64a3 = 30;
ag + a1 + az +as =1
CL0—|—2CL1 —|—4CL2—|—8&3 =5
ag + 3CL1 + 9&2 + 27&3 =14 (6166)
ag + 4aq + 16as + 64a3 = 30;
1 1 1 1 agp
1 2 4 8 aq - 5 )
1 3 9 27 ao o 14 ’ (6.167)
1 4 16 64 as 30
cuja solugdo é
( CLO:O; alzé; CLQ:%; CL3:%; ) (6168)
(11) (V)[I(F)[]
k
: k+ 3k* + 2k
D i =Qs(k) = — (6.169)
=0

gabarito:

drea, integral, Soma de Riemann Considere a funcdo f(x) = x>. O simbolo

1
I:/f(a:)daz (6.170)
0

designa a integral desta funcdo relativamente ao intervalo [0,1] e pode ser calculado
aproximadamente usando-se somas de Riemann. As somas de Riemann formam sucessdes
Sk que produzem uma aproximagcdo com k retdngulos e se

lim 8y =1 (6.171)

existir para as todas as possiveis somas de Riemann entdo I é um niimero, a integral
existe. Esta lista vai trabalhar com um caso particular de somas de Riemann, as somas
de Riemann uniformes quando o intervalo é dividido em partes iguais. Notag¢do:

Az = =12 (6.172)
k—1
Sk = Y. fliAx)Ax; (6.173)
i=0
1
I= klim Sk = [ f(x)dx; (6.174)
=00 0

A figura (6.9), pdgina lhe mostra o efeito de aproximar a drea limitada pelo grdfico
dum fungdo e pelo eixo OX.

Na equacdo (eq.172) eu defini o salto Ax que é a base dos retangulos para o cdlculo
aproximado da drea sob a curva. Na equagdo (eq.173) eu defini a soma das dreas
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7
V2
)

N

Aproximagao da integral com areas de retangulos

7

V

Figura 6.9:

dos retangulos com que vou calcular aproximadamente a drea sob a curva. Na equacdo
(eq.174) eu estou fazendo referéncia ao limite da sucessdo Sy, que é o simbolo da integral
1

Off(x)dx.

As somas de Riemann definem sucessoes cujo limite, se existirem, é a integral da fungdo

associada.
(2) VLIF)]
Sio =0+ Az +4Az% + - + 81Az® + 100A2® = 0.285  (6.175)
(3) VLIF)]
Sio =0+ Az® +4Az> + - +81Ax> = 0.285 (6.176)

(5) VILIF)[]

k—1 k—1 k—1
S = Z fliAz)Az = Ax Z fliAz) = Amz P’Az?, (6.177)
i=0 i=0 i=0

(7) (V) I(F)]
k—1
S, = Ax? Zﬁ (6.178)
=0

(11) (VILI(F)[]

=l
. >0
— . _ =0 .
A{E - ka Sk - kg ’
e como € conhecida a soma dos quadrados dos nimeros naturais, dada por
um polinémio do terceiro, entdo é possivel calcular lim Sy.

k=00

(6.179)

gabarito:

38. somas de poténcias, soma de Riemann

O simbolo

b
/f(m)dac (6.180)
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representa a drea algébrica limitada pelo grdfico da funcdo f e o eixo OX, se existir e se lé “integral
de f entre a,b”. O objetivo desta questdo é conduzir ao cdlculo da integral da fungdo do segundo
grau. Inicia com o valor aproximado obtido com uma soma de Riemann seguido dum cdlculo de
limite. A figura (fig38), pdginal/4 é uma interpretagdo grdfica da expressdo da soma de Riemann
em que foi feita uma divisdo com 7 retdngulos para o cdlculo aproximado da integral da funcdo f.
Com um programa, por exemplo,

define fix) {

returnpower(x,2);

}
define SomaRiemann(a,b,k) {

local soma=0, i, deltax = 1.0%(b-a)/n;

for (i=0; 1<k, i++) soma += fli*deltax);

return soma*deltax;
}

b 6

print SomaRiemann(0,1,1000); S fixjdx Z fla+idx)Ax

1

programa em calc,

1 linguagem livremente
Executando a iltima linha vai resultar em 0.3328335 que é valdr ap da integral [ z?dx  distribuida na Internet.
0

n, correspondendo
ao inicio, fim do intervalo e o niimero n de subintervalos a serem considerados. Troque a equagdo
da fungdo e rode o programa para calcular, aproximadamente, outras integrais. Aumente o valor de
n para obter melhor aproximagdo, mas ndo exagere porque pode aumentar excessivamente o tempo
de processamento. Vocé pode baixar um programa para cdlculo aproximado de integrais neste local
[3] programas].

e Com k = 10000000,
e obtive o resultado I = 0.333333283333335,

e em aproximadamente 2m52 . 21 1s minutos de processamento.

(2) (V)] ](F)[ ] A soma de Riemann

9
> fla+iAz)Az; Az = 1/10; (6.181)
i=0
calcula, aproximadamente, com 10 subdivisées.

(3) (V) |(F)[ ] Aplicando a propriedade distributiva o programa pode ser oti-
mizado, e aqui vocé um interessante desta propriedade da aritmética. A
soma de Riemann da equagdo (eq.181) anterior fica

9
Az f(iAz); Az =1/10; (6.182)
=0

transferindo Az para fora do somatério. E o método que estd sendo usado
no programa 3l O programa primeiro calcula todas as alturas e depois
multiplica a soma por Ax.

(5) (V)[ I(F)[ ] Sendo f(x) = x? a soma de Riemann para o cdlculo aproxi-
1
mado da integral [ f(z)dz fica
0

10
Az i% Az = 1/10; (6.183)
1=0
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(7) (V) I(F)[ ] Como Ax = 1—10 a expressdo da soma de Riemann na equacdo
(eq.183) pode ser escrita como

10
L > a2
.2 1=0
_ _ 184
1000 ;Z 1000 (6.184)

1
~ . fr—y 1 N
I =~ Ofodm, Ar = 1; (6.185)
k—1
k1 > i
[=As?S 2= 50 (6.186)
i=0
7= Qigk) _ a0—|—a1k+]?32k2—|—a3k3; (6.187)
JE T S S (6.188)
[=98 44 1 a2y g (6.189)

Todos os termos na iltima equagdo (eq. 189), tém limite nulo, exceto o
iltimo que ndo depende de k portanto o seu limite é ag entdo

1
1
/ 22dx = az = 3 (6.190)
0

e foi este valor que foi encontrado rodando o programa, aproximadamente.
gabarito:

39. somas de poténcias, soma de Riemann

O objetivo desta questdo é conduzir ao cdlculo “exato” da integral da fungdo quadrdticay exatidao
f(x) = x* sobre qualquer intervalo [a, b]. Vou construir uma soma de Riemann relativa ¢ um mito,
a um intervalo qualquer transformando em simbdlicas as expressdes. O programa que @SS1M €OMO

e . . - aperfeicao!
aparece na questdo[38jd opera simbolicamente e pode ser usado para sua compreensdo
desta questdo.

Para calcular a integral
b

/a;?dx (6.191)

a

vou dividir o intervalo [a,b] em k subintervalos de mesma medida, entdo Ax = b_Ta. A
figura (fig. B8), pdgina representa a subdivisdo do intervalo em 7 subintervalos de
mesma medida e a sucessdo de retdngulos tem por altura o valor de f no inicio de cada
subintervalo. Isto pode ser alterado, desde que seja feito de forma consistente, entdo é
possivel escrever duas expressoes para a soma de Riemann:

k—1
fla+iAz)Ax; Ax = 22, (6.192)
%
i=0

k
> fla+iAz)Az; Az = 2224 (6.193)
=1
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Na primeira, equagdo (eq.192), as alturas dos retdngulos estdo sendo calculadas no
inicio de cada subintervalo, e na segunda, equacdo (eq.193), as alturas dos retdngulos
estdo sendo calculadas no final de cada subintervalo.

E hd outras variantes, o que ndo é tdo importante discutir agora. Vou me fixar, daqui para
[frente na primeira expressdo, que aparece na equagdo (eq.192). Esta é a formulagdo que
dei aos programas. Vocé pode encontrar programas similares em [13) *.calc]

Nesta questdo hd itens falsos, mas entdo o item verdadeiro, também, estard presente.

(2) (V)] ](F)[ ] Una soma de Riemann gue calcula um valor aproximado para

b
aintegral [ f(z)dx é
k-1
I=3 fla+ilAz)Ax; Az = 29, (6.194)
i=0
k-1
I=AzS fa+iAz) (6.195)

1=0

e expressdo na equagdo (eq.195) foi deduzida usando a propriedade distri-
butiva do produto relativamente a soma.

(3) (V)] ](F)[ ] Una soma de Riemann gue calcula um valor aproximado para

b
aintegral [ f(z)dx é
k-1
I=3 fla+ilAz)Ax; Az = 29, (6.196)
i=0
k-1
[=Az Y fla+iAz) (6.197)
i=0

e expressdo na equagdo (eq.197) foi deduzida usando a propriedade asso-
ciativa da soma.

(5) (V) (F)[ ] Sendo f(x) = x? entdo

k—1
I=3 fla+ilAz)Ax; Az = 29, (6.198)
i=0
k—1
I=Y (a+iAz)*Ax; (6.199)
i=0
k—1
I =73 (a®+ 2ailAz + (iAx)?) Az; (6.200)
i=0
k—1 k=1
I =ka®+2aAx Y i+ Ax? Y i? (6.201)
i=0 i=0

pela definicdo de f, pelo uso do produto notdvel “quadrado da soma” e
porque o termo constante a? estd sendo somado k vezes.
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(7) (V)[ I(F)[ ] Sendo f(x) = x? entdo

k—1
I=> fla+ilAx)Az;Ax = b_T“;
i=0
k—1
I=Y (a+ilAz)*Ax;
i=0
k-1
I=3% (a®+2ailz + (iAx)?) Az;
i=0

k—1

k—1
I = ka?Ax +2aAx2? Y i+ Ax? Y i%;
=0

=0 %

I =a*(b—a)+2a(252)2 EDE L Ag3Qs(k - 1);

77

(6.202)

(6.203)

(6.204)

(6.205)

(6.206)

pela definicdo de f, pelo uso do produto notdvel “quadrado da soma” e
pela propriedade associativa da soma, pela defini¢do de Q3 na questdo[38

Soluciao 2

I=a2(b—a)+2a(252)2 B8 4 AZ3Qu(k —1);
I —a?(b—a)+alb—a)?+Ax2Qs(k — 1)
= a?b— a® + ab® — 2a*b + a® + Ax3Q3(k — 1)

= +ab® — a?b+ Ax3Q3(k — 1) =

= ab? — a2b+ U Qa(k — 1) =

b—a)3
— ab? — g2b 4 =2 3a) =
3 2 2, 3
_ CLb2 a2b b°—3ab 4?;311 b—a”® __
3ab2—3a2b+b3—3ab2+3a2b—a3
= 3 =

_ b®—d®.
= >3 ’\/

(6.207)
(6.208)
(6.209)
(6.210)

6.211)
(6.212)
(6.213)
(6.214)
(6.215)
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(11) (V)[ (F)[ ] Sendo f(x) = x? entdo

k—1 k—1

Ar=12%T= 3 fla+idz)Az;= Y (a+iAz)?Ax;(6.216)
i=0 1=0
k—1
I =73 (a®*Az+ 2aiAz? + > Az3) ; (6.217)
1=0
k—1 k—1
I =ka?Az +2aAz? Y i+ Ax3 Y i% (6.218)
=0 1=0
I = ka?b32 4 2a( b2 )2t 4 (b 3Qg(k —1); (6:219)
I=a*(b—a)+a(b—a)?kzt 4 (bpe)s =Ll o)
kh_m a?(b—a) = a%(b—a);
lim a(b—a)*55t = a(b - a)*; (6.221)
_ —1)2 —1)3 —a)?
lim (b ) SRS = Dol
b
[ f(z)da = (6.222)
_ 3a2(§—a) + 3a(b3—a)2 + b3—3ab2—§3a2b—a3 — (6223)
_ 3a2b3—3a3 + 3ab2—6gzb+3a3 + b3—3ab24§3a2b—a3 = (6.224)
_ b*—a® (6.225)

3

em que Q3 € o polindmio que fornece a soma dos quadrados dos niimero
naturais desde zero até k — 1 definido na questdao36 Na equacdo (eq.220)
tenho que calcular o limite quando k cresce indefinidamente ao longo dos
niimeros naturais e isto foi feito na equacdo (eq.221). Depois somei os
limites usando a regra, “limite da soma é a soma dos limites” o que resulta
na equagdo (eq.225)

gabarito:

Solucdo 3 A expressdo na equacdo (eq.225) precisa ser analisada, ela é a
$3

diferenga de dois valores duma mesma fungdo: F(x) = %-. Repetindo, com
outras palavras,
b
23
/f(x)dx = F(b) — F(a); F(x) = 3 (6.226)

Esta expressdo vai aparecer em todas as integrais, a equacdo (eq.226), é o Te-
orema Fundamental do Célculo e representa o “método exato” para calcular
integrais. I se diz uma primitiva de f e posteriormente vamos ver que f é a de-
rivada de F'. O artigo indefinido num dos sentidos se justifica porque qualquer
constante que somarmos a F' representa uma outra primitiva e pode ser colo-
cada na (eq.226) e neste momento uma razdo simples, que ndo é a fundamental,
porque a (eq.226) é uma diferenca, entdo se G(x) = F(x)+ C ndo fica alterada
a (eq.226). Mais adiante vocé vai ver que hd uma razdo mais forte para que G
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também seja uma primitiva de f, ou como se costuma dizer, uma primitiva de f
er+C.

uma primitiva de f(x) = x* é F(z) = 4o (6.227)

em que C' é uma constante qualquer.

E o poder estd chegando as suas mdos! Serd possivel também derrubar a
ditadura!

Altere no programa

define fix) {

returnsin(x);

a = 0; b=4*atan(l) ~ 7 print b,

define SomaRiemann(a,b,k) {

local soma=0, i, deltax = 1.0%(b-a)/n;
for (i=0; 1<k, i++) soma += f(i*deltax);
return soma*deltax;

print SomaRiemann(a,b, 10000);

Repita usando agora f(x) = cos(x). Faga os grdficos destas fungdes e procure
entender o que aconteceu.

Mas sobretudo, se convenga de que agora vocé sabe calcular muitas integrais apro-
ximadamente e mais para frente também serd capaz de calcular muitas delas,
exatamente.

40. somas de poténcias, soma de Riemann, limite Esta questdo vai repetir as questdes

b
B8eB9com o objetivo de calcular exatamente a integral [ x3dx em que [a,b] é um intervalo da

a
reta. A metodologia é exatamente a mesma, apenas envolvendo agora a soma dos cubos. Para isto
vou expandir a conjectura feita na questdo[36] a hipéteselll afirmando

Hipétese 2 (Conjectura:) (somas de poténcias) Assim posso expandir a conjectura sobre somas de
quadrados fazendo a conjectura “a soma dos cubos dos termos duma p.a. é dada por dum polindémio
do quarto grau.”:

k—1
> i% = Qa(k —1); graude Qq é4; (6.228)
=0
Notagdo: Vou padronizar a nota¢do:
k—1
S i=Q2(k—1),0graude Q2 é2.
i=0

>
I
—

° i2 = Qs(k —1), 0 graude Q3 é 3.

>
[l
- O

° 3 = Qa(k —1),0graude Q4 é 4.
0

.
I
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Esta conjectura é um teorema e pode ser demonstrada para qualquer poténcia.

O objetivo desta questdo é mostrar como se pode descobrir Q4 neste caso em que a p.a. tem razdo
1. A metodologia ndo seria diferente para uma p.a. de razdo qualquer, apenas muda a expressdo do
iltimo sistema equagdes sem alterar sua ordem.

(2) (V)[ I(F)[ ] O sistema de equacées

0
> % = Q4(0) = 0;
i=0
1
>t =Qu(1) = 1;
i=0
0
S i = Qu(2) = 9; (6.229)
i=0
0
Z 23 = Q4<3) = 367
i—0
0
E i3 = Q4(4) = 100;
\ =0
determina
Qa(z) = ap + arz + axx® + azz® + asa’; (6.230)
Solucao 4
Q4(z) = ag + a1z + asx? + azx® + asz?; (6.231)
ag =0 (6.232)
ap+ay+as+as+ag=1 (6.233)
agp + 2&1 -|— 226L2 -|— 236L3 -|— 246L4 = 9 (6234)
ao + 3a; + 3%as + 33as + 3*ay = 36 (6.235)
ag + 4a; + 4%a9 + 43a5 + 4*a4 = 100 (6.236)
1 0 0 O 0 ao 0
1 1 1 1 1 a 1
1 2 4 8 16 a | =1 9 |. 6237
1 3 9 27 81 as 36
1 4 16 64 256 Qa4 100
1 0 0 0 O 1 0 0 0O 0] 0
0o 1 1 1 1]-1 1 0 0 0] 1
00 26 14,1 -2 1 0 012 |; (6.238)
0O 00 6 36|-1 3 -3 1 0|42
0O 00 0 24,1 -4 6 -4 1|12
1 0 0 0 O aop 0
01 1 1 1 ay 1
0 0 2 6 14 as | = 12 | (6.239)
0O 0 0 6 36 as 42
0O 0 0 0 24 ay 12
ap =0;a1 = 0;a2 = 7503 = 5304 = §; (6.240)
Qu(z) = & + 2 4 = (6.241)
Qu(z) = £2atda (6.242)
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Ar =a; B =QA;b= Qa; (6.243)
r=A"ta;B ' = A71Q1; (6.244)
r=A"ta=Bb=A"'Q b=q; (6.245)
B7'b = a; (6.246)

em que na liltima equagdo vocé encontra a razdo de ser da matriz triangular
B, ela me dd a mesma solugdo que a matriz original A. Ou ainda, o sistema
equagoes que obtive ao triangularizar a matriz original é equivalente ao
sistema de equacdes original. Mas agora se tem uma melhora fundamental,

quando eu escrevi
r=A"1a; (6.247)

estou suponto que eu consigo inverter a matriz A o que em geral é uma

operacado de alto custo computacional porque envolve o cdlculo do det(A)

com n! operagdes, ao passo que a triangularizacdo da matriz A envolve

apenas W operagoes que sdo as combinagdes lineares sucessivas das

linhas da matriz A com o objetivo de anular todas as linhas abaixo da dia-

gonal resultando num sistema equivalente ao sistema original. Eu usei uma

fungdo definidaem biblioteca.calc, CombinalLinhas (a,n,m,k,p,q,P,Q),
[5 biblioteca.calc] que eu apliquei manualmente para anular todas as en-

tradas abaixo da diagonal principal, mas isto pode ser facilmente automa-

tizado.

Vocé pode testar
k—1
D i =Qalk - 1) (6.248)
i=0

usando a fun¢do SomaPot (n, p) que vocé pode encontrar na pdgina [4],
mas observe que serd teste e ndo uma demonstracdo. Esta demonstragcdo
precisa ser feita.

(3) (V) [(F)] ] A soma de Riemann

k—1 k-1
b—a . A3
Az=-——iI= ;f(a +iAz)Az = ;(a +iAz)’ Az (6.249)

é uma aproximagdo para

b
/ r3dx (6.250)
(5) (VIIF)]
b 4 4
/x?’dx - # — F(b) - Fla); 6.251)
Flz) = 2 (6.252)
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Solu¢do 5 Usando a conjectura 2] pdgina e a linha de ordem 3 do
triangulo de Pascal, 1 3 3 1, ou seja pelo chamado “binémio de New-
ton”, tem-se

I=) (a+iAzx)>Ax =(6.253)

=
=

—_
-
I

=

= Z (a3 + 3a?iAzx + 3ai’Az? + iSAx?’) Ax;=(6.254)

i=0
k—1
= (a?’Ax + 3a?%iAz? + 3ai*Ax® + iBAx4) ; =(6.255)
i=0
| kaPAzx + 3a2Az?Qa(k — 1)+ —(6.256)
o —|—3CLA.’133Q3(]€ — 1) -+ A.’,E4Q4(k — 1) T
3(p _ 2(p _ )2 Q2(k—1)
_ ) a*(b—a) +3?Z§L (;g)_1) a)” 45 oy =(6.257)
+3a(b — a)P @D (gt QulioD),
( kh_m a(b—a)=a®b— a);
s P
lim 3a(b— a)?’% =a(b—a)’;
=00 j L
| ot - o
b
2 b _ 2 b _ 4
/x?’dx =a*(b—a)+ M +a(b—a)® + ( 4a) =(6.259)
_ 4a3b — 4a* + 6a*(b — a)? + 4a(b— a)® + (b — a)* —(6.260)

4
4a®b—4a*+6a? (b2 —2ab+a?) +

4
3 2 2 3
— J 4a® —3ab4—|—3a b—a’) 4 (6.261)
b'—4ab®+6a°b” —da’bta’ |
i

4a3b—4a4—|—6a2b2—12a3b—|—6a4+

— _|_4ab3—12a2bél—|—12a3b—4a4 (6 262)
1 .
(b* —4ab®+6a°b%—4a3b+a*)
+ 4
! b4
%(6.263)

Usei apenas o termo de maior grau dos polinomios (Qs, Qs, Q4 no cdlculo
dos limites. Pela soma dos limites tenho

b
[a3de = =0 — F(b) — F(a);

Fx) = 3

(6.264)
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(7) MLIE)]

k-1
> it =Qs(k—1); graude Qs ¢5;

i=0 6.265
Qs5(z) = ap + a17 + a2x? + azx® + asz* + azx®; ( )
1

(11') (VILIF)[]

k—1

S i = Qg(k — 1); graude Qg é 6;

i=0

Qs(z) = ag + a1x + asx? + azx® + agx* + asx® + agxb;

1
ag 5

(6.266)

gabarito:

Os itens (5),(7) e (11) contém o essencial para demonstrar o Teorema Funda-
mental do Cdlculo para func¢des polinomiais.

41. niimero complexo

Considere a equagdo

25
22+ 3z + i 0 (6.267)

(2) (V) I(F)[ ] O radical é um niimero positivo e duas raizes reais existem.

(3) (V)] J(F)[ ] as raizes existem mas ndo sdo reais, sdo os dois niimeros com-

plexos
e L
o= %; = %; (6.268)

(5) (V)[ I(F)[ ] Un niimero complexo é apenas um nimero real mais “com-
plexo”. Valem todas as propriedades operacionais dos niimeros reais para
os numeros complexos. O conjunto dos niimeros complexos estd contido
no conjunto dos niimeros reais.

(7) (V)[ I(F)[ ] Un niimero complexo é um novo tipo de niimero, um elemento
dum novo conjunto, C, e com eles podemos fazer as mesmas operacoes
habituais, soma e multiplicacdo que se fazem com os niimeros reais.

(11) (V)] J(F)[ ] Nem sempre se podem fazer as contas habituais, soma e multiplicacdo,
com niimeros complexos.

gabarito:

42. dlgebra dos niimeros complexos Um niimero complexo é um par de niimeros reais,
(a, b), entretanto fica mais fdcil pensar neles como a expressao algébrica a + bi em que
i=+—-1
Este novo conjunto formados dos pares (a,b);a,b, € R é o conjunto C dos niimeros
complexos.

A primeira coordenado do par (a,b), se chama parte real, a, e a segunda se chama parte
imagindria, b.
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(2) (V) I(F)[]3,4,5,5+4 2i sdo quatro niimeros complexos sendo que os trés
primeiros sdo numeros reais.

(3) (V)[ ](F)[ ] Un niimero real ndo é um niimero complexo.

(5) (V)[ I(F)[ ] Todo niimero real é um niimero complexo em que parte ima-
gindria é nula, em outras palavras R C C.

(7) (V)[ I(F)[ ]1iéum niimero complexo cuja parte imagindria é zero.
(11) (V)[ (F)[ ] i é um niimero complexo cuja parte imagindria é 1 e a parte
real é zero.
gabarito:

dlgebra dos niimeros complexos

As operacdes com os niimeros complexos se fazem como na dlgebra da quarta série do
Ensino Fundamental, como se vocé tivesse

a+ bx = a+ bi; (6.269)
entdo
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi?; (6.270)
(a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + b(5)i; (6.271)
(a+0bi) + (c+di) = (a+ (5) + (b+ (7)i (6.272)

valem as regras da aritmética, mas, com a extensdo i = \/—1;

Consequentemente a equacdo (eq. 270) pode ser simplificada, ficando:

ac+adi+bci+bdi® = ac+adi+bei—bd = ac—bd+adi+bci = ac—bd+i(ad+b(5)

(6.273)

(2) (V)LI(F)[]
(3 + 4i)(4 4 2i) = 12 — 8 + 6i + 16i = 4 + 22i; (6.274)

(3) MLIF)]
(3+4i)(4 — 2i) = 12 — 8 + —6i + 16i = 4 + 10; (6.275)

(5) (VILIF)[]
(3+4i)(4 — 2i) = 12+ 8 — 6i + 167 = 20 + 10i = 2(10 + 5i); (6.276)

(7) (V)[I(F)[]4+ 3i— (44 3i) =0 é impossivel de ser calculado.

(11) (V)[ (F)[ ]4+ 3i — (44 3i) = 0, e o zero tanto é um niimero real como
complexo.

gabarito:

formula de Baskhara

A formula de Baskhara agora vale mesmo quando o discriminante da equa¢do do segundo
grau for negativo, neste caso resulta num niimero complexo ndo real.
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(2) (V)[ I(F)[ ] Nem toda equagdo do segundo grau tem uma solugdo, no con-
Jjunto dos niimeros complexos, ndo vale mais a formula de Baskhara.

(3) (V)[ I(F)[ ] No conjunto dos niimeros complexos toda equagdo do segundo
grau tem uma solugdo, sempre vale a formula de Baskhara.

(5) (V)[ ](F)[ ] Ndo é mais possivel fazermos uma interpretacdo geométrica
simples, como as raizes duma pardbola, no plano, para uma solucdo duma
equagdo do segundo grau.

(7) (V)[ I(F)[ ] A solu¢do duma equagdo do segundo grau é um ponto no plano
complexo.

(11) (V)] J(F)[ ] A equacdo 22 4+ 1 = 0 tem como solucdo +1.

gabarito:
gabarito:

niimero complexo, interpretacdo geométrica Como um niimero complexo é uma ex-
pressdo da forma a + bi, em que a e b sdo niimeros reais, entdo podemos vé-los, de forma
equivalente a que a Fisica usa, agora j = 1,1 = \/—1. Entdo um numero complexo é
um vetor do plano complexo. Confira a figura (figl2), pdginal83

Im [m‘.

! l eV=gcosg+isine

a+bi //*7\

I.:.'

(eos p

» Qe

As figuras que aparecem nesta questdo foram copiadas da Wikipedia, [l niimeros com-
plexos] onde vocé pode encontrar mais informagées sobre os niimeros complexos.

O niimero complexo 1 = (1,0) = 1 + 0%i é chamado de origem do circulo trigonométrico.
Observe porque, ele é o elemento neutro da multiplicacdo.

Todo arco do circulo trigonométrico é determinado pela origem junto com outro ponto do
circulo.

(2) (V)[ I(F)[ ] Se a®> + b*> = 1 entdo ndo é possivel representar, geometrica-
mente, o niimero complexo a + b.

(3) (V)[ (F)[ ] Se a® +b> = 1 entdo o niimero complexo a + bi é um ponto do
circulo trigonométrico no plano complexo.

(5) (V)[ I(F)[ ] A figura (fig42), pdgina[83 mostra o circulo trigonométrico
que é o conjunto dos niimeros reais de modulo 1.

(7) (V) I(F)[ ] A figura (fig 2), pdgina83 mostra o circulo trigonométrico,
o subconjunto dos niimeros complexos de médulo 1.
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(11) (V)[ I(F)[ ] A figura (fig ¥2), pdgina mostra o circulo trigonométrico
onde o niimero complexo

(cos(¢) + isin(¢))

determina, com a origem do circulo, (1,0), o arco de tamanho ¢. O maior
arco que pode assim ser determinado mede 27 e esta figura sugere que
¢ < 2m.

gabarito:

Formula de Euler-De Moivre

Dado um niimero complexo z = a + bi se chama de conjugado ao niimero complexo
Z = a— bi. Alguns autores usam a nota¢do z* = Z = a— bi. Eu vou usar exclusivamente
a notacdoz = a — bu.

(2) (V)[ I(F)[ ] Um ponto qualquer do circulo trigonométrico tem por coorde-
nadas (sin(0), cos(0)) em que 0 é a medida do arco de circunferéncia que
este ponto determina junto com a origem (1,0) do circulo trigonométrico.

(3) (V)[ I(F)[ ] Um ponto qualquer do circulo trigonométrico tem por coorde-
nadas (cos(0),sin(0)) em que 0 é a medida do arco de circunferéncia que
este ponto determina junto com a origem (1,0) do circulo trigonométrico.

(5) (V) ](F)[ ] A identidade fundamental da trigonometria
cos?(0) +sin?(0) = 1 (6.277)

€ a propria defini¢do do circulo trigonométrico.

(7) (V)[ ](F)[ ] Aidentidade fundamental da trigonometria
cos?(0) +sin?(0) = 1 (6.278)

identifica o conjunto dos niimeros complexos de modulo 1.

(11) (V)] J(F)[ ] O niimero complexo a—bi é chamado de conjugado do niimero
complexo a + bi e o produto deles é o niimero real positivo a® + b>.

gabarito:
gabarito: 1155

conjugado dum niimero complexo
O niimero complexo a — bi é chamado de conju-

gado do niimero complexo a + bi e o produto deles é
o niimero real positivo a® + b*. Este niimero positivo
é o quadrado do médulo do niimero complexo a+ bi.

(2) (V)[ I(F)[ ] a+ bié simétrico com a — bi relativamente ao eixo OX.
(3) (V)[ I(F)[ ] a—+ bi ésimétrico com a — bi relativamente ao eixo OY .

(5) (V)[ I(F)[ ] Os niimeros complexos ndo possuem inverso multiplicativo.
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(7) (V) I(F)[ ] Se a® + b? # 0 entdo o niimero complexo z = a + bi tem inverso
multiplicativo que é

1 a b atib  z

z_a2+b2+2a2—|—b2_a2+b2 zz

(6.279)

(11) (V)] J(F)[ ] Com excegdo do niimero complexo 0+0i = 0 todo niimero complexo
a + bi tem inverso multiplicativo dado pela formula

1 a b a—1b Zz

;_a2—1—62_2a2+62 a2+ 7z

(6.280)

gabarito:

gabarito: 22

Jformula de Euler-De Moivre Considere aiden-
tidade como uma definicdo

it

e"" = (cos(t) + isin(t)) (6.281)

Por enquanto aceite que o simbolo €' seja ape-
nas uma etiqueta designado um ponto no circulo tri-
gonométrico que determina o arco de medidat. Lembre-

se que a origem do circulo trigonométrico é o ponto
(1,0) =e®=1€R.

(2) (V)[ I(F)[ ] €' designa um iinico ponto sobre o circulo trigonométrico para cada
niimero real t € [0, 2m).

(3) WMLIF)]ete ™ =0

(5) (V)[ (F)[ ] e'te™ =1 e comoz = e ™ é o conjugado de z = €' entdo, no
circulo trigonométrico, o conjugado de z é o seu inverso multiplicativo: zz = 1.

(7) (V)[ I(F)[ ] Considere um niimero complexo z qualquer, considerado como um
ponto do plano. O ponto z e a origem determinam uma reta passando por

(cos(f) +isin(0)) = e'?; (6.282)
(cos(—0) +isin(—0)) = e~ %; (6.283)

(11) (V)[ J(F)[ ] Dado um niimero complexo z qualquer, considerado como um ponto
do plano. O ponto z e a origem determinam uma reta passando por

(cos(6) + isin(9)) = e'?; (6.284)
— (cos(f) +isin(0)) = —e'; (6.285)
que é um par niimeros que sdo inversos, aditivamente.

gabarito:
Sfungdo complexa
Considere a fungdo

f(z)=2"—1; (6.286)
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Uma forma equivalente de escrever a equagdo da
Sfuncdo f é

2 =z + iy; (6.287)

f(2) =2> —1 =2 —y® + 2xyi — 1(6.288)
gla,y) = (z° —y® —1,2zy);  (6.289)

Na equacdo (eq.289) a fungdo g foi escrita inter-
pretando um niimero complexo como um par de pon-

tos do plano, ou um vetor do plano.
*aqui

(2) WMLIF)[]f(0)=1

(3) VLIF)]1f(0)=~-1

(5) (VILIF)[] f'(z) =22

(7) (V) JF)[ ] Se F(z) = " — z + 1 entdo F'(z) = f(2);
(11) (V)[I(F)[ ] Se F(2) = % — z entao F'(2) = f(2);

gabarito:

Derivada - fora do contexto
Considere as funcoes f, g definidas pelas equagdes:

f(t) = (cos(t),sin(t)); (6.290)
g(t) = (cos(t) +isin(t)) = e; (6.291)
t €[0,27); (6.292)

As duas fungées associam um niimero real t com
um ponto do circulo trigonométrico. Sdo duas funcdes
idénticas apenas escritas com formatos diferentes: f
é uma funcdo vetorial, quer dizer f(t) é um vetor,
um elemento do f(t) € R?, enquanto que g é uma
fungéo complexa, g(t) € C.

(2) (V)[ I(F)[ ] f(t) é um vetor qualquer do plano R?.
(3) (V)[ I(F)[ ] g(t) é um vetor unitdrio do plano R>.
(5) (VILIF)[]

cos(t) — sin(t);sin(t)" = cos(t);
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Solucao 6
f(t+h,A)— f(t,A) = (cos(t + h) — cos(t),sin(t + h) — sin(t))6.299)
f(t—i—h,Aiz—f(t,A) _ (cos(t—l—h}i—cos(t)’ sin(t-i—hii—sin(t)) : (6.300)
lim LUEhA) I (EA) <lim cos(irh)—cos(t) iy w) (6.301)
h=0 h=0 h=0

se estes limites existirem.

(7) (V) (F)[ ] Como i é uma constante entdo a derivada de t — e é t — ie'
entdo
g'(t) =i (cos(t) +isin(t)) = (—sin(t) + i cos(t));

(11) (V)[ J(F)[ ] Como as imagens das duas fungdes, f(t), g(t), coincidem entdo suas
derivadas também sdo iguais portanto

}Lif% COS(L}W = —sin(t); cos'(t) = —sin(t);
1-7 sin(t+h)—sin(t) __ . -7 _ . (6.302)
lim === = cos(t); sin’(t) = cos(t);
cos'(t) = —sin(t);
{ sin'(f) = cos(t): (6.303)

os limites

flt+h,A)— f(t,A) = A(cos(t + h) — cos(t),sin(t + h) — sin(t)$;304)
f(t—i—h,Aiz—f(t,A) — A (cos(t—l—h})l—cos(t) sin(t—l—h)—sin(t)) : (6.305)

b

lim fl+h,A)—f(t,A) — [ Alim Cos(t—|—h) cos(t) Ahm sm(t—|—h) sm(t)( ,,306)
h=0 h h=0 h=0

gabarito: 1155
fungdo complexa
Considere a funcdo

f(z) = 2% (6.307)

Uma forma equivalente de escrever a equacdo da
fungdo f é

z =z +1y; (6.308)

[(2) = 2" = (v +iy)* = f(z,9); (6309)

f(z,y) = 2° + 3iz’y — 3zy* — 3iy>16.310)

f(z,y) = (2% — 32y?, 32°y — 3¢°);(6.311)

Na equacdo (eq.311) a fungdo f foi escrita in-

terpretando um niimero complexo como um par de
pontos do plano, ou um vetor do plano.

(2) (VL] f(0) =
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(3) (VI KE)[1f(0) =0

(5) WMLIF)] f'(z) =322

(7) (VILI(F)L ] Se F(z) = % entdo F'(2)
(11) (V) (F)[ ] Se F(z) = % entdo F'(z)

gabarito:
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