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§1. An inequality of Littlewood and Hardy

In the paper [8], Littlewood considered double arrays of real (or
complex) numbers taken as a bilinear form on the space of the bounded

sequences and he proved a necessary condition for the continuity of the

bilinear form. The result was:

(1.1} Let [aij} be a real or complex matrix and consider

A{;q,":lr'] = I E A K.Y=
i J 1] 17]

vhere x = (x;); and ¥y = tth belong to g . If A is bounded by M

as a bilinear form, then

(1.1.1) L L}:]ai.[z}l”zgm
F 5 b |
120
(1.1.2) L Lz|ai.|1]|1"'E < KM
doid v
4f3
(1.1.3) L Iai.lﬁﬂ < e,
i M

This result was extended later in a joint paper by Littlewcod and

Bardy [5] as follows:

(1.2) Let {a.jj be & real or complex matrix and consider
1

Alx,y) = L ? 8 %175

pia

where X = [Ii}l‘ E EF ﬂT'Ili ¥ - E':fi}j E t-qi !-JrP L luqu. £ 1' if A LB

bounded by H as a bilinear form, then

\ A
(1.2.1) I (Elaglh 12 ¢ (i)

R |

v, A

(1.2.2) £ {Elaij12} 2 ¢ oo

i i

¥ g

(1.2.3) L lnijl <

1]
wvhere

T R, e

(1.2.4) A= oa-p-a° 1 p 4

__-dﬂ



and

a 1 L_1
-1 = L _ 1
(1 5) Y I"I[lfp* a7 ° {U 1/2(1 E E]}.

The constant K is not displayed in any of the papers, but in [7]

§. Kaijser explicitates the way it may be calculated, it comes from
Khintchine”s inequality and the best value is ¥2, (in [8] Littlewood im-
plicitly obtains K = 73 ).

The first difficulty in a generalization of the results of Littlewood
and Hardy lies in the notation. The numbers L and uw im (1.2} are an
obvious indication of this. In [A] we use a multi-index notation vhich
seems useful when considering multilinear forms in general and on tP-spaces
in particular and it is clear that the ingpiration comes from the notation
used for partial derivatives.

First we wrote summations with multi-index & £ " where n is the
order of linearity of the forms. But during the whole work we are often
dealing with "partial susmations” in which one index is dropped and we have

p=1 iere the il index is

therefore defined the multi-index é;i. EH
constant.

In this work it becomes appearent once more that the wsual notation
of 1P-spaces is mot the best ome. Instead of P with p2 1 we should

write t¥ with s <1 to represent these Banach spacesand then many Te~

lations would be vritten in a quite "natural" way. To respect the notarion
which we do not aim teo change at all, we have defined the multi-imdex
i
{113] ﬂ- - tﬂ-l;---mﬂn} E [ﬂ‘l]
with
{1.3.1) |al = Ea, as the order of o,
i

: i c@ apaces
and now, given & we are glven & collection of sequen P

P Pa .1« <nl,
(1.3.2) (& 1 gaanp B i ﬂi = lfPiv L L




and denote the cartesian product of the spaces in (1.3.1) by

P p
(1.3.3) (@) = £ *x...at ™

Then, as we are going to work with multilinear forms defined on such
a4 cartesian product it was convenient to define a compact motation Eo re=

present them teo:

A

{1.3.4) (o) —= K
represents a4 multilinear form A = {aBJ defined on the cartesian product
(a) by
(1.3.5) Ax = Alx. ). = A%, s-v0:%, ) = I &% san X
BB El E'n 8 B E'l E-n

i e
with (x :

With this notation we can present the main result of [A]:

(1.4) Theorem: Let (a) A, ¢ be a multilinear form, bounded by M,
Alx) = Iaﬁxﬁ R |al :%. Then, for all j = 1,...,n
B 1 )

A

(1.4.1) £ £ ag|HM2 < aon
: [
with A = —1—
L
T 1 - |af
U & H_"-I_'I"I'. -____ﬂ+1 .

21 S depaDiisgh: = (07 o Saalel

For the proof of this result, see [A].
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5.2_ ﬂ'!:_'l -l.""":'b-l ofent ! 1K the En::-q“l:lit:’. af Li'tl!"'h‘ﬂl}ﬂ and Er-'l['d':ll' ij. the

best one

In their papers, Litttcunnd, [3], and Littlewood and Hatdy, |5]1

proved that the exponents appearing in their inequality are the best pos-
sible and they did this by constructing examples. Several of their examples
are based on orthogonal matrices in ZRH » (NEN is the rank of the ma-
trices), and since there is mo natural analogy of such matrices when con=
sidering n-linear forms (n > 3) the problem of constructing examples to
show that the exponents are the best possible is more difficult, but
5. Kaijser drew our attention to some results of Chever [2], and these re-
sults ficted well into the task of proving that the exponent was the best
possible even in this case.

In [2), Chevet defined the gaussian mean of vectors belonging to a
Banach space. We have enlarged her definition by using an arbitrary family

of independent equidistributed randem variables X = {Ri}i to have:

1/r
(2.1) ey 0l = SupE|| L x.x.|[)
174 x1r,E = i<n itilE

where Eki}i S E, E 1is a Banach space, the capital letter as an index im-
dicates the choice of the family of random variables. Here
X € {R = Rademachers, € = gaussian} .

With help of the random mean (2.1) Chevet has estimated the norm of

2-tensors which we have generalized to n tensors to have

a = E__'
(2.2) Propogition (Chevet): Let Eys---,E  be Bamach spaces; x; € E;

1
then
A r
2. : ( iy e
(2.2.1) n = lxg @.eo@up Ml gy <04,
where
T n
: . Yo 1 llEx, 3 Il
(2.2.2) A" D5 amd 5 jflnzltnﬁj 8; | g el .rE

jik




dnd the r.1'|'-'il.'|i letter

G as an index represent the choice of a family of

gaussian variables {gg) = (8g v....Bg )i Bg € W(O,1) and (E), stands
1 n i e
for the injective tensor product of the family of spaces E = qﬂlr----EnP.

For the purpose of this work it was easier to consider the family of
the Rademcher”s fumctions, where Chevet uses a family of Gaussian variables
because this gives us the possibilicy of taking matrices vwhose entries werez

#] at a random choice. This way we have been pushed to the following esti-

mate
(2.3} EEEEEE&Ei?E: E El""'En be Bamach spaces and in E Ei‘ then
A 1
r =
4 2.3
(2.3.1) R < lixg @...@xg | L gy SN,
n V2 1 o R*' £ G

where A is the same as in (2.2) and the capital letters ¢ or R
—_—— r —

G* 3
as index indicates the choice of family of random variables, C for paussiza

and R for the Rademachers. &s in (2.2}, (E}, stands by the injective

tensor product of E = IEI""'En}‘

Proposition (2.3) gives us the possibility of considering matrices

A= {3ﬁjﬂ‘ vhere ag, = +1 and B € {1,2,...,8} and with help of the in=
= 2
equality of Chebychev we are able to find a set F of probability #0 o=

patrices A(s); s € F (s is a choice of sign ¢) for which the equality
1

1'-._-—.
1- |al :
" ELCES
We first do this with the extremal cases represented by the ‘wer

is peached in the theorem of Littlewood and Hardy for

e ; i ality of
of a simplex of dimension n to obtain in pboth sides of the inequ ¥

i i Lerms
Littlewood and Hardy numbers having the same order of magnitude 1

of K (the size of the matrix A, W £ H) .

xpress the same
Later, using interpolation theory, We are able to &P

result for an arbitrary wulti-index @ to geL:

ble in _the

M {s the best possi

(2.4) Theoren: The exponent = lal

1
E a
inequality of Littlewood and Hardy, where lal < f
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§1. Introduct ion: nobtations et résultats

Nous présentons dans ee paragraphe la notation employée dans cet
article dans 1'ordre dansz la quelle elle apparaitra dans la suite A
§% 2, 3, 4. La seconde moitige du paragraphe consistera d'une liste desg
lemmes et propositions qui nous ont petmis la demonstration du resultae
principal ainsi que ce lui-ci.

Considérons le sulti-indice g = {ui....,uh}: o< a, = ].fpi 1.

Donné wun tel sulti-indice nous considérons aussi donnd une eollection
Fi Po

d'espaces de suites £ *,....1 et nous désignerons par:
Py Fa . .

(1.1.1) (@) = & " x ...x8 ", leur produit cartesien,

n L i -
(1.1.2) lal = I a, = 1’ordre du multi-indice a,

j=1 *
(1.2) (xa)o = (2, J00uyX, YE () o B EN" est un sulti-indice.

E'B By B

[
Donnée une fazille d'espaces E = (Ei}i » nous désignerons leur pro-

duit tensoriel injectif par

(1.3) '[EJ-E
&t Nous aurons én particulier
P P
1 -3 ||
{1.4) (@), = & E...%t -

Dans [8) nous avons démontré que si

(o) Lo

est une forme multilinfaire continue, bornfe par M, alors pour tout

i=1l,...,n

(1.5) ECE |aglHM? = 8 < gon? (L - H)
n
ol |a| < %‘ at N et ; éE Etant le multi-indice obtenu de B € N
= 1= |a

par substitution de 1"indice Ei par unge constante.

. 7 and
Ceci est une généralisation d'un résultat de Littlewoed, [7] qu

b ".tagt un espace de Banach

Hous allons aussi fcrire " €Ban" i@ la place de




a= (0,0) répris par lui meme et Hardy dans [4] et par Kaijser et Davie,
voir [6) et [9).quand a = (0,...,0) ER .

Dans la suite nows aurons plusieurs feiz 1"sccasion de faire référence
d 1'inEgalité de Littlewood et Hardy (1.5) et nous le ferons tout court
par (L-H).

Dans [2] Chever a défini la moyenne gaussienne de la norme d'un pro-
duit tensoriel grace d la quelle il nous a &té possible de prouver que
1"exposant A chez (L-H) &Etait le meilleur possible par construction
probabiliste d'une famille d'exemples. Hous pouvons, en effer, 3 1'aide
de 1*inégalité de Chebychev [3, page 4B] assurer l'existence d'un emsemble
de probabilicté différent de zéro d'applications multilinéaires pour les-
quelles 1"Egalice se verifie.

51 nous associons & la famille {ni]i = E; E € Ban une famille de
variables aléatoires X = {Ei}i indépendentes et equidistribuées définies
dans un espace de probabilitées (W,F,P), nous pourrons alers calculer la
moyenne des vecteurs . par rapport A certe famille de variables aléa-
toires. Chever, [2], considire des uariahles.gausiiennts Egi}i; B £ R{0,1),
et nous définissons avec elle:

r, 1/t
- 5up{E|! E :r:i:lli”E]

{1.8) (x.),
Il g = Sl 2

ol le grand indice X représente la famille de variables aléatoires choisie.
Dans cet article les familles seront G = {Ei}i de variables gaussiennes,
ou R = {ri}i lez fonctions de Rademacher.

Dans le § 2 nous allons démontrer 1'estimation suivante, d&jd démon=
trée par Chevet dans le cas des 2-tenseurs. Nous le ferons dans le cas des
N-LENSEUrs:

. , . Alors
(1.7) Proposition: (Chevet). Soient El.--r+ﬁﬂE Ban gC Iﬂi € E; 2t
A.T

G

{1.7.1) o

< vn A
= ”{":BIG'"'@”Eﬁ]"chr'{r_jt = v G.:’

od

'._




]
{1.7.2) A = I & ot § = :".H?[I::tE]
G* kel i=1 j

ifk

a 2,112
(1.7.3) ".E'[{xE-}E ]= Supdle{:}',xﬂj:}l 1 ,

] EE; B,
J ] ¥ i

]
< 1

et G = {EEH}EE paussiennes; gEk € (0,1} pour tout Eh'

{1.8) Propes : 5 R = fri}i sont les fonctions de Rademacher et

G = {Riji- des pauvssiennces indépendentes, g € R(O,1), alors

T
{1.8.1)

2.1/2
T - “{“31@""@“sn”ln.r.m}z 5= "’T"G,:

La proposition (1.8} wva nous permettre de considérer riem que des
matrices A = {aBj = (s1).

A 1'aide de (1.8) et de 1"inégalicté de Chebychev nous pourrons garan-
tir 1'existence d"un ensemble de probabilité non nulle de formes multiling-

aires pour lesquelles 1"&galité peut Etre atteinte dans (L=-H) pour
1
A= .
l_
o 1
Dans § 3 nous Etudierons les cas extrémaux formfs par les vertices du

p 1 3 : S 1
simplex de dimension n formé par les multi-indices a; lal f_§'1 Le résul-

tat obténu est alors que la somme 3 gauche dans (L-H) et 1'estimation 3
droite de la norme M faite 3 1'aide de (1.B) ont le méme ordre de
grandeur.

Dans le § 4 nous pourrons alors appliquer la thorie d'interpelation
d'espaces de Banach, la séthode complexe, pour Etendre le résulrat 3 un

point arbitraire o du simplex |¢‘| £ % ce qui prouve le

dans l'inégijitﬁ de Littlewsod et

(1.9) Théordme: L'exposant A = T_:%ET

Hardy est le meilleur possible pour |u[ hd %.
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§2, Estimation en moycnne par rapport 3 unme famille de variables

alEatoires de produits tensoriels

La proposition suivante a été démontrée par Chevet, [2], dans le

cas des 2-tenscurs:

(2.1} EEEE?EiELa:: (Chevet) Sgicni El,...,E“ £ Ban &t xXg £ Ei . Alors

o= .
1

- A_, T
G
(2.1.1) <llx, @...@x, || < vn A
B =T8 Ba T (E), = gt
ol
I . | Il
(2.1.2) A = IS5 e 5 = MM, [(x,), ]- | (x, ) .
e'T ey k — Tk P 2 EJ. Ej B, Ek e ToEL

ik

DEmonstration. Il suffit de¢ considérer des sommes finjes.

Pour démontrer 1'infgalité 3 droite nous avons besoin d'un théoréme
de Sudakov-Fernique &noncé dans [2], dont nous présentons ici une version .
simplifide:

(2.1.3)  Lemme: (Sudakov-Fernique) Soit T—RJ-L“[H,F.P} et

T-lal,“{h',r,r} deux variables alfatoires téelles, gaussiennes, centres,

qui sont des restrictions 3 une partie symftrique T d'un espace vectoriel

de variables alfatoires linfaires. 5i la condition guivante est verifide

(2.1.3.1)  E(|¥(c) —‘HsJIzJ' < E(|X(c) --"HZBHE]'

pour tout (s,t) € TxT, alors, pour tout r > 1 nous aurons

(2.1.3.2)  (E( Sup |"1'($:I|r]]|1"rr < (E( Sup [H{ﬂ]r””r~
EET EET

DEmonstration. Veir [10].

Hous allons définir mainteénant deux fonctions X,Y qui, nous allons

¢me
le démontrer, remplissent la condition (2.1.3.1), 1’hypothise du théorim

de Sudakov-Fernique.




(2.1.4) Définition: Soient H; les boules unité des espaces E;. Four

Lot E:r.5 ..... Kg ' E E, = ..."IF._I_I donné, posons pour

(v, aiﬁ...@a;] € Wr ui@...@u; :
(2.1.4.1) 'I'liv}{aiﬂ'-'...ﬁla;l}t g{a'l@...@a;. xﬂ‘@...ﬂxan} gEcu},

od EgE]E est wune famille de variables alfatoires gaussiennes independen=

tes de méme loi M{O,1) . De méme nous définirons pour

(v, al.....a“] E Wn El M., Iun

(2.1.4.2)  X(w)lap,...,a ) = (X (wdda]) yoeey X (Wil )} avec

n
X.{w)(al) = vn ]I(H[tx ) ].I|:-: a%,%y 3o (w) .
] ) kel % 2 Py Ekﬂ'E-{’ B %
. ]
k¥#]

(2.1.5) Lemme: {(L*hypothése dans le théorése de Sudakev-Fernique). Pour

lés fonctions X,Y dEfinies dams (2.1.4) nous avons

5 s = -
E(|¥(2]@®...®2)) - T{h!@...@b“.'ll )=

- L =- a 2‘
<EQX(a] ...y 27) = X(BT ..o, bnhllnnla

DEmonstracion.

E(|¥(2;®...®27) - Y(b]@...07) %) <
Ettgl{ai.xﬂl}-...- a;,xﬂn}—{b;,xﬂl}-...-{h;.xﬁn}lzhﬁlz =
(2.1.5.1; = ﬁ]{ai,xsl}-...-(a;,xﬂn}— {bi.:al}-...v{‘n;-xﬂn}lz - & -
Mous €crirons, maintenant, pour un moment, pour simplifier:
Ay = Ay (B) = {a;,xﬂi> et A, = A, (B) = {h;.nai}
&t nows sommes menés 3 1 égalicé:

El"‘u"lz Peese By = Agihys t
{(2.1.5.2)

: e
- glih“—hnuu creer Ap et Ay =Ry 0y, 31




F——

qu'il faut démontrer, ou plutdt ferire les termes intermidialres:

(hyy = At MM e T
a1 (Ayg = Agalhy, T
Ajhgz oo Ay Pin M)

dont la scome est le second membre dans {2.1.5.2). Nous pouvens dome

majorer '51 . (2.1.5.1), en revenant 3 la potation normale, par:

nLE |<a xﬂ}li |I-|.II |(ﬂfk,x‘ >|E s 5
B i T L
kéi

ol dil: = bk 51 k € 1 et dik =-a autresment .

Par application de la défimition de '."{2 nous pouvons majorer 3.

1

2
5. <n L ( m H, [ (= )| ar=bl,x
=" jul By Eh < T E;

H:L

. B & il 2
'-.Et.ll}:-r.al peaEg a'."-:l = KBS yeucs bn}nnn} =

Cela prouve que 1'hypothise dans le théoréme de Sudakev-Fernique
{2.1.3.1) est vérifide et nous pouvons donc conclure que 1'infgalité
{2.1.3.2) 1'est aussi pour les variables X et Y définies dans (2.1.4).

Mais 3 gauche dans (2.1.3.2) nous avons

x, @...@x, }
xE‘l ;r.ﬂn 1|

Glrl ';.E'}E L
et 3 droite dans (2.1.3.2) mnous avens (avec

® (sup [carll T -
a“ey” 'R

yUr .

—_

= (€ (Sup |[(x;(a]) 4.uus X ca"}:-il
amel”
5 lfr "
< (E (|| Sup X {-’l.l} pares SUP I“I[a }}“ =

,.-ELIl .l 'EIJ

4
oll on peut reconnaitre la morme de ti et celle de L () .




on peut changer 1l'ordre de ces normes 3 1"aide de 1'inégalité de

Minkowski, [5, page 32], pour &crire

{ < l{E Sup |ﬂ in 1|5y Ifr ?' |

i
'EU 1 nﬁ --
((E Sup |x (aZ :| )il g < vn .
a, EU l G'

51 r <2 on peut majorer Hl de la maniEre suivante: on applique
1'inggalité de Jemsen deux fois, avec r/2 <1 et avee 1/fr < 1 pour

obtenir finalement

Hiir";.i. .

E'

L'inégalité & gauche: Nous aurons besoin du lemme suivant, veir [2]:

(2.1.6) Lemme: Pour toute suite de nombres réels f:i}i et toute suite

{xj}j c E nous avons

liCe ;=

2.1/2
i* J i, J'r r,E Ef-tij ”{xi]ir£+r,E

avee la conditien O'= = 0.

Beus pouvons définir la forme multilinéaire:

A
(2.1.7) (B), ——=E, ; @ .. @x, ~ x,- kL{ﬁ'TE}

ol {Fi}kfi est une collectien de vecteurs unité des espaces duaux EE.
Les fnl:"mes ﬁl ﬂiﬂgi dEIlHiEs sont d¢ norme au Flu; 'EE.‘-]- 5 1 queique

soit le choix des {F;}kfi' Maintenant on peut appliquer (2.1.8) avec

A Jik‘x“'?;‘}l

et la définition de HE[{EH}H] pour avolir la n;jqutiﬂln:
{2.1.8) lix, @...@x, )|l > MM [0 Do Dollxg Dl 5 -
By Po BT e (Bl = oy BB R Py gty

Le membre 3 droite dans {(2.1.8) dépend seulement de j et 1"inégalité

est aussi vraie pour la moyenne arithmétique d'od (2.1.1).



(2.2) Llemme: Si G désigne une famille de variables gaussiennes

{gi}i. B; € N(0,1) et R désigne les fonctions de Rademacher, alars

m 2. 1/2,
(2.2.1) "mi}i”H.r,E < () ]'tki]i”{:.r,t :
Démonstration.
2 1/
lexgd Il (g o= supc [ . I Il £ xelif d6(e™*® = 1
G N -= e :I.":]'u
avee dG(t) = (2m) "2 axp 'lE%EJ dey ... dt_.
|
L1l [= =]
I = Sup(1/2® ¢ .« [l E Exitiﬂg dﬁft}!l”r
N e=t1 0 0 isN
[ -]
> sup(1/2¥ 1 ||Jr [T xgeg dso DT
N e=tl O 0 i<N
2.=1/2
= () Il ix.2.] B
(2.3) EEEEEEiEiEE: S5i A : est la gomme définie en (2.1.2) dans la
xl

quelle le grand indice répresente le choix de la famille de variables

aléatoires, (G, pour les gaussiennes ou R, pour les Radmachers}_ alors

2 T
m"_ R‘r': ||E:t Eh..@x njuﬂ.r-{EJ (<) ¥n A

T |

Démonstration. A dreite nous pourrons majorer ]|{::3113...E:¢B b x, (E)
n

3 1'aide du lemme (2.2) par
2
|“"EIE"--@”H“}|L,I.{E;.EE = '”':‘9.1‘3’""'3“ ]'" e, (E)

et ensuite nous obtiendrons la majoration finale 3 1'aide de la proposi-

tion (2.1).

A pauche: Hous avens besein du lems=a suivant

2
(2.3.1)  Lggme: |lex, . ]|| rE_fTE f Y e It L

o le grand indice R represente les fonctions de Rademacher et les défi-

egt une

nitions et notations sont celles du (1.6), ¢t la famille I:ti:'i

famille de nombres réels.
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I'I_q',:.—..'-'.'.qlr.l‘.l-"_:_':. Supposons “:;:I:i. indépendente sur .
le.x.3..]| . = SupdEC]| © t-x.v..lﬁ}]!fr i
1 J :I.I ];.w"-E :": 1|.j£|.': 1 ] 1] :
= Sup(E(]| L ¢ ':-:.;!E]:I”T -1,
ol les fonetiong f. =T t.1.. .
J 1]

i
Bous définirons maintenant les fonctions 5j = sgn{fjj. Comze les

t, sont independentes sur § les 55 sont en effet les fonctions de
Rademacher. Seit aussi Fs la tribu engendrée par s = {aj}j, i nous
prenons maintenant 1*espérance conditionnelle de I1 par rapport 4 FE

DOWE Aurons:

. = T 1
I Supl:E'I:EE”::Ej}:j”Elfg]'.l:' >

LK T
> Sup(E(]| £ E(f.|F h:.llgn”r =1,.

Par 1"in€galité de Khintchine nous aurons:

1 1/2

1 7
1 2= {fti}

T I.,lfl'
S'I.I‘FH:E i K.:5= }

JjEN

avec les fomctions Ej définies ci-dessus. Pourtant les sj gont en
effet les Rademachers ce qui prouve le lemme, sous 1"hypothise initiale
sur les & d'etre indépendentes sur @ . 5i ce n'est pas le cas, on
peut approcher la suite {ti}i par des suites {t?ji qui seient indé-
pendentes gur § et le le=me est ainsi démontré. La dEmonstration de
1"inégalité & gauche finit maintenant comme dans (2.1), veit (2.1.7)

et la suite.
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.
§ 1. Etude des cas exrrimaux

Dans ¢e¢ paragraphe nous allons obtenir & 1'aide de 1"estimation
(2.3) et de 1"inégalicd de Chebychev une estimation précise pour les
normes d'une forse sultilinfaire dans certainsg cas extrémaux qui sont les
vertices d'un sisplex de dimension n, c'est 3 dire les multi-indices
o n 1 m & L ;
a = [(0,...,0) EE et o E R ol tous les indices sont nuls sauf celui

d*ordre 1 qui est alors %.

Fows commengons par supposer qu'il existe des esnstantes Li telles

que, Etlhii}fei - E{Hitn}zl E_Lf ed s est un choix arbitraire des
signes 21 dans la matrice A = {aE} = (x1) .

(3.1) (o) 2 ¢,
Soit maintenant 1'ensemble, (1'Evenement):

(3.2.1) E. = {s; Hi{sjz > t‘Li} s i =0,...,n,

ol t est grand (nous le prendrons Egal 34 In).

L'inégalité de Chebychev, [3, page 48], nous donne maintenant
1
3.2, E
[ 2] F(Ei] <t

et £i nous choisissoms ¢t = 2n npous voyons que

I
(3.2.3) P(UE,) <n*l

i‘ﬂ -2'-1-

< 1 n>2).

n
Soit donc 1'ensemble F =W = U E, . Alors P{F) # 0.
i=0

Dent, par comstruction, l'ensemble F est celui des 5 tels que

(3.2.4) M:(s) < V/Zn L., pour tout i = 0,1,...,n.

i
La Flr!:iFIDEi.EiGI'I f?.]:l nows dchl.'lni_‘ l.-E‘EtiIII-E-tiﬂI'I- L. = I',:— A 2
i L GF

2L nous definirons:

_L2.1/2 i
(3.2.5) K, = ()75 hﬁ'i,

ol la dépendence du second membre de i réside dans A" 3
c!

Noug avons
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aingi domontre:

(3.2} TPrepogition: Il existe un_ense=ble F de probabilité différente

de zére tel que, pour chague 5 € F Als) est un choix de sipnes dans

la matrice A = {35¥ = {£]) et la norme Htis} de Alz) comme forme
8 Hallive e e Loome Lorme

multilinfaire

Dans le reste de ce paragraphe et dams le suivant nous allons simpli=-
fier la notation 3 1'aide de la preposition (3.2). Mous Ecrirons simple-

ment A pour la matrice A(s), ec'est-a-dire que nous avens fait d"une

fois pour toutes le choix des signes s tels que la matrice A(s) = &

satisfait la propesition (3.2). Nous Ecrirons, de méme, M. au lieu de
Hi{s}- Dans la d&zonstration de (3.2} nous avons aussi fait le cheix
re=2, et alors Cr = C; = 1.

Bous allons maintenant expliciter les caleuls des K. 3 1"aide de

la propesition (2.3).

(3.3) Lemme: Soit i = Lgsos et a le sulti-index d*ordre %

dyant tous les index nuls sauf celui d’ordre § qui est &gal 3 %. La

norme H, de la matrice A = (aﬂ)E = (tl) coome forme multilinfaire

(a') LHI:

est majorée par

3 n
(3.3.1) K, = 12 7T

Démonstration. 11 est &vident 3 partir de la démonstration que tous les

cas i sont identiques, il suffit de faire la démomstration pour le cas

i"n,
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Selon la définition (1.7.2)
m [ 1] M
A o= LS 58 = MMlix, 2, 3-llkx, 2, |l .
G‘z k=1 & k i=1 2 Hj Ej Ek Ek G'E'Ek
jPk
: F oo 3 » % = -
Icy les familles de vecteurs txsk,ek irk}k ol e [ski}i'
Dans le calcul da Ek 11 ¥y a deux cas difffrents: k " n ou k d n.
51 k € n:
5, = (M,0(e,).) I:l“'z-ll{e.z.ll " Mylle) ], <
1717 11 2,1 11y
G
< H{n-?}#E_H,l H Hn321
8 k= n:
1 =
-1 (n=1)/2 7 ]
§ = (M .). o N - H: =
2 1:2[{r.-J:|]] ) II{eJJJII s = N =N,
] - ]
G
Donc
L]
.ﬁ.nzfnﬁ'zr
GF

que nous allens substituer dans (3.2.6) pour avoir (3.3.1).

(3.4&) Remarque: K. =K =, . =% .
—_—— 1 Fj n

{3.5) Lemme: La norme My de (a®) L—HI: comne forme multilinBaire

est majorée par

1 i+
(3.5.1) K, = [%]En Ne .

Pl i

Démonstration. Dans ce cas il n"y a pas de diffirence entre les Sk et

BOUE avons

n+
5 = (M i [ n-1, a5 :
k zl{eJ}JJEI} lice; 3 Sl
Gl ¥
Donc
n+]
JLD n H L
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§ 4. Une application de la thiorie de 1'interpelation

Dang le §3 nous avens ecstimé la norme des formes multilindaires
associfes aux vertices d'un simplex de dimension n. Haintenant nous
allons faire usage de la théorie de l'interpolation d'espaces de Banach
pour Etendre cette estimation 3 un multi-indice o arbitraire du simplex.

Il est bieén connu que la méthode complexe présetrve les normes cher les

formes multilinéaires extrémales, c'est cette méthode dont mous allons
faire usage ici.
Avec la proposition (3.2) nous avons obtenu une borme supérieure

Kj pour la norme de A comme forme multilinéaire

(4.1) o) L ¢,

Kj £ fﬁu.ﬁl}. voir rémarque (3.4), ol uj parcourt 1'énsemble des mn+l
vertices du simplex |a”| < %, Maintenant, soit donné un point a arbi-
traire du simplex, il est trivial qu’il peut Etre obtenu par combinaisen
linkaire convexe des vertices, mais nous n'avons pas trouvé dans la litcéE-
rature un résultat qui nous ait permis d'obtenir la norme de A comme use
combinaison sultiplicative-convexe des normes de A relative 3 chacun des
vertices. Il nous faut donc choisir le chemin le plus long indiqué par le
lemse (4.3).

A titre d'exemple nous allons donner ici deux résultats dont la dE-
monstration peut #tre trouvé dans [1, chs.1,2) ainsi que le langage des
lem=es qui suivront.

Donnés deux espaces EP et 29 qui nous voulons interpoler nous ez
ferons référence en disant le couple (&P,2%) . Aprés, quand il s'agira ce
1"interpolation des preduits cartesiens identifiés par des multi-indices

nous dirons, par exemple, le couple ({a), (at)).

(4.2.1) I{'E'I_'.Enp"_-". EE-EiEE:IbEEif}' 51 s,5" sont positives, g+a" =1,

et donnés pﬂ,pl; 1= PpEP nlar:l pour  pi




1/p = s'.-"pﬂ + 5-.-"]‘:1

. : 4] 1
[ LY. un espace d':ntrrpnlntlan_iﬁlrir!_ﬂ__s espaces L et E ™, dic

1"espace 4 "exposant 5.

(46.2.2) 51 A est une forme linfaire

Po &
s aves norme HG
L]
[] 4
- o &
¥ £ o—— avec norme Hl
alers

gP —"'-I- 18 avec norme I-I'; H: .
ol s, 8" et p sont comme dans (4.2.1).

Dans la suite nous réservent les lettres %, & pour représenter dzs
pairs de nombres réels (exposants) conjugués: s+g" =1, &, 5”7 >0. La tar-
minologie décrite plus haut se généralise sans peine pour les produits ca=--
tésiens d'espaces (ou de couples) et maintient sa forme. Nous révenons ==ssi
aux formes multilinfaires dans le lemme:

(4.3) Lemme: Soit @) 2 b ave norme M, et oA L n

norme M, . Alers A peut Btre &tendue continlment 3

(a) Bl €
' avec norme H; H‘: ol g= s'uu - 5|:|1 ar u.u, ul sont deux multi-indizes

arbitraires du simplex.

Démonstration. Veir [11, page 106].

(&4.4) 1_..5%5: Pour tout multi-indice T; ]T! i% et pour une matrice A

dont la norme aux points extrémaux du simplex la| E% est bornée par l=

mEme constante Ky » la norme de la forme

y) ~2— ¢

€8t bornée par la méme constante K

1-

———
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Dfmonstration. Fuisque un tel multi-indiea b pi'-ul:—Etr{\- obtenu Par inter-

. i I | - . . ]
polation d auw plus n couples (a ,a"), 1g] ™ 1!'”*“! id J. on appli-
que successivement le lemme (4.3) & chacun des couples de produits

cartesien

- i j
LU. ((a’), (a')).

(4.3)  Lemm¢: 11 existe un multi-indice Yi |y| = —;- sur la ligne droite

diterminée par les multi-indices q° = (0y...,0) et a ol a est un mul-i-

P 5 5 ' & i 1 - - 5 - 5
indice arbitraire du simplex |o | < F. Le multi-indice « divise le sec—

ment de droite nn'r déterminée par -t:u et vy dans le rappert

(4.5.1) 2|a| = 5.

(4.86)

ALmnel La norme de  (a) —""-HI: est Hﬂ:

1 3 n'l_JnJ

M, Rn-RSHf-Eg}IEnIHE

| A

puisque s = 2|af .

Démonstration. Par application du lemme (4.3) au couple

E= (), on

en tenant compte de (4.5.1), (3.3) et {3.5) .

(4-7)  Thforgme: L'exposant E'TﬁT dans 1'infgalité (L-H) est

le meilleur possible.

DEmonstration. I1 faut comparer les membres 3 gauche et 3 droite dans

(L=H). Nous AVons maintenant

S = I (5 ]a B2
B, Bi
et done
{ +2“i}.."2
u Ll
Maig
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F
- I Il =7 o 1
T "y-le2-2al-1=1-3
selom  (4.5.1), c'est 3 dire:
n+l
5 ~la .
(5.7.1) § =N + Puisque s = 2|al .

D*aprés (4.6) nous avens:

22 lal
i 2
' (4.7.2) K, =CHN gy Cm fF} noo.

1 3
2 3

C'est 3 dire que Eu et Kﬂ sont de meme ordre de grandevr par rapport 3
N et ce ne serait pas le CAE poUT A" = A-g; £ >0, ce qui prouve le

théoréme,

Le tableau suivant réunit toute l'information des §§ 3,4

HHH‘HM uﬂ : ul
™
A 1 = 2
1= |al
" == : i
(4.8) |al 0 la] 5
n+l f+] | n
—— ﬂf o
. 2 , 2 z
Eu B b H
n+l n+l n
s 2 7 ~lal 3
Hﬁ CH CH CH

(4.9) Rémarque: Si nous considérons les résultar de (8] nous pouvens

maintenant fcrire 1"estimation Suivanee:
1. TH =|lal < K
Ca =" - g f

ol C est la constante explicitge dans (§.7.2),
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