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Quem nao sabe e ndo sabe que sabe é tolo, foge dele
Quem sabe e nao sabe que sabe estda dormindo, acorda-o
Quem néo sabe e sabe que nao sabe é humilde, ensina-o
Quem sabe e sabe que sabe é um sabio, seque-o

Mas,. .. como saber se se sabe?
... autor desconhecido,

comunicagao oral: Gerardo Pereira



Introducao.

O assunto deste livro é simples e vou tentar descrevé-lo com poucas palavras.

Quando um motorista envelhece junto com o seu carro, aos poucos vai notando novos ruidos, ondas
sonoras, ou harménicos novos emitidos pelo motor e pelo carro em geral, que se modifica com o tempo,
como numa orquesta um maestro habituado consegue distinguir os harmonicos que fogem da partitura
identificando o instrumento e até quem o toca. Nos dois casos, no caso do motorista ou do maestro, o
conjunto de sons se superpoem, (dizem os fisicos), ou se somam, (dizemos os matemadticos), formando
um sinal Unico para o ouvido ndo habituado, mas para o ouvido treinado surgem diferengas quando
algumas “ondas” entram em distorcao, o maestro fala de instrumento desafinado, o motorista sabe que
alguma pega estd funcionando mal, também estd “desafinada”. Mas este dnico sinal na verdade é uma
soma de harmonicos e sao os harmonicos destoantes que o maestro nota, ou sao os harmaonicos que nao
estavam antes entre os ruidos normais do carro que o motorista percebe e que lhe trazem a informacao,
por exemplo, de um rolamento que chegou ao fim da vida 1til.

Na andlise harmodnica, a primeira parte deste livro, os sinais, as musicas, o som dos motores, se
decompdem de acordo com uma base de vetores ortonormais que ao longo da histéria desta disciplina
foram as senoides sin(nz),cos(nz)', que formaram esta base ortonormal de vetores. Cada valor de n
representa um dos “instrumentos” para o maestro ou para o motorista e a teria nos ensina a “filtrar”
alguns componentes desta informagado.

A palavra ruido, de agora em diante, vai representar um conceito préprio, uma palavra chave da
teoria.. As informacdes chegam até nds por diversos canais, alguns naturais, como a luz solar, outros
produzidor artificialmente mas usando algum canal existente, como é o caso das ondas eletromagnéticas
dos nossos sistemas de comunicagao que usam o sistema magnético da Terra como portadora.

Um exemplo simples, ao alcance de todos, consiste em abrir um orificio pequeno?, numa caixa de
sapatos. Antes pregue na caixa uma folha de papel “transparente” e volte este sistema para a janela.
Vocé nada vai ver! Agora cubra a caixa com uma blusa preta e envie sua cabeca pelo buraco do pescogo
da blusa e vocé vai ver uma imagem do que se passa na rua na folha que vocé pregou dentro da caixa.
Abrindo um pouco mais o orificio finalmente vocé vai poder identificar alguma imagem. E aqui vocé
vai descobrir o que significa “estar no foco” - a imagem pode estar ou ndo no foco. Pronto, vocé terd
aprendido assim a razdo do sistema complicado de lentes que é usado numa méquina fotografica (mesmo
eletronica).

Este exemplo mostra que a informacéao chega até nés diluida dentro de uma quantidade muito grande
de informacGes e precisa haver uma selecao para que finalmente possamos descobrir o que nos interessa.
O que nao nos interessa é que chamamos de ruido.

Cada expert dos diferentes tipos de informac¢do seleciona o tipo de filtro que lhe interessa o que
sifnifica na pratica selecionar um subconjunto dos valores de n, no caso das ondas “trigonométricas”,
para analisar separadamente. O conjunto dos valores de n forma o espectro e subconjuntos do espectro
trazem informagoes preciosas para os que estudam estes “ruidos” que para alguns pode ser uma sonata,
mas para o trabalhador num certo ramo pode informar do funcionamento correto (que o caso do maestro)
das partes de um sistema. Em alguns casos interessa apenas eliminar algum ruido, em otros caso pode
interessar quem faz o ruido. ..

Mas, partindo da Algebm Linear elementar que algumas vezes nos primeiro periodos da Universidade
se chama de Geometria Analitica Vetorial, posso dar uma visdo intuitiva inicial do que vou descrever
neste livro, como um vetor geométrico, um elemento do R? :

u = x1€e1 + T2e2 + T3€3

pode ser decomposto em suas componentes ao longo das dire¢des dos vetores que compoem o referéncial:

{617 €2, 63},

IUma forma equivalente se obtém com férmula de deMoivre-Euler-Abel
e’ = cos(z) + isin(z)

de que vou tratar mais a frente
2N&o muito pequeno, a experiéncia vai mostrar-lhe qual o tamanho, comece com um bem pequeno.



também os ruidos do motor ou a misica da orquesta, podem ser decompostos em seus harmonicos bésicos
que sdo as senoides a que me referi acima.

Os motoristas ndo costumam pensar assim, mas uma fibrica que tenha seus motores trabalhando
24/24 tem que se preocupar em fazer anslise periédica do “espectro”sonoro produzido por suas maquinas
porque, a presenca de certos ruidos indicam o final da vida 1til de algumas pegas: eixos, virabrequins,
ou dos mancais que os suportam. Uma manutengio feita no momento certo garante uma longa vida para
a maquina ao mesmo tempo que garante que ela fique funcionando o tempo maximo parando apenas
quando se aproximar o ponto limite, antes de se quebrar: o tempo de manutencao.

Esta é uma das aplicagées da teoria a que me dedico neste livro. Outra, menos mecéanica, mas
exatamete do mesmo tipo, pode ser andlise da voz humana, sua decomposicao e transmissao, como se
faz em telecomunicagoes. Mas também pode ser a decomposicdo de uma foto ou de uma imagem.

Em sintese, o nosso objetivo é analisar sinais o que, posto nestes termos, se torna um projeto muito
ambicioso porque tudo no Universo, em ultima instancia, se pode entender como um sinal . ..

Apenas para finalizar vou juntar uma outra ideia associada as demais acima descritas. Falo de
transmissao de sinais, (voz, imagem arquivos etc..). Quanto maior o arquivo, (e hoje toda informagao
termina virando um arquivo de computador), tanto mais longo o processo de transmiti-lo, guardé-lo
etc...Surge entdo o conceito de compactagao de dados. A compactacdo de dados é um outro aspecto da
andlise de sinais que pretendo discutir, mas pretender ndo é uma garantia de que vai ser feito!

Nao vou poder examinar ou descrever todo o desenvolvimento em volta destas ideiais. O livro de
Zygmund, [23], tem quase mil pdginas, o livro de Meyer, [8], tem 131 pdginas mas representa um exemplo
de compressao de dados...uma vez que descreve toda a teoria e sua aplicagoes envolvendo os assuntos:
dados, compressdo, transmissao e andlise como os entendemos hoje.

Vou ter que escolher um atalho para me sair honrosamente pelo meio desta massa enorme de in-
formagoes.

A ideia central é a da Algebra linear: decompor um vetor em suas componentes ou recompor de volta
uma aprorimacdo deste vetor a partir de suas componentes. Porque uma aproximagao do vetor? o fato é
que raramente conseguimos de volta a realidade com precisao. Veja o que acontece com uma integral, uma
soma de Riemann € a integral exata de uma aproximagdo de uma funcao atravéz de fungdes constantes
por pedagos, esta ultima representa uma informacao finita que aproxima a informagao, n’algum sentido
infinito, representada pela funcao®.

Se substituirmos vetor por informag¢ao caimos no espirito deste livro. O primeiro problema é entender
o que significa informagao, ou ainda mais exatamente, como modelar matematicamente a informacao.
Este conceito se encontra hoje em sua mais intensa evolucao, porisso é dificil defini-lo. Um matemético
probabilista, Claude Shannon, [18], foi um dos primeiros que associou: informagdo w comunicagao,
descontado o erro histérico de personalizacio que sempre se comete, veja-se o caso das séries de Fourier?,
mas parece que ¢ com Shannon que a palavra informag¢ao surge com um sentido matematico.

Os problemas das comunicagbes se podiam caracterizar basicamente em termos de velocidade e de
rutdo em 1945. Velocidade e ruido certamente continuarao no centro da questdo, mesmo porque a
complexidade que se vem associando & informacdo apenas aumenta. Antes nos comunicavamos com
palavras, hoje o fazemos com imagens. Antes o ruido se devia a imperfei¢ao dos canais de comunicagao,
hoje ele se vai dever ao processo de compactagao de uma grande massa de informagao que temos que
transmitir.

Cheguei assim as palavras-chave deste livro: informag¢ao, comunicagao, sinal, transmissdo, guarda e
andlise da informagdo, andlise de sinais, ruidos.

Comecando do comeco, e o comego se encontra ai por 1700 quando Euler e um dos irmaos Bernouilli,
entre outros muitos que se possam ter perdido na poeira da Histéria, comegaram a experimentar com
somas do tipo:

aicos(z) + bisen(x) + azcos(2x) + basen(2z) + - - -

3Falo aqui de aproximacdo de integrais usando o método das somas de Riemann que é altamente inefetivo,
do ponto de vista de aproximagao, tem outros melhores, mas de alto valor tedrico na construcao da teoria das
integrais. Mas é uma idéia que se encontra ao alcance de uma grande quantidade de estudantes de Matematica.
4que j4 eram conhecidas de Euler e um dos irméos Bernoulli



porque observaram que as fungdes sen, cos tinham propriedades ciclicas com respeito a derivagao, e sendo
fungdes periddicas, modelavam fendmenos oscilatérios que eles queriam entender.

O nome de Fourier surge um século depois ao fazer afirmagoes que ainda levaram mais um século
para serem bem compreendidas quando dizia que toda fungado periédica podia ser descrita como uma
série de cosenos e senos.

Das séries de Fourier, vou passar a transformada de Fourier da qual as séries sdo um exemplo, e vou
chegar a férmulagdo moderna da teoria com as Wavelets que sdo uma liberagdo da Teoria de Fourier do
tipo classico de ondas representadas pelos senos e cosenos acelarados e amplificados. Depois de 1985,
de repente ..., se entendeu que era isto que se vinha tentando fazer hé algum tempo, substituindo ou
modificando esta ondas por outras adaptadas a ao contexto. Primeiro vieram os enjanelamentos dos
senos e cosenos, uma primeira tentativa de localizacdo que deram lugar as transformadas de Fourier
enjaneladas. Depois chegaram as wavelets e 1990 foi o ano em que, num encontro feito nos Estados
Unidos, o CBMS90, se anunciou que elas definitivamente existiam e eram um instrumento tecnolégico,
foi o “descobrimento” das wavelets...

Vocé tem nas maos a primeira versao deste livro. Apesar de que ele se componha de alguns textos
que ja usei em outros livros, o material é novo e experimental. Eu comecei a escrever este livro em 1995
para dar um curso sobre analise harménica quando inclui também a andlise ndo harménica apenas nao
consegui ainda o terminar. Nao o digo como desculpa pelos possiveis erros, até mesmo porque considero
erros uma componente inseparavel do trabalho e se tivesse medo dos meus erros a primeira consequéncia
seria ndo abrir a boca. O convidamos assim para ser critico e que nos fornecam o resultado de sua
andlise para o texto seja melhor posteriormente. E quando digo “possiveis erros”é exatamente porque
se eu soubesse onde eles estavam eu ja os teria corrigido...

Quero comentar o significado dos exercicios neste livro. Eles representam um complemento essencial
ao texto, ali coloco o que espero que vocé possa aprender sozinho e que seria cansativo incluir no livro.

Nao é o objetivo, entretanto, fazer todos os exercicios aqui contidos. A regra sempre é: um exercicio
que na lhe pareca claro, deve ser feito!l Nao se esqueca também que clareza pode ser consequéncia de
imprecisao da linguagem... ou de erros. Este livro nao se encontra livre de erros.

Usei programas em Pascal, Maple, na primeira versao e eles ainda se encontram aqui. Depois saltei
definitivamente e irreversivelmente para software livre e passei a usar Scilab como intrumento bésico.
Todas as referéncias feitas a programas em Pascal correspondem aos nossos programas de dominio publico
que podem ser obtidos por e-mail, tarcisio@member.ams.org.

Os interessados podem também conseguir uma cépia do programa Tutorial Calculo produzido por
Marcelo Pereira Nunes, entao aluno do Curso de Computagdo do Dep. de Matematica da Universidade
do Rio Grande, soliciando cépia do arquivo por e-mail,

Todo o material desta versao do livro foi elaborado e testado em ambiente Debian/GNU/LinuX usando
basicamente Scilab que é um programa de dominio piblico feito por um dos grupos do INRIA /Franca
e que pode ser obtido livremente em algum dos sites do INRIA, ver [17]. Recentemente passei a escrever
os meus programas em C++ usando o compilador g++.
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Capitulo 1

Série de Fourier.

1.1 Introducao: ondas e sinais.

Alguém que use frequentemente uma méquina motorizada, (que produza ruido e portanto ondas sonoras), se
acostuma com o barulho habitual da mesma e consequentemente, quando aparecer o primeiro sintoma de mal
funcionamento se ird dar contas do surgimento dum ruido extranho ao habitual. A méquina comeca a emitir uma
nova onda sonora, possivelmente de pequena intensidade, mas perfeitamente audivel para o ouvido acostumado
ao barulho habitual.

Um exemplo trivial, é o do motorista que envelhece com o seu carro... aos poucos alguma porta comega a
“bater”, ou é a descarga que, enferrujada comeca se desprender dos seus suportes de borracha, enfim surgem
novas ondas sonoras a se super-porem as habituais que logo o ouvido acostumado nota e se tiver dinheiro, procura
ver a origem da nova onda pela indicagao que ela lhe d4 de um problema.

O ruido habitual de uma méaquina naé “simples”, ele se compde de diversos tipos de “ruidos”de cuja soma ou
superposi¢ao saformados. Com o passar do tempo e com o desgaste novos ruidos se vem superpor aos existentes.
Se forem suficientemente grandes o ouvido consegue distinguir um novo componente. O problema é quando um
novo ruido na for audivel, entdo precisamos um instrumento com sensibilidade para analisar todos os harménicos
existentes. As séries de Fourier sduma recomposicdo de um “sinal”a partir de suas ondas, ou seus harmoénicos e
portanto se podem selecionar parte destes harmonicos que possam interessar por uma razao particular.Um sinal
contém uma certa distribuicdo de energia, que captada por um sensor, por um exemplo um microfone, permite
que em seguida se produza a sua série de Fourier ou isolar uma, duas, uma quantidade finita qualquer destes
componentes e assim descobrir a presenga de um “harmoénico indesejavel” ou, que, em outras palavras, denuncie
um problema se avolumando, como, no caso do chofer habituado com a soma de “harmoénicos de sua maquina”,
nota a presenca de um novo “harmoénico”’necessariamente indicativo de um problema surgindo.

“Problema” nadenuncia presenca do indesejdvel, apenas, esta and lise, que se denomina “andlise espectral”,
permite uma decomposicao da emissao energética de um fenémeno em seus componentes e assim uma andlise de
suas partes.

Uma aplicacao simples: a presenga de um determinado tipo de onda, com uma frequéncia especifica, presente
na “ondulacdo”da massa de dgua do mar.

Nés vamos estudar neste livro um método que se iniciou “oficialmente”em 1807, ver [8, pag. 14], quando
Fourier afirmou que “toda fungao 2m—periédica podia ser escrita na forma

oo
a
flz) = ?0 + g apcos(kx) + by sen(kx)
k=1
e que seguiu evoluindo durante este século para produzir uma variante que hoje se chama “wavelet”. As séries de

Fourier sasomas de “ondas”
a
?0 + aicos(z) 4+ bisen(z) + azcos(2x) + basen(2x)
de um tipo muito particular que receberam o nome de harménicos. Somente entre! 1985 e 1990 é que os ma-

temdticos descobriram que uma generalizagao desta ideia consistia em estudar as “ondas”nd harmonicas, ver [8]
ou [2] foi quando “oficialmente” foi fundada a teoria das wavelets.

Ldatas devem ser sempre tomadas com o devido cuidado, estamos citando dois limites sugeridos em por dois
dos principais responséveis pela nova teoria, Ingrid Daubechies e Yves Meyer

11



12 CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER.

E preciso sublinhar a palavra oficialmente, quando Fourier enunciou em 1807 a sua famosa e inacreditavel
frase, j& havia quase um século de matemati-ca usando somas de senos e cosenos ampliados e acelerados, Euler
e algum dos irméos Bernouilli j4 sabiam que alguma coisa deste tipo valia. Meyer, [8], também vai buscar as
origens da nova teoria de ondas ndharmonicas no inicio do século, com Haar em 1909, e prolonga esta descoberta
durante os 80 anos que se seguem, ao longo dos quais uma multiddade matematicos e fisicos contribuiram para a
nova teoria, (nova? talvez se devesse dizer “reformulagdo da teoria de Fourier... ou, como estamos fazendo aqui,
a criacdo da andlise ndharmonica).

O novo ruido que surge numa maquina e que um ouvido acostumado de repente percebe é um caso tipico de
onda que se decompde em harménicos. Mas durante este século as maquinas se tornaram muito especializadas
e também os seus ruidos exigindo que um novo tipo de andlise aparecesse criando uma nova atividade que se
diversificou muito: andlise de sinais, ver [11, cap. 1, aplicagoes] .

Nés vamos iniciar o desenvolvimento a partir da Anélise Harmonica até mesmo porque ela ainda tem aplicagoes
embora possivelmente termine perdendo terreno definitivamente para as “wavelets”. Mas sobretudo faremos assim
porque o processo € pedagdgico e poderemos acompanhar rapidamente a evolucdo do assunto. O livro de Meyer,
[8], é semelhante a este na ideia, entretanto bastante condensado atingindo uma gama de aplicagdes mais larga
que é a nossa pretensao de atingir aqui.

1.2 Polinémios Trigonométricos.

Em 1822, num artigo apresentado & Academia Francesa de Ciéncias, Joseph Fourier, (1768-1830) afirmou
que todas as fung¢oes periddicas podem ser decompostas em multiplos das funges

x — sen(nx)

x — cos(kx)

com n, k € N.

Naseriam todas como se veria com o passar do tempo e da revolugao que Fourier provocou no desen-
volvimento da Matemadtica com as suas Séries Trigonométricas, chamadas ainda de Séries de Fourier,
mas que eram conhecidas de alguns matemadticos anteriores a ele, como Euler, (1707-1783) e alguns dos
irméaos Bernouilli.

As fungoes

senk : R — R;z — sen(kx) (1.1)

cosj : R — R;x — cos(jx) (1.2)
formam um sistema de wvetores linearmente independentes e ortogonais no espago vetorial das fungoes
continuas definidas num intervalo fechado e limitado, num intervalo compacto, vamos particularizar o
problema para apresentar uma teoria pequena tomando o intervalo [0,27] como base. Depois mos-
traremos como esta teoria se pode generalizar para um intervalo compacto qualquer. Para provar as
propriedades enunciadas, é preciso definir neste espaco C([0,27]) um produto escalar, o conceito que
nos permite calcular os angulos entre vetores ou os mdédulos destes. Lembre-se do seu curso de Geo-
metria Andlitica, é o produto escalar que permite generalizar os conceitos geométricos, angulo, mddulo,
distancia a espagos mais gerais. O produto escalar poderia ser definido assim

< f,9 >:/ 7rf(ac)g(a:)d:w. (1.3)

Uma integragao por partes mostra que sen e cos saortogonais:

fOQW sen(x)cos(xz)dr =
= sen®|i™ — fOQW sen(x)cos(z)dr =
= 2 fo% sen(x)cos(x)dr = sen®|F™ =

= fOZﬂ sen(z)cos(x)dz =0



1.2. POLINOMIOS TRIGONOMETRICOS. 13

De modo andlogo se pode mostrar que senk e cosj sdortogonais para quaisquer que sejam k,j ; j =k :

fo% sen(kz)cos(kx)dz =
= 1senkxsen(kz)[§™ — £ 0277 sen(kx)cos(kx)dx =

0— f027r sen(kz)cos(kx)dr = — ffﬂ sen(kx)cos(kx)dx = 0

a justificativa da iltima linha no bloco de equagtes acima sendo que, a integral de senk, cosj namuda
se fizermos uma translacéo 2 de 7 e no intervalo [—7, 7] uma das fungdes é par e a outra é impar.
Se k # j entduma nova integragdo por partes nos leva de volta as fungoes iniciais:

2m
/ sen(kz)cos(jz)dx =
0

27
kQ

= sen(kz)cos(jz)dx =

0
k2 2w

——)/ sen(kzx)cos(jx)de =0 =
0

=(1 7
27
/ sen(kz)cos(jz)dx =0
0

mostrando as relages de ortogonalidade desejadas, que pela sua importancia merecem estar registradas

sob o nome de teorema:

Teorema | 1 da ortogonalidade das fungdes senk e cosj.
Se definirmos em C([0,27]) o produto escalar por

27
<= [ @,
0
entdas funcgoes senk(x) = sen(z) e cosj(x) = cos(jz) formam um sistema de vetores ortogonais, para
todos os valores de j, k € N.

Um raciocinio geométrico simples nos conduz a

27 27
/ sen®(x)dz = / cos® (x)dx
0 0

porque sen é translacao de cos de 7, assim

fo% sen®(z)dzr = 3 fo%(senQ(:c) +cos®(z))de=E = =
= < sen,sen >=TmT

f()% cos®(z)dx = 3 f027(sen2(:c) +cos’(z))de=E = =
= < c0S,c08 >=T

Com o mesmo argumento geométrico, apoiado numa mudanga de varidvel, se conclue que

< senk,senk > = (1.4)
< cosk,cosk > = (1.5)

portanto o produto escalar é “defeituoso”e pode ser redefinido para que estes vetores sejam “unitarios”:

2estamos usando uma propriedade da integral de Riemann, invariancia por translagio.
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Definicao 1 Re-defini¢ao do produto escalar:

27
1
<ra>=1 [ i@t (1.6
0
e desta maneira se tem
< senk,senk > =1 0% sen(kx)sen(kz)der =1
< cosk,cosk > == f()% cos(kx)cos(kx)de =1

para qualquer que seja k. Isto nos induz a uma corregao do teorema anterior que agora ficou imcompleto
frente a estes novos resultados:

Teorema | 2 do sistema trigonométrico ortonormal.
Se definirmos em C([0,27]) o produto escalar por

1 27
<ra>=1 [ 1@t
0

entdas fungoes senk(x) = sen(kx) e cosj(z) = cos(jzx) formam um sistema ortonormal de vetores, para
todos os valores de j, k € N.

Podemos agora estender a geometria do R? a este novo espaco. Teremos que discutir a validade desta
estensdo, obviamente. Em R?, na Geometria Analitica, depois de definido o produto escalar, se chamam
0s numeros < u, e, > de projecdes de u na direcao dos vetores e,, como sdhabitualmente chamados os
vetores unitdrios das tres direcoes do espaco e depois se recompde u com uma soma;

u = x1e1 + Troes + x3€3.

Como agora temos produto escalar em C([0,27]) e temos duas sucessbes de vetores unitérios relati-
vamnte aos quai podemos calcular as projegoes de f € C([0,27])

Definicao 2 Coeficientes de Fourier, (preliminar) .

ay = %/ f(z)cos(kx)dx (1.7)
b = %/ i f(z)sen(kx)dx (1.8)

entafica a pergunta:

[ napoderiamos recompor [ a partir destas projecoes?

Queremos escrever:
o0
f(z) =ao+ Z arcos(kx) + brsen(kx) (1.9)
k=1
mas logo veremos que esta féormula estd errada. Além disto, como naexistem somas infinitas ela nos

obriga a pensar em convergéncia.

Exemplo 1 Séries de Fourier de algumas fungdes.
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1. f(z) =z no intervalo [—m, 7].

an = l/ zcos(nz)dr =0
7r -

1 s
ap = — / xdx =0,
TJ

by = l/ zsen(nx)dx =

—T

porque cosN € par e f € impar.

_ zcos(nx)

1 s
=T+ = / cos(nzx)dr =
nm nmw |

_27rcos(mr) 2(—1)+D

nmw n
entateriamos
0o
=9 =
f(=z) > - sen(nx)

e se assim o for,se tiver sentido escrever esta série, temos também

T —1)(n+D T
1 =2 3 EenT)

como sen(ny) assume ciclicamente os valores {1,0,—1,0} a “série”’acima perde os termos de

ordem par, ficando enta
T (- =«
=)=2 — =
ut 2) Z;) 2n+1 2

Fazendo o cdlculo da soma com wm programa em Pascal, com 1000 termos se obtém para o valor
1.56980 enquanto que f(%) = 5 =~ 1.57080, usando o valor interno do Pascal para w. Entretanto
temos discutir a validade destes resultados o que faremos em seguida. Observe que f(w) = 7w
enquanto que a série trigonométrica vale 0 para r = 7 porque a série representa uma fun¢ao
periddica que € “uma boa aprozimacdo”™ para f sobre [—7, 7], entretanto nos extremos ou em
pontos de discontinuidade da funcdo a ser aprorimada, ocorrem problemas que ainda voltaremos
a discutir. Um programa em Pascal para calcular esta soma pode ser o sequinte:

Program Serie;
Var n,teto: Longlnt;
soma : Extended;
Begin
WriteLn(’Teto = ’);ReadLn(teto);
n:=1;soma:=1;
While (n<=teto) Do

Begin
soma := soma - sin(n*pi/2)/(n+2);
n:= n+2;
End;
WriteLn(’Valor da soma: ’,2*soma:10:5);
Writeln(’o valor exato da serie eh; ’,pi/2:10:5);Readln;
End.

observe que sen nasomente alterna o sinal como elimina os termos de ordem par. A wvaridvel
“soma”foi inicializada com 1 que € o primeiro termo da série e dentro do “While”a soma se
processa a partir do seqgundo termo o que justifica o sinal “”.

3Yves Meyer, [8, pag. 14] acrescenta “mas nano sentido ingénuo que Fourier podia imaginar”, sem concordar
com o “ingénuo”, de fato Fourier napodia endtender o que os matemaéticos sé vieram a perceber no século 20...
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2. f(x) = x no intervalo [0, 27].

™
zsen(nx) 1 [
=g sen(nz)dx =0
nw nw Jo

se n#0 eap =27

™

1 27
bn = = / xsen(nz)dx =
0

zcos(nz) 1 [
=y / cos(nx)dx =
nw nm J,
2
T on

entateriamos, valendo a convergéncia,

flz)y=2mr—2 Z %sen(nx)

n>1

podemos testar com um programa em Pascal esta soma num wvalor escolhido de x, por exemplo
us

x =%, entasen(5f) assume ciclicamente os valores {1,0,—1,0} e assim na soma se eliminam os
valores pares de m, com uma alteracdo do programa acima temos:

1000

1 nmw 3
2 — 2 Z —sen(—) =~ 2m — 1.56980 ~ —
—n 2 2

e no entanto o valor f(5) = % portanto temos um erro de w. Veremos abaizo que a formula
correta €
flz) = LU Z arcos(kx) + bpsen(kx) (1.10)
2 k=1

e porque que ao tem que vir dividido por 2, mas desde logo este exemplo nos aponta para esta
CoTTECAO.

Se diz que FEuler teria feito cdlculos de séries usando este método e wma das criticas que as
vezes se faz ao seu trabalho inclue a observagdo de que estas “somas”foram feitas sem nenhuma
comprovag¢do. De certa forma estamos repetindo o caminho de Euler, mas faremos a comprova¢do
rigorosa destes limites no prézimo capétulo®.

3. f(z) = 2® — 7 no intervalo [—m, ).
Porque senN € impar e f € par, entab, = 0.

Sen#0
an = % fj,r(552 — %) cos(nx)dx =

= 7(’”2_”??“”) T — = fjﬂ 2z sen(nx)dx =

__ 1 —2zcos(nz) |7'r _4a(=n"™
- nm n -7 T n2
e quando n =0
1 T 2 2 471'2
ag = — " =7 )dr = ———.
0 7T/_n_( ™) 3

40s que algumas vezes criticam Euler, esquecem-se de que éle estava abrindo uma estrada muito larga e natinha
tempo para verificar os detalhes, que ficariam para os seus sucessores, e se diz que até recentemente ainda haviam
verificagbes para serem feitas...
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Teriamos, com a corre¢do sugerida pelo exemplo anterior:

f(z) = 2 + 42 (;g)ncos(mc)

n=1

se aplicarmos esta série de cosenos em T = 5, como
nmw
COS( 2 ) € {07 _1707 1}7
a série numérica resultante se reduz aos termos de ordem par de n:

2 X \2n ”
f(3)=-%+4) —<(22))2 cos(2n%)
n=1

2m2 1 1 (="
_T_1+Z_§"'+ =+

porque cos(nm) = (—1)". Com uma alteragdo do programa anterior, encontramos o valor aproxi-
mado desta soma com n < 1.000, um valor prozimo de f(%) :

™

F(3) & —T7.40220

confirmando mais uma vez a corre¢do da formula com %2 em lugar de ao.

A férmula correta para série de Fourier é enta:

flz) = %4 Z arcos(kx) + brsen(kx) (1.11)
2
k=1

e a explicagdo para este fato vem consequente com as idéias que desenvolvemos até agora: Queremos
vetores unitdrios para gerar um espago de funcgles e os vetores senK, cosK satisfazem esta condicao
com K # 0, entretanto quando K = 0, sen(0) =0 e cos(0) = 1.

O vetor sen(0) = 0 e nés o descartamos porque éle estraga qualquer base, tornando-a l.d..

O vetor cos(0) é um candidato a vetor unitério, mas calculando o seu médulo, temos:

l[cos(0)|2 = £ /% ldz = 2 (1.12)
T Jo
como na podemos mais reformar o produto escalar, resta-nos corrigir o vetor cos(0) e definiremos:
cos(0) = —5; (1.13)
lleos(0)|3 = £ [ Ldu = 1. (1.14)

Isto daria certo, mas estragaria o significado usual de cos(0) e consequentemente toda a trigonometria...
O que se fez, foi, manter cos(0) = 1 com sua defini¢ao inalterada mas se corrigiu ao:

ap == Q. (1.15)
ao = &= [77 f(z)dx (1.16)

Vamos corrigir a defini¢do anterior, agora de forma definitiva:

Definicao 3 Coeficientes de Fourier II .

27
k#0; ar = %/ f(x)cos(kx)dx (1.17)
’ 1 27
k=0; ao= %/0 f(z)dx (1.18)

by = %/ ’ f(x)sen(kz)dx (1.19)
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sendo a série de Fourier a expressao:

[ee]

b
=3 —|—kZakcos (kx) + brsen(kx) (1.20)
=1

Definigao 4 Transformada discreta de Fourier.
Chamamos de tranformada discreta de Fourier a aplicagcio que associa f & sucessao F(f) dos

z

coeficientes de Fourier de f. Isto é

ao

f(f) = ((Evbo)v(alvbl)v"")
em que obviamente by = 0

A afirmacdo de Fourier em 1822, relativamente as funcgoes periddicas, foi: “uma funcgao periddica
qualquer pode ser representada pela série trigonométrica:

[ee]

= 70 + kz:akcos (kx) 4 bisen(kzx) (1.21)
-1

O problema é que naexistem somas infinitas e portanto a expressiacima implica numa discussasobre
convergéncia. Em vez de enfrentar o problema de frente, vamos nos beneficiar de séculos de Historia
da Matemadtica e montar uma teoria que vai nos levar indiretamente a boa quantidade dos resultados
existentes a respeito das Séries de Fourier . Isto serd feito na parte final deste capitulo, de imediato
veremos alguns exemplos computacionais que nos mostram que o assunto tem sentido.

Exemplo 2 Nos grdficos, (graf.,1.1) e (graf.,1.2) vocé pode ver a comparag¢io dos polinémios trigo-
nométricos de f com 5 ou com 10 termos. Em ambos os grdficos vocé pode ver o polindémio trigonométrico
da funcdo identidade no intervalo [—m,w|. O grdfico todo se extende ao longo do intervalo [—5,5] e po-
demos ver que o grdfico de Ps(f) se aprozima do grdfico de f apenas no intervalo [—m,|. Fora deste
ultimo intervalo nahd nenhuma “aprorimacdo”. Os polindmios trigonométricos safungdes periédicas, o
sequndo grdfico mostra a func¢ao periddica de quem graf((Pio(f))) de fato aprozima: a funcao dente de
serrote, uma fun¢do descontinua.

Pedimos que wvocé se fize nesta iultima observagdo, estamos dizendo que a sucessdo de fungdes
continuas P (f), tem como limite uma fun¢do descontinua.

Os grdficos (fig.,1.1) e (fig.,1.2) foram obtidos com o programa (Ezemplo 8) rodando no Scilab.
Possivelmente rodard também no MatLab com alguma pequena modificacdo.

Exemplo 3 Programa do SciLab para grdficos de
polinémios trigonométricos.

// [x,sf5,sf10,ser,0] saida de dados.
function [x,sf5,sf10,ser,0]=serfou(inicio,fim)
// definicao da funcao identidade
deff (CCy=£f(x)’,’y=x’),
// matriz de pontos, dominio do grafico
x=[inicio:0.01:fim] ;1x=length(x),
0=[0%*x] ;
// dominio de integracao
dom=[-%pi:0.01:%pil,imagem=(0.01/%pi)*[f (dom)],
a0=0.5*sum(imagem)
// {funcao dente de serrote}
ser=[%pi*(x/%pi - round(x/%pi))]
// a0 , 10 coeficientes do pol trig
for k=[1:10]
seno=[sin(k*dom)],coseno=[cos (k*dom)],
a(k)=coseno*imagem’, b(k)=seno*imagem’,
end,
// pol trig com 5 termos
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end,

Amat = [a(1:5)], Bmat=[b(1:5)]
for n=[1:1x],
coseno=[cos([1:5]*x(n))],seno=[sin([1:5]*x(n))],
sf5(n)=a0+coseno*Amat+seno*Bmat,
end,
// transposta
sfb=sf5’
// pol trig com 10 termos, complementando...
Amat = [a([6:10])], Bmat = [b([6:10])]
for n=[1:1x],
coseno=[cos([6:10]*x(n))],seno=[sin([6:10]*x(n))],
sf10(n)=sf5(n)+coseno*Amat+seno*Bmat,
end,
// transposta
sf10=sf10’
plot2di(’onn’,x’, [x;0;s£5]’,[0.3,0.5,0.7,0.7,0.8])

Figura 1.1: polinémio trigonométrico com 5 termos para f(z) = @ no intervalo [—, 7]

12

15

19
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-15 -12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15

Figura 1.2: polinémio trigonométrico com 10 termos para f(z) = « no intervalo [—, 7

Na prdtica o que temos na é uma série e sim um polinémio trigonométrico:

flz) =~ % + Z arcos(kx) + brsen(kz) = Pn(f)(z). (1.22)

As somas acima sdos termos de uma sucessade fungdes continuas que desejamos caracterizar como
“convergente”’e tendo f como limite.

Observagao 1 Espago de fungées gerado por {senk , cosk}.

Acabamos de construir uma base de vetores ortonormais para o espago C([0,27n]). E uma base que tem uma
“quantidade’naenumerdvel de vetores. Como os vetores senk ,cosk sdfungées continuas, vemos que C([0,27])
tem dimensanafinita, ou como é habitual dizer-se, dimensainfinita. O conceito “dimensa”muda obviamente de
sentido nos dois casos: finito, infinito, e ndé apenas uma questade “quantidade”muito grande de vetores na
base. Ver conjectura de Cantor. Mas uma fun¢do maprecisa ser continua para que lhe possamos calcular os
coeficientes de Fourier, veja a formula 1.6, nada nos impede de calculd-la com uma fungdo descontinua desde
que seja integrdvel.

Assim parece que a teoria se aplica a um espago mais amplo que C([0,27r]). Também o vetores gerados
pela base ortonormal que construimos produz sucessées que se “aproximam”de vetores que ndse encontram em
C([0,27]), parece assim que este vetores geram um espago que contém C([0,27]) como seu subespago prdprio.
Este espago se chama LQ([O7 2m]), mais um fato para demonstrarmos posteriormente. Esta € a metodologia de
construgao da Matemdtica: conjecturas safeitas quando temos um resultado aparentemente verdadeiro. A palavra
conjectura é uma etiqueta, indica que temos aparentemente um “teoremaZZ que deve ser demonstrado depois ou,
se surgir alguma contradi¢cdo ao considerd-lo na teoria, ele perde a validade com as consequéncias dele tiradas.
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Como complemento a esta observagdo vamos enunciar dois teoremas e “sugerir’ suas demonstragoes.
A teoria desenvolvida até aqui é fraca para produzir-lhes uma demonstracio, mas a importancia préatica
dos mesmos impoe que eles sejam enunciados. O primeiro teorema afirma que a transformada de Fourier
é injetiva, quer dizer, identifica as funcgdes.

3 Injetividade da transformada discreta de Fourier.

Se f # g entdao os coeficientes de Fourier de f, f(n) sao diferentes dos coeficientes de Fourier de g,
g(n)’.

Dem |:  E equivalente mostrar que f =0 <= f=0. Se

an = 1 /f(m)cos(nx)dm =0
™

para todo n

Observagao 2 Fungdes quase iguais, sGo 1guais
Infelizmente o teorema acima € falso... Se vocé trocar o valor de f em um determinado ponto,

g(zo) = A# f(xo0) ; g(x) = f(x) se x # xo

as duas fungdes diferentes f, g terdo os mesmos coeficientes de Fourier.

E preciso uma teoria de fungdes mais refinada que afirme que estas duas fungdes que sdo quase
iguais, sdo iguais. Ou equivalentes, dizemos.

Veja, com um exemplo, porque precisamos deste refinamento. Um dos usos destas transformadas que
estamos estudando neste livro, a de Fourier e posteriormente as wavelets € em comunicac¢do, transmissao
de imagens, de sinais, compressao de dados. Um pequeno erro na leitura de um sinal, devido a uma siubita
alteragao da corrente, por exemplo, ndo deve influenciar na transmicao (ou na compressao dos dados).
Dizemos que f,g acima sdo iguais e que o ocorrido no ponto xo € estatisticamente sem valor. Falamos
ainda que as duas fungoes diferem num conjunto de medida zero, e a integral reflete isto produzindo para
f ou para g os mesmos coeficientes de Fourier.

4 Decomposi¢do par/impar de fungoes.

Toda funcao f pode ser decomposta numa soma f = fp,+ fi, em que f, é uma funcdo par e f; € uma
funcdo impar.
Dem]

fp € a série de cosenos de f e f; é a série de senos de f.

Observacao 3 A conjectura de Cantor.

Georg Cantor, enunciou uma conjectura que até hoje ninguém consequiv provar mas que € aceita como
um azioma da Matemdtica estabelecendo “saltos de cardinalidade”. Esta é a estemsdo do conceito “quantidade
dos elementos de um conjunto”. Se esta quantidade for finita, (pleonasmo), a cardinalidade € o que se costuma
chamar de nimero de elementos de um conjunto.

Cardinalidade € uma generalizagdo do conceito quantidade de elementos de um conjunto. Falar na quantidade
de elementos de um conjunto sé € préoprio se este conjunto for finito. Se o conjunto for infinito, perde sentido
em falar-se na quantidade dos seus elementos, se diz entda sua cardinalidade. Ver a respeito [20, capitulo 1], o
nivel da discussaé avangado mas sem pre-requesitos.

Vamos lhe sugerir alguns experimentos que podem ser feitos com auxilio do programa Fourier e que
lhe permitirduma visdcomplementar caso vocé se decida a ler mais alguma coisa a este respeito. Ou
brinque um pouco com esta ferramenta: Fourier é uma colecdo de pequenos programas independentes
que foram transformados em sub-rotinas de Fourier e se encontram instalados na biblioteca Tripol.blb,

5a notagdo fn = (an,bn) é muito usada para os coeficientes de Fourier.
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todos no nosso disco de programas em Pascal. Estes programas podem ser encontrado em, [14]. Veja
também [9] onde algumas experiéncias podem ser feitas com polinémios trigonométricos.

Os exercicios abaixo contém algumas experiéncias interessantes mas que nem sempre se constituem
de métodos seguros para obter resultados. Saexemplos de experimentos que se podem fazer para ganhar
mais intuicGo com o uso de Polinémios Trigonométricos, sendo exclusivamente este o objetivo destas
experiéncias aqui.

O programa Fourier pode resolver computacionalmente todos os exercicios.

Exercicio 1 FEaxperiéncias com Polinémios Trigonométricos ©.

1. Use um programa de cdlculo de integrais aproximadamente para verificar que senk e cosj saortogonais
para quaisquer que sejam k e j.

2. Verifique numericamente qual é o mddulo dos vetores senk e cosj para vdrios valores de k e j.
Primeiro use o produto escalar definido por

< f,g>= / 7Tf(ac)g(a:)d:w. (1.23)

e depois inclua o coeficiente % na integral e volte a calcular os mddulos destes vetores. Tente uma
demonstracdo formal dos resultados alcangados.

3. Faca um programa que calcule as projecoes de
f(z) =sen(dx +3) + 3z + 1

nas diregoes dos vetores senk; k € {0,1,2,3,---,100}. FEstes nimeros, como na Geometria
Analitica, sdos coeficientes da decomposi¢do do vetor f relativamente ao conjunto de vetores
senk ; ke{0,1,2,3,---,100}. 7 Faca um grdfico, (talvez com menos coeficientes...).

4. Chame by, aos coeficientes encontrados na questaanterior. Complete o programa para calcular o
vetor g(x) = Z,lcozl brsenk(zx) e faga os grdficos de de f e g num mesmo sistema de eizos.

5. Faca um programa que calcule as projecoes de
f(z) =sen(dx +3) + 3z + 1

nas diregées dos vetores cosK,senK ; k € {0,1,---,10}. Chame este coeficientes de a, b,
respectivamente. Complete o programa para calcular o vetor

10
) E
g(x) = 5 + 2 arcosK () + bpsenK (x)
=1

fazendo os grdficos de f e g num mesmo sistema de eizos. Lembre que estabelecemos a notagado:
senK (z) = sen(kx) cosK (x) = cos(kx).

Estes coeficientes se chamam coeficientes de Fourier de f.

6. Rode o programa Fourier. FEle lhe permite ver um polinémio trigonométrico cujos coeficientes
estapreviamente definidos como uma sucessano proprio programa.

7. Defina uma das sucessoem Fourier como identicamente zero e verifique que o resultado € uma
funcdo par ou impar, dependendo de quem é identicamente zero.

8. Modifique Fourier para imprimir em papel os coeficientes de Fourier (do Polinémio Trigonétrico).
Tente descobrir uma lei de formacgao e teste o resultado com o programa Fourier.

Sobserve que os exercicios tem como objetivo aumentar sua intuicio ou preparar fatos futuros. Se algum
exercicio lhe parecer ébvio, ele nadeve ser feito.
"Nase esquega, estamos trabalhando dentro de um espago de fungdes que neste momento supomos que seja C([0, 27]).
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9. Modifique o programa Fourier para que seja calculada a derivada aproximada do Polin. Trig. e
para que os dois grdficos sejam simultaneamente desenhados. Analise o resultado, do ponto de
vista de variagao do coeficiente angular do Pol. Trig. em alguns pontos.

10. Verifique se consegue descobrir uma fungao que gera um determinado Pol. Trigonométrico anali-
sando os graficos de P e de P’ (do polin. trigon. e de sua derivada). Observe que isto nem sempre
serd possivel e que nase trata de um método geral de trabalho.

11. Faga uma tabela para os coeficientes de Fourier para as segquintes funcdes, todas definidas no
intervalo [—m,m|:

(a) f(x)=2"; ne{l,2,..,7}

(b) f(z) = ||

(c) flx) =22 <« —71<2<0;f(z)=2 <« 0<z<7
(d) f(z)=-2°> < —7<z<0;f(z)=2 <= 0<z<7
(e) flz)=2> & —7<2<0;f(x)=2 « 0<z<n
(f) fz)=2* & —n<2z<0;fla)=-2® « 0<z<7
(9) fx)=2" & —71<2x<0;f(z)=-2" « 0<z<nm
(h) f(x)=2> < —7<z<0;f(x)=-2 <« 0<z<n7
(i) f(z)=—-2* & —7<2x<0;f(r)=—-2 <« 0<za<7T

12. Encontre os coeficientes de Fourier dos sinais abaizo.

(a) f(z) =X-1.,4

(b) f(@)=3Fx1.4
(¢) flz) =2x_1 1
(d) f(=)=3x1-1.1

Generalize a experiéncia com os sinais acima encontrando a série de Fourier, (os coeficientes de
. . _ 1 .
Fourier), do sinal f(x) = 5-X[—a,a ;>0

18. compactacio ezata de dados.®

(a) Calcule os coeficientes de Fourier da fungao f(x) = z definida no intervalo [—m, 7|, quer
dizer que ele se estende por periodicidade para R a partir da definicdo neste intervalo. O
produto escalar 3 € feito com uma integral sobre este intervalo.

(b) Calcule exatamente os coeficientes de Fourier de f(x) = x definida no intervalo [—m,7].

(c) Conclua que podemos transmitir exatamente um fenémeno descrito por esta fungdo em tempo
real minimo. Observe que este exemplo nada tem o que ver os métodos usados em tele-
comunicagoes. Esta compacta¢do excelente € um caso acidental.

(d) Calcule exatamente os coeficientes de Fourier de f(x) = x definida no intervalo [0,2x]. Rode
o programa Fourier e se convenga de que tem que ser diferentes dos coeficientes de Fourier
de f no intervalo [—m, 7). °

14. fungdes a suporte compacto: Define-se suporte de uma fungao por:

supp(f) = {z; f(z) # 0}
(a) Mostre que para qualquer polinémio P, supp(P) = R. Veja a solugdo na pdgina 69.

8este exercicio ndo deve ser levado muito a sério.

9A verdade é outra, aproximar f(z) = x no intervalo [—m, 7] significa aproximar uma func¢do dente de serra que
assume valores negativos e positvos simétricos em torno de um ponto. Aproximar f(z) = z no intervalo [0, 27] significa
aprxoximar uma outra fungdo dente de serra que é sempre positiva. Esta segunda func¢do nem é par, nem é impar, e
consequentemente tem componentes tanto na direcao dos vetores senK como na dire¢do do vetor cos.
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(b)

(c)
(d)
(e)

(f)

(9)

(h)

()

(1)
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Mostre que a func¢do de Heaviside
Ho(z) =0 < z<=0; Ho(x)=1 <« z>0

tem por suporte o conjunto dos numeros reais positivos.
Verifique que o suporte de G(x) = Ho(x)Ho(—3 — ) € o intervalo compacto [0, 3].
Defina G(x) = Ho(x)Ho(—a — z) ; a > 0 usando fungdo caracteristica.

Faga o grdfico da funcgao

flx)=2z+1 < z€[-1,0];
flx)=1—-2 < z€]0,1];

f(x) = 0 nos outros casos

e verifique que gn(z) =nf(nz) ; n € N tem a mesma integral de f. Qual é supp(f)? Qual
€ supp(gn) ?

A convolugao: Verifique que a expressa

Fon(e) = / Fem(e — e

estd definida para toda func¢do continua em R se m for a suporte compacto. Mostre que
i. frg=gxf
i. fx(g=xh)=(f=*g)=*h se as respectivas integrais existirem.
wi. fx(h+g)=f*h+ fx*g se as respectivas integrais existirem.
w. Mostre que se f for diferencidvel e se f * g existir, entd%(f *xg) = % % g e portanto se
f for diferentiavel n vezes continuamente entd f x g também o serd.

Faga o grdfico e encontre uma equagao para a funcdo f * f com

flx)=z+1 <« z€[-1,0];
flz)=1—2 < z€]0,1];

f(z) = 0 nos outros casos

ndtenha preconceitos em tentar entender o que acontece, graficamente... Veja ao final da
lista de exercicios, pdgina 27, alguns grdficos de f * g.

Mostre que f(x) = exp(—1/z%) se anula na origem assim como todas as suas derivadas de
qualquer ordem inteira. Encontre uma férmula implicita para a derivagdo de f usando um
quociente adequado de polinémios, (calcule umas quatro ou cinco derivadas até que a férmula
surja, naturalmente).

Mostre que se f(x) = exp(—1/2?) entda h(x) =0 <« 2 <0 ; h(z) = exp(—1/x*) <«
x > 0 é uma funcdo de classe C*™ que se anula na origem assim como todas as suas derivadas
de ordem inteira.

Se h for a funcgao definida no item anterior, mostre que g(x) = h(x + a)h(x — a) é uma
fungdo de classe C*° e a suporte compacto. Veja este exemplo mostra que existem funcdes de
classe C*°, tendo todas as derivadas de ordem inteira, mas que nasa analiticas: na tém serie
de Taylor no ponto a, mas sacontinuas e derivdveis em a e em qualquer vizinhanga de a.

15. fungdo a suporte compacto no R2.

(a)

Determine o suporte de

1

R2 f R - _ L+
- ) f(fl’,y) e:[p( .'Z’2+y2

)
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(b) Determine o suporte da fung¢ao

R? % R ; g(z,y) = exp( )Ho(x)Ho(y)

1
IEQ + y2
(c) Determine o suporte da fung¢ao

RZLR ; h(z,y) = exp( )Ho(—z)Ho(~y)

R
(d) Determine o suporte da fungdo
R’> S R ; r(x,y) = h(z,y)h(—z + 3, —y + 3)
(e) Verifique que a funcdo v definida no item anterior é de classe C*° em R?* mas ndié uma
fungdo analitica.

16. Encontre o suporte de
1

2 £ . _ _
R =R ; E(z,y) = exp( - —

)

17. Encontre o suporte de

R* LR ; Fla,y) =
[ 4- 22 —y?<0 = 0
- 4—$2—y2>0 = &Tp(—m)
18. Construa uma funcdo de classe C° em R" que seja a suporte compacto.

19. convolugdo discreta:

Considere os dois polinémios:

p(x) = ao+ a1z’ + - 4 asz’, q(x) = bo + biz' + - + bsz®

Calcule P(z) = p(x)q(z) e verifique que os coeficientes do novo polinémio satisfazem a
equacao

9

3O ab i)

J=0 @

(a) Conclua que ao produto de polinémios corresponde o produto de convolugao dos coeficientes
destes polinémios.

(b) coeficientes complexo de Fourier: Podemos definir a forma complexa dos coeficientes de Fou-
rier com a formula:

cn:%/f(x)e da:,nEZ,f(ac)—che ;

n

que tem sentido se a série convergir. Verifique que para reduzidas desta série, entre —N e N
se pode concluir que

F(fg) = F(f) = F(g)

a transformada de Fourier leva produto em produto por convolugao.

20. convolugdo bivariada: Defina f * g por

f+gla,y) = /R /R £y 0)g(u — 7,0 — y)dudo

em que uma das fungdes envolvidas € a suporte compacto. Mostre que as propriedades da con-
volugdo listadas anteriormente valem. Sobretudo descreva como fica a derivada.
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21. média viciada. Suponha que n seja uma fungao positiva e a suporte compacto. Mostre que
oo
wif< [ e <sw

justificando que se defina

Valor Médio,(f) = /°° fl@)n(z)dz

Escreva uma soma de Riemann para fjooo f(z)n(z)dz e conclua ela pode ser interpretada como
uma média aritmética ponderada de uma amostragem de f.

22. Complete um dos sub-programas Fourier para resolver uma equagdo diferencial de sequnda ordem
calculando os coeficientes de Fourier da solu¢ao. Ver exemplo em [11, cap. 1]

23. Inclua no programa o grdfico da solugao.

24. Inclua no programa o grdfico de P(D)h em que h € solugdo encontrada.

Observagao 4 A convolugio

Veja os exemplos grdficos que se encontram & pdgina 27 e sequintes, (fig. 1.3), (fig. 1.5), (fig. 1.6), inclusive
0s comentdrios feitos ali sobre a média calculada pela convolugdo. Eles tem o que ver com a média viciada. E
importante compreender o efeito geométrico da convolugao e ter uma atitude diferente daquela que se teve na
primeira metade do século com respeito a esta operacgao: ela deve ser, sim, calculada com programas de compu-
tador. Absolutamente nao tem sentido calcular convolug¢ées com o cdlculo formal de integrais. Nunca teremos
interesse na expressao “algébrica”’de f * g, alids, a expressdo “algébrica”da convolugdo, unica que interessa, é
sua expressdo integral.

1.2.1 Graficos de convolugoes.

Na pégina 27 e na seguinte vocé pode encontrar alguns graficos de f*g em que g é uma fungéo a suporte
compacto, positiva, com integral 1. Como g é positiva e tem integral 1, o seu efeito multiplicativo
relativamente a outras fungoes é de calcular uma média, local, da fun¢do. Este fato pode ser observado
no grafico, corresponde a posicao intermediaria que o grafico de f * g assume relativamente ao gréafico de
f- Isto é visivel nos tres exemplos e vocé deve tentar identificar este fato.

Na (fig. 1.3) a fungdo f tem por equagao:

_2_
f(x)—{iiii O 2 (1.24)

Na (fig. 1.5) temos f, f * g com

f(z) = (z = 2)h(z)x[—1.1] + X[=1.1) T (z + 2)h(z)x[=1.1] (1.25)
h(z) = 3(4 — 2%)sin(2z) + 3z (1.26)

o grafico de f, neste caso, se encontra na (fig. 1.4) e g é a mesma funcdo a suporte compacto de integral 1.

Na (fig. 1.6) o grafico de f é composigdo com pedagos de senoides. f(z) = X[=1,1] (z — 2)sin(z) +
X[=1,1] + X[=1,1](x + 2) * sin(z)

Veremos mais a frente que os polindmios trigonométricos sdo também uma convolu¢do com uma
funcao chamada nicleo de Dirichlet cuja integral é também 1, mas que oscila em volta do zero. Compare
os graficos de f * g desta se¢@o com os gréaficos dos polinémios trigonométricos nas pédginas 19, 20 e
31. Veja também os gréficos do Nicleo de Dirichlet, pagina 49 ou na pédgina 50 . A oscilagdo em torno
de zero deste “nucleo”faz com a convolugdo com ele oscile em volta do grafico da funcao que é o que
acontece com os polinémios trigonométricos.
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Figura 1.3: Convolucgdo de uma funcéo a suporte compacto com um “segmento”de parabola.

Ja dissemos, a convolugdo é uma operacao importante, mas o cdlculo formal envolvendo sua definicdo
integral é, em principio de pouca importancia, resguardado o erro que tais afirmagoes sempre podem
conter. .. Aqui, como em outras aplicacbes da Matemaética, o preconceito contra o cédlculo feito usando
maquinas tem sido responsdavel pelo atrazo. E absolutamente necessario compreender o que estd se
passando, antes de usar as maquinas. Calcular uma convolugdo ma-nualmente, é importante!

Se vocé nao tiver feitos os exercicios sobre convolugdo, faga-os, agora, mas, use um programa em
Pascal ou em Scilab para auxilid-lo. O seguinte cédigo, roda no Scilab

comment delta = 0.1 produz gr\’aficos com baixa precisao.
function y2=con(f,inicio,fim)
delta = 0.1
x = [inicio-0.25:delta:fim+0.25], 1lx = length(x),
getf (’janela.data’)
for k=[1:1x],
y1 ) =f (x(k)),
0(k) = 0, a=x(k)
y2(k)=integrate (’impulso(x)*f(a-x)’,’x’,-1/4,1/4),
end,
n1=0.6,n2=0.7,n3=0.8
plot2di("onn",x’, [0,y1,y2], [n1,n2,n3])
function y=£1(x)
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9.73

7.44
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-13.16

-4.0 -3.2 -24 -1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 24 32 4.0

Figura 1.4: f(z) = (= — 2)h(z)X[—1.1) T X[-1.1] T (& + 2)h(z)X[-1.1)

if and([x>=-1,x<=1]),
y=1
else y =0

end,
function y=f2(x)

y = f1(x)*(2-x"2)
function y =£3(x)

y = £1(x-2)*sin(x)+£1(x)+£1(x+2)*sin(x)
function y = f4(x)

y = (4 -x72) + 3xsin(2*x) + 3x*x
function y = £5(x)

y = £1(x-2)*f4(x)+f1(x)+£1(x+2)*f4(x)

Carregue o arquivo convolucao.data com o getf do Scilab e na linha de comandos execute con(f,inicio,fim)
dando valores para as varidveis £, inicio,fim. A varidvel f deve fazer referéncia a uma funcao que
Scilab reconhega, como £5,f4,... definidas em convolucao.data. Atribuindo valores menores para
a varigvel delta, se podem graficos com melhor resolugdo. Com delta = 0.01 o grafico da (fig. 1.6)
foi feito em 50 min. de processamento num Pentium 200 com 32 Mb de memoéria RAM rodando em
GnuLinuX, claro. Rodando em GnuLinuX o tempo de processamento um pouco maior nao chega a ser um
problema porque enquanto o Scilab estiver fazendo este grafico, vocé pode usar o computador para fazer
outras coisas, inclusive rodando o Scilab noutra janela... Os programas escritos para Scilab rodam com
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Figura 1.5: grifico de f e f * g. A fungdo f estd na (fig. 1.4)

no maximo pequenas modificagbes em Matlab que é um pacote comercial para Algebra Linear. Scilab
é gratuito.

No Scilab ou no MatLab e programas similares que estao voltados para Algebm Linear aplicada existe
uma func¢do convol que é convolucdo discreta, usada para construir filtros de sinais.

1.3 Convergéncia num espaco vetorial.

«

Vamos discutir aqui a afirmagdo de Joseph Fourier, em 1807: uma fungao qualquer periodica f pode

ser escrita como combinacgdo linear das fungoes senK , cosK”:

f(z) = % + Z arcos(kx) + brsen(kx). (1.27)
k=1

Embora isto seja uma verdade, num sentido que Fourier mal podia imaginar em sua época, em
1873, Paul Du Bois-Reymond construiu um exemplo de fungdo continua cuja série de Fourier divergia
em um determinado ponto, ver [?, vol II, pdgina 224]. Se as séries de Fourier ji tinham sido mal
recebidas em 1807 pelos académicos franceses, a descoberta de Du Bois-Reymond tornou a questamais
aquecida porque nahavia dividas sobre a sua real importéancia, o problema era entender o que significava
“convergéncia” destas séries. Se pode dizer que os matematicos sé conseguiram entender claramente este



30 CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER.

1.841

1.557 —

1.273 H

0.989 -

0.705

0.421 -

0.137

-0.148
-0432

-0.716 :
_1.000 T I T I T I T I T I T I T I T I T I T
-325 260 -195 -130 -065 000 065 130 195 260 325

Figura 1.6: Convolugao de uma fungo a suporte compacto com f

tipo de convergéncia no inicio do presente século, cerca de 200 anos depois que os primeiros mateméaticos
iniciaram a calcular com sé ries trigonométricas, (Euler e alguns dos Bernoulli bem antes de Fourier).
Vamos discutir aqui com maiores detalhes qual o significado da convergéncia representada por es-
tas séries, entretanto, vejamos logo qual é ideia intuitiva e geométrica que se encontra por traz desta
convergéncia. An4 lise o gréfico da figura (fig. , 1.7).
Nele vocé tem os graficos conjuntos da funcéo identidade f(z) = = e do polinémio trigonométrico
P,(f), para n = 10.

Os polindmios trigonométricos descrevem fenémenos oscilatérios como veremos em seguida, entdo
P,(f) “oscila”em torno de f. E isto que destroi a “convergéncia” num sentido comum e mais intuitivo
e que foi contestado no exemplo de Du Bois-Reymond, entretanto do ponto de vista da energia contida
em f, ou mais exatamente no fendomeno modelado por f, a aproximagao é excelente. A energia esta
representada pela integral de f e agora sim: a integral de P,(f) se aprozima muito da integral de f no
intervalo [—m,7]:

/WPn(f)(t)dt—>/Wf(:L’)dx (1.28)

Polinémios trigonométricos sdo aproximacio de funcbes periddicas ou entdo de uma funcio, mas
apenas sobre um intervalo em que ela é considerada como restri¢io de um funcado periédica, mas do
ponto de vista da da quantidade de fendmeno, ou ainda, a integral de f, no intervalo [—m, 7], é bem
aproximada pela integral de P, (f), no intervalo [—m, ).
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Figura 1.7: gra fico da parébola = — %(mz — x — 2) aproximada por um polinémio trigonométrico, no intervalo
[—, 7.

E preciso abrir uma ressalva: na estamos apresentando polinémios trigonométricos como um método
para calcular integrais aproxrimadamente.

As séries de Fourier nos mostraram de modo natural que existem séries
o0
E arcos(kx) + bysen(kx) (1.29)

k=0

como néexistem somas infinitas temos pela frente um problema de convergéncia que nos ocupard no
restante do presente capitulo.

1.4 Convergéncia em espacos de funcoes.

A convergéncia de sucessoes e séries numé ricas é relativamente simples, mas quando passamos as séries
de fungoes ela se multiplica em aspectos. Em 1873 Du Bois-Reymond construiu uma fungdo continua
cuja série de Fourier deixava de convergir num ponto do intervalo [0, 27]. Numa comparagao simples, a
sucessao (%)neN naé convergente se o “espago de trabalho”for o intervalo aberto (0,1), exatamente por
se “tirou”’do espago o ponto de convergéncia.

Este exemplo parece artificial por causa da expressdo, “se tirou do espago o ponto de convergéncia’.
O extranho reside no fato de que conhecemos o ponto de convergéncia e o tiramos. Mas o que ocorre



32 CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER.

com as sé ries de Fourier é parecido. Um dos exemplos numéricos que estudamos no capitulo anterior,
ver os graficos (fig. 1.1), (fig. 1.2), na pdginas 19 e 20, temos uma sucessade polinémios trigonométricos
convergindo, logo uma sucessdde fungoes continuas, convergindo para a funcdo “dente de serra’que é
uma fungdo descontinua. Se passa o mesmo que descrevemos com o caso da sucessdo numérica (%)nzo,
uma sucessade pontos do intervalo aberto (0,1) convergindo para o ponto 0 ¢ (0,1). Esta é a razdo pela
qual (0,1) ndé um intervalo fechado: os conjuntos fechados tem todos os seus pontos de acumulagao.

Veremos que o espago vetorial C([a, b]) naserd um espago vetorial (topoldgico) fechado se considerar-
mos a métrica que mede a energia:

da(f,g) = / () - g(g)Pdt (1.30)

o que ainda significa que podemos ter uma sucessao de fungdes conti nuas convergindo para uma fungao
descontinua, do ponto de vista da energia. Os polinémios trigonométricos que ja apresentamos como
exemplos mostram isto.

Os conceitos fechado, aberto sa conceitos topoldgicos, quer dizer, dependem de uma determinada
topologia que é um tipo de estrutura. Dependo da topologia, C([a, b]) pode ser aberto ou fechado. Uma
forma fraca de definir topologia consiste em definir o método de convergéncia das sucessoes, é fraco no
sentido de que descreve apenas um aspecto, a convergéncia de sucessoes'?,

Se define fortemente uma topologia quando se define uma norma num espag o vetorial, porque as
normas definem as bolas abertas do espaco e estas definem todos os abertos'!. Como o produto escalar
induz uma norma no espago, definimos em C([a, b]) uma norma, e o que estamos vendo aqui é que uma
situagao pelo menos estranha comecga a surgir: parece que existem sucessoconvergentes para objetos
externos ao espago C([a, b]). Quer dizer que haveria pontos de acumulacdo de C([a,b]) representados por
fungbes nacontinuas.

Quando isto acontece, fecha-se o espago vetorial, definindo-se assim um espag o vetorial maior, um
super-espaco, em que a normalidade fica restaurada: as sucessode Cauchy ficam sendo sucessoconvergentes.

Esta teoria em sua ampla generalidade é muito dificil e extensa, o livro de Zygmund, [23], tem cerca
de 1000 péaginas... o que vamos fazer é um atalho honroso para nos sairmos dessa sem escrever um livro
de 1000 paginas. Isto nao quer dizer que um livro, como de Zygmund, ficou obsoleto, 14 se encontra todo
o registro feito, é uma fonte histérica, aqui um atalho pedagdgico para atingir um objetivo especifico.

1.5 A convergéncia das séries de Fourier.

Observacao 5 A método para descrever a teoria
O ‘“programa” que nos vai conduzir & convergéncia das S€ ries de Fourier consiste dos segquintes passos:

1. A convergéncia em médulo nos sugere 2 que

oo
g(z) = a?o + Z aysenk(x) + bycosk(x)
k=1
converge dependendo dos coeficientes {ay, br} porque, pela desigualdade triangular temos
n n
1) " arcos(ka) + brsen(ka)| <> lax| + [bx]
k=0 k=0

e as fungdes trigonométricas saimenores que 1 em mddulo;

10¢ bem conhecido o fato de que continuidade sequencial nio equivale a continuidade: “continuidade” =

“continuidade sequencial”, mas a reciproca é falsa.
11§ a definicdo de todos os abertos do espaco, ou de uma colecio fundamental deles, que representa a forma,
mais geral de defini¢do de uma topologia.

12¢ 6 O lema de Abel que se encontra por traz da convergéncia em médulo. . .
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2. As séries de Fourier associam sucessoa funcoes definidas no intervalo [0,2w]. Esta linguagem é
pleondstica uma vez que sucessésdafuncgoes, mas € a linguagem que todos usam. O prérimo item do “pro-
grama justifica o uso da linguagem, precisamos manter uma distingcao entre as fungdes e as sucessoes que
elas produzem pelo método de Fourier;

3. Estabeleceremos uma associagdo entre um espago de sucesséS(IN) e um espago de fungées F ([0, 27]).

4. Finalmente, fecharemos esta associagdo mencionada acima caracterizando uma identificacao algébrica
entre os espacos de sucessoe de fungoes, de modo que seja sempre verdadeiro:

(ak,br) € S(N) <= fe F([0,27)) (1.31)
f(x) = (%0 + Z apcos(kx) + bsen(kx) (1.32)
k=1

Esta associacdo serd de natureza algébrica, mostraremos a existéncia de um isomorfismo algébrico entre os
dois espacos, e topolégica, provaremos que a convergéncia entre as duas formas de representacdo coincide;

€ este o nosso plano, éle é wma parte pequena da grande massa de resultados acumulada pela Humanidade desde
o0 inicio do século 17. E uma parte pequena mas significativa para muito do que se aplica hoje ao usarem-se
as séries de Fourier, ou as wavelets, as sucessoras dos senos e cosenos que estudaremos na sequnda parte deste
livro. O lema de Abel é parte encerrada deste plano'®, comecaremos direto dos itens 2 e 3.

Embora ja o tenhamos dito, é bom lembrar que “série de Fourier” é “uma transformada’, associa
uma sucessade coeficientes a uma funcdo cuja integral pode ser calculada no intervalo [0, 27r] ou em outro
intervalo qualquer de amplitude 27, estamos nos referindo a relagdo explicitada na equagdo (eq, 1.32).
Veremos ao final, num bloco de exercicios, que este intervalo pode ser qualquer intervalo fechado.

Portanto nos encontramos numa situagdo muito especial, nase trata apenas de calcular coeficientes
de Fourier de uma certa fungdo, mas de estabelecer uma relacdo entre espacos de sucessée de fungoes.

J4 vimos que o nosso ponto de partida, sendo o espago C([0,27]), ele logo fica explodido porque,
tanto havia elementos fora de sua fronteiras para os quais podiamos calcular coeficientes de Fourier,
como a convergéncia das séries pode se dar para func¢ées ndo continuas. Os exemplos gréaficos que se
podem obter com o programa Fourier indicam que alguma aproximagao se dé para fungoes descontinuas
pela sua série de Fourier, como a fungao dente de serrote. Isto nos levou a mencionar a existéncia de um
espago que chamamos £2([0, 27]) contendo C([0,27]) como sub-espago préprio, uma vez que podemos
calcular o produto escalar

1 27
L st
™
0
para funcdes nacontinuas e portanto seus médulos. A definicio formal'* deste espaco é:

Definicdo 5 £2([0,27]) € o conjunto das funcdes f definidas no intervalo [0,2w] com estencdo periddica
a R tal que

™

2
||f||§=1/ |f(2))?dz < oo
0

este mimero™® é < f, f >=||f||2, 0 mddulo de f ao quadrado, copiado do produto escalar usual de R™
e adaptado aos espagos de funcdes.

Toda funcao continua e 27-periddica satisfaz a esta defini¢ao, portanto é um teorema imediato que

5 Cp([0,2n]) C £2([0, 27])

em que Cp([0,27]) designa o conjunto das fungdes continuas e 2m-periédicas definidas em R.

I3ge vocé ndo o conhece, procure-o num bom livro de Célculo na segio sobre convergéncia de sé rie de poténcias,

tente associar as séries de Fourier com esse tipo de séries. ..

14 H4 um erro na definicdo que néo cabe discutir aqui, é a questdo das fungdes quase iguais de que ja falamos
anteriormente

150 sfmbolo “co” depois da integral é uma forma abreviada de dizer “é6 um niimero”.
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Observacao 6 FEspacos diferentes

Para abreviar a notagdo faremos mengao apenas ao conjunto C([0,2n]) como sendo o conjunto das
fungdes periddicas, mas ai se encontra um problema sutil que iremos abordar sob forma de exercicios.
Iqual observacdo deveria ser feita relativamente ao espaco £2([0,27]). Mas deve ficar claro que Cp([0,27]) C
C([0,27]), o primeiro espago pode ser identificado a um sub-conjunto do sequndo formada das fungdes
que satisfagam acondigdo f(0) = f(2).

£2%(]0,27]) é um espago vetorial.

Para pelo menos ficar coerente com a construgio que fizemos inicialmente em que estendemos o conceito
de produto escalar para C([0, 27]) porque era um espag o vetorial, teremos que verificar se o novo espago
é também vetorial. Liminarmente falando, devemos verificar se, dados dois vetores f, g, o espaco també
m contém a soma e o produto destes vetores por escalares quaisquer.

No nosso caso isto se traduz em verificar se

f+ge L£(0,2r])

a partir da hipétese de que
f,9 € £2([0,27])

ou, equivalentemente, se

Ilf +gll2 <o
||f||2,||g||2<00 = { ||>\f|| <o00; A€R. (133)

Vamos ver que as generalizagoes nos ajudam a ver mais longe. Por defini¢do

27
5 4ol =< f 40 s +95= 1 [ (7@ + gl)d >0 (1.3)
0

se for finito. As implicagGes abaixo sddo tipo equivaléncia, valem nos dois sentidos, e vanos levar a
conclusade que ||f + g||2 < oo sse ambas as funcbes f, g pertencerem a £2([0, 27]).
Consideremos duas fungdes f, g € £2([0,27])

If+oglls =< f+oag f+ag>= (1.35)
=<f,f>+2a< f,g>+a’<g,g> (1.36)

pela propriedade de bilinearidade do produto escalar “<,>”. Agora podemos ver uma expressado
segundo grau em ¢« que sendo positiva implica em que o seu discriminante seja menor ou igual a zero,
logo

A< fg>—4<gg><ff><0 (1.37)

donde se conclue que

< fg>? < <g,9><f f>=gll3lIfl3 (1.38)
< f,9> < V/glBlIfllE = llgll2llf]]2 (1.39)

ou ainda que:

6 Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
| < fig>1 < llgll2lfll2

Esta desigualdade posta em termos das integrais que definem <, > se escreve ainda
2
| <fig>1=1 [, fla)g(x)de <

<\ fapday[L [T glw)de =
=V<g,9>V< f,f>
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Como conseqiiencia da desigualdade de Cauchy-Schwarz podemos fazer os seguintes calculos:

If+glb=<f+gf+g>=<ff>4+2<fg>+<gg><
<< £, F > H2fl20lgll24 < g.9 >= I £113 + 2| f]I2llg]l2 + ||g]]3 ;

logo
1f +all3 < (II£1]2 + llgll2)*. (1.40)

Como os dois termos na ultima desigualdade sapositivos, (e finitos, que pleonasmo!), podemos tirar a
raiz quadrada da desigualdade e assim demonstramos:

7 Desigualdade triangular
I1f +gllz < [[£1l2 + llgll2-

que recebe este nome porque no plano, se ||f||, ||g|| forem os lados de um tridngulo, a soma dos compri-
mentos destes lados é maior ou igual ao comprimento do terceiro lado ||f + g||-
A desigualdade triangular responde a nossa questasobre o fechamento de £2([O, 27]) relativamente a
soma:
2
Fll2:lgllz <00 = [If +gll2 < o0 (1.41)

Portanto a hipétese de que f,g € £2([0,27]) leva a que f + g € £2([0,27]) como queriamos demons-
trar.
A homogeneidade:

[Afll2 = (A F]l2, (1.42)

é um exercicio simples que deixamos para o leitor. Este calculos mostram:

1 A férmula

1fllo = \/ L[ @+ st

define uma norma no espago L£L2([0,27])

e mostramos assim que

Teorema | 8 £%([0,27]) € um espaco vetorial.

Como o quadrado de toda fung@o continua é uma fungdo continua, entao temos o

9 ¢([0,2x]) C £2([0, 27])

Concluindo, mostramos que £%([0, 27]) é um espaco vetorial que contém C([0, 27]), e como bi-produto
mostramos duas desigualdades importantes bem conhecidas para enuplas de nimeros e que agora se
verificaram vélidas para fungdes de quadrado integrével, os elementos do espago £2([0, 27]).

Observe que o espaco ser normado nagarante a convergéncia das sucesso. O conjunto Q dos nimeros
racionais é um espaco vetorial normado...e incompleto. O que fizemos, comparando, foi construir um
conjunto que contem C([0, 27]), mas nasabemos ainda se este novo conjunto é completo. E este o nosso
préximo teorema:

Teorema | 10 Completitude de £*([0,27]) .
1 27

O espago vetorial L*([0,27]) com a norma || ||2 induzida pelo produto escalar < f,g >= % fo f(x)g(x)dz
é completo.
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Do)

Para produzir uma ferramenta que nos permita a demonstragio vamos imergir £2([0,27]) num espago maior
£2(R) usando a associagao: ~
£2([0,2n)) 5 f — f
em que f é a tinical® funcio de £2(R) que coincide com f sendo identicamente nula fora de [0, 27].
Este artificio torna legal a expressa

frn(x) = / f)n(z — t)dt = / F&n(x — t)dt

e nés nos permitiremos de escrever a primeira integral, ainda que ilegal, com a declaracao implicita de que deve
ser entendida como sendo a segunda...em outras palavras, nafaremos nenhuma distingao entre f e f.
Vamos adotar a hipétese de que 7 seja um nucleo:

Definigcao 6 nicleo.
Chamaremos de nucleo a toda fung¢ao positiva, integravel, a suporte compacto cuja integral seja 1.

consequentemente todas as convolugdes da forma f *n estara definidas. Como vocé verd, precisaremos de alguma
regularidade nos nicleos, vamos apenas supor que sa continuos.

e calcular os erros entre fn, 0 * fn.
s f=flI3 =2 [7 In* f@) - f(a)2dz =
L 1 T nf@—tdt— [7 nt)f(x)dt?dz =
LT 1T @) (S = t)dt — f(x))dt|?de <
<L (7 n@lf (@ = t)dt — f(@)|dt)2de =
=1 f f )| f(z — t)dt — f(z)|dt)2dz <
=2 (% ([° 1f(@—t)dt — f(z)|dt)2de = E1 ;
sendo 19 = max(n), (estamos usando a continuidade do ntcleo).

Lema | 2 Desigualdade de Jensen.

Se ¢ for uma funcgao convera e X seja um espaco de probabilidades enta
¢(/ fdw)S/ ¢ofdx
X X

Nafaremos uma demonstragéo, ver [15, capitulo 3, pag 63], entretanto para o uso imediato basta-nos uma
compreensado seu significado. A desigualdade de Jensen generaliza a ideia geométrica que nas fungoes
convexas as cordas de seus gra ficos ficam “dentro”do hipergrafico. A necessidade de que X seja um espago
de probabilidade é para garantir que a generalizagdo da expressasA+tB ; s+t =1 s,t > 0 que se costuma
chamar de uma “combinagao liner convexa”. Se A, B forem os extremos de um segmento de reta, sA +tB
é um ponto interior do mesmo segmento, ou um dos extremos se s =0 ou t =0.

Finalmente para obter um “espaco de probabilidade” basta dividir a integral pela medida do “espaco de
integragao”, isto é, a desigualdade de Jensen se aplica a

1 [° 1P
¢(b—/ f(z)dz) < —/ pof(x)dx)
—a /. b—a "

em que f é uma funcgédo integrdvel a Riemann e ¢ uma fungao convexa.

Com auxilio da desigualdade de Jensen podemos continuar a cadeia de desigualdades comegada acima,
usando a fungao quadrética como ¢, a funcao convexa, e dividindo pela medida do intervalo de integragao
2%, para ter um espago de probabilidades, mas multiplicando a desigualdade por 2e, temos:

=2 [ ([T |f(@—t)dt — f(z)|dt)2da < (1.43)

< 267?0 2 S 1@ = tdt — f(2)Pdtde = Ea; (1.44)

16esta maneira de falar estd errada, nio vamos entrar neste detalhe, apenas queremos adverti-lo do fato, os
elementos de £2([0, 2n]) sdo classes de equivaléncia, como ocorre com os nimeros racionais ou reais. . .
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Se alterarmos a ordem das integrais teremos internamente uma integral em “z”que corresponderd a uma

diferenca entre as t—translatadas de f e nés poderemos continuar com desigualdades. Quem nos permite
esta alteragao na ordem das integrais é:

3 Teorema de Fubini.

Se fX fY f(z,y)dzdy existir e as integrais “parciais”’ezistirem entd

//f(wvy)dwdy://f(fv,y)dydw
XJY Y JX

Ver uma demonstragdo em [15, capi tulo 8]. Com auxilio do Teorema de Fubini, uma vez que ambas as
integrais parciais existem assim como a integral dupla, podemos escrever agora:

=2 I 5 f@ =) = f(@)2dtdz =
=20 [ % |f(@—t) — f(x)2dudt
= 2 ST o) = f(@)2da)dt

= 26%[ (7 Im(H(@) = f(2)[2dz)dt = E3;

usamos a notacao 7T para representar a imagem da fungao translagdo aplicada a f, o tinico objetivo é chamar
atencdo para o fato. Ja observamos antes que a as integrais de uma funcao ou de alguma translagao sua
se assemelham. Para a integrais de Riemann sobre R vale a igualdade:

/ 7't(f)(ﬂﬁ)dﬂﬁ=/ f(z)dx

porque a integral de Riemann é invariante por translagao assim como a integral relativamente a medida de
Lebesgue que é apenas uma completagao da integral de Riemann. Isto pode ser visto num contexto um
pouco mais geral, vale a pena. Podemos interpretar o parametro ¢ com que feita a translagdo como uma
varidvel de uma fungao linear:

R — L%(R) (1.45)
R3t—7(f) = fe € L2(R), (1.46)

em que f é a “constante” que define a a fungdo. Vejamos que esta fungao linear é continua:

Lema| 4 Continuidade da transla¢ao.

A translagdo é uniformemente continua de R em L2(R).

Do}

A translagdo é um operador linear, verificar a sua continuidade se reduz a verificar sua continuidade na
origem, ¢é isto que a torna uniformemente continua, em espacgos vetoriais normados as funcoes lineares tem
uma constante de Lipschitz que se calcula na origem:

Lema |5 Constante de Lipschitz para fungdes lineares.
T é um operador linear continuo do espaco vetorial normado £ se, e somente se,

IT@)]| < Kllzl]] < K= sup [T(@)|| <= |[T(zx—-y)ll<Kllz-yll
zinB(0,1)

em que B(0,1) é a bola unitdria de €

Pelo lema temos que calcular a constante de Lipschitz, usando a notacdo adequada ao nosso caso:

K= sup ||fell = I/l
finB(0,1)

porque a integral de Riemann é invariante por translagao. Portanto a translagdo é uma isometria.
Isto ainda quer dizer
1fe = Fllz < 2[If1]2

como pior hipétese, que nos serve inteiramente, podemos retornar a sequéncia de desigualdades:
Bz = 20 (€ (f I7ef(2) = f(2)|*dz)dt <
< 2m [ 9| fl|adt
_ 4e? 2
= =1If115

2
. . . - 4
mostramos assim que associado a um nicleo de pequeno suporte existe uma fungao continua =10 I £112

pré ximo de f, no sentido da norma de £2(R).
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Observagdo 7 A importincia das fungoes continuas.

O Cdlculo nao consegue trasmitir a importincia tedrica das fungoes continuas. Uma fungdo “in-
tegrdvel”, quer dizer, f € £2(R), pode ser interpretada na prdtica, como um resultado de uma
medicdo e que pode ter outros valores se outra medi¢do for efetuada devido aos erros do processo
de medig¢ao. Entretanto, se a medi¢do for vdlida, a integral nos dois casos difere de quase nada.
E esta uma forma de entender que £2(R) € um espago de classes de equivaléncias, como jd dis-
semos. Agora mostramos que para todos os elementos de uma destas classes podemos encontrar
uma func¢ao continua arbitrariamente prorima de qualquer elemento.

A vantagem qualitativa deste fato é que as fungdes continuas tem um valor bem definido em cada
ponto. Se f for continua, podemos falar de f(a), mas se f for integrdvel f(a) € indefinido, varia
de medi¢do para medigcdo, por exemplo.

e Vamos agora tomar uma sucessade Cauchy, (fr)nen em £2([0,27]) D (fn)neN, quer dizer que

1

VNEN;nm>N = |lfo—fmll2 <+

e construir um limite pontual para a mesma. Vamos associar a esta sucessao de Cauchy dada, a sucessao

n * frn, 0 que nos leva a dizer que temos uma sucessd de Cauchy de fungdes continuas, arbitrariamente

préxima da sucessdo de fungdes integréveis e, como sao fungdes continuas, podemos falar da fungao f que
é limite ponto a ponto de 7 * f,. Vamos chamar este limite de limite pontual

e O préximo passo consiste em verificar se o limite pontual é o limite de acordo com a norma do £2([0, 27]).
Um calculo semelhante ao que fizemos acima mostra que sim:

7+ — fll2 :_Z 0% fn(@) — () e = (1.47)
f 0 fo(z) — fn F(z)dt|2dz = (1.48)
S RCLCE f 0(0) (@)t = (1.49)
= [ 1 0@l —0) — f@)dede = (150)
o (1.51)

e a ultima integral tende a zero, com € pela continuidade da translacao.

Mostramos assim que para toda sucessdo de Cauchy de £2 existe um limite pontual que é também o limite
segundo a norma de £2 e portanto ndo pode ter sua integral difererindo muito das integrais dos elementos da
sucessdo de Cauchy o que significa que f € £2 como queriamos demonstrar.

Observagao 8 Um espago vetorial normado completo se designa resumidamente por espago de Banach e
demonstramos assim que que 52([07 27]) € um espago de Banach. Quando a morma de um espago de Banach
se originar de um produto escalar, se chama um tal espa¢ o de espago de Hilbert. Assim L£2([0,27]) é também
um espago de Hilbert.

A demonstragcao do ultimo teorema lancou mao de vdrios teoremas que tem hierarquia bem superior a de
lemas, como o Teorema de Fubini, a desigualdade de Jemsen, a caracteriza¢do da continuidade das funcoes
lineares, e a invaridncia por translagdo da integral de Riemann e da medida de Lebesgue.

Mas a demonstragdo deste teorema prova um outro resultado que se encontra implicitamente usado
mas que é dificil de ser explicitado:

Teorema | 11 densidade do conjunto das func¢des continuas. As funcdes descontinuas e integrdveis sa
limites de sucessoes de fungdes continuas.

Uma outra forma de enunciar este teorema, no presente contexto, é:

12 C([0,2n]) € um subconjunto denso do espago vetorial normado L£*([0,27]).
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O conjunto C([0,27]) é denso em £2([0,27]), como os nlimeros racionais na reta.
O método usado foi o de “regularizacdo por convolug¢do”’que é um outro resultado contido na de-
monstracao:

Teorema | 13 Regularizacao por convolugcao. m * f tem, pelo menos, a mesma classe de regularidade
de n.

quer dizer que se 7 for diferencidvel, n* f também o é. Os dois iltimos resultados tem uma consequéncia
fortissima: préximo de qualquer fungdo descontinua, mas integravel, se encontram fungoes de alta classe
de diferenciabilidade. A construcao de uma tal funcao se faz com 7 * f em que n é um ntcleo com a
classe de diferenciabilidade que se desejar.

A imersa

£2(0,27]) — LX(R) ;
£2([0,27]) > f — f € L*(R) ;

permitiu o uso da convolugao, é, portanto, uma técnica de demonstragao.

Os teoremas que acabamos de ver fazem uso intenso de partes significativas da analise funcional
elementar que é dificil encontrar todas num tnico livro em forma introdutéria. H& detalhes em que
naentraremos e aqui os vamos apenas mencionar. Em [15, capitulos 1 a 9] esta teoria se encontra
desenvolvida em grande detalhe, entretanto o mé todo é de uma grande generalidade. Se quisermos
resultados para funcdes reais, o mé todo da regularizagao por convolucao é o adequado.

Observacao 9 Um ezemplo de funcgdes equivalentes.
Apenas para mostrar um aspecto da relagdo de equivaléncia considere duas fungdes que diferem entre
st de um unico ponto:

fl)y=2> « z#£0;f0)=1;

¢ diferente de g(x) = 2, entretanto,

L[ > >
+ [ 15 - s = i - ol =0,

0

Formalmente isto é um grave problema: dois vetores diferentes e cuja distancia é zero. Precisamos
que vetores mestas circunstancias sejam iguais, do contrdrio perderemos a unicidade nas solug¢des das
equacgdes o que implica em ambiguidades inaceitdveis.

A solugdo formal para problemas deste tipo é a introdugao de wma relagdo de equivalé ncia que torne
tais vetores idénticos.

O mé todo de Lebesgue, do inicio do século resolveu este problema e [15, capitulos 1,4] descreve esta
teoria passando pela construgdo da teoria da medida onde o problema mencionado acima de duas fungdes
que diferem num ponto € ampliado: hd fungdes que diferem sobre um conjunto de medida zero. Para isto
€ preciso definir medida o que conduziu Lebesgue a criar a classe dos conjuntos mesurdveis.

O lema de Riemann-Lebesgue.

Vamos mostrar agora um passo intermedidrio importante da nossa teoria. J4 vimos que uma condi¢do
necessdria, mas nasuficiente para que uma sé rie seja convergente, é que seu termo geral tenha limite
zero. O item 1 do nosso programa, ver (obs. 5), pdgina 33, exige que os coeficientes de Fourier tenham
limite zero, é este o teorema que precisamos enunciar:

Teorema | 14 Lema de Riemann-Lebesgue. Os coeficientes de Fourier de uma funcdo f € £2([0,27])
tendem a zero.

Do)

Seja uma fungao positiva f € £2([0,27]) e consideremos

1 27
b = ;/ f(z)sen(kz)dz
0
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J& vimos que a fungdo senK se acelera de modo que o intervalo [0, 27] fica sub-divido em k sub-intervalos de
mesma medida em cada um dos quais se tem uma onda completa de sen K, vamos considerar isto para subdividir

a integral acima:
27 k—1 aj
1 1 G+1
b = _/ f(z)sen(kz)dz = — E / f(z)sen(kz)dx
TJo e 0y
j=

em que os numeros a; sdos termos da progressade raza 2777 que dividem o intervalo em comprimentos de onda de
senK. Cada um desses sub-intervalos tem um ponto médio que vamos designar por a; onde senK troca de sinal

de modo que a soma de integrais acima se pode escrever como

1 k—1 a; aj41
b = - Z( / f(z)sen(kz)dz +/ f(z)sen(kz)dz )
j=0 Y% aj

J

em que na segunda integral de cada termo fica a parte negativa de senK. Agora observemos que
% foE sen(kx)dx = % fow sen(z)de =2 =

= %fo% sen(kz)dr = % f(:J—J sen(kz)de =2 =

E (% =2=—k [9+
= £ faj sen(kz)de =2 = -~ fa_] sen(kx)de =
a; @j
= 7 [Zsenha)de = § = —1 [V sen(ha)dz =
k[ 1k [%+1 .
= = f#sen(kx)d:v =1=—5= fa]_] sen(kz)dz ;

o valor em médulo da integral de cada um das bolhas de uma senoide, o que nos leva a ver cada uma das integrais
dos meio-subintervalos como os valores médios viciados de f nestes meio-sub-intervalos:

% faaj—] f(z)sen(kx)dx = ValMed(f), aj] = (1.52)

(1.53)

27 laj,a;41]

= — 5 [ f(z)sen(ka)dz = ValMed(f)

f naprecisa ser continua, mas pelo fato de ser p—integrdvel, (caracteristica dos espagos LP([0,2n]) ainda
chamados de espagos de fungdes p—integra-veis), tem um valor médio viciado!” finito em cada sub-intervalo. O
valor médio deveria ser indexado pela fungdo peso para indicar quem o vicia, mas vamos simplificar a notagao
escrevendo apenas “ValMed”. Chegamos assim a

k—1 j a;
by = Zj:o % %f(m)sen(km)dm + % faj”'l f(z)sen(kx)dx ;

b = % Zf: I(Va’lMed(f)[aj ajl = ValMed(f)[aj ,aj+1])

Como o “valor médio”regulariza a fungdo na “proporg¢ao”do peso, e como senK é continua, entdos valores
médios nos sub-intervalos tendem a um valor comum. Como estas diferencas de mé dias saem numero de k, temos
uma média de termos que convergem para zero, convergindo para zero também a média by. Os célculos para
demonstrar que ai tende a zero sa semelhantes aos que fizemos acima, com uma pequena dificuldade técnica cujo
prazer da descoberta deixaremos para o leitor.

O Lema de Riemann-Lebesgue é um resultado fraco, apenas garante que os coeficientes de Fourier
convergem para zero. Com que velocidade se d4 esta convergéncia? a importancia desta pergunta, (ou
melhor, da resposta), estd ligada a convergéncia. Usamos sé ries para aproximar, séries divergentes
naservem para este propésito. Uma demonstragao direta da velocidade de convergéncia dos coeficientes
de Fourier é muito dificil. Vamos fazer uma demonstracio indireta do resultado. O objeto do nosso
estudo é:

by = /O v F(x)sen(kz)dz

17desde que a funcio peso pertenc a ao sub-espaco dual, ver desigualdade de Holder, e as funcdes continuas
pertencem a todos eles.
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e se fizermos alguma hipdtese sobre f podemos calcular uma integral por partes, por exemplo se f for
derivavel com derivada integravel podemos prosseguir:

27
by = —f(x)w 5 - %/ f'(z)cos(kx)dx
0

sendo f’ integravel a expressaacima é da forma

em que A é uma constante. C4 lculos andlogos se podem fazer com o outro coeficiente de Fourier ay,
chegado-se assim & conclusa de que os coeficientes de Fourier decrescem de forma semelhante, (ou mais

rd pido'®, que a sucessé% pertencendo assim ao espago l2(N) :

J& vimos que C([a,b]) é denso em L*([a,b]) e, com técnica absolutamente idéntica, apenas usando
nticleos de classe de diferenciabilidade mais alta, podemos mostrar que C™ ([a,b]) é denso em £3([a, b])
o que se pode dizer com outras palavras: hd fungdes com classe de diferenciabilidade arbitrariamente
alta tdo prérimo quanto se queira de f € 52([a,b]). Consequentemente podemos considerar os cédlculos
acima, feitos com f, a uma distancia'® § = 26@”]‘”2 de f. Calculamos, entretanto, o comportamento
assintético dos coeficientes de fy, :

an,k, bn,k

e seria interessante ver a que distancia estes coeficientes se encontram dos coeficientes de f
ag, bk .

Sabemos que f, e f se ligam pela relagdo

27
1= 11 = [ 100 - S0P <
0
logo
27
5 > f | fn(t)sen(kt) — f(t)sen(kt)|*dt =
0
27
= [1(fa(t) = F(O)]?|sen(kt)*dt < &
0
Definigdo 7 O espago 1*(N) E o espago vetorial de todas as sucesso(sn)n tais que
515 =" lskl* < 00
k=0
com a defini¢do

lIsll2 =

[e o]
D skl
k=0

Teorema | 15 da convergéncia dos coeficientes de Fourier.
Se [ for uma funcdo diferencidvel, 2m-periddica, e sua derivada for integrdvel, entdseus coeficientes
de Fourier side quadrado somdvel.

Veremos abaixo que ha hipdteses em excesso neste teorema.
Chamamos o conjunto 1>(IN) de espago, isto nos obriga a provar que se trata de um espago vetorial.
Vamos fazer isto agora.

1 A _ Ai(k)  As(k)
k

8muito possivelmente mais rapido,porque se tem uma diferenca, <
195 foi calculado na demonstragio de que C([a, b]) é denso em £2(]a,d]).
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O espago vetorial [?(N).

O plano é o mesmo utilizado na demonstracao de que £2([0,27]) é um espaco vetorial. Tudo se resume
em mostrar que se s,t € 1?(N) onde s,t sa duas sucessddadas, entds 4t € [?(N) o que ainda se resume
em demonstrar a desigualdade de Cauchy-Schwarz para sucess6. O método genérico usado acima se
aplica ipsis literis.

Além de tudo isto, em [? (IN) se encontra definido um produto escalar que é finissima generalizagao
do produto escalar de R?:

s+telP(N) = <st>=) sty (1.54)
k=0
esta série converge pela desigualdade de Cauchy-Schawarz, verifique isto.

A equagao de Parseval.

Tivemos que aumentar nossas hipdteses para melhorar a estimativa do Lema de Riemann-Lebesgue sobre
os coeficientes de Fourier. Vamos mostrar, indiretamente, que naé o caso. Se indexarmos nossas séries
de Fourier em 1?(N)? quer dizer, se considerarmos o conjunto:
o0
o k) + brsen(kz) ; b 2(N
{20 13 ancos(k) + bsen(ka) ; (ar)ren, (br)ren € E(N).
k=0

temos um novo espago vetorial porque o “sistema de indexagdo”é linear:

oo

(ak,br)keN — % + Z agcos(kx) + bpsen(kz) ; (1.55)
k=0

(ak,bk)keN S l2(N) (156)

”formalmente”, porque nisabemos que tipo de “objeto”resulta desta indexacio®® mas podemos consi-
derar apenas as sucessoes finitas de coeficientes e as correspondentes somas parciais e nelas aplicar o
produto escalar de C([0, 27]), porque safungdes continuas:

< %4 Z]k\]:o arcos(kx) + brsen(kx), ¢ + Y., arcos(kx) + brsen(kx) >=
a2
=2(4)"+ Eilo i +bk = F+ L0k + b1 ;
pela ortononormalidade da base {senK,cosJ}. Tomando agora N arbitrario vemos que a segunda

equacdo tem limite porque supusemos que o espago dos coeficientes era l2(N) 0 que nos leva a con-
cluir que a sucessa de fungbes continuas

N
fn(z) = % + Z arcos(kx) + brsen(kx)
k=0

tem um limite de algum tipo.

Exemplo 4 de funcdio descontinua no espago indezado por 1*(N) .
Considere a fungao caracteristica f = X|_c. em que € € wm nimero pequeno, (pelo menos menor

que 7). Entd

(Fipwens = (220F9

e como f nadécontinua este exemplo mostra que o espago obtido com esta indexagao ndapode ser C([0,27]).

Jren € I(N)

20p3temos nenhuma informacéo sobre a convergéncia da sé rie de Fourier, e séries que niconvergem nisa

fungoes...
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Mas as fungdes fn, sendo de C([0,27]) sa também de £([0,2n]) e nés mostramos que este tltimo
espago é completo logo uma sucessade Cauchy nele converge para um elemento dele mesmo, assim

fn — f e L£*(0,2xn]). (1.57)

O nosso programa de trabalho foi inteiramente cumprido, verifique-o. Vamos encerrar tornando
ainda mais precisas as relagoes anunciadas no ultimo item do programa. Mostramos que uma funcgao de
£2([0,27]) tem os seus coeficientes em I (IN), que estes dois conjuntos si espagos vetoriais, (consequéncias
da desigualdade de Cauchy-Schwarz), e finalmente em l2(N) temos um produto escalar de modo que
temos neste espaco uma geometria semelhante a do R3.

Como mostramos que a série de Fourier de f € £2([O7 27]) converge no sentido deste espago podemos
calcular o produto escalar em £2([0, 27]) de

Z arcos(kx) + brsen(kx)

e aplicar-lhe a distributividade e a associatividade resultando em

<8, 8>=|9|iz =
=< Y oo, arcos(kx) + brsen(kz),y - arcos(kx) + bpsen(kx) >=

=1 f()% D he0 2o akcos(kx) + brsen(kz)) - (ajcos(jz) + bjsen(jr)) =
=D 020 ¥ ™ ancos(ka)ajcos(jz)dx +
23 0> e fo arcos(kz)bjsen(jz)dx +
+> e OZ] o fo brsen(kx)bjsen(jx)dx

Pela ortonormalidade dos vetores senK, cosJ de todas as integrais acima restam apenas aquelas de
mesmo indice e estas se reduzem aos coeficientes multiplicativos elevados ao quadrado, sendo portanto
o resultado:

2 o0
2 ao 2 2 2
I|1Sl)2 =< S, S >:?+ E a; +bj =< s,5 >=||s]|3 (1.58)
j=1
onde s representa a sucessados coeficientes de fourier de f e S representa a série de Fourier f.
2

,o. . 7 . . . a, . .
O tnico defeito éo erro no primeiro termo que deveria ser -2 para que se tivesse uma igualdade.
Isto pode ser resolvido introduzindo um fator diferente no produto escalar como fazem alguns autores,
ver [15, cap. 9], por exemplo. Podemos adotar outra alternativa que é considerar a norma de ZQ(N)

2
« o . 99 . o o~ G.O G.O
corrigida”pela substitui¢do de -2 por 2.

Exercicio 2 Uma nova norma para 1*(N).
Prove que se s = (s0,--, 8k, --) € I*(N) e definirmos

sl =

entd| || é uma norma em 1*(N).

Mudando a notagao, como objetivos futuros, vamos chamar s = f. Demonstramos assim:

16 de Plancherel

Se f e £L%([0,27]) entdos seus coeficientes de Fourier siuma sucessis € I2(N) e ||f]l2 = || f]|2.

O teorema de Plancherel estabelece uma isometria entre estes dois espagos vetoriais: uma fung¢do
linear que preserva o tamanho dos vetores por ela transformados, desde que considere a nova norma que
definimos acima.
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Definicao 8 Transformada de Fourier discreta.
Chamamos de transformada de Fourier a esta transformacdo linear que associa a f € L2([0,27]) os
seus coeficientes de Fourier que designamos entdapor f(n) = (an,by).

Demonstramos assim:

17 Isomorfismo 1>(N) ~ £([0, 27]).

e Teorema de Plancherel f € £L2([0,27]) se e somente se as sucesso
a=(ar)k,b= (br)k
dos seus coeficientes de Fourier forem elementos do espaco ZQ(N), de modo que
[|(a,b)|];2 = ||f||£2([0,27r])
e A equacdo do isomorfismo. A func¢do que associa
£3([0.27]) 3 f — (a,b) € *(N)

€ a transformada discreta de Fourier.

e [dentidade de Parseval< f,g >%:< f,g>2% em que h é a sucessio dos coeficientes de Fourier de

h.

A Identidade de Parseval é apenas uma outra forma de expressar o Teorema de Plancherel.

Observacao 10 Convergéncia e espagos.

Se faz referéncia a esta transformacdo linear como transformada discreta de Fourier em oposi¢do a que veremos
no préximo capitulo, a transformada integral de Fourier. Esta disting¢do é histdrica, se deve ao fato de que houve
uma época em que na se percebia que se tratava de uma mesma coisa, ainda veremos isto.

Observe que também deixamos fechada a polémica de Du Boys-Reymond sobre a maconvergéncia das séries de
Fourier. A convergéncia nase dd ponto a ponto como até se pode ver rodando o programa Fourier. A convergéncia
se dd do ponto de vista da integral, aqui a distancia entre duas fungdes se mede com a integral da diferenca elevada
ao quadrado.

A teoria das sé ries de Fourier é bem dificil como atestam os pequenos cdlculos que fizemos aqui. Um atestado
mais forte € a literatura existente da qual apresentamos uma parte infima na bibliografia, até mesmo por razédes de
espago...

O Teorema (15) nos deu uma visardpida da convergéncia dos coeficientes de Fourier associada a hipdtese de
diferenciabilidade da fung¢ao f. Devido a regularizacdo pela convolugdo sabemos que esta hipdtese na € taforte: “vi-
zinho”de qualquer fungao integrdvel existe uma fungao de classe C°°. Ser “integrdvel”é a propriedade de regularidade
mais baiza que se tem, uma funcgao integrdvel naprecisa ser continua e atépode ter descontinuidades infinitas. O
conceito vizinho € que ainda estdindefinido. Se dissermos que “vizinho”significa “uniformemente”entaas funcgoes vi-
zinhas tem que ser ambas continuas. Mas este conceito de vizinhanga é muito excludente e mesmo muito forte. O que
precisamos em geral é que a energia seja semelhante. Se f for o resultado de uma medig¢do, fato muito frequente, ou
um levantamento estatistico, (sinais coletados de uma conversa telefénica, informagédes sobre uma imagem coletadas
por um scaner a serem transmitidas, ou mesmo por uma caméra fotogrifica de alta resolugao), todos sadiscretizagoes
da “realidade”e o que se deseja destas discretizagdes é que a “energia”, a drea, o volume, enfim a integral sejam

aprorimadamente preservadas:
b
/ If(z) — fn(z)[Pdz < e
a

em que p é um “coeficiente”interessante por uma razaqualquer.

Aqui nos fitamos em p = 2 que é um caso muito comum nas chamadas “aplicagées”da matemdtica.

E, p—perto de qualquer funcgdo integrdvel f, existe uma funcgdo de classe C* ---, por exemplo n * f em que n é
um nicleo de classe C*° e a suporte compacto de pequena medida em wvolta de zero.

O Teorema (15) naestava assim taafastado da realidade... ele esta na forma em que se encontra no livro de
Lanczos, [6, pag. 50].
Exercicio 3 Estensada teoria de Fourier a um intervalo [a,b].

1. Calcule os coeficientes de Fourier de f(x) = x no intervalo [—m, 7|, se ainda nao tiver feito.
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1 _ =

2. Use a isometria entre f e sua transformada discreta de Fourier para mostrar que Zk:o ==

21

3. A sucessa( pode ser considerada como os coeficientes de Fourier de uma funcao f,

1
D nen
Porque?, entd

N
f@) =12+ 7‘9”;(3’“”).
k=1
Calcule aproximadamente a série:
1
kS

1M
(o))

4. Qual seria um valor aprorimado da série:

(]
=
-~

B
Il

1
Verifique se o cdlculo via transformada discreta de Fourier oferece mais precisa?
5. Mostre que as fungdes
senK : R — R;senK :z — sen(2krmx);k > 1
cosK : R — R;cosK : x — cos(2kmx); k> 1

se o produto escalar for definido por

< fg>=2 / F(@)g(x)de.

formam um sistema ortornormal ao que se pode acrescentar a fung¢do constante x +— % Escreva
as séries de Fourier correspondentes as fungdes

(o) Df@)=a; 2)f(@x)==rz; 3)f(z) =n2(1—2?);
() 2)f(x)=2>-1;  fl&)=1-2*;  f(x)=xp1;

6. FEscreva as equagdes lineares dos coeficientes de Fourier da solugdo da equagdo diferencial linear
de terceira ordem

y‘4‘+3y‘5_2y4+y:g
em que g(x) = cos(x) Obtenha uma solug¢do grifica particular desta equagdo.

7. Fa¢ a uma mudanga de varidveis para transformar o produto escalar

1 27
<ho>=3 [ f@
0

num produto escalar definido sobre o intervalo [a,b] de modo que os novos vetores senK,cosK
formem uma familia ortonormal junto com uma fun¢ao constante. Escreva as séries de Fourier
correspondentes as fungoes

(a) V)f(z)=z—a; (2)f(z) =n(z—a); B)f(x) =7*(b—a)(a® -27);
(b) (D)f(z) =2 ~a*; (2)f(z) =a® =2 ; (3)f(2) = X(a, ;
8. os conjuntos Cp([0,27]), das fungdes periddicas, C([0,27]) ndsdiguais. Verifique que a fungdo x —
22 estendida por periodicidade a R produz uma funcdo descontinua e portanto nié um elemento

de Cp([0,27]) mas éum elemento de C([0,27]). Construa mais alguns exemplos e depois enuncie
uma regra geral que estabeleca uwma relagdo entre os dois conjuntos.

2lg preciso considerar resultados deste tipo como acidentes cientificos: natem nenhum sentido sair em busca de uma
fungdo cujos coeficientes de Fourier sejam uma dada sucessa para dai concluir qual é valor de uma série. Por outro lado
hé que ndesquecer que a ciéncia depende de tais acidentes em sua construgdo. Veja os préximos exercicios para uma
aplicagdo cientifica deste método.Ver [1, cap. 14] para uma cole¢io extensa destes acidentes.
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1.6 Forma complexa da série de Fourier.

O fenéomeno de Gibbs.

Se a fungao nafor continua existe um erro visivel a olho nii entre f e a série de Fourier de f de cerca de 9%, é o
fenémeno de Gibbs, (descoberto por Wilbraham em 1848 e descrito por Gibbs na revista Nature em 1899). Uma
justificativa réapida para este fené meno é que os polinémios trigonométricos de f representam uma sucessade
fungdes continuas que se aproximam de f, mas os polinémios trigonométricos sa fungdes continuas entretanto
naé a convergéncia uniforme o método natural de analisar o comportamento desta sucessduma vez que o limite
naprecisa ser uma fungado continua...

Fejér provou um resultado que nos ajudard a compreender isto, vamos reconstruir suas ideias. O primeiro
passo consiste em reescrever a transformada de Fourier na forma complexa.

Ver outra demonstracdo e comentérios em [3, cap. 1, pag. 43 e seguintes].

Forma complexa da série de Fourier.

A férmula de Abel-Euler®?:
0 )
€' = cos(0) + isen(0)
nos permite re-escrever a série de Fourier na forma complexa. Um célculo direto e construtivo seria muito
longo e vamos deixéd-lo para o leitor interessado na histéria da Matemaética. Faremos uma construgao
indireta que serd mais econd mica 23, os exercicios seguintes o levaraa fazer esta construcio:
Exercicio 4 Integrais complexas, série de Fourier.

1. uma integral de linha: Mostre que

2w
0

1 < n=0

2. produto escalar complexo: Mostre que a expressadefine um produto escalar no conjunto das fungdes
continuas (ou integraveis) complexas:

27
< fg>= %/O F(t)g(t)dt

e que definindo assim o produto escalar, as fungées en(x) = €™ formam uma base ortonormal
para L2([0,27],C) das funcées de quadrado integrdvel a valores complezos.

3. Calcule os coeficientes duma fungdo continua f sequndo os vetores ortonormais e,cz. Obs: o0s
coeficientes assim encontrados se chamam coeficientes de Fourier complexos:

1 27 . 1 27 )
=5 [ et = o [ g

e portanto que a série de Fourier complexa é:

porque agora os coeficientes complexos de Fourier existem para inteiros positivos e negativos.

4. redugdo da série complexa a usual: Mostre que se f for uma funcgdo real, a série complexa de
Fourier, (com os coeficientes complezxos), se reduzem a série real usual:

—+ arcos(kx) + brsen(kx)
k=1

ag

22em um artigo no Bulletin of America Mathematical Society esta questdé levantada, o nome desta férmula

naseria “de Moivre”e sim “de Abel-Euler”
23vamos assim otimizar o binémio custo-beneficio dentro da ética dos que nos governam...
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5. usando uma sé€ rie geométrica: Calcule a soma

N

Zemt;NEN

k=—N

Os exercicios anteriores nos levam a considerar os coeficientes complexos de uma série de Fourier,
(agora escrita sobre os nd meros inteiros e ndapenas sobre os nimeros naturais) representando a mesma
série de Fourier real. Vamos usar a forma complexa para obter um resultado de aproximagado da teoria
de Fourier.

A soma seguinte é a dos termos de uma progressageomé-trica:

N ike _ _—iNz 2N ikx __
Doy =TT T e =

—iNx ei(21\/.'+1)ac_1 _ 67751\71 (Ei(2N+1)w—1)(eiiw—1)

et®—1 (et —1)(e— 1% —1)

_  _iNz eiZN:I;_efi:n_ei(ZN«i»l)a;_,'_l o EiNm_efi(N{»l)a;_ei(N+1)z+efiNa; o
=€ 2(1—cos) - 2(1—cos) -
_ 2cos(Nz)—2cos(N+1)x _ cos(Nxz)—cos(N+1l)ax __

- 2(1—cos(x) - (1—cos(x) -

_ cos(Nz)—(cos(Nz)cos(z)—sen(Nz)sen(z)) _ cos(Nz)(l—cos(z))+sen(Nzx)sen(z) __
- (1—cos(x) - (1—cos(x) -
_ cos(Nz)(1—cos(z))+sen(Nz)sen(z)) __ 2cos(Nz)sen?(x/2)+sen(Nz)sen(z)

- 2sen?(x/2) - 2sen?(x/2) -

_ 2cos(Nz)sen?(z/2)+sen(Nxz)2sen(z/2)cos(xz/2) _ cos(Nz)sen(xz/2)+sen(Nz)cos(z/2) __
- 2sen2(x/2) - sen(z/2) -

_ sen(Nz+x/2) _ sen((2N+1)z/2) __
- sen(xz/2) - sen(x/2) = Dn (’T)

kx

. . P . N i . .
conseguimos assim uma férmula simples para a soma _ ckel e vamos logo aproveitar o ensejo
k=—N

para deduzir algumas propriedades da funcdo D, que se chama “nicleo de Dirichlet”:

Definicao 9 Nucleo de Dirichlet.

A fungdo 2-pi periddica Dy (x) = senl(2N+1)z/2)

sen(z72) se chama nicleo de Dirichlet de ordem N.

Os préximos teoremas justificam o nome “nicleo” que se dé a esta fungio:

Teorema | 18 Propriedades do nicleo de Dirichlet 1.

/:DN@)dx:/:”DN(x): |

(Do}
ik

Consequéncia de Zsz_N cxe'™® = Dy (z), por que

27
| emas=mon = {1 2 120
0

Como Dy é o quociente de duas fungbes impares e perié dicas de mesmo periédo, entd é par e
periddica:

Teorema | 19 Propriedades do nicleo de Dirichlet II.
O nicleo de Dirichlet € uma funcdo par e periddica.

Apesar de ser um quociente, devido mesmo a ser igual a uma soma de fungoes de classe C* o niicleo
de Dirichlet tem esta mesma classe:

Teorema | 20 Propriedades do nicleo de Dirichlet II1.
O nicleo de Dirichlet é uma fungdo de classe C*°.
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O teorema anterior ji disse tudo sobre a regularidade de Dy mas é importante caracterizar o seu
valor quando o denominador se anula, que é um limite cldssico:

Teorema | 21 Propriedades do nicleo de Dirichlet IV.
limg,—g DN(CL‘) =2N +1

Finalmente vejamos a 1 ltima propriedade importante do nicle de Dirichlet que é a principal razade
sua importancia. Se escrevermos a reduzido de uma série de Fourier em sua forma complexa, teremos:

27
. ike 1 —ikt N\ ik
S = E cpet = E (%/0 ft)e *"dt)e

k=—N k=—N
e permutando integral e soma temos

1 27 N 27 N

_ 1 —ikt ikz 5, _ 1 ik(z—t)
S_%O F) Y e dt_27r0 OB dt

k=—N k=—N

e como ja temos a férmula da soma:

27
1
S = 2—/ f@)Dn(z —t)dt = (Dn = f)(z)
T Jo
que resumindo significa:

Teorema | 22 Propriedades do nicleo de Dirichlet V.
A reduzida de ordem N da série de Fourier de f € a convolugdo de f com o nicleo de Dirichlet de
ordem N, Dy :

Y axe™ = (D x f)(a)

A integral que define a convolucao acima sé tem sentido se for considerada sobre o grupo dos nimeros
reais médulo-27 caso contrd rio ela seria infinita. A expressadentro do teorema esta incorreta, se o leitor
for atento descobrird o seu erro légico... que se encontra devidamente sanado com estas observagoes
agora feitas.

Observacao 11 Nucleo de Dirichlet, aproximagdo e convolugao.

Durante anos este resultado representou apenas um aspecto teorico sem grande “interesse prdtico”porque
calcular convolugées era uma loucura. Hoje até algoritmos ndotimizados calculam convolugées com relativa
rapidez o que re-acende o interesse por esta férmula.

Entretanto estamos em contradicao com o que jd dissemos anteriormente quando definimos “nicleos”,
fungdes positivas, (1), cuja integral fosse 1, (2) e tivessem suporte limitado,(3). A terceira condi¢go é a de
menor importancia, em geral. Ter suporte pequeno produz como resultado que as convolugdes com um nicleo
saboas aproximagodes de uma fungdo. Agora temos uma fungdo cuja integral é 1 mas que na é positiva. Entre-
tanto, veja os grdficos (fig. 1.8), (fig. 1.9), pdgina 49 e seguinte, esta fung¢ao se concentra em volta da origem
onde ela € positiva e seus valores “afastados”da origem, (e dos extremos do intervalo [—m,|), sa“pequenos”.
Mas para que ela tenha integral 1 € preciso que o valor de sua integral oscile em volta de 0 para compensar a drea
da bolha principal que éligeiramente maior do que 1. O resultado disto é a conhecida oscilagao das reduzidas
da série de Fourier de f em volta do grdfico de f.

Como fjﬂ_ Dy (z)dzx = 1 entd, na linguagem de Shapiro, [19], a convolugdo com Dy € uma mé dia viajante,

o wvalor de Dy = f converge para o valor médio de f no ponto x. Se f for continua numa grande maioria dos
casos esta convergéncia se vai dar ponto a ponto para f(z). O problema é que esta convergéncia naé tipica do
espago das fungoes conti nuas, a convergéncia uniforme, e foi ai que Du Bois-Reymond foi buscar um “furo”na
teoria de Fourier.

E preciso sublinhar que a convergéncia tipica do espaco das fungdes continuas é a convergéncia uniforme

por estar relacionada, (fica definida pela), norma do supremo.
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Exercicio 5 Integral sobre grupos.?
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Figura 1.8: Nicleo de Dirichlet de ordem 3.

4

* Verifique que o intervalo [0, 27| pode ser munido de uma estrutura de grupo comutativo de modo
semelhante que se faz com os inteiros mddulo p. Construa toda a teoria e resolva a equa¢do
3z + 2 = 1 neste grupo. Observe que o conjunto {0,271} é uma classe de equivaléncia. FEstenda
esta relagdo de equivaléncia a R. As classes quocientes mddulo esta relacdo de equivaléncia com
uma defini¢ao adequada para a adigdo, formam um grupo, que se chama grupo dos reais médulo
m ou ainda toro de dimensal.

Porque a equacdo Tx + 5 = 3 estaria “mal posta’no toro. Redefina esta equagdo, verifique a
ambiquidade desta corre¢ao mas observe que a menos de uma relagcao de equivaléncia a ambiguidade
fica resolvida.

* Escreva um programa para calcular Dy * f para algumas funcgdes, obtenha os grdficos correspon-
dentes, faca uma tabela de comparativa entre o tempo gasto no cdlculo da Série de Fourier (soma)
e da convolugao, (benchmarking...)

* Observe que a integral de uma funcdo f multiplicada por um nicleo representa uma média aritmé
tica ponderada. Ver “média viciada”. Use este fato para desenvolver um algoritmo para calcular
rapidamente as convolugdes . No caso do niucleo de Dirichlet estas médias tem que ser consideradas
num sentido “generalizado”...

24

exercicios marcados com asterisco podem tomar muito tempo e devem ser considerados opcionais.
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Figura 1.9: Nucleo de Dirichlet de ordem 10.

Convergéncia em média.

O nicleo de Dirichlet tem um “defeito” grave de ser na positivo. J4 vimos com a discussdanterior que
este problema pode ser desprezado. Este fato gerou diversas teorias ao longo dos 200 anos de histéria
das sé ries trigonométricas. Uma solucdo interessante para o problema foi dada por Fejér que construiu
um nucleo, uma fungéo positiva resolvendo o problema levantado por Du Bois-Reymond. Como muitos
outros ramos dentro da Analise Harmoénica, vamos ter que que nos limitar a uma referéncia a este tépico,
indicando onde o leitor poderd ler mais a respeito se desejar, [3, pag. 34-36].

O nicleo de Fejé r é obtido em [3] de uma maneira curiosa, mas habitual em livros de andlise
harmoénica. Dizemos de uma maneira curiosa porque ressalta a propriedade mais importante da con-
volugdo. Ja dissemos isto, e mais de uma vez citamos a frase de Shapiro, caracterizando convolugoes
como médias volantes. Se o “ni cleo”for um nicleo “verdadeiro”, (funcéo positiva, de integral 1, com
suporte pequeno), as convolugdes com ele seravalores médios da fungao convoluida. O resultado de Fejé
r é absolutamente natural: conseguiu uma convergéncia em mé dia da série de Fourier expressa como a
convolugdo com um nicleo.

Retornando ao “pseudo-niicleo”de Dirichlet e a sua®® convergéncia em “peseudo-média’para uma
fungdo, vamos estudar o erro pontual desta convergéncia.

Se uma fungdo f for discontinua num ponto x = a do intervalo [—m, 7], mas integrdvel obviamente,

25vamos continuar chamando, como todo mundo faz, D,, de niicleo, o leitor ja deve estar suficientemente avisado

sobre o que isto significa.
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Dy * f converge para o valor médio de f em x = a. Se f for integravel este valor mé dio existe e é dado

pelo limite:
a+%
lim = / F(t)dt
n 2 f 1

Podemos generalizar a expressaacima:

1 a+sp
lim — f(t)dt

Sn 25n

Sn

em que s é uma sucessaqualquer positiva cujo limite seja zero, e agora consideraremos a sucessados
primeiros zeros positivos do nicleo de Dirichlet D,,, s, = %, que converge para zero. Seria inte-
ressante calcular a integral de D,, no intervalo [—sy,, s,] : um programa em Pascal nos d& estes valores
aproximadamente:

/ D, (z)dx =~ 1.178979424175 <« n =500
—Sn

cuja parte decimal nos indica aproximadamente o percentual de erro da “média” calculada com o nicleo
de Dirichlet: a metade de 17.8% ou seja aproximadamente 9% que é valor indicado em [3, pag. 44],
porque, a metade da integral

1.1 4241
/ D, (z)dx =~ M < n =500
0

logo, num ponto de salto, a direita do salto, os valores da fungédo estariam sendo aumentados de apro-
ximadamente 9% o mesmo acontecendo a esquerda do ponto de salto. E isto que se pode constatar
graficamente, demonstramos assim:

23 Fenémeno de Gibbs.

Num ponto de discontinuidade de uma funcdo f que temha desenvolvimento em série de Fourier,
0s polindomios trigonométricos que a aprorimam tem um mdzimo e um minimo locais cuja diferenca €
aprozimadamente 18% maior que o tamanho do salto de f meste ponto, ou equivalentemente, 0s po-
linémios trigonométrico daum salto de cerca de 9% acima do grdfico de f nas vizinhangas de um ponto
de discontinuidade finita.

E uma curiosidade, um detalhe, naconhecemos na literatura nenhuma indicacao sobre uma tentativa
do célculo exato deste erro. Um tal cédlculo narepresentaria nenhuma grande inovacao tecnolégica e
certamente nateria nenhuma consequéncia pratica retumbante, mas poderia ser interessante...

Exercicio 6 1. Fenomeno de Gibbs. Verique que se f: e (t)dt = 1+ €, entdo erro médio de ni * f,
se a convolugdo existir, serd de <% num ponto de salto de f. Se f for continua e també m ni o
for, o erro médio tenderd a zero se “o suporte encolher para um ponto a medida que k crescer”.
Tente encontra uma definicao adequada para a expressdo: “o suporte encolher para um ponto, a
medida que k crescer”

2. Mostre que as relagdes entre os coeficientes “reais”da série de Fourier, an,bn, € 0s coeficientes
“complexos”, ¢, é€:
en = 2(an —iby) <= n>0;
2(an —iby) <= n>0;

8. Mostre que a sequinte forma da série de Fourier

flz) = % + Z agcos(kx — y)

k=1



52 CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER.

, )
€ equivalente a

flz) = % + Z arcos(kx) + brsen(kx)
k=1
com
ar = arcos(0r) ;
br = agsen(Oy) ; (1.59)

ai =ai +b:; tan(6y) = Z—i
O congunto dos coeficientes ax € se chama de espectro de f.
4. Encontre a série de Fourier de
(a) (a) x(-1,11 (b) x(-1,00 (¢) Xp0.1)
(b) (a) Xta,p) (b) X(ap) (¢) Xiab)
5. Encontre a série de Fourier da onda quadrada
fle)=0 <« z¢€[-m0);
{ f@)=1 < z€lon] (1.60)

e da onda

(1.61)
com a = % Qual das duas séries converge mais rapidamente? Tente encontrar uma justifica¢ao
heuristica, faca os grdficos. Filtre as frequéncias altas de ambos os grdficos e compare os resultados.

6. impulsos de energia varidvel ou constante:*® Considere a fun¢do f = X[—0.5,0.5] *X[—0.5,0.5] ¥X[—0.5,0.5]

0 = r<—15

1+ x+0.5(z+0.5)? < z€[-15,-0.5)
flx)=<¢ 1-05(x—-05)2-05x+05)?2? <« x€[-0.50.5)

1—x+0.5(z—0.5)? < x€][05,1.5)

0 < z>15

(a) energia constante: Verifique que se g(z) = af(ax) entdffooo flx)dx = ffooo g(x)dx
(b) Calcule ffooo f(x)dx

(¢) energia varidvel: Calcule f:x;o h(z)dx se h(z) = f(ax)

(d) Calcule os limites das integrais acima quando a :=mn € N.

(e) Interprete graficamente as fungoes dos itens anteriores.

(f) energia varidvel: Calcule a transformada de Fourier discreta (coeficientes de Fourier de
hn(z) = f(nz).

(g) energia varidvel: Calcule a transformada de Fourier discreta (coeficientes de Fourier de
gn(x) = f(/n).

(h) energia constante: Calcule a transformada de Fourier discreta (coeficientes de Fourier de

gn(z) = 5 f(x/n).

26este exerci cio deve ser feito com auxilio de um programa de computacio algébrica ou n’alguma lingua de
programagcao.
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7. dilagdo e translagdo de impulsos de energia constante*” Considere a funcdo f = X[—0.5,0.5]¥X[—0.5,0.5] *

X[-0.5,0.5]
0 ~= r < —1.5
1+x+0.5(z +0.5) < x€[-15,-05)
f(z)=4¢ 1-05(x—05)?-05z+05)? <« x€[-0.50.5)
1 —x+0.5(x —0.5)° < x€[05,1.5)
0 <= r>1.5

. _ 11
(a) Faga os grdficos de hap(x) = af(ax +b) para alguns valores de a,b € Ze, 3 € Z.

(b) Calcule algumas transformadas discretas de Fourier de g(z) = r(x) * hap(x) para g(z) =
X[—m,m + X[—2,2 + X[-1,1-

(c) Faga um relatdrio dos valores interessantes de a,b e dos resultados encontrados.

27este exerci cio deve ser feito com auxilio de um programa de computacio algébrica ou n’alguma lingua de
programacao.
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Capitulo 2

Transformada integral de Fourier.

2.1 Transformada de Fourier de funcoes naperiodicas.

Em dois exerci cios do capitulo anterior, nds discutimos as séries de Fourier de fungdes definidas em
intervalos diferentes do [—m,w]. Vamos retomar esta discussaagora pensando em fungées naperié dicas
e definidas em R. As hipcteses surgird naturalmente durante o trabalho. Faremos um cdlculo que nos
levard ilegalmente a uma integral dupla, mas vai sugerir uma formula importante. Depois legalizaremos
o calculo feito.

Se f: R — R entapodemos estender o método de Fourier para encontrar uma representagao para f
no intervalo [— %, Z]. O uso do nimero % atende a conveniéncias que logo ficardevidentes. Uma mudanca
de varidveis nos permite transformar as férmulas das séries de Fourier para o presente caso, e vamos
preferir usar a formulagdo complexa porque os cédlculos ficam mais simples, além do mais, logo ficara
evidente para o leitor que nem siquer senos e cosenos sao essenciais, mas sim o método que estamos
usando para trabalhar com eles é que é a parte importante nesta histéria. Queremos encontrar os
coeficientes de Fourier relativos ao intervalo [—%, %} e para isto comecemos com a expressade f relativa
ao intervalo [—m, 7] :

Cn = %/ f(ﬁ)exp(—inx)d:c. (2.1)

2
U

na qual fazendo a mudanca de varidvel para retornar ao intervalo natural de f, [—%, %] nos da:

T
7 .
cn=2% [ f(z)exp(—227L)dx ;
%
T
2 ? —in2wx
Cn = % f f(z)exp(=5"%)dx .
3
Assim, se f tiver uma série de Fourier convergente no intervalo [—%, %], entapodemos escrever:
T
N z
2 —in2 in2
r~ 3 [ [ S =T e "3
n=—N T
-3
N o
> lealenp(*HY)
n=—N

e agora se observarmos que para grandes valores de T a fragao 2% representa a medida de um pequeno sub-
intervalo, podemos interpretar a série como uma soma de Riemann associada a uma particdo uniforme

95
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de norma 2% do intervalo [—%, %] em que 2N + 1 é o numero de sub-divisoes uniformes desta particao.
Visto desta maneira temos:

s = [ 1] s@esp-uadenia.

uma integral dupla dependendo de um parametro y e recompondo o valor de f no ponto y. Agora, por
analogia com as séries de Fourier que recompdem o valor de f podemos escrever:

fy) = [7 f(©exp(ity)dt ; (2.2)
F(t) = [, F@erp(—ita)de: 23)

Infelizmente as contas feitas acima s invé lidas para f qualquer mesmo integrdvel na reta o que é
uma pena porque a “integral dupla”’assim resultante sugere um resultado interessante, a tranformada
integral de Fourier:

ft)y= / f(x)exp(—itz)dz.

O método foi manhoso, ele tem a vantagem de ao mesmo tempo fazer surgir uma férmula que
aproveitaremos imediatamente para registrar apesar do método invalido que usamos mas a quem, logo
a seguir, daremos um sentido.

Definigao 10 Transformada Integral de Fourier
Chamaremos de trasnformada integral de Fourier a expressdo:

f(t) = \/% /: f(z)exp(—itz)dx

quando esta integral existir.

A constante \/;27 foi escolhida para tornar alguns calculos mais simples mas se justifica també m por
outros meios, o fato é qualquer constante colocada na frente da integral nao altera suas propriedades de
linearidades. Na ultima seg@o deste capitulo veremos como esta constante se insere naturalmente nos
célculos.

Claramente a classe de todas as fungoes integraveis na reta tem transformada integral de Fourier. O
que nao é correto é dizer que o caminho que utilizamos conduz a esta definigao.

Uma forma de ver claramente o furo 16gico do cédlculo feito acima em forma gené rica é considerar
alguns exemplos que nos vao conduzir a uma saida honrosa na préxima secao.

Exemplo 5 Largura de faixa na frequéncia e no tempo.
Consideremos o sinal f = X[—a,a], @ fungdo caracteristica do intervalo [—a,a]. Entdo

[ee]

2sen(aw)

ﬂm=/&mamm:—77—

Este exemplo mostra uma das razées e um dos problemas com que estaremos envolvidos o tempo todo
neste livro. De um lado uma fung¢do f a suporte compacto cuja integral calculamos escrevendo a ‘varidvel
de integragdo t”para representar o tempo. f é wm sinal limitado no tempo'. Do outro lado a funcio f
cuja ‘varidvel”designamos por w representando a frequéncia

Na linguagem da teoria dos sinais, se costuma entender os sinais f como definidos no dominio do
tempo enquanto que suas transformadas de Foum’erf estao definidas no dominio da frequéncia.

Luma forma nio matemética de falar que significa que a s

1.

uporte compacto na varidvel tempo
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Neste caso temos um sinal limitado no tempo ou ainda com faixa de tempo limitado. Quer dizer a
suporte compacto. A transformada deste sinal nao € limitado na freqiiéncia, ou seja ndo tem uma faiza
de freqiiéncia limitada®.

Em linguagem técnica se fala de band limited sinal e de time limited sinal

Este € um sintoma de defeito da transformada de Fourier. O ideal seria que sinais limitados na
faiza de tempo resultassem em transformadas limitadas na faiza da fregiéncia do ponto de vista de
comunicagoes. Isto vai ficar claro aos poucos.

O curioso, e infelizmente defectivo do ponto de vista de comunicacdes, é que o fendmeno reverso
também ocorre:

Exemplo 6 Sinal ilimitado na faiza do tempo.

Vamos fazer umas contas estranhas! Nao hd erros, mas a justificativa € complicada. Ndo aceite sem
discutir as razdes topoldgicas envolvidas. . .

Seja f =1 a fungao constante para a qual calcularemos a transformada de Fourier.

f(w) = lim [ e ™'t = lim 728671(&1”)

w

Veja os grdficos com a € {5,10}, (fig. 2.2) e (fig. 2.1). Vocé pode observar, sobretudo se repetir os
grdficos, que a medida que o pardmetro a crescer a funcio D, “tende”™ a se aprozimar de zero fora
do ponto w = 0 enquanto que no ponto w = 0 ela tende a crescer indefinidamente. Faca uma uma
“mudanca de varidvel”e verifique que o valor da integral de D, ndo depende do parametro a portanto
todas estas fungoes tem a mesma integral, calcule-a.

Estes fatos todos conduzem a uma situagdo pelo menos interessante, por exemplo, que esta familia
de fungdes poderia ter um limite. .., afinal € uma familia de fungdes “limitadas”, pelo menos do ponto
de vista de energia®.

A questao topoldgica consiste em que este limite ndo € uma fung¢do, mas uma distribuicdo que € uma
generaliza¢do do conceito de fungao que tem o que ver com o que os estatisticos chamam de distribuicao
também. Numa rdpida comparacdo, as distribuicdes completam alguns conjuntos de fungdes como os
numeros irracionais completam os racionais na reta. A “bolha”principal, que contem o centro de massa
de D, cresce em altura e decresce em suporte que tende a se aprozimar do conjunto {0}, um ponto. O
resto da fun¢ao D, tende a se aproximar de zero. No comeco do século um fisico, Dirac, escandalizou
0s matemdticos dizendo que estas funcdes se aprorimavam de uma fungdo que era zero na reta inteira
exceto mo ponto w = 0 onde valeria oo, mas cuja integral seria finita ...o que tem o que ver com a
familia de fungdes limitadas de que falamos acima.

Foi preciso quase meio século para que os matemdticos consequissem colocar as coisas no lugar com
a Teoria das Distribuicdes.

E dificil concluir, mas a funcao f que € ilimitada na faiza do tempo, tem uma transformada de
Fourier limitada na faiza da frequéncia que € a distribuicdo de Dirac do o que mos mostra o aspecto
reverso do outro exemplo.

Estes dois exemplos jogam luz no problema de faixa de tempo e faixa de freqiiéncia em que a
transformada de Fourier estd envolvida. Veja também os graficos (fig. 2.6) e (fig. 2.7) que se se
encontram nas paginas 70 e 71 nos quais vocé podera ver também o grafico do sinal junto com a
respectiva transformada.

2observe que a palavra limitada esta sendo usada num sentido ndo matematico pois f é uma funcéo limitada

Saqui hd uma questio topoldgica. ..
4...outra questdo topoldgica.



58 CAPITULO 2. TRANSFORMADA INTEGRAL DE FOURIER.

14.00 il
12.30
10.59
8.89
7.18
548
3.78

2.07

037—/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

_3-04 T I T I T I T I I\i I .‘ll I T I T I T I T
-7.0 -5.6 -4.2 -2.8 -14 0.0 1.4 2.8 42 5.6 7.0

Figura 2.1: Nicleo de Dirichlet a = 10

2.2 Uma classe de funcgoes onde vale a fér-mula integral de
Fourier.

Os dois exemplos que terminaram a segdo anterior jogaram pesado. Num caso f era limitada na faixa
do tempo, e no outro era ilimitada. No segundo caso f nem era fungao. ..

E se estudassemos um caso intermedidrio? em que f seja “praticamente”limitada na faixa do tempo,
quer dizer, fora de um conjunto compacto a quantidade de energia de f seja despresivel®.

As funcgdes definidas assim sdo as funcdes integraveis em R e o seu conjunto se chama £*(R).

J4 comentamos acima que se f € £'(R) entdo f existe.

Uma desigualdade simples mostra que esta hipétese é insuficiente:

)| < / F@lde = (1]

isto significando que se f for praticamente limitada na faixa de tempo, f serd apenas uma funcao li-
mitada, no sentido da Matematica, o que significa que pode ter muita energia: sua integral pode ser
infinita. Tais sinais ndo sdo nada convenientes. Inconvenientes porque sé interessam sinais que possamos

50 0 centro da questdo serd sempre a quantidade de energia.
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Figura 2.2: Nicleo de Dirichlet a = 5

transformar, leia, codificar, e depois transformar inversamente, leia, decodificar. Dada f qualquer, cal-
culamos, (codificamos) em f mas nao podemos decodificar calculando a tranformada inversa de f pois
a integral correspondente, veja (equagdo, 2.3), pode nao existir.

Os que nos precederam no tempo e na histéria sofreram para descobrir o caminho, mas subindo
lhes nos ombros iremos mais rdpido. Se fizermos uma integral por partes, com a hipdtese de que f seja
continuamente derivdvel, descobriremos quais sao as fungoes, (sinais), que nos interessam:

oo

7 . —itw / —itw
[ s M e,
=00 7 —

porque estamos trabalhando com fungdes integraveis na reta e portanto
lim r)=20
r=z4oc0 f( )

o que também vale para f’ se for suposta integravel na reta. Este resultado toma em médulo toma o
aspecto .

lwf(w)| < (1]l
porque (Vr) (r € R) |e”"| = 1. Se aprofundarmos a hipétese, considerarmos f n vezes diferencidvel,
poderemos repetir a integracao por partes n vezes concluindo que

" f(w)] < IIf™1h
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cuja interpretacao é f descresce para zero mais rapido do que w—ln, porque mesmo sendo multiplicada
por w™, ainda fica menor do que a constante || f]|;.

Chegamos assim a um modelo de fungdo que tem um comportamento com baixa energia tanto f
na faixa de tempo como f na faixa de frequéncia: sdo as fungbes integraveis na reta e com classe de
diferenciabilidade indefinida, que dizemos de classe f € C°°(R), mas que sejam menores no infinito
que % em que P é um polinémio qualquer. Este espaco de fungdes recebe o nome de S(R), e resolve
formalmente o nosso problema de onde fazer transformagdo integral de Fourier com o direito a codificar
e decodificar. Para estas fungoes, os cdlculo que fizemos para obter as equagoes (equ.2.3), pdgina 56, sdo
inteiramente validos.

Definigao 11 FEspaco das fungdes rapidamente decrescentes.
. . . L . (
O espag 0 S(R) € o espago de todas as fungoes infinitamente diferencidveis f tal que hrin f;f)z(z) =0
=100

para qualquer que seja o polinéomio P e a ordem de derivagao n.

E uma obrigacdo mostramos que tratamos de espagos nao vazios. Deixamos o seguinte exercicio para
o leitor se convencer de que existem elementos neste espaco:

Exercicio 7 1. Mostre que g(x) = e € S(R).
2. (a) Faga o grdfico de f(x) = exp(—=5) edeg=f—1

(b) Mostre que hd uma definigao que estende a fungdo definida por g(x) = e:cp(—z%) —1 a reta
de forma que a fung¢do assim resultante seja de classe C°°. Sugestdo, encontre o limite no
ponto problema e use-o como valor da fun¢do no ponto, tornando-a continua.

(¢) Mostre que a fungdo assim definida tem a derivada de ordem m forma % em que P,Q

sapoliné mios. Estime o grau destes polinomios. Mostre que g<”) € zero no infinito. Mostre
que g(") € rapidamente decrescente.

z

(d) Mostre que se P for um polindmio, entio Pg € rapidamente descrescente e assim S(R)
contém pelo menos tantos elementos quanto o conjunto de todos os polinémios.

3. construgdo artesanal de elemento em S(R)

(a) Considere f(x) = exp(—=3) e defina com ela uma fung¢do que seja nula na semireta negativa
e ainda de classe C™.

(b) Chame h a fungdo construida na questdao anterior. Defina ho(z) = h(x — a). Faga o seu
grdfico para alguns valores de a. Mostre que g(x) = hqo(x)h_o(z) € S(R). Calcule o suporte

supp(g).

Observagao 12 Como fazer telecomunicagdes.

Este livro nao é um manual de telecomunicacdes, vocé nao pode esperar que lhe mostremos como se fizeram
as comunicagdes com transformadas de Fourier, (hoje elas nao sao mais usadas para isto, espere a seqgunda parte
do livro para ver o que se usa). Mas logo chegaremos perto de lhe mostrar um pouco da técnica de como fazé-las,
mesmo assim existe um fosso entre saber como fazer e saber fazer... este fosso contém F7 sica, Quimica Fina,
Eletronica e muitos interesses economicos nem sempre dos mais puros, e um governo que aposta em destruir o
trabalho unversitario nos subtraindo laboratorios em que poderiamos chegar mais perto desta resposta, e muitos
“cientistas”que ndo consequem ver o erro que existe em tudo isto.

2.3 Transformadas integrais.

Obtivemos, por um método indireto, um dominio em que se pode fazer a Transformada de Fourier
que é o espago das fungoes rapidamente descrescentes, S(R). Isto estaria 6timo se ndo fosse falar em
fungoes infinitamente diferencidveis que assusta quem ¢é imediatista e deseja apenas ganhar dinheiro
... Nas ultimas se¢bes vamos contornar este problema fazendo corre¢ées na transformada de Fourier.
Nesta segdo vamos estudar o ambiente geral em que transformadas integrais se podem definir sendo a
Transformada Integral de Fourier um exemplo.
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Observacao 13 As mudancgas de “varidveis”.

Uma técnica muito comum em Matemdtica consiste em fazerem-se mudancgas de varidveis. Um exemplo
disto saas chamadas mudangas de coordenadas que ocorrem em Geometria Analitica permitindo que equagdes
bastante complicadas se reduzam a alguma das cinco conicas bdsicas, quando isto for possivel. Outro exemplo
é a multiplicacdo por um fator integrante que explode as equacgoes diferenciais com frequéncia permitindo um
hipdtese que conduza a uma solugdo.

Os dois exemplos citados sa transformacgdes lineares. Associadas as transformacgdes lineares sempre existe
uma “constante”, uma matriz, de modo que a transformacgao linear fica definida por um fator multiplicativo.
Algumas vezes, durante a historia da Matemd tica, foi necessdrio definir uma multiplicacdo adequada para que
as coisas ficassem como descrito acima, foi desta forma que se inventou o produto de matrizes.

Nesta se¢ao vamos estudar um tipo de transformacdo que generaliza as transformagoes matriciais dos espac¢os
vetoriais de dimensa finita. Em lugar de um produto de matrizes teremos uma integral simples ou maltipla. As
integrais generalizam as somas e assim teremos uma generaliza¢ao do produto de matrizes.

Vamos nos especializar em um dos tipos de transformadas: a transformada de Fourier. Primeiro discutiremos
transformadas de forma mais geral, depois, particularizaremos chegando a transformada que mos propomos a

estudar.

2.3.1 Definigao e exemplos.

Um modelo de transformada a que nos referimos é o seguinte:

@ : C([a,b]) — C([a, b)) ; (24
O f—=0(f)=g;
O(f)(y) = [ k(z,y) f(x)de = g(y) ; (2.6)

O espago vetorial de fungdes ndo precisa ser C([a,b]), mas preferimos sempre iniciar do particular
para o geral.

Falando informalmente, a integral na ultima linha acima elimina a “varid vel”z de modo que a tnica
varidvel existente nesta expressaé y portanto ® transforma a funcdo f em outra funcéo g que se encontra
definida com auxilio da integral e da “matriz”k, que recebe o nome de nicleo, ou algumas vezes de
kernel, da transformada integral.

Analise com cuidado cada um dos exemplos abaixo procurando entender o que eles exemplificam. A
notacao algumas vezes assusta, o formalismo é um mal necessario, entretanto, sem ele ndo conseguimos
siquer escrever programas.

1
NN

Exemplo 7 Valores de transformadas integrais.

= fbk (z,3)f(x)dx € R; (2.7)

®(f)(3) = 9(3) = [ k(z,3)f(2)dz € R; (2.8)
®(sen)(t) = h(t) = [* k(z,t)sen(z)dz h(t) € R; (2.9)
P(sen)(3) = h(3) = f k(x,3)sen(z)dr € R; (2.10)
k(z,y) := cos(zy) ; (2.11)

O(sen)(t) = fab cos(zt)sen(z)dx = h(t) ; (2.12)
D(sen)(3) = fab cos(3z)sen(x)dz € R ; (2.13)

Exercicio 8 Transformadas integrais.
1. Considere k(z,y) = 2<dzu)

x
(a) Verifique que k é wma funcdo limitada, determine ||k||oo-

(b) Defina ®(f) = fo% F@)k(t, y)dt e calcule

®(sen), ®(cos), ®(x — ), ®(z — = + z°)
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2. Seja k(z,y) = ¢(y — x) em que ¢ € uma fungdo positiva cuja integral € 1, (uma probabilidade), e
com suporte [—¢, €]. Mostre que se ®(f) = fjﬁ f()k(t,y)dt enta

O / " )y < / () w)dy < | / " )yl
o(f);

3. Qual é o dominio de g =

() = / k() f(2)dz = g(y);

se o nicleo k for uma fungao continua definida em [a,b] x |[c,d].
4. Qual é o dominio de g = ®(f);

() = / k() f(2)dz = g(y);

se o nicleo k for uma fungao continua com suporte [a,b] x [c,d].

5. Verifique que o funcional linear
b
re [ s

transforma a sucessdo
gn(z) = g(nx)
NUMa SUCESSANUMETICa que CONVETge PaTa 2ero, com

0 = r < —1.5

(2/3)(x+1.5)> <« x€[-1.5-0.5)
g(x) =< 1—(4/3)z? < x€[-0.5,0.5)

(2/3)(x —1.5)> <«  x€][0.5,1.5)

0 = r>1.5

Como wvocé analisaria este fato, do ponto de wvista de continuidade do funcional, se ele estiver
definido no espago da fungdes continuas com a norma do sup ?

24 Transformada integral.

O operador definido por

o : C([a,b]) — C([c,d)) ; (2.14)
P:f=d(f)=g; 2.15)
B(f)(y) = / Kz, y) f(2)dz = g(y) ; (2.16)

em que k é uma fungdo continua no retingulo [a,b] x [c,d] é um operador linear continuo
®: C([a,b]) — C([e,d]) ;

na norma || ||so

Do)

A linearidade do operador @ :
B(af +g) = [! k(z,v)af(z) + fg(x)ldz =
= [} k@ w)af (@) + [} k(z,y)Bg(x)de =

=a [Tk y)f(@)dz + 8 [ k(z,y)g(x)dz =
= a®(f) + 52(g)
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A continuidade de @ significa que uma pequena perturbacdo de f corresponde a uma pequena perturbagao de
P(f) relativamente a norma || ||co. Consideremos duas fungdes f, g € C([a, b]):

12(f) ~ @(g)llo0 =
1 f7 k(y) f)de — [7 k(e y)g(@)de]lo =
12 k(,w)(f(@) - g(@))da] oo <
< sup, |f(z) — g(a)|sup, | [ k(z,y)dz |
Se supusermos agora que sup,, |f(z) — g(z)| < € enta:

12(f) = 2(9)llo <
S esupy ‘K(b’y) 7K(0‘9y)‘ S 2eM = ¢

em que M é o méximo absoluto de |K|, K é uma primitiva de k e temos assim

Ve > 03¢ >0 [[f—glle < e = [[2(f) = 2(9)lloc <€

Observagao 14 Melhorando o teorema 24.
Verifique que o passo central da demonstracdo do teorema 24 se encontra nas linhas

|7 k(2 y)(f(z) — g(@))dz]l <
< sup, | f(z) — g(z)|sup, | [ k(z,y)dz |

que faz a magjoragdo da diferenca entre as duas integrais. A Desigualdade de Holder estabelece:

/a @) ldz < § / '\ @)lpde § / lo(e) e Ll

1
q

em particular, como caso um caso particular da desigualdade de Hélder, temos

/ ()9l de < / F@)ldz - ]l

Como os expoentes p,q tem o efeito de “melhorar”a fungdo do ponto de vista de integragdo, sobre
tudo em integrais sobre intervalos nalimitados, e quanto maior for o expoente, pior pode ser a funcdo,
entavemos que a desigualdade de Hélder caracteriza que o produto de fungdes tem uma integral conver-
gente quando f e g se “equilibram”. Pior f, melhor tem que ser g. O pior tipo de fungdo é aquela que
€ apenas limitada, e ai se tem a ultima expressada desigualdade de Hélder indicando isto. Finalmente
observe que podemos re-escrever a desigualdade de Hélder na forma mais compacta:

Fglls < 1 f1lpllg(@)llg
1 1
ptg=1

Com a desigualdade de Holder podemos ter uma expressamais geral para o teorema 24 substituindo
as duas linhas acima por

Ik(f =9l < [[Elloo|I(f = 9)lIn

entapodemos enfraquecer as hipdteses do teorema 2/ estabelecendo que f precisa ser apenas absolutamente
integrdvel e k limitada valendo o teorema com limites nafinitos na integral. A desigualdade de Hélder
pode ser encontrada em [20, parte 2, pag 218].
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Exercicio 9 1. Dada uma fungdo integrdvel f, verifique em que dominio as exrpressdes sequintes
definem novas fungdes integrdveis:

t— /°° f(z)e "dx

t»—>/ f(x)e ¥da
2. Faga o grdfico

t— / g(nz)e™dx

0 = r<—1.5

(2/3)(x+1.5)> <« x€[-1.5-0.5)
glx) =< 1—(4/3)z? < z€[-05,0.5)

(2/3)(x —1.5)> <«  x€][0.5,1.5)

0 = r>1.5

para alguns valores positivos e inteiros de n e faga uma hipd tese sobre o comportamento assintético
desta sucessa. Use um programa de Cdlculo nimerico ou Computagao Algébrica para resolver este
exercicio, vocé assim poderd erecutar vdrias experiéncias usando diferentes valores do pardmetro.

2.3.2 Transformada de Fourier.

A transformada de Fourier®, tem o que ver com as séries de Fourier, na verdade sda mesma coisa em
situacGes diferentes.
Se o niicleo for k(€,2) = e **" o operador integral resultante sera:

T()E) = () = / Fa)e e ds

e se chama transformada de Fourier de f. A notacao f para a transformada de Fourier é um habito bem
estabelecido. Por conveniéncia “tipografica” algumas vezes usaremos F em vez de “circunflexo”.

Como k(&,x) = e~ %® ¢ limitada a transformada de Fourier se aplica a funcées que sejam absoluta-
mente integraveis de acordo com a observagao 14.

A transformada de Fourier ganhou uma aplicagdo muito especial durante a primeira metade do século
20, andlise e sintese de sinais, bdsicamente nas comunicacdes’. Se f for um sinal é funcéo do tempo
t enquanto que sua transformada de Fourier tem como varidvel a frequéncia. Para acompanhar esta
tradicao se costuma escrever a fungéo f tendo como “varia vel”t enquanto que f tem por variavel a letra
grega £.

O estudo de algumas propriedades algébricas da transformada de Fourier conduzem a uma melhor
compreensao da mesma e de algumas de suas aplicagoes.

Derivada e transformada de Fourier.

Vamos calcular a derivada de f :

af _ Fern)—7(®
d_§ = llmh:() .
foo f(x)eii(iJrh)mdz—foo f(z)e *%dx
limp—g —= P’ —o° =
limp—o fjooo f(x) 7e_i(£+h):_e_i£m dx

6a integral de Fourier é uma denominacdo histérica que é preferivel evitar, “integral de M’significa hoje um

método de calculo de integrais, como integral de Riemann, integral de Lebesgue ou integral de Kurzweil-Henstock,
na usaremos a denominagao, integral de Fourier, no futuro.

“embora tenha sido desbancada por outro tipo de transformacéo, o mé todo é intrinsicamente o mesmo com
algumas renovagoes.
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como a ultima integral converge, o integrando é o produto de uma fungéo integrdavel por uma funcao
limitada, entao limite pode entrar na integral:

e—i(§+h)a:75—i§a:

limp—o ffooo flo)—F—"—dz =

e—i(§+h)a:75—i§a:

fix;o f(x) limp—o Y ——dx =
fjooo f(x)(—ix)e*iﬁzdx = —3 f:’ooo :Ef(:c)e*i'smdx

Achamos a tranformada de Fourier da func¢ao = — z f(z) multiplicada por —i. Podemos definir mais
um operador linear que ird simplificar a notagdo anterior além de ser ele mesmo importante:

Definicao 12 Operador linear Multiplicacdo.
Seja M : f— (x— zf(x)). M é um operador linear, e M(f)(x) = xf(x).

Com esta defini¢ao concluimos que

df
— = —iF(M
G = —iFL(D)
Corolario: a transformada de Fourier de uma fungdo apenas integra vel, produz uma fungéo dife-
renciavel.
Vamos agora calcular F (3—’;) naturalmente sob a suposicdo mais forte de que temos uma funcgéo
diferenciavel cuja transformada estamos calculando.

F) = [ f@)e s =
fla)e | % — [ —iéf(z)e " da =
Observe agora que f é integravel sobre R e isto significa que

lim f(x)=0

r=2%00

e como a exponencial e %% ¢ limitada temos entda evaluacio

f(x)e | =0-0=0
portanto
i€ [7, fla)e " dz = igf(¢)
Ainda usando a notacdo do operador Multiplicacdo, temos

%)(5) =iM(f)€) = ief(©)

F(

Estes dois resultados apontam para um “interplay” entre o operador derivada, o operador Multiplicagao

e a transformada de Fourier. Derivadas de ordem superior evidenciam melhor qual é esta relacao, ver
[7, pag.368-369], para uma listagem destas propriedades no caso multivariado.

Transformada de Fourier e translagao.

¢

17 8

A translagdo é uma transformagdo importante porque preserva a “integral usua

Definicao 13 Translagdo f.
Seja f € £ ;€ é um espaco de fungoes localmente integrdveis sobre R, e seja h € R. Definimos
uma nova funcdo fn(x) = f(x — h), a translagdo de f por h .

8usual significa que se usa com grande frequéncia e este é o caso da integral de Riemann. Esta forma de

entender integrais é um caso particular da integral de Lebesgue.
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/ f(x)d:E:/ flx — h)dzx

= ["_ flz—h)e *dzx =
S - h) -@”*hd (@+h) = [, f@ertedo =
e [T flz)e " de = Eih,g]:(f)(ﬁ)

Vamos calcular F(f3) :

A sé rie de Fourier é um exemplo de transformagao integral, veja sua defini¢do no presente contexto:

C(la,b]) — S(N); F: f=F(f)=f =
:(%7(a17b1) (anvbn)v"") 5
(AN () = fu = (an,bn) =
%f;w f(z)cos(nx)dx, = fo )sen(nz)dx) ;
As séries de Fourier sdainda chamadas de transformada discreta de Fourier , a palavra “discreta”faz
mencao a série que aparece em lugar de uma integral. Mas as séries saum tipo de integral...
Vamos introduzir um tipo particular de sinal que vai representar para a teoria um papel semelhante

ao dos vetores mormais para a Algebm Linear, alids, tudo que estamos fazendo é apenas um tipo de
aplicacao da Algebra Linear. Saos impulsos:

Definicao 14 Impulso.
Um impulso € um sinal positivo de energia 1, (leia-se, integral 1).
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 8 Transformada de Fourier de sinais.
Fungées como X[—q,a] = Xa ;0 >0

x(z) = { (1) - 2; %:Zﬂ (2.21)

saexemplos de sinais. Se a = % temos um exemplo de impulso de energia constante 1 durante o intervalo
de tempo [—a,a]. A transformada de Fourier de xo €

F(xa)(&) = fjooo x(z)exp(—ifx)dx =
_f x(z)exp(—ifr)dr = ffal-exp(—igx)dx =

exp(—ifx) |a 2sen(a§)
23 13

—1

relembrando que exp(—ia) = cos(a)+isen(a). A fungdo %(a&) tem uma propriedade de conservacao de
energia: a integral nddepende do parametro a :

fjooo sent(at) dt — fjooo set'r/L((Zt) d(t/a) _

_a foo Se’rtb(t) dt = fjooo se'rtb(t) dt =

a — 00

. . . ~ i t .
e assim, para dois valores diferentes do parametro a, %(a) tem a mesma energia: T.

9este resultado vale apenas para alguns tipos de integrais, vale em particular para a integral de Riemann e sua
generalizacdo imediata a integral de Lebesgue
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6.00

527 -
454 -
381
3.08 -
235
1.62

0.89

Figura 2.3: A funcio sinc com parametro a = 3.

Uma classe de fungoes particularmente interessantes serd a da familia dependente do parametro a:

) sin(at)
sinc(t) = ——= 2.22
(1) = (222)
porque todos os membros desta familia tem energia 1. Se afrouxarmos a defini¢ao de impulso, omitindo
o positivo, teriamos uma familia de impulsos dependendo do parametro a. A ciéncia € com freqiéncia
feita com tais afrouxamentos. . . relembre a observacdo feita anteriormente a respeito da distribuicao de
Dirac.

FEstes cdlculos demonstram o teorema:

26 Unidade aproximada ndpositiva.

A familia a wm parametro
. sin(at
sinc(t) = sin(at)
mt
é¢ uwma unidade aproximada, em outras palavras, uma familia que tem como limite a do quando o

pardmetro a cresce indefinidamente.

Observagao 15 Unidade da convolugdo.
O teorema contém implicitamente o fato de que as convolugoes com os elementos da familia, convergem
para a func¢do f que seria o resultado de 9o * f. A “delta de Dirac”’é a unidade da operacdo de convolugdo.
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Figura 2.4: A fungao sinc com pardmetro a = 4.

num espago “maior”’formado por distribuicées. FEsta é uma forma algébrica de se chegar as distribuigoes, os
espagos de fungoes, em que a convolugdo é tomada como multiplicagdo, sao aneis sem unidade que podem ser
completados, como o0s racionais sao completados pelos reais, se passando a ter um anel com unidade: a “delta
de Dirac”.

Os fatos aqui mencionados nao sao todos dbvios, mas sao bem conhecidos.

Os grdficos (fig. 2.6), (fig. 2.7) sa dois exemplos de sinais quadrados com suas respectivas transfor-
madas de Fourier. Observe que estes sinais quadrados se podem transformar em impulsos se os multi-
plicarmos por uma constante: o inverso do valor de suas integrais. Como a transformada de Fourier é
linear, se pode obté-la para os novos impulsos usando o mesmo fator multiplicativo na imagem.

+ .. . N . . . . ~

Observe que se a for pequeno, %(a) fica lenta, diminuindo a frequéncia. Reveja também a discussdo

feita na se¢do anterior relativamente ao efeito das trasnformadas de Fourier de fungdes com suporte
grande.

Podemos extrapolar o efeito geométrico deste exemplo.A fungao x, tem uma propriedade que permite
estender sua transformada de Fourier a outras funcGes com propriedades semelhantes: seu suporte é
limitado.

Exemplo 9 suporte de uma fungdo. No grafico (fig. 2.6) o suporte da fungdo é o intervalo [—5, 5]
enquanto que no grafico (fig. 2.7) o suporte € o intervalo [—10,10].
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Figura 2.5: A fungéo sinc com parametro a = 1/2.

Observagao 16 Ponto de acumulagcao de um conjunto.

Por exemplo, as raizes de polinémios pertencem ao suporte deles, porque qualquer sucessaque convirja para
uma raiz, se ndfor uma sucessaconstante, serd formada de pontos em que o polinémio serd diferente de zero,
pontos tipicos do suporte, vemos assim que, embora as raizes nasejam pontos tipicos do suporte sapontos de
acumulacao do suporte. Os pontos de acumulagdo nasatisfazem diretamente a defini¢cao dos elementos dum
conjunto, entretanto representando o comportamento assintdtico de sequéncias de elementos do conjunto, tem
que ser considerados no fecho do conjunto que reune todos os pontos arbitrariamente prérimos ao conjunto. A

palavra chave aqui € comportamento assintético para definir ponto de acumulacao.

O gréfico (fig. 2.8) representa uma fungao de suporte limitado, um impulso. Em geral chamamos
de impulsos as fungdes positivas cujo suporte seja limitado, e a integral seja 1, como definimos acima,
mas isto ndé uma unanimidade entre os autores. Com impulso sub-entendem fungbes que representam
um pequeno fendmeno de baixa quantidade energia, e como em geral ndesperamos encontrar, facilmente,

fendmenos com energia negativa, os impulsos sapositivos e a suporte compacto. Vocé pode encontrar

autores se referindo a impulsos de energia ¢, a idéia tem compatibilidade com a nossa: s@o sinais de
energia pequena. H4 quem veja uma gaussiana como um impulso..., tem energia finita, (integral finita),
e se natem suporte limitado pelo menos fora de um intervalo limitado, conveniente a uma determinada
precisa, os valores da gaussiana sadespresiveis, e uma multiplicagado por uma constante adequada reduz
sua integral a 1.

As tranformadas de impulsos, com esta defini¢ao acima, se assemelham ao nicleo de Dirichlet %(at)

no sentido de que suas integrais podem ser obtidas aproximadamente sobre um intervalo limitado porque
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Figura 2.6: 2%(‘“) é transformada do sinal x;

—a,a)

0 que sobrar fora deste intervalo é de pequeno valor.

Observagao 17 Gaussiana é uma funcdo da forma

(z —a)?

z — exp(— =

)

seu limite em oo é zero e sua integral é finita valendo um mailtiplo de /2w, tem exatamente este valor se
b=1.
O cdlculo da integral de uma Gaussiana se faz usando o fato de que exp(—x? — y2) = exp(—z2)exp(—y?)

consequentemente:
o0 o0
/ / exp(—xz2 — y?)daedy =
— 00 — 00
o0 oo
/ exp(—xQ)dm/ exp(—y?)dy =
— 00 — 00

(/ exp(—z?)dz)?

agora a integral dupla pode ser calculada usando-se coordenadas polares:

o0 oo
/ / exp(—z? — y?)dzdy =
—o0 J —c0
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Figura 2.7: 2%(‘"5) é transformada do sinal x;_q , com a =10

o0 s
/ / exp(—p?)pdpdd = 21 =
p0O O=—m

/ exp(—a?)dr = V2r

oo

Exercicio 10 Transformadas de Fourier.

1. (a) Faga o grdfico de

lz| <2 = fl@)=—(r—-2)>*(x+2)?*;
|z —4] <1 = flz)=(z—-3)3*(z+5)7%-1;

0 nos demais casos

(b) Qual o suporte de f ¢

15

(2.23)

2. Calcule as transformadas de Fourier de Xo = X[—a,a) com a € {1,2,10,30} e faca os grdficos

correspondentes.

8. Deduza, usando a linearidade, qual € transformada de fourier de um maltiplo de um sinal: Kxq.

amos chamar de nicleo a um sinal cuja integral seja 1. Verifique que =—xo € um nicleo e calcule
Vi h d 1 [ t [ 1. Ve 21(1

sua transformada de Fourier.
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Figura 2.8: gréfico de um sinal, fungdo positiva a suporte compacto, y = f(z) = ele=1) "2 g(a+1) 72

sin(at)

Encontre a constante multiplicativa que transforma a fungdo de Dirichlet === num nacleo, (ape-
sar que ela tenha valores negativos, o conjunto dos pontos em que ela € positiva épercentualmente
muito maior do que os pontos em que ela negativa, e esta compara¢do percentual aumenta em
favor da parte positiva quando n cresce...)

Procure descrever, (se inspire em alguns grdficos), os limites:
(a) (1) lima—oo F(55Xa) — 0 (2) lime—os F(xa) — do
(b) (1) lima—o F(5=Xa) — 1 (2) lima—o F(xa) — 0
Comente, a partir dos experimentos com o0s nicleos 2_1aXa que se t — f(t) for limitada no tempo,
w — f(w) na serd limitada na frequéncia, de exemplos.
Obtenha numericamente o grdfico da transformada de Fourier da gaussiana x — exp(—xQ).

Calcule a derivada de f em que f € uma Gaussiana e conclua que f € também uma Gaussiana.
Vocé pode encontrar uma Gaussiana f tal que f = f, é um ponto fizo da Transformada de Fourier.

Vejamos mais um exemplo de classe diferente dos outros e de fundamental importancia, é a trans-
formada de Fourier de uma funcao que ndo existe no sentido usual.

Exemplo 10 Transformada de Fourier da exponencial.
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E facil verificar que a transformada de Fourier da funcao x +— e'® nao existe. Entretanto com
frequéncia precisamos de trabalhar com féormulas em que ela aparece. Vamos mostrar que num certo
sentido estendido ela eriste. Para isto tomemos a expressao:

/ ettt (2.24)

—o00

que € expressdo formal da transformada de Fourier da exponencial complexa mas que representa uma
integral divergente. Se, entretanto, multiplicarmos esta funcdo por qualquer fungdo integrdvel, a fung¢ao
resultante serd integrdvel porque esta exponencial é limitada. Considere entdo a segquinte seqiéncia de
equagoes:

]O 7 F(w)eSt e dtcus — (2.25)
_;o} Pt dudt = (226)
Ny P o
- ] o a0 -

\
8

Como estas integrais todas existem, por comparacdo vamos dizer que a transformada de Fourier de
z — €% ¢ a medida de Dirac no ponto & que sé tem sentido de ser pensada como um funcional linear
que pode ser aplicado a uma fung¢do o que corresponde as integrais calculadas acima.

A propriedade seguinte, das transformada de Fourier, ligada ao produto de fungdes, repete resultado
semelhante ao que ja obtivemos no caso da transformada discreta de Fourier.

27 Produto ponto a ponto e convolucdo.

A transformada de Fourier do produto ponto a ponto de duas fungdes é o produto de convolugao das
respectivas transformadas:

F(fg) =F(f)*F(g)

Dem |:

fxg€) = / Fw)g(¢ — w)dw =

= / ( / F(H)e™ " wat)( / g(s)e™ =7 ds)dw =
= /(/f(t)e_itwdt)(/g(s)e_isgeisw ds)dw =

F@®)e Y dt e ds dw =

Il
—g 8
\8

=N
|

8\8

|
3
|
3
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= /g(s)/ /f(t)efitw dte™ dwe "¢ ds =
= /g(s)f(s)e_is5 ds = F(f9)(£)

H4 uma floresta de possibilidades a partir daqui. Ver por exemplo [3, cap. 2,3] onde, de forma muito
resumida, se faz uma descrigdo bem completa das aplicagoes das integrais de Fourier, cerca de 12 dreas
distintas saali cobertas. Vamos nos concentrar numa delas que terd sua sequéncia natural na segunda
parte deste livro.

2.4 Sinais limitados no tempo e na frequé-ncia.

Ja discutimos que uma situacio ideal para sinais seria se eles fossem limitados na faiza de tempo e
simultaneamente também fossem limitados na faiza de frequéncia. Vamos demonstrar formalmente que
tais sinais naexistem: limitados mo tempo e na frequéncia. Ja sentimos isto nos exemplos anteriores.
Mas veremos que podemos ter aproximagoes muito boas dos mesmos, e sobretudo vamos analisar porque
seria importante ter sinais limitados no tempo e na frequéncia. O espago S(R) que descobrimos como
um bom espago onde fazer transformag¢do de Fourier ndo é uma resposta afirmativa para esta questao
de limitagdo na faiza de tempo e na faiza de frequéncia.

Primeiro o que significa sinal? Até agora usamos esta palavra com seu significado intuitivo sem
escrever uma definigdo. Em [8], logo nas primeira pigina, encontramos a atitude corajosa de descartar
uma definicao. E uma palavra mal definida que todo mundo entende... pode significar um dtomo
em matéria de comunicagbes, ou pode significar uma comunicacdo completa. As comunicagdes se devem
decompor, e as formas mais elementares desta comunicacio nos decidimos chamar de impulsos. Portanto
um sinal compoe de uma superposi¢do de impulsos. A indefnigdo em que a prépria palavra se encontra
pode estar ligada a rapidez com que os mé todos envolvendo as comunicagoes evoluem é tal, que a
qualquer momento podemos encontrar uma forma mais simples e elementar fazer comunicagao... Mas
vamos nos fixar em alguma coisa no tempo para construir uma teoria.

Definicao 15 Sinal.

Chamaremos de sinal a wma func¢ao f de quadrado integrdvel em R, isto € tal que sua morma no
sentido de L2(R), ||fl|2, seja finita.
Os impulsos serdassim os sinais 7 de de poténcia total 1'°. Um sinal de poté ncia menor que 1 seria
imperceptivel, e um sinal de poténcia total 1 geraria um “bit”para transmissdes. Estamos usando as
definigdes de [8] apenas usando a palavra impulso para representar os sinais bésicos e deixando a palavra
sinal para representar uma comunica¢do.

Vamos usar as transformadas de Fourier para a analise dos sinais, e vamos definir duas quantidades
a, B, associadas a um sinal f:

fio®= [T 1f()fdt

fi82~ [T 1fOP«

em que a, b santimeros grandes, mas finitos. Se um sinal fosse limitado na frequéncia e no tempo, entaos
nimeros a, b definiriam as faixas de tempo e de frequéncia, [—a.a], [—b.b] do sinal f. Os nidmeros o e 8
sarespectivamente a poténcia total do sinal e a poténcia espectral total do sinal. Um sinal limitado na
freqiié ncia significa que sua poténcia espectral estd confinada ao intervalo [—b, b].

Q

LOobserve que estamos mudando a defini¢io de impulso anterior, antes exigimos que ||n||1 = 1, agora ||n||]2 = 1.
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Suponhamos que um sinal f # 0 infinitamente diferencidvel, seja limitado no tempo e na freqiiéncia:
a = =1. Entéo, para [t| > a

- / FQeap(ictydc = 0

e derivando n vezes dentro da integral temos:

FM@) = / F(OCexp(iCt)d¢ =0 = / F(Q)¢ exp(ict)d¢ =0

Vamos agora escrever:
ft) = f F(Qexp(i¢(t — a))exp(iCa)d =
[ F QIS 9 eap(ica)de =

s el f F(Qexp(ica)ctd¢ =

— Z:ozo %f(k)(a) -0
o0 —a k
— Zk:o f(k)(a)% -0

donde se deduz que f e todas suas derivadas se anulam no ponto a, isto é, se f for limitada no tempo
e na frequéncia, f e todas as suas derivadas se anulam num ponto interior do suporte o que é uma
contradicao com f # 0, portanto f =0

Uma forma intuitiva de ver o que isto significa sai do ponto fixo da Transformada de Fourier, a
Gaussiana. Se uma funcao for maior que uma Gaussiana, a sua transformada de Fourier serd menor que
uma Gaussiana, e vice-versa. Isto mostra que sinais a suporte compacto terd transformadas de Fourier
maiores que as Gaussianas, ndpodendo ser a suporte compacto.

Porque seria importante que os sinais fossem limitados na frequéncia e no tempo? a resposta parece
Obvia, sasinais de energia limitada e com poucas frequéncias para serem transmitidas ou analisadas.
Mas como eles naexistem o que fazer? Desde 1960 diversos pesquisadores das & reas de andlise de
sinais e de transmissade sinais tentaram limitar o sinal sob forma de “enjanelamento”antes de fazer sua
transformada de Fourier. Em suma, comegava-se a concluir que o “defeito”se encontrava na transformada
de Fourier que precisava ser adaptada para lidar melhor com sinais de energia localizada.

2.5 Transformadas de Fourier enjaneladas.

A notagdo musical é um bom exemplo para comecar. Ela informa ao misico que nota, freqiiéncia, ele
deve tocar, em que momento e por quanto tempo, para resultar naquilo que se espera como musica,
resultado final do conjunto dos sinais sonoros com aspecto agraddvel pelo menos para alguns... qualquer
coisa que mude, o momento da emissa do sinal, sua dura¢do ou a fregiiéncia muda a misica. O mesmo
vai se vai dar com uma conversa telefonica ou com a leitura dos dados numa fita gravada. Saexemplos
exatamente semelhantes, apesar de que as técnicas a serem empregadas em cada caso mudem devido
ao tipo de decodificador envolvido, no caso do ouvido humano se diz que hd um aparato especial de
decodificagdo que aponta para um tipo também especial de andlise de sinais, ver [2, pag 22,23] ou [5].

Obviamente que f fornece as informagoes sobre as freqiié-ncias de f, o problema é que a leitura das
informagoes sobre a localizacdo no tempo naé facil, ou natural.

A figura (fig. 2.9) é o grafico da funcéo a suporte compacto, “janela”, g, usada para localizar alguma
informacao em f. Na (fig. 2.10) os gréficos conjuntos das fungdes g, f, fg.
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Figura 2.9: fungdo janela constante 1 no intervalo [—%, %} e nula fora do intervalo [—1,1].

O objetivo do préoximo exercicio é de mostrar-lhe que existem, e como se podem construir, janelas.
Alguns dos exercicios do pacote abaixo jd apareceram anteriormente, e obviamente nao é necessario
repeti-los, eles aqui formam um conjunto integrado para mostrar a técnica de construcdo de janelas.

Exercicio 11 Janelas.

1.

Considere a fungao definida por fi(z) = e" 37 extendida por continuidade com f1(0) = 0. Verifique

que f1 assim como todas as suas derivadas, se anulam na origem e que f1 € uma funcdo de classe
C*(R).

Seja Ho(x) = X[0,00] 0 fungdo caracteristica da semi-reta positiva. Verifique que fa(x) = fi1(z)Ho(x)
é uma fungdo de classe C*°(R).

Defina agora f3(x) = fo(a — ) f2(a + x). Verifique que fs é uma fungdo de classe C*°(R), com
suporte no intervalo [—a, al.

nicleo: Verifique que se n(x) = 3@ entdo n € uma funcao positiva, de classe C°(R), a

[ fs@)de
suporte compacto com integral = 1.

Verifique que existem micleos com suporte arbitrariamente grandes ou pequenos, centrados num
ponto dado a, por exemplo existe um nicleo com suporte de medida € centrado mno ponto a.

Mostre que fn *x g(z)dr = fg(m)d:l; para qualquer funcdo g a suporte compacto e integrdvel.
Mostre que se g for continua numa vizinhanga do ponto a entdo existe existe um nicleo n tal que



2.5. TRANSFORMADAS DE FOURIER ENJANELADAS. 7

3.38

241 —

145 —

0.48 —

-1.45

241 - /

-3.37

530 |/

-6.27 T T T T T T T T T
-3.0 24 -18 12 06 0.0 0.6 12 18 24 30

Figura 2.10: enjanelamento de um sinal f por multiplicagio por uma fungdo a suporte compacto g. Gréafico
conjunto de g, f, fg.

(Vz)(x € C(a) nxg(x) = g(x). Verifique também que se a for um ponto de salto, gt (a)—g~ (a) = d,

entdo n* g(a) = 2. Compare este resultado com o grdfico (fig. 1.2).

2

O significado do enjanelamento representa uma localizagdo no tempo de um sinal que naprecisa ser
limitado no tempo. Definimos enta a transformada de Fourier enjanelada como

Definicao 16 Transformada de Fourier enjanelada.

T () = / F(@)g(a — a)ewdn (2.29)

em que g € uma fung¢do s suporte compacto identicamente 1 sobre “um aberto”do suporte. Ver figuras

(fig. 2.9) e (fig. 2.10).

Esta defini¢ao tem diversos defeitos que é preciso pelo menos discutir. A funcéo a suporte compacto
g naestd particularizada o que significa que existem muitos possiveis “enjanelamentos”, ou ainda que
o “enjanelamento”depende da escolha de g, na verdade na escolha do conjunto aberto. Isto é um fato
que nachega a ser incomodo, a funcdo g tem que ser um amaciamento de uma funcdo caracteristica
como mostra a figura 2.10 afim de alterar f o mi nimo possivel, tem ser diferencidvel para naalterar as
caracteristicas de diferenciabilidade de f de forma muito rude. Enfim hé poucas escolhas possiveis para
g. Voltaremos depois a esta indefinicao. Vamos melhorar a definigdo sob outro aspecto que veremos ser
muito importante posteriormente.
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Na definicdo 16 o que é importante mesmo é o “fator’de translacdo a, entretanto ele pode ser
melhorado para produzir efeitos mais contundentes nesta andlise local do sinal. Por exemplo, se em vez
de

770 = [ 1@t - e s
tivermos

= TER0,G) = [ oo = ma)e s (2:30)

o resultado serd um levantamento acurado do que acontece em volta do ponto a e relativamente &
freqiiéncia (o, para um valor fixo da frequéncia ¢, produzindo assim os coeficientes @, m,-

Definigao 17 Transformada Enjanelada Discreta de Fourier.
Os nimeros definidos na (eq. 2.30) se chamam coeficientes de da transformada de Fourier enjanelada.

O seguinte cédigo do SciLab lhe permite visualisar sucessivos graficos mostrando o efeito do enja-
nelamento. Cddigo semelhante deve funcionar no MatLab.

function [x,yl,y2,y3,0]=fourloc(inicio,fim,a,n)
x = [inicio:0.01:fim], 1lx = length(x),
getf (’janela.data’)
deff (Py=£f(x)’,’y=—x**2 +0.5*sin(4*x) + 3’)

for k=[1:1x],
y1(k)=f(x(k)),
0k) =0,

y2(k)=f (x(k))*janela(x(k)-n*a),
y3(k)=janela(x(k)-nxa),
end,
n1=0.3,n2=0.5,n3=0.7,n4=0.81
plot2d1("onn",x’,[0,y1,y2,y3], [n1,n2,n3,n4])
end,

A equacao deste enjanelamento é:

function y=janela(x)
if x <= -1 then
y=20
elseif and([x > -1,x<=-0.75]) then
y = 8k (x+1)**2,
elseif and([x>-0.75,x<=-0.5]) then
y = —8*%(x+0.5)**2 + 1,
elseif and([x>-0.5,x<=0.5]) then
y=1
elseif and([x>0.5,x<=0.75]) then
y = —8%(x-0.5)**2 + 1
elseif and([x>0.75,x<=1]) then
y = 8% (x-1)**2
else y =0
end,
end,

que precisa se encontrar no arquivo janela.data para ser lido pelo SciLab.
Depois de lidos os arquivos acimas pelo SciLab, vocé pode executar o cédigo seguinte:

for k=[1:10], fourloc(-3,3,0.1,k);end
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para ver um filme dos sucessivos “cortes”feitos na funcao f pelo enjanelamento g.

Concluindo, relativamente & transformada de Fourier nao sinais limitados na faixa do tempo e da
freqiiéncia o que aponta para um defeito desta transformada que mesmo assim, com algumas corregdes,
foi usada por mais de meio século, como suporte tedrico para as telecomunicagdes com o sucesso que
a histéria registrou. Foram as sucesivas corregbes, nesta velha transformada, que abriram caminho
para outro suporte tedrico. Vamos desenvolver na proxima secdo estas corregoes como um método
pedagogico e registro historico que nos colocarao no ponto de apresentar a tedria atual no préximo
capitulo. Seguiremos de perto o método de [2, capitulos 1 e 2].

Nao daremos maior importancia as transformadas de Fourier enjaneladas, porque discutiremos wa-
velets no capitulo 3 que conté m em si mesmo a técnica do enjanelamento. Na ocasido adequada faremos
comparagoes sobre a transformada enjanelada de Fourier e as wavelets.

2.6 O método de Shannon.

A idéia bdsica consiste em substituir F(f) por uma amos-tragem adequada e transmitir esta amostragem
que serd um congunto finito de informagdes. Veremos que esta idéia evoluiu junto com os demais métodos
nas comunicag¢des e na propria andlise de sinais.
Um sinal f agora serd f € £2(R), uma funcao de quadrado integravel. Suponhamos inicialmente que
f seja limitada na faixa de frequéncia [—, 7], (band limited em linguagem técnica). A escolha desta faixa
de frequéncia apenas vai tornar os cdlculos mais simples do que escolhendo [—€, Q], com Q arbitrdrio.
Logo f tem uma série de Fourier convergente:

N

Fw) =Y ene™ (2.31)

—N

em que, por “habito”, escrevemos a série de Fourier de f com sinal “4+” no expoente deixando para usar
o sinal “” na série de Fourier de f!!. com

Cn = 5= fw)e ™ dw = (2.32)
=2 T f(w)e™dw = (2.33)
= %’f(%”j} fw)e ™ dw) = (2.34)
= A f(-n) (2.35)
portanto
on = —— f(—n) (2.36)

Como quase tudo é pura questao de interpretagao, vamos traduzir a ultima equagao dizendo que os
coeficientes de Fourier de f sdo uma amostragem de f sobre os inteiros. Quer dizer que se calcularmos
os “coeficientes de Fourier” sobre nimeros ndo inteiros, racionais por exemplo, poderiamos ter uma
amostragem mais fina de f. Facamos isto escrevendo a férmula de inversao que ja encontramos antes:

1 b R iwt _
f(t) = = / fw)e™ dw = V2me, (2.37)

11 Os sinais tem que ser contririos para que se produza a inversdo, mas é uma questio de “hdbito” decidir onde
colocar “-”.
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Figura 2.11: Aproximagio pela amostragem de Shannon de uma parébola.

para um nimero ¢t qualquer. Como, por hipdtese, f é limitada na freqliéncia sobre [—m, 7] entéo, usando
agora a expansao em série de Fourier de f podemos escrever:

f(t) \/ﬂ Z Cn f eznw Zwtdw = (238)

= =2 =f(=n) [ ™ e dw = (2.39)
= £ Y f(=n) [ e = (2.40)

= 5 (o) " = ¥ () e (241)

Demonstramos assim o

28 Teorema da amostragem de Shannon.

Para um inteiro N suficientemente grande,

sin(wx)
™T

em que D(z) =
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Figura 2.12: Aproximacio pela amostragem de Shannon do “chapeu mexicano”g que tem pouca energia fora

de um compacto,g(z) = (1 — 962)(6_9”2.

Observacao 18 A constante multiplicativa na transformada de Fourier

Aqui podemos ver o que prometemos no inicio do capitulo, que a escolha da constante \/% obedecia a razoes
de simplificacao. Observe que alteramos, com o mesmo objetivo a constante que multiplica o produto escalar
que define os coeficientes de Fourier. Também trocamos a ordem da integral com a da soma o que pode ser
feito porque, por hipdtese sobre f 0s seus coeficientes de Fourier formam uma série absolutamente convergente.
Finalmente concluimos que o valor de f num ponto t qualquer fica determinado por uma amostragem sobre

2

0s inteiros dos wvalores de f o que ja é uma compactacdo de dados embora ndo muito wutil. .. a utilidade vem
ao observarmos que como cp = \/%f(—n), e os coeficientes cn, formam uma série absolutamente convergente,
s

entdo uma quantidade finita deles € representativa do seu conjunto, em outras palavras podemos desprezar f(n)
fora de um conjunto finito, naturalmente cometendo um erro.

Veja nos graficos (fig. 2.11) , (fig. 2.12), (fig. 2.13) como a convergéncia é significativa, mesmo fora
do intervalo n € [—4,4] em que tomamos o pardmetro n para fazer as translagées do nicleo de Dirichlet.

4
No caso da (fig. 2.12) néo é visivel a diferenca entre f e g(z) = > f(n)D(z —n), o caso do “chapeu
n=—4

mexicano”’que tem pouca energia fora do intervalo [—1, 1]. Isto é, quando a fungdo for “praticamente”de
energia nula fora de um compacto, a aproximacao é excelente japara 9 termos. O significado disto para
as telecomunicagoes foi revoluciondrio nos anos que se seguiram a descoberta de Claude Shannon, [18],
em 1949. Com apenas 9 numeros se decodifica muito bem um sinal e portanto a transmissdo destes 9
nimeros contém parte significativa da informagao contida no sinal.
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Figura 2.13: Aproximacio pela amostragem de Shannon de f(z) = 3(9 — 22)sin(2z) — .

Observacao 19 Como se fazem comunicagdes.

Jd o alertamos que chegariamos prozimo de mostrar-lhe a tecnologia para fazer comunicagoes, entre-
tanto, discutimos apenas a parte matemdtica do assunto. Ainda fica muito as margens do assunto que
foge ao mosso conhecimento especi fico: Fisica, Eletronica, Quimica Fina. ..

També m ¢é importante ver de modo critico o numero 9 que escrevemos acima. FEle corresponde
aos experimentos grdficos que vocé encontra feitos aqui. A decisdo sobre quantos termos tomar na
amostragem de Shannon é uma decisao tecnoldgica que estd ligada, entre outras coisas a precisdo com
0s sinais deverdo ser recuperados.

2.6.1 Refinamento da amostragem de Shannon.

Vamos agora retornar & nossa hipdtese inicial sobre a faixa de freqiiéncia [—, 7]. Generalizando, vamos
considerar uma faixa de freqliéncia limitada [—, ], entdo, refazendo o cdlculo na dltima integral,
considerando agora a constante \/% Como f é limitada na freqiiéncia, entdao tem uma série de Fourier
convergente:

Q
flw) = ene™BY =30 A [ f(Qemfid(e™EY = (2.42)

= A= f(ng e e (2.43)
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Aplicando a formula de inversdo de Fourier temos

f6) = = [ flw)e's dw = (2.44)
Q -
=755 J fw)e't ' dw = (2.45)
—Q
@ T .
=7m | s o fng)emarentidw = (2.46)
—Q n
& i X
=g . f(ng) [ B0 dw = (2.47)
n —Q
- Eiwi(n-}—t)
= 53 2 f(0F) Sz oz 20 = (2.48)
= f(nf) i) (2.49)

A dltima sé rie é a expressdo que se conhece como Teorema da amostragem de Shannon que refina

a expressao anterior. O quociente & é a forma mais refinada de obter esta amostragem e é conhecida

como coeficiente de densidade de Nyquist , claro, se conhecermos a medida do suporte de f = entéo
podemos encontrar a melhor forma de tomar uma amostragem de f. O leitor pode encontrar em [2, cap.
2] uma discusséo técnica do uso do coeficiente de Nyquist para obter melhores reprodugoes de f.



84

CAPITULO 2. TRANSFORMADA INTEGRAL DE FOURIER.



Parte 11

Analise nao Harmonica.
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Capitulo 3

Wavelets.

Jad vimos que as séries de Fourier se enquandram dentro do contexto de aproximagao de fungdes, apesar
de que elas tenham sido usadas desde o comego para modelar os fenémenos ondulatorios. Como “apro-
ximagao” de fungdes elas encontraram resisténcia e criticas que produziram muita investiga¢do com o
intuito de entender melhor a o tipo de “aproximacao” representado por estas séries e també m encon-
trar métodos melhores de aproximacdo. Este serd o ponto de partida deste capitulo, a apresentacdo das
wavelets de Haar e de Walsh como os primeiros exemplos de um sistema ortogonal de representagao de
fungades.

As tentativas de encontrar ajustes para a transformada de Fourier conduziram sucessivamente as
transformadas enjaneladas de Fourier, que eram transformadas de Fourier de fungdes cortadas por uma
janela, depois o enjanelamente foi includo no kernel que definia o transformagdo integral. Esta ultima
operagdo abriu o caminho para que senos e cosenos fossem questionados como os nicleos naturais da
transformada de Fourier, nascia a idéia das wavelets. Uma wavelet € um nicleo de um tipo especial que
substitue a funcdo x — €' como nicleo da transformada de Fourier e que agora recebe o nome mais
geral de transformada wavelet. Nesta concep¢do mais geral, senos e cosenos sdo um tipo de ondas.

3.1 As primeiras tentativas.

Haar, em 1910 construiu um sistema de fungdes ortogonais no intervalo [0, 1] modificado por Walsh em
1923:

Definicao 18 Walsh wavelets.

W(z) = X[0,4] — X(1,1] (3.1)

W0y (z) = W(2x); Wii1y(z) = W2z — 1)W1, = W(2z —n) (3.2)
Wia0) = W(4z) ; Wign = W(4z —n) ; : (3.3)
a=(a,a2) ; Wa=WQ2%"2—2); a€Z x Z (3.4)

Se tem assim uma familia de fungoes indexadas na famf lia de todos os multi-indices a = (a1, a2) €
Z x Z.

A primeira coordenada do multi-indice definindo uma poté ncia de dois faz o papel de selecionador da
frequéncia, comparando com as ondas cldsicas de Fourier. Este niimero é um fator de dilatagio/contragao
do suporte e recebe o nome deformado de dilag&o, enquanto que a outra coordenada do multi-indice
responde por uma translagio que leva a andlise para um ponto qualquer da reta.

Os graficos (fig. 3.1) (fig. 3.3) mostram cada um deles uma fungéo f e a aproximagio conseguida
com o sistema de fatiamentos produzido por estas wavelets. Os gréficos (fig. 3.2) (fig. 3.4) mostram
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Figura 3.1: Aproximagao pelo fatiamento das wavelets de Walsh.

as respectivas fungdes cujas aproximagoes foram calculadas. Observe o nimero de coeficientes usados
que se encontra indicado em cada grafico junto com o nome da fungao que estd sendo aproximada. As
fungbes usadas se encontram definidas no arquivo, walsh.data, parte do qual se encontra apresentado
abaixo :

function y=mex_hat (x)
y = exp(-x~2/2)*(1-x"2),
// impqua - funcao caract do [-1/2,0]
function y=impqua(x)
if and([x>=0,x<=1]),
y=1
else y =0
end,
// Walsh wavelets WN troca de sinal, WP eh positiva
function y=WN(x)
y=impqua (2*x)-impqua (2*x-1)
function y=WP(x)
y=impqua (x)
function y = f1(x)
y= 1/(1+x72)
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function y=£2(x)

y = impqua(x)*(2-x72)
function y = exp_nuc(x)

if abs(x) >= 1 then

y=20
else
y=1/(exp((x-1)"2) *exp((x+1)~2))

end

function y =£3(x)

y = impqua(x-2)*sin(x)+impqua(x)+impqua(x+2)*sin(x)
function y = f4(x)
y = sin(x/4)*(4 -x"2) + 3*sin(2*x) + x
function y = £5(x)
y = impqua(x-2)*f4(x)+impqua(x)+impqua (x+2)*f4(x)
function y = £6(x)
y = sin(3*x) + (x+1)°2
function y = £7(x)
y = £9(x-3) + 1/(1+x°2)
// ****x*x impulsos
function y = £8(x)
y = x + 1 + sin(x/5)*cos(x/5)
function y = impl(x)
y = mex_hat (150%*x)
function y = imp2(x)
y = exp_nuc(150%x)
function y = £9(x)
y = (x=3)"2
function y = fala(x)
y = 3xsin(25*(x-1))*impl(x-1)+5*sin(256* (x+3)) *imp1 (x+3)

Os programas de cdlculo numérico que temos ainda sao relativamente deficientes para reproduzir
estes cdlculos. O tempo de médio de processamento para obter os graficos 7?7 e 7?7 foi de 40 minutos.
Para reduzir este tempo de processamento insuportavel ha tres medidas que podem ser tomadas:

e Se definem as wavelets numa linguagem mais préxima da linguagem do processador, usualmente
em C, hd quem o faga no assembler do processador.

e Se construem algoritmos especificos para calcular as integrais possivelmente ja incluindo neles as
defini¢Ges das wavelets que serdo utilizadas, assim como as demais “constantes” do processo de
andlise de sinais.

e Implementar em hardware o algoritmo e as “constantes” que ele envolve.

As duas primeiras “medidas” podem ser tomadas em conjunto o que ird acelerar fortemente o pro-
cessamento. A terceira “medida” é muito mais cara e sé é tomada quando se chega a um algoritmo de
muito boa qualidade. Ela altera a velocidade dividindo-a por alguma poténcia de dez mesmo usando
componentes eletronicos de baixa qualidade. Alids, se ndo fosse assim, as nossas comunicagoes estariam
inviabilizadas.

O “programa” que usamos foi uma variante de:

function [x,0,y1,y2]=walsh(f,inicio,fim,msg)
x=[inicio:0.01:fim], lx=length(x),
dom = [inicio:0.5:fim];ldom=1length(dom)
//Calculo das matrizes N_mat, P_mat relat a WN, WP ver abaixo. walsh wavelets
for i=[1:5],
for j=[1:1dom],
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Figura 3.2: Grifico da fungao fatiada pelas wavelets de Walsh.

// translacao e dilacao
a=2"(i-5), b=dom(j),
N_mat (i, j)=integrate(’f (x)*WN(a*x+b)’,’x’,(-0.5-b)/a, (0.5-b)/a),
P_mat(i,j)=integrate(’f (x)*WP(a*x+b)’,’x’,(-0.5-b)/a, (0.5-b)/a),
end,
end,
// Somatorio para recompor f a partir dos coef de WN e WP, walsh
for k=[1:1x],
0k)=0; y1(k)=f(x(k)); y2(k)=0
for i=[1:5]
for j=[1:1dom]
a=2"(i-5), b=dom(j),
y2(k)=y2(k)+N_mat (i, j)*WN(a*x+b)+P_mat (i, j) *WP (a*x+b)
end
end
end
n1=0.3,n2=0.5,n3=0.8
plot2di("onn",x’, [0,y1,y2], [n1,n2,n3],°121°,°@0Q° +msg)

Observe que o “programa’” espera que a funcdo f que é um dos seus argumentos, esteja definida na
memoéria do Scilab.
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Figura 3.3: Aproximagao pelo fatiamento das wavelets de Walsh.

A funcao integrate é nativa do Scilab e tem uma boa aproximacao. Mas ndo conseguirmos calcular
todas as aproximacGes que desejavamos incluir no texto. Visite o nosso arquivo walsh.data em que as
funcdes estadefinidas e execute, vocé mesmo, algumas experiéncias para se dar contas das dificuldades
existentes. Dificuldades semelhantes experimentamos também com MapleV.

Veja também os graficos (fig. 3.3) e (fig. 3.4) com uma fungéo diferencidvel sendo aproximada. Este
exemplos sdo pouco interessantes, no sentido de que nos interessa aproximar fungdes como “fala”, ver o
arquivo walsh.data, que é, mesmo assim, um sinal muito macio. . ..
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Figura 3.4: A fungdo aproximada pelas wavelets de Walsh na figura 3.3.



Capitulo 4

Dicionarios e processos
adaptativos.

Neste capitulo vamos discutir um método ligado a andlise de sinais. As idéias foram tiradas do volume
15, revista da SBMAC, que foi dedicado as wavelets e suas aplicagdes.

Um fendémeno interessante foi observado: quando pessoas se mudam para um pais onde uma lingua
diferente € falada mas cuja estrutura de pronuncia nao difere fundamentalmente da lingua de origem:
dois paises de lingua latina, por exemplo. O emigrante, durante algum tempo, tem a impressao que as
pessoas a sua volta falam a lingua original. Uma explicagcdo para este fato é de que o cérebro, que em
ultima andlise € quem escuta, procura identificar padrées que tem registrado, na tentativa de rapidamente
compor a informacdo que lhe chega e por algum tempo os padrées que se encontram ativos sdo pedacos
de vocdabulos da lingua original. Sé passado algum tempo é que a base de dados comeca a ser renovada
e o emigrante inicia a reconher os padrdes tipicos da nova lingua.

As telecomunicagdes seqguem um modelo préximo deste, ndo transmitimos a informagdo original
completa mas sim o suficiente para que ela seja recomposta de forma aceitdvel no destino, a partir
de uma base de dados. E esta uma ideia dominante na manipulagdo moderna da informagao.

4.1 O problema de faixas de frequiéncia e tempo.

Mostramos no capitulo 2 que o problema bésico da tradicional transformada de Fourier para anélise
sinais se encontrava na impossibilidade de um sinal ser “limitado” na faixa de freqiiéncia e na faixa de
tempo simultaneamente e vimos uma saida para este problema, o enjanelamento. Neste capitulo vamos
estudar diversas técnicas de analise de sinais que em conjunto produziram a tecnologia que usamos hoje.

A solugao encontrada manipular sinais com rapidez e com eficiéncia se caracterizam por dois aspectos.
O primeiro é uma precisdo extrema é perda de tempo porque a méquina que em ultima instancia vai
analisar os sinais é o cérebro humano e este tira bons resultados de informagoes incompleta. O outro
aspecto é interessante do ponto de vista da teoria Matem4d tica, porque a completa, consiste em usar
vérias bases para expandir um vetor num espago vetorial de dimensdo infinita descartando em parte
a ortonormalidade. Parece que estes dois aspectos estdo intimamente ligados. O segundo minimiza o
defeito chamado redundéncia que primeiro aspecto resolve, cérebro humano separa as redundécias que
sao proéprias do uso de distintas bases para compor o que abaixo se vai chamar de um dicionério.

93



94 CAPITULO 4. DICIONARIOS E PROCESSOS ADAPTATIVOS.

4.2 Busca de coincidéncias: representacao adaptada de
som e imagem.

4.2.1 Dicionario, em vez de base.

A complexidade das estruturas encontradas numa grava-¢ao de sons ou no registro de uma imagem,
exigem que se crie uma repersentacdo adaptada a baixo nivel. Apesar de que um tal sinal seja inteira-
mente caracterizado por sua composi¢do numa determinada base, essa é um conjunto de vetores minimo
que ndo é rico o suficiente para representar de modo eficiente todos os componentes. Alguns tipos de
sinais tem componentes que pertencem a diversas bases, em forma natural, como veremos ao longo desta
secdo, o que torna dificil sua analise, decodificag@ao ou reproducio se mantivermos o principio tradicional
da Matematica, da Algebra Linear, de definir uma base que contém todos os geradores do espago. Por
exemplo, variagbes de imagens que caracterizam fronteiras ou texturas nao encontra uma representacao
eficiente usando-se o mesmo tipo de onda. O mesmo problema se encontra em sinais sonoros onde a pre-
senga de transientes, picos de energia, cuja melhor representagao se dd com “ondas curtas” e harmaénicos
que sao melhor decompostos em ondas “ondas longas” com uma faixa de freqiiéncia curta.

A idéia da das transformadas adaptadas é a de evitar de decompor os sinais apenas sobre uma tnica
familia de sinais bdsicos, uma unica base. Se decompdem o0s vetores entao sobre uma familia de sinais
bésicos que é bem maior do que uma base e que se chama diciondrio.

Esta representacao é obviamente redundante o que é o inverso da caracteristica usual das decom-
posicoes feitas pela dlgebra linear, em que as bases sdo um conjunto minimo, otimizado, de vetores,
linearmente independentes, em que, portanto, toda redunddncia foi inibida.

Outra caracteristica da codificacao x decodificacdo é a necessidade de um uso apenas finito de
palavras de um certo diciondrio porque nao podemos transmitir, nem guardar, uma quantidade infinita
de palavras. Assim um dos objetivos é o de encontrar uma representagao efetiva com um nimero pequeno
de palavras do diciondriot. Um efeito colateral pode ser assim alcancado que o de selecio das palavras
para um diciondrio, e aqui, mais uma vez, é preciso salientar que a pratica tem nos mostrado que ha
dicionérios especificos para as distintas classes de sinais: se a parte mais importante de um sinal for
recuperada a partir de uma quantidade pequena de palavras de um diciondrio, estas palavras devem ser
consideradas como componentes essenciais do sinal.

A redundéncia, entretanto, tem um aspecto explosivo e se pode demonstrar que a busca de apro-
ximagodes otimas é um problema computacional nao polinomial, NP. Para evitar esta explosdo computa-
cional com uma técnica algoritmica chamada de busca de coincidé&ncias que é o nosso objetivo nesta
se¢ao.

4.2.2 A busca de coincidéncias.

Defini¢ao 19 Diciondrio. Um diciondio D = (g)nr € um subconjunto mazimal de um espago de
Hilbert H, tal que ||g4|| = 1.

Relembrando, um subconjunto é maximo num espaco de Hilbert Hquando o conjunto de todas as
combinagoes lineares dos vetores neste subconjunto é denso em H.

Teorema | 29 As bases sao diciondrios.

Para produzir a expansoes adaptadas usaremos dicionarios bem maiores do que as bases e muito
redundantes. Serd a redundéancia que ird nos permitir a escolha das palavras melhor adaptadas a expansao
de um tipo particular de sinal, ou vetor em H.

Definicao 20 Aproximagdo otima. Seja f € H e € > 0, chamaremos de aproximag8o étima a uma
combinagdo linear finita € =Y, rygy tal que ||f — E|| < e
v€D

Lconsideramos importante chamar palavras aos elementos bé sicos de um diciondrio, em vez de vetores.
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Teorema | 30 Se o diciond rio for uma base enumerdvel, num espago de Hilbert, a aproximag&o 6tima

é unica. .' Pela convexividade dos espagos de Hilbert e pela enumerabilidade da base.

Teorema | 31 Se o diciondrio contiver mais de uma base a aproximag8do 6tima ndo precisa ser unica.

Dem |: Suponha que €& = Z Tyg~ € a e-aproximagdo 6tima de f relativamente a uma das bases de H contida
Y€D
no diciondrio. Substitua um dos elementos desta soma por uma sua d-aproximagdo 6tima com & suficientemente

pequeno, relativamente a outra base de H, o resultado serd uma e-aproximag8o 6tima de f também.

A demonstracdo anterior estd obviamente resumida, falta-lhe a técnica de como encontrar § que

consiste em substituir na expressao & = Z 4Gy qual é a substituicdo de um dos elementos da soma
Y€D
por outra soma relativamente a outra base tal que ||’ — f|| < € em que £’ é a nova soma.

Ora, apenas com um dicionério formado de duas bases estas somas £’ se podem fazer indefinidamente,
por exemplo considerando ¢ = %n N Ainda considerando apenas duas bases no diciondrio, e alternando
a escolha da troca de elementos em £’, que agora representa uma certa soma correspondentes a algumas
trocas, o numero de trocas cresce indefinidamente.

O problema é que estas escolhas vao ser feitas automaticamente por uma médquina e temos que
encontrar um algoritmo estabelega o o stopping point, ou por outras palavras, que controle a explosao
de escolhas descritas acima. Para isto o sinal é sucessivamente aproximado com projegbes ortogonais

usando-se o método de Gram-Schimdt:
R} =f=</f,g >q+Rj
em que R} 1 g1 porque

<Ry, <fig1>q >=<[-<fig1>01,< f,01>q >=
<fg > =< f,q > lal* =0.

—~
N =
~—

portanto esta primeira decomposicao é uma soma direta, logo
012 2 2 2
IR = [I£II” =1 < frgr > |* + ||R¢||*.
Podemos minimizar R}lc escolhendo g1 que maximize

<f,91 >2.

Seguimos decompondo agora Ry num processo recursivo usando a mesma condi¢do anterior de mini-
mizacao: < R]Jf,gk.H >2 deve ser maximo, quer dizer em todas as bases finitas? se vai buscar o
elemento que maxime este termo, o valor méximo encontrado define gx+1, por exemplo, sendo selecio-
nando o primeiro que produzir o valor maximo em médulo.
Observe que

f =R}, R},...,R} (4.3)
em que um unico sistema de indices esconde o fato de que houve uma sucessao de escolhas percorrendo
cada uma das partes finitas das bases que compdem o diciondrio finito. Temos

R} =< R} gn > gn + R}
e como g, L R} entdo
n—12 n—1 2 ni2
[RF 1" =1 < Rf " 90 > " + || Rfl
e podemos decompor f até a ordem n :

n—1
B =S - R

k=0

2aqui uma nova definicio, um diciondrio finito se compde de partes finitas, “base finita”, de cada uma das
bases.
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em que cada termo da soma, inclusive o ltimo, estd contido no anterior o que conduz a que tais somas
sejam chamadas de telescopicas:
k41 k
Ry € [Ryl.
Observe que como a soma (eq. 4.2) é uma soma direta, entdo vale a soma dos médulos:

n—12 n—1 2 n2
IR =1l < Rf ™, 9n > gnll” + || RF|

e como como os vetores do diciona rio sao unitarios entao o termo < R:fl,gn > gn poderd ser maximi-
zado e terd norma inferior a de R}L_l ou serd sempre nulo, ndo podendo ser otimizado e logo o dicionario

foi mal constituido® logo a diferenca RY terd norma inferior a R;“l e podemos escrever a nova soma
telescopica

n—1
IR = 11£11° =D II(Rf = REFHIP + [|R}|?
k=0

que combinado com (eq. 4.2) nos d4 a equagdo de conservagao de energia:

n—1

012 2 k 2 2
IRP =[I£II° =1 < Rf,gx1 > > + [|R}]]
k=0

que é uma propriedade tipica das somas diretas. Temos assim uma decomposicdo que nao € linear no
sentido de que faz uso de elementos em distintas bases do espago mas com a propriedade de conservagao
da energia.

Teorema | 32 Convergéncia da busca de coincidéncias.

Se H for um espago de Hilbert com uma base enumerdvel, entdo as somas acima sdo todas conver-
gentes. .‘

Como hd N bases que compoem o diciondrio, entdo podemos considerar todas as possiveis projegoes de f
relativamente a todos os vetores bdsicos e esta nova série tem valor menor do que NJ||f||2.

Exemplo 11 Uso de diciondrios.

Vamos considerar o “sinal” f(x) = (x — 3)°.

A seqiiéncia de figuras (fig. 4.1), (fig. 4.4) mostram a inclusdo da palavra f(z) = (z — 3)? ao
diciondrio usado no Teorema da Amostragem de Shannon, abreviadamente “diciondrio de Shannon”.

Claramente um bom diciondrio para decompor f tem que conter algum polinémio. Cada um dos
experimentos feito aqui tem uma legenda indicativa de como foi constituido o diciondrio utilizado. No
quinto serd usado exclusivamente o diciondrio de Shannon. Nos demais estamos usando uma combinag¢do
conveza de Shannon e “mezican hat” (chapeu mezicano).

Em particular se pode ver que a significagdo de uma palavra nao € absoluta. O uso de distintos pesos
entre apenas duas bases distintas na composi¢ao de um diciondrio, mostram resultados significativamente
discrepantes. No primeiro grd fico estamos um diciondrio composto de tres tipos de bases diferentes.

Comparagao entre os grdficos (fig. 4.2), (fig. 4.3) e (fig. 4.4) mostram que esta “relatividade” tem
o que ver também com o intervalo em que se considera o sinal relativamente ao diciondrio utilizado.
Mostra também a importincia do diciondrio de Shannon. Ver a (fig. 4.5) em que apenas o diciondrio
de Shannon € utilizado.

Os dois dltimos grdficos, (fig. 4.6) e (fig. 4.7) incluem no diciondrio um impulso, (fung¢ao positiva
e a suporte compacto, de energia) que no presente caso é o mesmo que pode ser visto na (fig. 2.9) na
pdgina 76, € um sinal construido com “colagens” de exponenciais. Neles também foi usada a dilata¢do
2 e dilatagdo 1/2 para cada um dos elementos do diciondrio.
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Figura 4.1: Acréscimo de f(z) = (z — 3)? ao “dicionario” de Shannon - ver o coeficiente do f.

Enfim, esta cole¢ao de experimentos mostra que o algoritmo tem que procurar a melhor palavra em
cada base do diciondrio para reduzir a influéncia do residuo Ry.
FEstas experiéncias podem ser repetidas com o sequinte programa no Scilab:

function [x,0,yl,y2]=dicionario(f,inicio,fim,dil,tr,msg)
x = [inicio-0.25:0.01:fim+0.25], 1lx = length(x),
x0 = inicio,salto =(fim-inicio)/tr
for k=[1:1x],
y1(k)=f(x(k)),
0k) = 0,y2(k)=0
while x0 < fim,
y2 (k) =y2(k)+0. 1*f (x0) *sqrt (dil) *dirichlet ((x(k)-x0) /dil),
y2(k)=y2(k)+0.1*f (x0) *sqrt (dil) *mex_hat ((x (k) -x0)/dil),
y2(k)=y2(k)+0.8%f (x0) *sqrt (dil) *exp_nuc ((x (k) -x0) /dil),
x0 = x0 + salto,

3com uma probabilidade baixissima de acontecer R}kl ser perpendicular a todos os vetores das bases finitas

escolhidas
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Figura 4.2: Dicionério usando as palavras de Shannon - e mexican hat. Os pesos sdo diferentes nesta experiéncia
e na seguinte.

end, xO=inicio;
end,
n1=0.3,n2=0.5,n3=0.8
plot2d1("onn",x’, [0,y1,y2], [n1,n2,n3],°121°,°00Q° +msg)

em que f € uma funcao qualquer definida pelo usudrio, inicio,fim sdo os extremos do intervalo em que
o grdfico serd feito e o dominio de validade da soma também. dil € o fator de dilatacdo, tr € um inteiro
que vai dividir o intervalo [inicio,fim] para definir a translagao.

Finalmente incluimos uma colegdo de experiéncias contidas nas (fig. 77), ... que vocé pode analisar
com o0s dados que se encontram registrados na proprio grdfico. O programa acima deve rodar com algumas
modifica¢des no MatLab, foi feito para Scilab no qual rodou. O arquivo dicionario.data se encontra na
area fourier com password fourier no micro Linuz01, use-o e faga suas proprias experiéncias.

Observacao 20 Escolha em tempo real.
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Figura 4.3: Dicionario usando as palavras de Shannon - e mexican hat. Os pesos sdo diferentes nesta experiéncia
e na anterior.

Isto é possivel de ser feito em tempo real porque jd se tem um diciondrio composto de partes finitas de bases
selecionadas por testes construidos historicamente, leia-se: existe uma experiéncia tecnolégica acumulada que ja
registrou quais s@o as “palavras”’mais importantes na codificagdo/decodificagdo dos sinais.

O ponto central desta experiéncia tecnoldgica € a construgcao de um bom diciondrio. A experiéncia indica
que ndo hd wm dnico bom diciondrio. Ver [2, 5] a respeito das melhores wavelets para codificagao/ decodificagcao
da voz humana, a anatomia do ouvido conduziu a uma escolha otimizada neste sentido.

Aqui é preciso compreender que os métodos matemd ticos apontam caminhos, mas a experiéncia prdtica pode
combinar pedacos de caminhos para construir o atalho adequado. E isto que vem acontecendo com a andlise de
sinais. A comparagao natural que pode ser feita aqui é com a expressdo de Shannon, ver (eq. 28), pdgina 80 em
que uma quantidade finita de palavras, translagoes da fun¢ao de Dirichlet, produzem uma boa aproximacao para

sinais a suporte compacto.

Problemas abertos.

A busca adaptada de coincidéncias, pelo fato de usar distintas bases, perde as caracteristicas de or-
toghonalidade ou orthnormalidade dos elementos destas bases que representa a otimizacao nos espacgos
de Hilbert. Portanto se pode tentar uma melhoria na aproximacao ortonormalizando a familia (g, ).
O primeiro problema é o de aumento da complexidade computacional do algoritmo e consequente-
mente de tempo gasto. .
Um outro problema interessante é o estudo do comportamento dos residuos normalizados I:Z:} = Hllzﬁ'

Estudos experimentais tem exibido comportamento caético de R%. O que se sabe é que os primeiros
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Figura 4.4: Dicionério usando as palavras de Shannon - e mexican hat. Um sistema de pesos iguais torna as
bases equipesadas.

valores da sequéncia mostram grande correlagdo com os vetores do diciondrio, depois se verifica um
comportamento cadtico.

4.2.3 A busca sonora.

Vamos nos limitar aqui a andlise do sinal sonoro. Em principio a diferenca entre a andlise de sinais
sonoros ou de imagens reside apenas na complexidade. Um impulso titipico é:

n(z,y) = p(x)p(y)

em que p é um impulso univariado. Se a energia de p for 1, (a norma no sentido de £?), entdo a norma
de n também serd 1, compare com [4, pagina 102].

Para analisar as propriedades locais com respeito ao tempo e a fregiiéncia da fala e da musica, se usa
um grande diciond rio de dtomos de tempo x  fregqiiéncia. O espaco de sinais é L2(R) e o diciondrio é
composto de transformacoes por escala, translaco e modulagio de uma tnica janela g € £L2(R), ver
a pagina 78 e seguintes.

Observagao 21 A independéncia da janela.

Como jd discutimos anteriormente, hd uma aparente indefini¢do no uso da técnica com janelas porque tudo
se passa como se, alterada a janela os resultados se modificassem. Podemos provar, e o faremos no momento
oportuno, que tal troca tem um efeito controlado.



4.2. REPRESENTACAO ADAPTADA DE SOM E IMAGEM. 101

360.2

322.8

2854

247.9

2105

1731

135.7

98.2

60.8

234

'14.0 T I T I T I T I T I T I T I T I T I T
-1525  -12.20 -9.15 -6.10 -3.05 0.00 3.05 6.10 9.15 12.20 15.25
. Shannon puro

Figura 4.5: Uso exclusivo do “dicionério” de Shannon - coeficiente do f.

Tudo se passa de modo semelhante com a definicdo de um nimero real que é dependente, para uso prdtico,
da escolha de uma determinada sucessao de Cauchy, mas finalmente todas as sucessées de Cauchy que definem
este numero real sGo equivalentes entre si. Veremos que a analogia com as janelas € desta natureza.

Suponhamos que a janela g € £L2(R) seja uma fungio real par de norma 1. Consideremos a escala
s, modulagdo de fregqiiéncia £ e a translag8o u e vamos designar por

1 t—u, ;&

v =(s5,4,8) ; gy(t) = Eg( Je's

S

O fator % garante invariancia da norma no espaco £*(R),

7 —u ig
llg~l2 =\/f | g(55")e's [2dt = (4.4)

\/}o |g(t = 5)et2dt = (4.5)

¢ J lg@ese 2t = (4.6)
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Figura 4.6: Uso de um diciondrio com tres tipos diferentes de fungdes. Os pesos diferem entre esta experiéncia
e na seguinte.

T la(t)eiet|2dt = (47)

—o00

|19y 112 (4.8)

em que na segunda integral fizemos a transformagao t := st, da segunda para a terceira integral mul-
tiplicamos e dividimos pelo mesmo fator, da terceira integral para a quarta usamos a invaridncia por
translagao da integral de Riemann, (ou de Lebesgue), fazendo a substituicdo ¢t :=t + % e 4/ = (1,0,¢).
Temos assim uma familia de funcdes indexadas sobre RTt x R? com todos os elementos da familia
tendo a mesma norma de £2(R) igual a do elemento g,,. Com as hipéteses que fizemos sobre a janela
g, a palavra g, se encontra centrada em u, em cuja vizinhanga tem sua energia concentrada e tem
uma altura inversamente proporcional a s. Vamos agora calcular a transformada de Fourier de g,. Como
temos um produto ponto a ponto de fungdes, a transformada de Fourier serd o produto de convolug¢do

£
das respectivas transformadas que vamos encontrar separadamente F (% g(t’su ) e F (elEt).

A transformada de Fourier da ltima funcao é medida de Dirac no ponto % como ja calculamos no
final do capitulo 2, ver medida de Dirac no indice remissivo.

) = (4.9)
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Figura 4.7: Uso de um dicionério com tres tipos diferentes de fungdes. Os pesos diferem entre esta experiéncia

e na anterior.

oo

L / g(t)s —u/s)e”""dt =

S

—o00

g(t —u/s)e” *"™dt =

\/g

( ) —is(t+u/s)wdt _

é\.,S 8\8

=vs [ g
= Ve " / g(t)e™"" dt = V/se ™" F(g) (sw)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Vamos fazer a convolugdo destas duas transformadas. Como a definicdo usual de transformada de
Fourier é via integral temos que adaptar o célculo agora, uma vez que um dos “fatores” é uma medida,
portanto representa uma integral. Calcular integrais relativamente & medida de Dirac se resume a evaluar
a funcao integrando no ponto em que esta medida se concentra uma vez que ela é uma probabilidade.

H4 varios autores que escrevem integrais relativamente a medida de Dirac como integrais no sentido de
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Riemann:
< da, f >= / f(@)da(z)dz = f(a)
Nés queremos calcular
<be,w — seg(s(a—w)) >= (4.14)
= a — /se”"§(saf) (4.15)

é uma fungao da varidvel o uma vez que &, s, u sdo parametros que definem cada elemento do dicionério.

Agora o algoritmo de de busca de coincidéncias adaptadas tem a expressdo dos elementos do
diciondrio relativamente ao tempo, g, € a frequéncia, g, e pode assim pesquisar uma sele¢do de dtomos
que que seja “melhor adaptada” para representar f, f . Parte da tecnologia para atingir este objetivo
consiste em discretizar a familia que compGe 0 diciondrio sobre um conjunto de indices usando poténcias
positivas e negativas de 2, ver [4, paginas 101,102] para mais alguns detalhes. Os mesmo autores pdem
a disposigao dos interessados uma versao computacional do algoritmo, ver [4, pagina 109].

Para fazer um rd pido sumadrio, veja a diferenca entre a técnica usada nos experimentos com di-
cionarios apresentados na sequeqiiéncia de figuras 4.1,..., 4.4 em que houve apenas translagdo. Na fig.
7?7 é o dicionéario de Shannon que se encontra em uso. Nas duas dltimas se usa também dilagoes.
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4.3 Filtros.

Esta se¢@o é uma expansio modificada de [22].

A idéia simples para descrever um filtro é: uma projecdo num sub-espa¢ o. O programa em Pascal
Fourier faz isto de forma bem elementar uma vez que os sinais ali sdo, exclusivamente, polinémios
trigonométricos.

Aprofundando mais o conceito, filtros servem para fazer uma busca qualitativa num sinal e verificar
se nele se encontram presentes algumas freqiiéncias que por qualquer razdo se considere importante
pesquisa.

Exemplo 12 Um exemplo mecdnico simples.

Todo motor mecanico, baseado num eixo em rotacdo, emite ondas mecanicas com uma determinada
faiza de fregiiéncias e se pode descrever com precisdo esta faiza para um motor especi’fico. Captado o
sinal emitido pelo motor se pode verificar a existéncia de freqiéncias fora da faiza de normalidade o que
ird traduzir o tamanho do desgaste dos mancais em que o0s eizos rodam e portanto o momento de parar a
mdquina para manutencdo. Neste caso se vai filtar o sinal para pesquisar a existéncia das freqiiéncias que
indicam o ini’cio do risco. Se elas estiverem presentes estana hora de parar a mdquina para manutencdo.
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Riemann-Lebesgue, lema, 39

ruido, 1

séries de Fourier, 14

séries de Fourier, progrma, 15
Série de Fourier, erro pontual, 51
Séries de Fourier, converg., 31
Scilab, 3, 29

senK, 22

series de fourier, 29, 30

series trigonom., 12

Shannon, amostragem, 81
Shapiro, 48

sinal, 66, 74
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sinc, 67

soma telescopica, 96
sucessoes, espaco, 42

suporte compacto, funcao, 69
suporte duma funcao, 69

telecomnicagoes, 82
telecomunicagoes, 60
tempo e freqiiéncia, 56
Teorema de Fubini, 38
teorema de Parseval, 43
teorema de Plancherel, 44
Teoria das distribuigoes, 57
time limited, 57
topologia, 32
toro unidimensional, 49
tranlacao, medida de Lebesgue, 38
trans. de F. do produto, 73
trans. de Fourier e convolugao, 25
transformada

de Fourier, 18, 21

wavelet, 21
transformada de Fourier, 44, 56, 61, 64
transformada de Fourier, derivada, 64
transformada discreta, 44
transformada discreta de Fourier, 44, 66
transformada enjanelada, 75
transformada enjanelada de Fourier, 77, 78
transformada integral, 60-62
transformada integral kernel , 61
transformada integral,nicleol , 61
transformadas integrais, 62
translacdo, 65
translagao, int. de Riemann, 38
translagao-dilagao, 87
triangular, desig., 35
trigon., polinémio, 12
trigonom. series, 12
trigonométrico, polinémio , 18, 20
trigonométricos, polinémios , 22

unidade da convolugao, 68
unitarios, vetores, 17

vetores unitarios, 17

wavelets, 21



