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Talvez voce nao devesse ler esta introducao agora porque eu
a escrevi depois de terminado o livro.

Mas se voce quiser insistir em ler agora, leia por cima e depois
faca uma nova leitura quando terminar o livro todo, ela lhe vai
parecer mais clara.

Neste livro vou desenvolver trés conceitos:

dimensao, energia, medida.

Estes topicos encontraram uma definicao clara dentro dos
textos cientificos durante o ultimo século, mas eles ainda nao
se tornaram conceitos comuns. Tentarei apresenta-los de modo
elementar, através de exemplos.

O assunto nao é dificil, e até mesmo pode ser apresentado
desta forma que estou encetando, intuitivamente. Tecnicamente
sao todos complexos. Esta aparente contradicao ¢é interessante,
héa varios topicos cientificos que sao simples de serem explana-
dos com a linguagem coloquial, de forma intuitiva, mas que sao
dificeis de serem colocados numa linguagem formal.

Se voceé estiver curioso de ver a resposta do “por que so-
mos prisioneiros da terceira dimensao”, va ao final do capitulo
cinco e leia a ultima frase. Ela responde, infelizmente, dentro
do espirito do capitulo, mas certamente lhe servira de estimulo
para a leitura do resto do livro.

Mas leve a sério o aviso, este livro nao foi feito para ser lido
de modo “normal”, da primeira até a ultima pagina. Salte,
depois volte, leia o que lhe parecer interessante logo, e aos poucos
voceé irda se acostumando com a logica confusa e dialética da
construcao do conhecimento.

Também, tudo que de que trato aqui é cientificamente, ma-
tematicamente preciso, entretanto eu estou colocando conceitos

nao leia
agora a
introdugao...
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sérios dentro de um ambiente jocoso. Vocé nao pode usar este
material para fazer deducgoes misticas e nem afirmar que eu lhe
estaria fornecendo subsidios nesta direcao: os seres que porven-
tura existam em dimensao 4, ou superior, sao defintivamente
inatingiveis para nos, da mesma forma como os que existam em
dimensao 2 ou inferior. Nem eu sei ou posso saber se existem
tais Universos.

Este livro nao vai lhe mostrar o impossivel, vai apenas lhe
mostrar o que é impossivel de ser mostrado! Mas ird mostrar-
lhe que a Matematica pode nos tirar da prisao tridimensional
num sentido muito claro, o de compreender o que é dimensao
e mostrar-lhe que é possivel lidarmos com espacos de “alta di-
mensao” de uma forma abstrata superando a nossa prisao geométrica.

O método

O contetdo sera exposto de modo mais intuitivo do que analitico.
Isto nao quer dizer que tratarei os assuntos de modo impreciso.
Estarei dando todo o revestimento de exatidao que for possivel
para que um leigo a area cientifica possa ler e compreender es-
tas nogoes sem que para isto precise ser um Matematico ou um
Fisico.

As nocoes serao apresentadas diversas vezes de formas que, a
comparacao, com diferentes cenarios em que elas irao aparecer,
lhes fornecerao diferentes visoes o que devera faze-las compre-
ensiveis.

Esta sera a minha técnica para introduzir os conceitos. E a
mesma metologia com que voce aprendeu a lingua materna, pelo
uso. E o uso de um conceito que o torna claro. Como me dirijo
a adultos, nao sera preciso insistir tanto nas repeticoes, mas sera
esta a técnica que empregarei.

Uma excecgao é o capitulo 4 em que me permiti a fazer varios
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calculos matematicos, mas este capitulo pode ser pulado sem
risco para a compreensao do capitulo 5. Vocé também pode le-
lo ignorando as contas, aceitando-as como se fossem verdadeiras.
Para isto procurei deixar o texto independente dos célculos.

Em cada capitulo estarei fazendo referéncias a conceitos que
aparecem em outros. Nao tenha duvida em saltar rapidamente
para o outro capitulo para dar um olhadela. Venca o mito de
que o conhecimento é adquirido de forma ordenada...isto nao
existe.

O Universo se apresenta admiravelmente ordenado, mas o
processo que temos compreende-lo é dialético, feito de “vais-e-
vens”. Adquirimos um conhecimento e, pouco depois, descobri-
mos que ele é parcial ou errado, e o corrigimos, desarumando
todo o conhecimento que tinhamos algumas vezes. Bem pare-
cido com a montagem de um quebra-cabeca em que a colocagao
de uma nova peca, as vezes, nos obriga a reformular toda a
arrumacao ja feita e que parecia perfeitamente logica.

Claro que uma certa ordem algumas vezes ajuda, foi por isto
que numerei os capitulos e a Editora os juntou com esta ordem
para lhe entregar! Mas acredite, as frases foram escritas em
ordem aparentemente absurda, como esta que voceé estd lendo
agora, que foi escrita quando eu estava no meio do capitulo 3.

O contetudo do livro

O primeiro capitulo se dedica aos trés conceitos Dimensao,
Energia e Medida. E uma introducao expandida...

Vivemos imersos em uma determinada dimensao do espaco,
é isto que torna dificil compreendermos o que é dimensao.

E como uma pessoa que nunca tivesse saido do Rio de Ja-
neiro, e, conhecendo muito bem a cidade ouvisse a pergunta:
“tem wioléncia no Rio ?’. Sem dados de comparacao, este ca-

introdugao
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rioca compreenderia mal a pergunta? “Rio ¢ o Rio! a violéncia
da cidade grande lhe € inerentel”, pensaria antes de responder.
Ja tendo passado por uma dizia de assaltos este carioca enten-
deria mal por que se deseja distorcer a bela imagem da Cidade
Maravilhosa com estas histérias de assaltos, coisa tao comum e
tao trivial. “Claro que nao hd violéncia no Rio I’, responderia,
aparentemente, sem titubear.

Este pode ser o sentido de trivializacao de um conceito que o
torna tao dificil de ser entendido para quem vive dentro dele. Vi-
vemos presos a uma determinada dimensao do espaco e isto nos
tira os dados de comparacao necessarios para compreendermos
de uma forma mais ampla o que é dimensao.

Uma outra comparacao semelhante pode ser feita com inércia.
Como vivemos presos a gravidade terrestre, temos dificuldade de
entender a lei da inércia. Mesmo viajando num dos confortaveis
onibus urbanos, quando, repentina ela for aplicada, raramente
pensariamos nesta importante lei preferindo considerar que a
responsabilidade do nosso avanco abrupto para frente é de exclu-
siva culpa do motorista!. O mesmo se pode dizer relativamente
aos demais conceitos que vou discutir neste livro.

O capitulo 2 sera sobre Energia, mas novamente nele voce
vera com frequéncia a inte-relacao deste conceito com os dois
outros. Vou mostrar-lhe que nao é possivel falar de energia sem
falar de massa isto para comprovar que sao dois conceitos que se
confundem. Na auséncia de massa? nao hé energia, e se houver
energia havera massa.

I'Esquecemos nos entao de que as regulamentacoes de seguranca do transporte ptiblico
foram desrespeitadas pela autoridade reguladora ou pela companhia de 6nbus

2Aqui vocé vai se deparar com um conceito estranho para a dimensdo trés: auséncia
de massa, auséncia de energia, volume zero ou area zero.

nao ha
violéncia
no Rio

Energia



A massa é o suporte da energia

A principal razao deste capitulo 2 se encontra na tentativa
de mostrar-lhe a visao limitada de quem vive prisioneiro a gra-
vitacao terrestre... para depois usa-la no proximo capitulo com-
parando com a visao limitada de quem é prisioneiro de uma de-
terminada dimensao, a terceira. Talvez um melhor titulo para
este capitulo teria sido “prisioneiros da gravidade da Terra” para
sublinhar o viés que a forca de gravidade terrestre introduz na
nossa maneira de pensar.

No capitulo 3 vou tratar de “dimensao” e novamente farei
combinacoes entre os demais conceitos. Quero mostrar-lhe que
energia depende da dimensao, esta é a razao do titulo deste li-
vro. Eu nao sei se ha fenomenos energéticos em outras dimensoes
do espaco, mas, se eles existirem, terao as caracteristicas que es-
tou discutindo aqui, uma delas é crucial para nés, a medida
destes fenomenos ou de suas intensidades energéticas é de certa
forma equivalentemente a medida de suas massas, porque a
massa ¢ uma especie de coeficiente para o calculo da energia,
sendo isto que traduz a nossa prisao, como voce vai ver.

Massa (ou energia) ¢ relativa a dimensao

Dimensao é um conceito matematico que é de muito valor
para a interpretacao de diversos fenomenos de outras ciéncias,
aqui vou me centrar nas aplicagoes a Fisica. Veremos que nossa
Fisica é uma Fisica de dimensao tres e assim justificarei o nosso
aprisionamento.

Numa folha de papel, que na verdade é um retangulo mas
comumente consideramos, usando aproxrimacao, que represente

dimensao
e
energia



xi

um pedago do plano, um objeto bidimensional, podemos fazer
simulacgoes simples de espacos de dimensao infinita, mas teria-
mos dificuldade de simular um espaco tridimensional. A figura
(1), pagina xi,

Quatro elementos de
um espaco de dimensao infinita

j*Y)
=
(@)

Figura 1: Quatro elementos num espaco de dimensao infinita

Isto mostra que o conceito de dimensao tem “modelagens”
bastante complicadas e vocé ainda pode encontrar um conceito,
que ¢é diferente do que estou usando neste livro, que é a dimensao
fractal. Possivelmente a forma de entender dimensao na teoria
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das cordas® nao é esta que vocé vai encontrar neste livro.

No capitulo 4 vou discutir medida, este é outro conceito ma-
tematico fortemente depende da dimensao. Vou mostrar que
energia depende do conceito de medida, de um certo tipo de
medida, particular.

O capitulo 5 eu queria que vocé o considerasse uma brinca-
deira. Vou lhe mostrar como a Matematica pode nos levar da
dimensao 3 para a dimensao 4. Ele representa um sumario dos
capitulos anteriores, e por esta razao voce pode saltd-lo sem ne-
nhum prejuizo para a compreensao do capitulo 6. Ele tem um
fundamento matematico e eu até fiz algumas contas tipicas de
um curso de Célculo em duas instancias do capitulo. Mas eu
escrevi o texto para que ficasse independente de sua leitura das
contas, voce pode saltar os calculos sem nenhum prejuizo para
o texto. Mas também pode relembrar o seu curso de Calculo
quando passar pelas contas.

O ultimo capitulo é um pouco desajeitado, esta longe de ser
organizado. Em um certo sentido é como se o tempo da mi-
nha conferéncia ja estivesse terminado mas eu ainda tentasse
deixar algumas perguntas no ar para dar-lhe o que pensar de-
pois que terminasse de ler o livro. Tudo la4 complementa num
certo sentido os temas discutidos nos capitulos anteriores, e cer-
tamente voce ja o tera visitado algumas vezes ao ler os primeiros
capitulos. Eu espero por isso.

Ha muitas coisas que nao sei, isto me caracteriza como ci-
entista... No ultimo capitulo vou estabelecer ligacoes mais
fortes entre os trés conceitos estudados. E o capitulo dos para-
doxos, alguns pseudo paradoxos, outros, auténticos.

comuni¢cao e palavra escrita

3string theory

medida
e
dimensao

paradoxos,
e falsos
paradoxos
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Faco uso dos recursos visuais da palavra escrita para chamar-
lhe a atencao de algumas deficiéncias da conceituacao. Por
exemplo, com frequéncia, usarei o itdlico para caracterizar que
estou usando um conceito impreciso. Haverad muito texto em
itdlico meste livrol E um alerta para que vocé pare e pense.
Quando usar ietra pequena estarei a alerta-lo de que nem toda a ver-
dade esta sendo dita, que estarei a falando de conceitos difusos,
usarei dois métodos para alerta-lo, nestes casos, um deles sera
salientar o texto com a palavra observacao, outro, quando for
uma pequena chamada, usarei notas de rodapé.

Também sublinharei o texto, ou o escreverei em negrito
quando quiser alerta-lo de um perigo... e o livro esta cheio de
ciladas!

Para finalizar, voce, com frequéncia, vai encontrar a frase
“vocé encontra em outro lugar neste texto” indicando um de-
terminado assunto. Procure o assunto no indice remissivo al-
fabético, ao fim do livro. Infelizmente, livros em papel nao sao
tao simples como os livros eletronicos, com links... mas voce
pode ler o livro no disco que o acompanha. La o texto eletronico
contém os mesmos [inks do indice remissivo e vocée pode rapida-
mente chegar nas referéncias com um clique do mouse.

Para concluir tenho o habito de fazer um agradecimento a
um grande numero de pessoas sobre cuja existéncia eu nada
sei diretamente, os membros da comunidade de Programacao
Livre. Meu computador roda Debian/Gnu/Linux o que signfica
uma quantidade imensa de programas alguns dos quais eu faco
uso direto, como de editores de texto, programas de imagem,
linguagens de programacao, navegadores para Internet. Tudo
que pude aprender nos ultimos 15 anos se deve em grande parte
a este grande esforco comum do qual eu sou também um membro
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feliz.
Tarcisio Praciano Pereira Sobral, quarta-feira, 13 de Julho de
2011



Capitulo 1

Dimensao, energia e medida

dimensao, energia, medida

Neste capitulo vou brincar com os trés conceitos que formam o objetivo
deste livro: dimensdo, energia, medida. E a minha forma de introduzir
conceitos nada faceis porque mexem com a nossa propria esséncia fisica.
Eles fazem parte da linguagem do nosso dia a dia e, mesmo assim, tém
um uso cientifico muito bem definido sem estarem dissociados dos seus
significados linguisticos e este é um problema para o entendimento pela
confusao entre o sentido cientifico e o sentido popular de uso da lingua.
Vai ser preciso, entretanto, combinéd-los de varias maneiras para que eu
possa transmitir-lhes o sentido mais amplo destes conceitos.

Considere este capitulo como uma apresentagao destes conceitos. Nele
estou mostrando e exercitando-o na compreensao de suas interde-
pendéncias e apresentando-lhe uma colecao de exemplos, situagoes, em
que eles aparecem naturalmente na nossa vida.

1.1 Dimensao e energia

E muito comum falar-se que uma folha de papel “representa”
um plano e portanto da uma idéia de dimensao dois. Nos vive-
mos num mundo tridimensional e uma folha de papel também
é um objeto tridimensional: tem altura, largura e espessura. E
tridimensional tudo que tenha trés dimensoes, altura, largura,
profundidade. Portanto, ver uma folha de papel como um ob-
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jeto de dimensao dois é apenas uma aprozimacado da realidade!.

Sempre fazemos aproximagoes da realidade! Longe de ser isto
um defeito, é uma necessidade que precisa ser desmistificada.
E a solucao positiva dos problemas de entender, descrever ou
transmatir uma realidade muito complexa com uma quantidade,
relativamente pequena, de informacoes.

Exemplo 1 Se aproximando da sequnda dimensao. Considere
a sequinte experiéncia.

Laminar seguidamente uma folha de plastico verme-
lha para reduzir-lhe a espessura.

Aparelhagem necessaria: um laminador, um aparelho que serve
para cortar uma lamina em duas ou mais laminas de menor es-

PESSUTQ.
Vamos aqui reqular o aparelho para sempre obter outras duas
laminas com a metade da espessura da primitiva. Obviamente
se trata de um aparelho de altissima tecnologia possivelmente
nem sequer construido pela indistria, talvez existente apenas em
experiéncias abstratas, coisa tipica de matemdtico.?

Mas sua imaginacao facilmente o poderd acompanhar como
se vocé estivesse em um laboratorio de ponta. Alids, o simples
facto de que vocé esteja lendo este livro ja indica que vocé € um
ser imaginativo... disposto a percorrer os meandros complicados
da ciéncia.

Faca de conta que estd na frente de um laminador...

Com um laminador podemos reduzir a espessura de uma fo-
lha de pldstico diversas vezes. Hd um limite ao qual a propria

Lcoisa que fazemos o tempo todo, inclusive quando vemos televisdo ou falamos ao

telefone...

2Para quem teoremas de existéncia sao os teoremas mais valorizados. Nao perdemos
muito tempo com a realidade, nds a construimos, abstratamente, quando precisamos dela!
E funciona, sem deixar residuos perigosos!
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maquina se encontra presa, por exemplo a ‘resolucao” da la-
mina que corta, ou do feixe de raios laser que pode substituir a
l[amina em algum dos nossos aparelhos mais avangados aqui no
nosso laboratorio abstrato de ponta, gentilmente financiado pela
FUNCAP.

O que vocé vai observando, e € este facto que me interessa
aqui, a folha de pldstico é fortemente vermelha inicialmente.
Cada nova folha obtida do laminador var se tornando rosa e
pouco a pouco parece se tornar incolor.

Na verdade chegou ao limite de nossa percepcao visual de
cores.

Observagéo 1 Cores, espectro

Porque, cor € o resultado de uma sensacgao dtica, efeito produzido mo cérebro depois
que as células da retina receberam uma certa quantidade de radiacdo eletromagnética com
caracteristicas que chamamos de luz, examine na Wikipedia a definicao de luz e de cor
[18]. Luz € a radiagao eletromagnética que nossos olhos podem perceber (dentro de uma
faiza comprimento de onda e dentro de uma faiza de frequéncias).

Vocé certamente jd fez aquela experiéncia de decomposi¢ao da luz com um prisma.
A luz € feita de ondas (tem gente que diz que ndo e algumas vezes eles também estao
certos...).

Cada uma dessas ondas tem um comprimento especifico que caracteriza uma deter-
minada cor béasica. Sdao muitas as cores, milhoes, trilhoes... mas para a nossa percep¢ao
visual trés cores bdsicas chegam e um prisma de base triangular decompoe a luz solar
nestas trés cores bdsicas.

E o que acontece na TV ou no video do computador ou num projetor de imagens,
desses de trés canhoes de luz, um para o vermelho, outro para azul e outro para o amarelo.
O resultado € uma combinacdo de trés imagens idénticas, produzidas pelos trés canhdes em
que o comprimento ou frequéncia de cada uma das cores basicas € alterada para produzir
em nossa vista a sensacdo das distintas cores.

Como a folha de pldstico estda perdendo matéria, entao ela
cada vez filtra menos luz que, para seus olhos, corresponde a
visao de uma cor vermelha cada vez menos intensa até que,
chegando ao limite de sua capacidade de percepcao, vocé tem
a impressao de que a folha € incolor. Ela estd deixando passar
praticamente toda a luz.
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A folha de plastico perde energia a cada passagem pelo lami-
nador porque perde massa.

Os dois conceitos sao dependentes: massa, energia.

Precisamos somente de um dos dois, o outro se pode deduzir
do primeiro. Claro, nem sempre é facil transitar de um para
outro, por isto usamos os dois nas conversas do dia-a-dia, ou
nas aplicacoes.

Os dois conceitos, energia e dimensao sao independentes. O
que noés veremos € que existe uma formulacao, ou melhor, uma
instancia tipica de energia para as distintas dimensoes do espaco.
O que voceé viu acontecer no exemplo acima, foi apenas que sua
capacidade de percepcao da cor ja nao pode mais perceber as
emissoes de luz na frequéncia que voce identifique como uma
determinada cor.

Digamos, por um defeito® do seu aparelho ético, é isto que
se chama de sensibilidade, do olho humano, ao espectro o6tico.
Como também existe uma sensibilidade do ouvido humano ao
espectro sonoro. Fora de uma certa faixa de comprimento e
frequéncia, ou deixamos de wver ou escutar, nao percebemos o
sinal emitido.

ObSGI‘V&(}éO 2 FEspectro e percepgao

Um exemplo bem conhecido desta questao de sensibilidade a uma parte do espectro é
o ruido que os morcegos fazem e que nds nao percebemos.

Os morcegos emitem um sinal sonoro que os guia em lugar da visao que eles quase nao
tém. Enquanto que recebemos o reflexo da luz nos objetos para nos guiarmos em mossas
caminhadas, 0os morcegos emitem sinais sonoros cujo reflexo nos objetos os informam do
que tém pela frente. FEste sinal sonoro € emitido a uma tao alta frequéncia que o nosso
aparelho auditivo nao consegue perceber.

De forma idéntica hd ondas luminosas que nao percebemos com nossos olhos, mesmo
algumas que nos podem ferir ou queimar a pele, como é o caso de certos componentes

da luz solar, quando o Sol se encontra préximo da vértical, relativamente, a Terra, (ou
quando os raios solares atravessam um buraco da capa de ozénio).

3em absoluto ndo queremos corrigir a natureza, a palavra “defeito” aqui tem a co-

notagao de possibilidade.
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Fora do espectro que nossos olhos podem perceber, nés nao enchergamos. Fora do
nosso espectro de audi¢ao noés nao escutamos.

Eziste uma graduacdo de intensidade na medida dos fenomenos: ndés vemos ou escu-
tamos dentro de uma faixa de frequéncia.

Ainda tem cor na folha de pldstico, porem a luz que incide sobre ela € filtrada de
forma insuficiente para transportar até os nossos olhos a informagdo sobre a cor que o
nosso cerebro possa reconhecer.

A folha perde massa porque se aproxima de um objeto de
dimensao dois. Uma das dimensoes, a altura (ou a espessura),
esta sendo diminuida sucessivamente no processo de laminagao.

Assim chegamos a idéia de que os objetos de dimensao dois
tem massa zero relativamente a nossa massa tridimensional.
Embora muitas vezes laminada, a folha de plastico contintua
sendo um objeto tridimensional, portanto nunca tera massa nula,
mas tera cada vez menos massa. Ela, na verdade, tem massa
de cada vez menor ao ponto que nao pode mais enviar-nos o
correto comprimento de onda que nos permita identificar uma
determinada cor. Sem capacidade de filtragem ela estd deixando
passar quase toda a luz: esta € a nossa sensacao.

Voce tem que prestar atencao a uma idéia eu estarei usando
neste livro o tempo todo: aproximacao. Com esta experiéncia
que acaabamos de executar obtivemos uma aprozimacao de um
objeto bidimensional.

Como somos prisioneiros da terceira dimensdo nao nos é
possivel construir um objeto de massa zero, porque ele perten-
ceria a uma dimensao inferior anossa.

Se conseguissemos continuar este processo indefinidamente,
terminariamos por obter uma folha de plastico de dimensao dois,
mas que seria também impossivel de ser percebida: porque nao
teria “energia” para filtrar os raios de luz. Nem sequer a sen-
tirifamos entre os dedos, pela mesma razao: ausencia de “massa’
que produzisse efeitos sensiveis sobre os nossos nervos que per-
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cebem e conduzem a informacao do tato.
Os objetos de dimensao dois tém energia nula é a consequéncia
do exemplo 1.

1.2 Massa, energia e volume

Terminamos a secao anterior afirmando que a “energia dos
corpos bidimensionais é nula, seria nula”.

Estd, errado! o correto é dizer que eles tem energia nula,
relativamente a terceira dimensao.

Na experiencia de laminacao da folha de pldstico, a folha que
estd sendo laminada, estd perdendo massa ou energia? ou am-
bas?

Com esta questao remontamos a Arquimedes e o seu famoso
banho de imersao no qual ele descobriu a solucao do problema
da liga de metais na coroa do rei.

Se conta que Arquimedes teria recebido a incumbeéncia de
verificar se o ourives da corte nao estaria enganando o rei com
uma liga pobre em ouro na coroa real. Arquimedes nao sabia
como resolver o problema, naturalmente, sem desfazer a coroa,
quando observou, tomando banho em uma banheira, que seu
corpo recebia de baixo para cima um empuxe da massa d’agua.
Dai, com sucessivas experiéncias, ele deduziu que a massa de
um corpo corresponde um coeficiente multiplicativo do volume
que este corpo aparentemente ocupa em um determinado meio,
neste caso a agua.

Chamamos a isto de coeficientes especifico de massa*. A
agua, por convencao, tem coeficiente especifico 1. O coeficiente
especifico do chumbo é maior do que o da agua.

4densidade especifica é a denominacio técnica
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Exemplo 2 Coeficiente especifico

Este € o principio em que se baseiam os submersiveis, ou
melhor, os navios, em geral. Um ndvio nao afunda porque seu
coeficiente especifico € menor do que o da dgua.

Os submersiveis tem tanques que, ora se enchem d’dagua, aumentando-
se, assim, seus coeficientes especificos, eles afundam, ora a dgua
¢ expulsa dos tanques e eles voltam a ter densidade inferior a
da dgua e voltam a superficie.

Seus coeficientes especificos, com os tanques cheios, devem
ser praticamente iguais ao da dgua de modo que eles nao fiquem
tao pesados e possam ficar suspensos com uma pequena forca
dos motores, em vez de ir ao fundo.

E este o mesmo principio usado na distilacao do petroleo,
cujos componentes se subdividem em distintos niveis, por densi-
dade especifica, sendo possivel separd-los entao.

Massa e energia sao dependentes. Os fisicos buscam alucina-
damente a formula de transformar massa em energia®. A massa
é o suporte® da energia. Examinemos alguns exemplos que nos
podem ajudar a compreender a ligacao entre massa e energia.

Exemplo 3 Quantidade de movimento.

Uma locomotiva tem mais massa que uma bola de futebol,
assim € mais dificil’, parar uma locomotiva do que parar uma
bola de futebol se ambas estiverem a mesma velocidade.

O estrago que uma locomotiva pode fazer é usualmente muito
maior do que uma bola de futebol poderia fazer. Ora, estrago
sendo,

de maneira total e de forma confidvel, segura...

6Esta palavra tem um sentido matemético mais profundo do que sua significacio na
linguagem coloquial e aqui vale nos dois sentidos.

"Precisa de mais energia.
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e uma consequéncia da quantidade de energia empregada,

e isto significa que locomotiva estraga mais do que a bola,
estando as duas a mesma velocidade;

e entao a locomotiva tem mais quantidade de energia, mesmo
estando parada, e isto tem um nome, inércia.

Estou me referindo a um conceito da Fisica chamado quantidade
de movimento® que é uma transformagdo de uma outro “es-
tado” da energia, a energia cinética.

O que provoca o estrago € a quanti-
dade movimento.

Poderiamos fazer com que a bola de futebol produzisse o mesmo
estrago que locomotiva, se a fizessemos ter a mesma quantidade
de movimento que a locomotiva. Para isto seria preciso que a
bola adquirisse uma velocidade espantosa com um gasto muito
grande de energia, porque ela tem pouca massa.

Ao mesmo tempo seria muito dificil de dar-se a locomotiva
uma velocidade muito grande, porque ela tem muita massa e
consequentemente muita inercia.

A massa € um impecilho ao incre-
mento de velocidade. A massa € o
coeficiente inercial de um objeto.

Mas, observe, para produzir o mesmo estrago € preciso gastar
a mesma quantidade de energia, seja com a bola ou com a loco-
motiva. Para que uma ou a outra adquira a mesma quantidade
movimento € necessdrio gastar a mesma quantidade de energia.

8Também chamado de momento.



CAPITULO 1. DIMENSAO, ENERGIA E MEDIDA 9

A locomotiva oferece mais tmpecilho ao aumento de veloci-
dade, porque tem mais massa que a bola de futebol. A bola ofe-
rece menos resisténcia ao aumento de wvelocidade, porque tem
menos massa.

Vemos assim que a massa € aquilo que provoca num corpo a
sua resisténcia mator ou menor ao aumento de velocidade.
ObSGI‘V&(}éO 3 Massa, energia, inércia

Embora literalmente verdadeiro, podemos imprimir a bola de futebol uma quantidade
de movimento igual a da locomotiva, na prdtica isto vem a ser dificil de ser feito. Fste
fato simples ilustra a dificuldade de transformacao das formas de energia.

Também ilustra o conceito de inércia. Ndo precisariamos deste novo conceito, ele é
consequéncia da massa. Tendo mais massa, tem mais inércia. A diversidade dos conceitos,
entretanto, responde a forma como diferentes individuos compreendem os fatos cientificos.
Falamos em inércia no repouso querendo dizer a rea¢do a entrar em movimento, e tem
mais inércia quem tiver mais massa. Falamos em inércia no movimento e, eratamente
também, tem mais inércia no movimento quem tiver mais massa.

Para efeitos prdticos vemos energia sob diversas formas e grande parte do nosso tempo
e do nosso trabalho € gasto na transformacdo da energia entre estas distintas formas

para conseguirmos um. efeito ou outro® Luz, para vermos, calor para cozinhar ou para
transformar em energia cinética, sao exemplos do cotidiano.

Exemplo 4 A nércia no espaco.
Os técnicos de programas espaciais sentem com muita clareza
0s conceitos de massa e inércia. Eles se encontram

e inércia em um meio de gases extremamente rarefeitos, por-
tanto com wviscosidade® quase nula, praticamente ndo hd
atrito.  Viscosidade é aquilo que o impede de se mover
livcemente dentro dagua, numa piscina comparado com a
facilidade que vocé tem para se mover fora da piscina. Em
outras palavras, a viscosidade da agua ¢é maior do que a
viscosidade do ar. FEste atrito é consequécia da energia in-
termolecular. No espaco, em orbita, esta liberdade € quase

9Com perdas de energia também considersveis.
10A viscosidade é o indice que descreve a quantidade de energia intermolecular num
fluido (liquido, gas).
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total, pois a quantidade de fluido € quase nula e consequen-
temente a energia intermolecular é quase nula.

mércia submetido a uma pequena gravidade. Gravidade
sempre existe, em qualquer lugar do Universo, por exemplo
a forca gravitacional da estacao espacial ou de uma estrela
distante. Um astronauta que saia da estacao espacial, se
encontrara livre na esfera cuja raio € a distancia da estacao
ao centro da terra. Se ele nao estiver preso por um cordao
a estacao e cometer o erro de dar wm empurrao na estacao,
ambos'' se deslocardo, em sentidos contrdrios, livremente
em cima da superficie desta esfera e o astronauta possi-
velmente estaria perdido e morreria, como consequéncia
da inércia no movimento, claro, haveria a possibilidade de
que ele sequisse em perpendicularmente a estacao sobre um
circulo maximo retornando do outro lado, mas para isto
deveria ficar imovel, sem mezer bracos, pernas ou cabega...
pacientemente. Uma pequena viagem de algo em torno de
2.500 mil quilometros com o risco de voltar em um mo-
mento que a estacao nao esteja no ponto certo! O astro-
nauta estaria herdando a velocidade que estacao, EEI, tem
em orbita, por inércia, mas qualquer erro na perpendicu-
laridade do seu trajeto poderia ser fatal para retornar ao
ponto certo. FEu deizo esta historia para wvocé, isso estd
longe de ser verdade! Leia na Wikipedia a respeito da FEI
para descobrir que a orbita ndo € (e nem poderia ser) circu-
lar, por exemplo. Depois o astronauta fora da EEI deixza de
atender as condigoes para estar em orbita em conjunto com
a estacao. Sitmplificando, é melhor que ele nao se arrisque
num passeio deste tipo!

HPela acao e reacao, estacio e astronauta se deslocardo em sentidos contrarios...
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e nao ¢ chamado inércia, se chama conservacao da energia o
espaco sitderal funciona como uma garrafa térmica, um pedacgo
de material de cor preta, armazenard, sob forma de calor,
a energia do Sol a ponto de queimar quem nele tocar inad-
vertidamente. Awviso, no caso de vocé se incorporar a tri-
pulacao da EEI, nunca deize uma ferramenta fora da caixa
branca de ferramentas.

Um dos problemas que os técnicos de estagoes espaciais tem
€ o de parar objetos em movimento:

1. Dar, a um mdodulo espacial, movimento, para levd-lo ao
encontro de outro.

2. pard-lo para que nao ocorra uma colisao desastrosa entre
0os modulos, pequenas colisoes sao tnevitdveis, esperadas e
suportdveis.

Observe que € preciso fornecer aos objetos pequena quantidade
de movimento, energia, para que se 0s possa parar também com
pouca energia.

A acao e reacdao fica muito visivel fora da gravidade de um
corpo grande como a Terra. Fora, no espaco, se vocé bater numa
bola de ténis de mesa, vocé também wvai ser deslocado para o
outro lado, a bola mais rdpido, porque tem menos'?
que Voce.

A bola de tenis tem menos inércia do que voce.

massa do

1.2.1 O conceito Newtoniano de massa

Em “PhilosophieNaturalis Principia Matematica”, Newton
coloca como definicao primeira: a medida da quantidade de

12Compare com o que eu disse a respeito da locomotiva e da bola de futebol
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matéria resulta conjuntamente de sua densidade e de seu vo-
lume'® ?7. Prosseguindo, diz: ... a essa quantidade de matéria
me referirei daqui por diante como corpo ou massa'*.

No conceito Newtoniano, o produto de dois coeficientes da
matéria, volume e densidade relativa é a definicao de massa,
entendo-se que a unidade de massa fica padronizada'® conside-
rando a agua como padrao.

Este coeficiente, densidade relativa, foi sendo obtido experi-
mentalmente ao longo da histéria com seus valores sendo corrigi-
dos a medida que a tecnologia permitisse medidas mais precisas.
E um conceito experimental no sentido em que os valores foram
sendo estabelecidos através de experiéncias com distintos tipos

de material.

1.2.2 Massa e teoria da relatividade

Na teoria especial da relatividade se conclui que, ao ganhar ve-
locidade um corpo parece “adquirir mais” massa, relativamente
a um observador que se encontre parado relativamente ao corpo
que ganha velocidade.

Mas, como adquirir massa, se aceitarmos o principio de La-
voisier, na Natureza nada se perde, nada se cria, tudo se trans-
forma?

Como a velocidade corresponde a uma forma de energia, ener-
gia cinética, entao a Unica saida, sem desrespeitar o postulado
de Lavoisier, consiste em admitir uma transformacao de energia
cinética em massa.

I3Newton, Principios Mateméticos da Filosofia Natural

H4idem,

5com a Revolucao Francesa foram estabelecidos alguns padroes, entre eles o da dgua
como de densidade 1
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Ao se tentar imprimir maiores velocidades a um corpo se
aumenta a sua resisténcia a variacao do estado, a inércia. O
modelo que se propoe é dado pela equacao

m= 0 (1.1)

em que my € a massa do corpo em repouso, m é a massa relati-
vista, v é a velocidade observavel do corpo, e ¢ é velocidade da
luz no vacuo'®. Uma hipétese da teoria é de que esta é a veloci-
dade maxima que um corpo pode atingir, a velocidade da luz'".
Observe que nao interessa falar de velocidade, mas de energia.

A energia é uma propriedade intrinseca da matéria, como a
massa. A velocidade é uma propriedade relativa que somente
é observavel na presenca de um referencial. A velocidade faz
parte de uma realidade distorcida...

Um limite para esta transformacao parece ser a velocidade de
certas particulas que, em compensacao, tém pouquissima massa.

Parece que neste ponto ha uma coincidéncia de pontos de
vista, Newtoniano e Relativista, massa e energia sao “propor-
cionais”, sob certas condicoes, proporcional ao volume sendo o
coeficiente especifico de massa o indice de proporcionalidade.
O produto deste coeficiente pelo volume que aparentemente o
corpo ocupa estabelece a quantidade de massa:

Eoxm; E=xm; E=mc (1.2)

Exemplo 5 (Revisitando a EEI) Um sistema em orbita da
Terra

166 ~ 300.000km

. .
17Na verdade um valor assintdético um limite.
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Uma estacao espacial em é6rbita, FEI, traz uma série de exem-

plos fisicos interessantes, como ja observei.

1. colocar um sistema em orbita Uma tarefa dificil, com grande

dispéndio de energia € uma técnica toda especial usando
equacoes diferenciais. Mas nao hda nenhum conhecimento
novo a ser adquirido a nao ser os detalhes técnicos para
reduzir o uso de energia e aumentar a protecao da tri-
pulacao contra a irradiacao ou pedras ... os ingredientes
basicos sao equacoes diferenciais e programacao, €, obvia-
mente, a nave espacial e a plataforma de ejeccao, em poucas
palavras, wm monte de dinheiro. Felizmente, nos ultimos
tempos comecou alguma cooperacao internacional, de modo
que a humanidade estd a gastar menos dinheiro e, talvez,
haja mais retorno em termos de conhecimento em dominio
publico. Serd verdade?

componentes dum sistema em orbita O sistema € formado
de pessoas, objetos e uma nave-mae. Todos estes “objetos”

se encontram em repouso relativamente uns aos outros. To-
l18

dos se encontram a mesma velocidade orbital °relativamente
a terra que € o que garante que se encontrem mo MesSmo
nivel orbital.

alteracoes no sistema em orbita Se algum destes objetos, por
exemplo a nave de transporte, tiver seus motores aciona-
dos, sua velocidade muda e pode sair do nivel orbital em
que se encontra para, por exemplo, voltar a Terra. E uma
operacao delicada como vocé bem pode imaginar que € afas-
tar dois corpos em um ambiente relativamente livre de gra-
vidade (o nivel orbital) sem alterar a posi¢do, relativa a

18

nome apropriado para velocidade angular neste contexto
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Terra de um deles. Ezxige muita energia porque, em principio
um modulo espacial tem muita massa. Também usa uma
técnica especial com equagoes diferenciais. Fu nao saberia
descrever os detalhes'® de uma tal operacao!

4. Movimentacao dentro do mesmo nivel orbital. Qualquer quan-
tidade pequena de energia provoca um tal movimento. Cui-
dado com a acao e reacao. Cuidado para consequir voltar
para o ponto de saida.

Exemplo 6 Salto quantico

A matéria se compoe de pequenas particulas organizadas®
em volta de um nicleo mais pesado. As particulas mais conheci-
das (conhecidas a muito tempo) sao prdtons, elétrons, néutrons.
Mas a lista estd longe de ficar completa ...

Existem 90 atomos diferentes que ocorrem de forma natural
na natureza e os cientistas, e uma certa industria, consequiram
produzir mais algumas dezenas em laboratorio.

e Protons tem uma carga elétrica positiva.

e Flétrons tem uma carga elétrica negativa e se concentram
em torno do nicleo que € formado dos protons e néutrons
(que sdo eletricamente neutros como diz seu nome). Uma
determinada concentracao “estdavel” de eletrons e protons
corresponde a um dtomo de um elemento quimaico.

9Nao porque seja dificil, mas tem técnicas sobre as quais nunca pensei e se encontram
fora do meu objetivo - eu, dificilmente, vou estar envolvido numa tal operacao! Mas é um
exercicio bem interessante para ser resolvido.

20Teoria nebular da matéria: a matéria é uma ntivem de particulas que concentrada em
torno de alguns nicleos. A palavra “nticleo”, aqui, ndo tem o mesmo sentido que na teoria
atomica, apenas quer dizer o centro de uma concentragao de massa. A unidade, aqui, nao
é dtomo, e sim molécula. Mas o modelo também se aplica ao dtomo.
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e Ha outras particulas nos dtomos e sempre se descobre mais
alguma.

Os elétrons se encontram em orbitas definidas pela sua ener-
gia e podem mudar de orbita ao ganhar ou perder mais energia.
Esta € uma das caracteristica de “instabilidade” da matéria.

Aceleradores sao aparelhos que manipulam elétrons para, por
exemplo, bombardear nicleos de outros atomos e assim descobrir-
lhes a estrutura. Leia mais a respeito em [2] de onde obtive a

figura (fig. 1.1) pdgina 16.

e

S42000
sassand

B
1836 electrons 1 proton

) -

1 neutron 1 proton

Figura 1.1: Eletrons, protons e neutrons

A nocao, ou a imagem, que muitas vezes € passada dos atomos
como um pequeno universo de elétrons girando em torno de um
nicleo € certamente falsa, examine [3] em que a descri¢ao dos
eléctrons € “de uma nuvem (de elétrons) envolvendo os nicleos”
e se pudessemos ver perceberiamos a matéria como nuvens de
eletrons concentrados em torno dos distintos nicleos. Nao posso
me alongar nesta questao sem distorcer o meu objetivo...mas
este € um assunto fascinante que conduz a discussao da eletri-
cidade, por exemplo. Leia sobre atomo na Wikipedia, [18].

nivem
elétrons
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1.3 Volume, energia, massa e dimensao

O experimento com a folha de plastico nao pode prosseguir
indefinidamente porque a matéria tem limitacoes. Sao limites
especificos algo bem parecido com a densidade especifica. O
plastico se compoe de uma nova unidade elementar formadas de
atomos de diversas substancias simplesmente agregadas numa
nova estrutura chamada molécula se esta estrutura for quebrada
nao se tem mais pldastico.

Este limite é o que se chama. algumas vezes, de uma pelicula
do material, uma folha com cuja dimensao, “altura”’, é o ta-
manho de uma molécula. Se o laminador do nosso laboratorio
de ponta conseguisse chegar 14, teriamos a folha com espessura
minima do material em consideracao, uma pelicula de plastico.

Vou estabelecer como definicao que uma pelicula é uma folha
de um determinado material tendo como altura o tamanho de
uma molécula do material.

Claro esta altura é variavel, porque as moléculas nao precisam
ser redondas ou quadradas e nem ficarem quietas. Elas sao ter-
rivelmente sensiveis a variacao térmica e certamente a indiustria
nao ira aceitar a minha definicao, eles precisam de alguma coisa
mais estavel que tenha tamanhos fixos aos quais possa aplicar
padroes que se traduzam em preco....

Assim as peliculas sao o limite de laminacao a que pode-
mos chegar sem destruir o material. Se conseguirmos laminar
além deste limite, o resultado nao seria mais uma “folha” do
material em questao porque as moléculas estando quebradas as
propriedades que caracterizam o referido material deixam de se
verificar.

Mesmo assim teriamos matéria pela frente e possivelmente
poderiamos senti-la com auxilio de instrumentos que aumentas-
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sem a poténcia dos nossos orgaos, visio ou tato’', porque ainda
seriam objetos tridimensionais com volume nao nulo. Possivel-
mente nao poderiamos mais calcular o volume deste material
usando o coeficiente de densidade especifico porque, o material
estando modificado, perdeu suas caracteristicas proprias, entre
elas a que garante a densidade de atomos ou moléculas.

e Volume ¢ o nome de um tipo de medida, ¢ uma
medida especifica da terceira dimensao.

e Area é o nome de um tipo de medida especifica da
dimensao doi

E o resultado de uma forte abstracao a convivéncia com a area
de objetos bidimensionais. Isto é um dos éexitos da Geometria
Euclidiana.

1.4 O processo de laminacao vai logo termi-
nar

Eu posso usar toda a discussao anterior sobre a massa para
concluir corretamente a experiéncia o abstrata de laminacao da
folha de plastico.

Mas... se esta laminacao pudesse prosseguir indefinidamente,
nos veriamos, a cada passo, com uma dificuldade de perceber
o material, porque o volume se reduziria proporcionalmente a
altura que estava diminuindo, assim como a energia do plastico,

2LCuidado, o principio da incerteza de Heisenberg nos diz que é impossivel ver um
eléctron, ver [5].
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(ou a massa), e consequentemente fazendo-o perder a capacidade
de filtrar a luz, que nos fornece a sensacao de cor do objeto.

A conclusao desta experiéncia é de que nao podemos
ver objetos de dimensao dois, porque eles tem massa
nula relativamente a nés. Eles teriam massa bidimensi-
onal que é nula para noés. Eles tém apenas area e esta ¢é
uma medida nulo para nés, tridimensionais. Precisamos
de volumes para ser capazez de calcular a energia com
valor diferente de zero.

E isto que caracteriza nossa condicao de prisioneiros da ter-
ceira dimensao: nao podemos perceber os objetos que porven-
tura existam em dimensao dois porque eles nao tem matéria que
nds possamos perceber. Como eles tem massa (ou energia) nula,
relativamente a nés, os sinais fisicos por eles emitidos tem ener-
gia nula também, o que nos impede de percebeé-los. O mesmo se
pode dizer de objetos de dimensao um.

A situacgao ja nao seria a mesma relativamente a objetos de
dimensao quatro, ou maior, como nds veremos mais a frente.

1.5 Matéria e energia relativamente nulas

desaparecimento da matéria?

ou dependéncia da dimensao?

Vou mostrar-lhe, no capitulo 3, que a nulidade de uma pro-
priedade de um objeto é uma caracteristica relativa deste objeto
quando comparado como pertencente outra dimensao “maior”.
Se houver um Universo fisico de dimensao maior do que a
do nosso Universo 3D, e se por acaso 0 nosso universo estiver
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contido neste universo 4D, todos as propriedades dos objetos
pertencentes ao nosso universo terao propriedades nulas nesse
Universo 4D. Isto é uma recorréncia para maiores dimensoes.

Vou mostrar-lhe que este fato é o impecilho fundamental para
comunicacao entre Universos de dimensao diferente: nao pode-
mos enviar nenhuma mensagem aos seres que habitem um Uni-
verso de dimensao maior do que a nossa (e onde estivermos, por
acaso, contidas) porque a quantidade de energia que tivermos
(que os nossas emissoes de sinais tiverem) é zero relativamente
a este Universo de dimensao maior.

Também nao podemos perceber nenhuma mensagem de seres
que habitem um Universo de dimensao inferior a do nosso Uni-
verso (dimensao 2, 1 ou zero) porque a energia deles é zero para
nos.

This is the characterization of our imprisonment in our di-
mension.

Este é a caracterizacao do nosso aprisionamento em nossa
dimensao.



Capitulo 2

Energia

Que € energia
A resposta é dificil porque terminamos nos apoiando em outros conceitos
cuja explicacao também tem que ser dada. O resultado é um ciclo vicioso

de definicoes.

Definir é sempre um processo muito complicado, sobretudo no estagio
mais elementar do processo cientifico.

Em vez de definir, e cair num tal ciclo vicioso, vamos fazer, inicialmente,
uma afirmagao vaga que aos poucos, com auxilio de exemplos, terminara
clara.

2.1 Energia e Matéria

Voce se lembra das primeiras aulas de ciéncia em que se diz
que dgua existe na Natureza em trés estados, o solido, o liquido
€ 0 gasoso !

O mesmo se pode dizer da matéria no Universo, ela se apre-
senta em duas formas duais: energia e massa.

Entao energia é um dos estados da matéria, como solido,
liquido, gasoso sao estados da dgua'. Com o adjetivo “dual’

estamos significando que podemos forgar a passagem da matéria

LObserve que estes trés estados da dgua diferem entre apenas pela quantidade de energia
intra-molecular contida na matéria.

21
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de um estado para o outro. Esta transformacao, entretanto, nem
sempre € facil.

Energia é um conceito primitivo da Fisica, da mesma forma
como os matematicos consideram conjuntos um conceito que nao
se deve tentar definir.

Tentar definir conceitos primitivos produz ciclos interminaveis
de definicoes. A conclusao é a que se deve escolher alguns con-
ceitos, chama-los de primitivos, e a partir dai inciar a discussao.

Mas se nao tentar alguma forma de explanacao, vocé poderia
guardar a idéia de que este livro é uma farsa. Se me meti a escre-
ver sobre o assunto, alguma coisa tenho que explicar...ou cons-
truir alguns exemplos que estabelecam uma linguagem bésica e
convida-lo a aceitar, desta forma, alguns conceitos como primi-
tivos.

Hipdtese 1 Energia e matéria.

Energia ¢ um dos estados da matéria no Universo. Entao
matéria € um conceito primitivo. Fu assumo a hipotese de que
energia € uma das formas sob a qual a matéria se apresenta no
Universo. QOu, ainda, tudo no Uniwerso € matéria e que esta
algumas vezes se apresenta em de dois estados de energia ou
massa.

Exemplo 7 Queimando madeira

Ao queimarmos lenha (a combustao é um processo quimico)
hd uma tranformacgao (quimica) de elementos em que energia €
liberada sob a forma de calor e luz (mesma coisa, muda apenas
o comprimento de onda), e fica cinza no chdo, que nao é mais
madeira.

A Fisica elementar fala de vérios tipos de energia. Tipo é
certamente uma palavra errada, melhor seria dizer que a ener-
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gia se apresenta em varios estados: energia calorifica, energia
cinética, energia potencial, energia atomica.

Observacao 4 O uso da palavra estado
Se pode encontrar na Wikipedia diversas defini¢coes da palavra estado, observe estas
duas:

1. Na mecanica cldssica, o estado € uma descricao completa de um sistema em termos

de parametros, tais como posicoes e momentums em um determinado momento no
tempo, [18].
Sistemas Dinamicos, wm conceito em matemdtica, onde uma regra fiza descreve
a dependéncia do tempo de um ponto em um espago geométrico, [18]. Dynamical
systems, a concept in mathematics where a fized rule describes the time dependence
of a point in a geometrical space, [18]

Eu afirmo que mao hd diferenca real entre elas, se retirarmos a relagdo com uma
teoria particular, mecanica, matemdtica, vemos que as caracteristicas de um estado sao,
parametros de dois tipos, as medidas e geometria, (o tempo € uma entidade geométrica

O uso da palavra estado como as formas sob as quais podemos encontrar a da dgua é
possivelmente o seu uso mais comum, e parece que estou usando a mesma palavra, estado,
em mais de um sentido. Na verdade estou usando esta palavra para classificar formas com
que posso encontrar wm fenomeno: abrindo um conjunto de itens. Vocé pode simplesmente
supor que a palavra estado é uma chave de abertura, e dentro de uma chave de abertura
que eu posso colocar uma nova chave de abertura e iniciar uma nova classificacao. E isso
que estou fazendo.

Observe que os trés conhecidos estados da dgua apenas refletem a quantidade de ener-
gia intra-molecular desta forma de matéria®.

Eu acho que esta € a maneira mais fdcil de ver energia, embora nao tenhamos meio
facil para a mudanca entre os dois estados da matéria, como podemos fazer com os estados
da dgua. Isto nao invalida o meu uso da palavra estado como chave de abertura.

Este € um dos problemas centrais que enfrentamos no uso da energia: a mudanca entre
os dois estados. Considere alguns, energia calorifica, energia cinética, energia potencial,
energia atomica que nao descrevem todas as possibilidades. Em particular observe que,
energia cinética, energia potencial, na verdade representam apenas uma forma de comu-
nicacao em que nos referimos a dois estados em que hd uma transformacao simples, sobre
a qual temos controle total: liberamos a energia cinética quando retiramos o impecilho
para que um corpo caia dentro um sistema gravitacional. E uma situacao relativa, mas
no fundo todas o sao, porque se recorrermos 4 extrema simplificacdo existem apenas dois
estados a serem considerados: energia, massa.

Os dados, parametros, que seriam necessdrias para atender a definicao em eu tirei
de Wikipedia, nao sao facilmente calculados, mas existem.

20 acidente nuclear mais recente, no Japao, produziu uma descricdo muito simples e
impressionante para o que é um reator nuclear: uma forma muito complicada e perigosa
de mudar o estado da dagua de liquido para vapor.
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A linguagem, entretanto, € o meio com que nos comunicamos, ela € ambigua e redun-
dante e nds precisamos destes dois defeitos em nossas comunicacoes.
O texto deste livro é fundamentalmente ambigo e redundante/

A super simplificacao, considerar apenas dois estados para a
matéria, como energia, massa, ¢ o meu objetivo neste livro. Eu
preciso desta simplificacao extrema para os meus objetivos: a
minha forma de ver o Universo como matematico e para provar
que o titulo do livro é verdadeiro.

2.2 Energia Calorifica

Conseguimos energia calorifica quando queimamos alguma coisa,
petroleo, ou madeira, por exemplo. Mas madeira nao existiria
se nao houvessem raios solares que permitissem o crescimento
das arvores fornecendo a energia necessaria as reacoes quimicas
que se processam nas folhas®, depois as folhas envelhecem, caem
e vao alimentar a micro-vida existente no solo que processa o
alimento para as raizes das arvores para finalmente tirarmos a
madeira, ou a lenha.

A micro-vida existente no solo também s6 é possivel na pre-
senca de uma quantidade controlada de raios solares. O excesso
de radiagao solar mata a vida no solo, também. Este é um
exemplo, na natureza, de sistema dindmico*. A natureza é toda
governada por sistemas dinamicos.

30s cupins sdo vistos com um incémodo, se espalham por varias de dezenas metros
para coletar o material do seu alimento e assim eles cavam e arejam o solo e deixando
dejectos que permitem o desenvolvimento das plantas que alimentam herbivoros e este
os carnivoros. Ai vem o homem e mata violentamente o cupim, depois vem o ledo sem
alternativa, e come o homem.

4Uma pequena alteracio nas condicoes que controlam um sistema dindmico podem
produzir um comportamento bem distinto do mesmo entre dois momentos.
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O excesso ou a falta de um compo-
nente, de uma forca ou de um agente
num sistema dinamico, produzem re-
sultados, qualitativamente, diferen-
tes.. A Terra é um sistema dinamico
muito sensivel, e nés descobrimos esta
verdade recentemente.

Vocé encontra em outro lugar neste
texto “aquecimento da atmosfera” as-
sociado a sistema dinamico.

Em dltima instancia vemos que a energia calorifica, libe-
rada na queima da madeira, ficou potencializada na celulose das
células da madeira por um proceso de transformacao tendo sua
origem no Sol, ou melhor, na energia que do Sol se irradia para
a Terra.

Raciocinio semelhante, mas um pouco mais complicado, se
pode aplicar ao petroleo.

A teoria sobre a origem do petrdleo diz que ele vem da bio-
massa existente na face da Terra ha milhoes de anos. Esta bio-
massa foi se liquifazendo se internando no solo para finalmente
se armazenar em bolsoes de relativa® impermeabilidade. Quer
dizer que o petroleo, novamente, ¢ a energia solar concentrada
primitivamente nesta biomassa. A energia no petrdleo vem do
Sol.

Finalmente, de que forma podemos usar a energia fundamen-
tal nos envia o Sol?

°E o homem, num periodo curtissimo de tempo, 100 anos, praticamente esgotou esta
reserva, porém deixando para traz as bolhas vazias. Qual poderia ou quais poderao vir a
ser as consequéncias disto?
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E a energia solar que recebemos na Terra que permite o de-
senvolvimento da vida® submarina, dos processos quimicos ou bi-
oquimicos, mas que também pode comprometer toda esta “vida”
por ignorancia ecolégica, cOmo Nos ameagca agora o aquecimento
da atmosfera ou os desastres que se repetem na estracao do
petroleo para atender uma demanda impossivel.

A energia que vem do sol é essencialmente energia nuclear’,
o resultado de explosoes nucleares em cadeia. As explosoes nu-
cleares sao, em forma simples de falar, o resultado de choques
de particulas que rompem atomos liberando a energia que os

mantinham coesos.

Em certa forma chegamos a frase de Newton, embora em
proporcoes diferentes, matéria atrai matéria... porque matéria
¢ energia em ultima analise.

A nivel subatomico a relacao do quadrado das distancias
deixa de ser uma lei, como Newton® enunciou e como Coulomb
reafirmou, ndés nao sabemos porque. E possivel que seja pela
grande quantidade de iteracoes que existem neste nivel? que
torna praticamente impossivel transformar a resultante numa
férmula simples.

Mas cheguei onde eu queria, a energia térmica vem da energia
solar que é energia atémica que por sua vez é consequéncia do
rompimento das forgas de coesao entre as particulas elementares:

SNo fundo do mar, nas costas da California, no Golfo do México, ao longo da costa
Brasileira onde agora, por sorte, ou por azar, foi descoberta a maior jazida submarina de
petroleo.

"Resultado da conversiao da matéria em energia se processo de duas formas relativa-
mente inversas, chamadas fusao ou fissao nuclear. No caso so Sol, o reator se encontra
a uma distancia conveniente, até certo ponto, se for mantida a capa protetora contra o
excesso de energia recebida.

8Newton ¢ descritivo, ndo explicativo.

9Examine, no fndice remissivo, discussdo sobre a nivem de particulas (ou moléculas),
como estrutura da matéria, que é discutida, em outro lugar neste livro.
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é matéria atraindo matéria a nivel sub-atomico. Matéria ou
energia, dois estados da mesma coisa.

2.3 Energia cinética e energia potencial

E bem conhecido da Fisica elementar que energia cinética e
energia potencial formam um par dual de formas de energia: se
tem energia potencial ao haver movimento... uma forma de ener-
gia se transformando naturalmente em outra. Ou uma forma
conveniente, pedagdégica de calcular o equilibrio, ¢ o axioma da
conservacao da energia que se encontra em questao.

Este conceito parece desaparecer, como que por magia, se
considerarmos corpos livres em uma esfera gravitacional, lembre-
se quando descrevi a situagao da astronauta que, sem um “cordao
umbilical”, desse um empurrao na nave-mae! Se ela é nao tomar
cuidado, ela pode entrar em uma rota espacial fora da érbita
da nave-mae, se perdendo para sempre no espaco, lentamente
saindo da esfera gravitacional onde a nave estiver. Ela esta
em movimento em relacao a um ponto de referéncia artificial,
a nave espacial. Onde estd a energia cinética? Onde estd a
energia potencial? Nao podemos usar o método conveniente de
energia potencial /energia cinética para calcular conservacao de
energia!’, embora ainda se aplique neste caso. E apenas um
exemplo para mostrar que existe uma sensacao que nos acom-
panha em nossa prisao da Fisica Terrestre que pode facilmente
nos enganar. Melhor, que altera a nossa forma de pensar. Somos
prisioneiros da gravitacao Terrestre! Obviamente, ninguém sera
austronauta sem passar por um capitulo da teoria da gravitagao

0K claro que estd 14, mas os valores sao pequenos demais para serem calculados, pois
nao ha nenhum lugar do Universo um local livre de gravitagao. E a nave atrai a astronauta
e vice-versa.
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universal em seu treinamento.Estas situagoes podem criar pro-
blemas interessantes de Fisica como desafios para o bom aluno,
mas 0 meu objetivo neste topico, é provar-lhe que somos prisio-
neiros de nossas sensacoes da Fisica da Terra e abrir sua visao
para entender mais facilmente o tema do livro.

Neste exemplo estou elaborando a prisao conceitual para que
voce possa melhor entenda o préximo conceito mais avancado
que é a prisao dimensional que inclui a conceitual como caso
particular. A dimensao é um conceito, também, um modelo,
um modelo matematico.

Voltando a energia cinética, que discuti no Capitulo 1, a bola
em movimento tem energia cinética, assim como a locomotiva,
sendo esta energia é que pode produzir estragos em um objeto
contra o qual elas colidam, a locomotiva ou a bola. Mas a lo-
comotiva nao produz nenhum estrago no passageiro que estiver
viajando no trem puxado pela locomotiva desde que a locomo-
tiva nao pare repentinamente, que nao seria o usual.

Estou analisando eventos relativos, por exemplo a velocidade
que é um evento relativo:
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Nada tem velocidade absoluta, tudo tem velocidade re-
lativamente a um referencial. Ao mesmo tempo, e isto é
uma terrivel contradicao da linguagem com expressamos
os conceitos cientificos, sabemos que toda a matéria esta
em movimento como que num gigantesco desequilibrio
dinamico e o contrario disto seria a inexisténcia de
matéria, o vazio. E aqui certamente eu cheguei ao limite
do que podemos conhecer ficando com duas ou tres teo-
rias paralelas... mas que coincidem num ponto, na abso-
luta calma dinamica da teoria da média. Ou a ocupacao
otima do espaco. Mas ha coisas de que apenas suspeita-
mos ou podemos fazer hipdteses tedricas, como grandes
massas concentradas em pontos ”astronomicos”.

Observacao 5 O modelo relativista energia-momento

O modelo representado pela equagdo relativista,[18], energia-momento traduz bem a
identificacdo entre massa e energia:

2 _ (po)2
o VT o)

em que p € o momento (quantidade de movimento relativamente a um observador). Se o
corpo atingir & velocidade mazxima que se concebe na Teoria da Relatividade, o da luz, o
numerador da equagao € zero e o corpo tem massa zero para o observador que se encontre
no referencial. Se o corpo estiver quase parado, por exemplo a velocidade do som, ou
match-2 a bordo de wm concorde, entdo E = mc? como usual...

Isto mos mostra dois limites aceitdveis para a relagao que servem para nos convencer
de que € um bom modelo porque € muito dificil usar outros valores com a formula!

2.4 Inércia

Deixe-me completar a discussao sobre inércia que comecei a
fazer no capitulo 1.

A inércia é proporcional a massa. Isto significa que um corpo,
concentra em sua massa a energia poténcial do movimento e a
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teoria da relatividade diz que o corpo perde massa ao ganhar
velocidade uma transformacao de tipos de energia.

Entao posso usar a inércia como uma forma de aplicar a lei da
conservacao da energia na relativa auséncia do par dual ener-
gia cinética/energia potencial, como é o caso de corpos livres
numa esfera gravitacional. A nave mae atrai o astronauta (e
vice-versa) porém de forma imperceptivel de medir. O fato é
que o astronauta pode ser perder na esfera gravitacional que
estou traduzindo como um meio com “auséncia de gravidade”
como um efeito pratico. Mas a velocidade relativa entre ambos é
constante, devido a inércia, sendo este o instrumento para subs-
tituir o par energia cinética/potencial no célculo da conservacao
da energia. E este calculo, traduzido na equacao diferencial do
movimento gravitacional que permitir a determinacao da érbita
de um satélite, da estacao espacial internacional ou da Terra
ao redor do Sol. Novamente, seguindo o padrao que venho de-
senvolvendo, inércia é apenas um outro nome para o axioma da
convservacao da energia.

Chamamos de wnércia a propriedade que tenha um sistema
a reagir a transformacoes do seu estado. A bola de ténis tem
menos inércia que o trem, porque tem menos massa.

Uma das dificuldades que temos para compreender os fenomenos
energéticos esta ligada ao fato de que vivemos num sistema, na
Terra, imersos em sua atmosfera, submetidos a sua forca de gra-
vidade!!. Esta situac@o tanto nos rouba visao, como nos oferece
novos aspectos. Estamos imersos em uma maior complexidade!

O pendulo é um exemplo do que este sistema nos oferece,
fora da gravidade terrestre teriamos dificuldade em montar um

HLembra o caso do “carioca”, morador da Cidade Maravilhosa, onde nao hé violéncia
‘?
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péndulo, aproveito para choca-1Q, a dificuldade seria a de reco-
nhecer'? “péndulos”. Ao mesmo tempo o péndulo terrestre ird
parar, depois de estar algum tempo em movimento, porque exis-
tem varios atritos roubando a energia potencial-cinética que lhe
demos inicialmente. Se pudessemos nos liberar dos “defeitos” do
sistema terrestre, veriamos o péndulo em movimento perpétuo
como um exemplo de inércia.

Nao podendo usa-lo como um exemplo acabado de inércia,
nos resta usa-lo como um exemplo de transformacao de energia,
ou de conservacao da energia:

e energia potencial transformada em cinética;
e cnergia cinética transformada em energia potencial;

e cnergia cinética transformada em energia calorifica (dificil
de perceber, mas o suporte se aquecece com o atrito assim
como o peso e o cordao que o liga ao suporte se aquecem
devido ao atrito com o ar).

se nao houvessem as transformacoes de energia em calor a inércia
justificaria o movimento permanente entre os dois pontos de
maior altura, como a resisténcia em alterar o estado da energia
nele contida.

Obviamente, saindo dos sistemas fisicos, podemos ver
inércia em todos os sistemas, nos sistemas politicos ou
administrativos, sempre com a mesma definicao de re-
sisténcia a mudanca de estado.

12A Terra é um péndulo? o astronauta que se perdesse da nave na esfera gravitacional
nao seria um péndulo?
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2.5 Velocidade e aceleracao

Velocidade ¢ uma propriedade relativa dos objetos no
Universo. Quer dizer, um objeto tem wvelocidade relati-
vamente a outro.

A questao central nao é, portanto, a velocidade mas sim o
adquirir velocidade ou receber aceleracao que implica em receber
energia e que permite alterar o estado inercial™® de um objeto.

Sera preciso mais (ou menos) energia na proporgao direta da
massa do objeto. Novamente vemos que a resisténcia (inércia )
de um objeto em alterar o seu estado ' é caracterizada pela sua
energia sob forma de massa.

Os planetas do sistema solar, atraidos pela forca de gravidade
do Sol, ficam em oOrbita ou saem do movimento uniforme linear.

Quando a Terra se desprendeu do Sol, se afastou da “nave
mae” numa rota helicoidal, examine a figura (fig. 2.1) pagina
33.

A figura (fig. 2.1) mostra um exemplo de objeto que nao vai
entrar em Orbita porque se mantém excessivamente acelerado.
Este é o caso da astronauta que empurra a nave e nao é se
eoncontra presa a mesma por uma corda.

Para entrar em orbita é preciso ir perdendo, gradualmente,
aceleracao até chegar em sua orbita especifica com sua aceleracao
especifica. Sao duas propriedades que um objeto, com uma de-
terminada massa deve satisfazer para entrar em Orbita:

e aceleracao

BInercia no movimento, velocidade uniforme, ou no repouso... mas, repouso ou movi-
mento sao situacoes aparentes!
HMrepouso ou movimento uniforme sao formas psicolégicas de falar de mesma coisa.
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Satélite nao vai entrar em Orbite
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Figura 2.1: O corpo que nao entra em 6rbita

e a érbita, definida pelo raio (ou distancia) do “sol”.

As duas propriedades dependem uma da outra: a cada par de
aceleracao e massa corresponde um orbita (pela Lei de Newton
do quadrado das distancias). Portanto a Terra se encontra na
exata posicao em que deveria estar com a aceleracao e massa
que adquiriu ao se separar do Sol.
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Com massa-zero nenhum objeto pode ser preso numa
orbita, (tais objetos nao existem em nosso Universo).
A luz, por exemplo, por ter praticamente massa zero,
ser quase somente energia, nunca entra em orbita, mas
pode cair nos buracos negros do Universo. De acordo
com a teoria geral da relatividade, a luz é um fenomeno
assintotico, sua velocidade é o valor assintético para a
velocidade no Universo. Entao ela ira passar ao largo de
um objeto ou caira nele e aqui ha as consideracoes usu-
ais da oOtica, reflexao, absorcao de parte da energia, etc...
Dependendo da distancia que passar por um buraco ne-
gro, ela entrara em Orbita espiral e caird no buraco, ou
sofrera uma deflexao de curso. A experiéncia de Sobral
mostrou que a luz sempre sofre deflexoes de curso.

Observacao 6 Sol é uma explosao em curso

Quando os planetas do nosso sistema solar se desprenderam do Sol foi num momento
em que o Sol era uma massa (um fluido) cuja dinamica interna'® ainda era muito instdvel
e ainda hoje o € uma vez que o Sol € uma explosao em andamento.

No momento em que a Terra se desprendeu do Sol, possivelmente, os demais planetas
do sistema solar também se desprenderam. Esta é uma hipotese discutida, havendo outras
teorias sobre a formacdao do sistema solar.

Com massas distintas eles encontraram orbitas distintas. Possivelmente, alguns, de
massas idénticas, mas com velocidades'® diferentes, escaparam da atracdo solar se “per-
dendo” no espago.

Voltando a comparacao com a Lua, se ela tivesse menos
massa, para se manter na mesma Orbita (& mesma distancia
da Terra) teria que ter menor velocidade angular'’,

Massa, € a forma central de ver energia. Massa é o suporte da
energia, ou ainda dito em outras palavras, se um corpo nao tiver

15Gistema dinamico, novamente.
16Relativamente ao Sol.
ITRelativamente & Terra.
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massa sera impossivel aplicar-lhe qualquer forca, porque ele nao
pode adquirir energia. Mais a frente eu vou me expressar de
forma diferente, vou dizer que sim, um tal corpo de massa nula,
pode absorver energia, mas sera energia de medida zero. Vou
entao usar um novo conceito: medida.



Capitulo 3

Dimensao

Neste capitulo vou falar-lhe do conceito de dimensao.
Em Matematica “dimensao” nao significa “tamanho”.
Estas duas palavras sao praticamente sinonimas na lin-
guagem coloquial. Para a Matematica, e consequente-
mente para o pensamento cientifico, dimensao é uma
classificacao dos espacos. E o que diferencia uma reta
e um plano, ou uma curva e uma superficie.

Planos e superficies sao objetos de dimensao dois, en-
quanto que retas e curvas sao objetos de dimensao um.
Este é o meu objetivo neste capitulo.

3.1 Espaco em Matematica

Espaco, para a Matemaética ¢ infinito e ilimitado, como as
retas na geometria.
Os conceitos

e infinito
e ilimitado

36
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sao duas idéias essenciais para entendermos espaco.

Arquimedes, na Grécia, foi possivelmente um dos que pri-
meiro pensou no infinito ele concebeu que o conjunto dos niimeros
naturais era um conjunto infinito

N:{071727"'7}

Muito depois Galileu observou que se tirarmos a metade dos
elementos de N, por exemplo, todos os nimeros impares, o que
resta, o conjunto de todos os ntimeros pares, ¢ do mesmo tama-
nho que N:

01 ... n...
[ (3.1)
02 ... 2n...

porque podemos colocar todos os elementos do conjunto N em
correspondence biunivoca com os elementos do subconjunto dos
ntiimeros pares. E isto que a equagao ( 1) mostra.

A idéia de que um subconjunto de N seja tdo grande quanto
o préprio N foi bem explorada num conto de B. David Stacy,
[16], O Hotel infinito, um hotel que tinha tantos quartos como
o conjunto dos numeros naturais, N. Voce pode encontrar na
Wikipedia [18] uma resenha deste livro.

A idéia de Galieu foi finalmente aproveitada por G. Cantor!
cujas pesquisas sobre a teoria dos conjuntos deram uma soélida
fundamentacao a Matemaética e explicam o que € infinito, oco.

Os contemporaneos de Cantor rejeitaram a sua teoria, esta
incompreensao possivelmente justifica o seu fim de vida como
um doente mental.

Exemplo 8 Fractais e desenhos intermindveis

1(1845-1918)
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O infinito nao pode ser produzido num computador, nem se-
quer com uma maquina fotogrdfica, nem wm super telescopio
colocado no espaco conseque espreitar o infinito porque so con-
sequimos “ver” o que se encontra ao alcance de nossa vista
(mesmo armada por um telescopio).

Mas vocé pode ter uma sensacao de estar viajando no espaco
com o infinito a sua frente se brincar com o programa xaos® que
¢ distribuido livremente na Internet, [17].

Ezamine algumas “fotos” obtidas com xaos nas figuras (fig.
3.1) pdgina 39, (fig. 3.2) pdgina 40, e melhor do que isto,
instale xaos e simule uma viagem no “espaco” com xaos, apenas
clicando com o mouse.

Mas a capacidade de obter zooms com xaos € finita, como €
finita a memoria do computador em que vocé estiver rodando o
programa...

Mas o infinito por ser facilmente pressentido® e explicado com
lapis e papel pelo matematico, examine o seguinte exemplo.

Exemplo 9 O conjunto dos nimeros racionais € infinito

Para construir este exemplo preciso de fazer uma representagao
de niumeros num segmento de reta.

Considere um segmento de reta marcando os pontos O e P
numa reta, examine na figura (fig. 3.3) pdgina 41. Muito me-
lhor, faca vocé mesmo uma figura e acompanhe o texto cons-
truindo a representacao geométrica. O que vocé fizer com as
maos ficard gravado no seu cérebro.

2Em Linux, na minha distribuicdo preferida, Debian/Gnu/Linux tudo o que tenho que
fazer, para poder brincar com xaos tt, é sudo apt-get install xaos e tenho xaos nas
pontas dos meu dedos para simular o Universo.

3Serd um sensacdo, nao podemos produzir infinito com meios finitos. O infinito é uma
abstragao matematica, mas isso nao significa que infinito nao exista.
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Figura 3.1: Ampliando fractais com xaos

Vou fazer a suposicao de que
O—0ePr—1

quer dizer que o segmento de reta mede uma unidade*.
Posso agora ir calculando médias aritméticas de niumeros e
representando estas médias como pontos médios, no segmento

4Aqui vocé pode ver uma diferenca fundamental entre o comportamento de um fisico
e a de um matematico. O fisico selecionaria um nome para a unidade, o matematico
geralmente nao faz isso ....
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Figura 3.2: Ampliando fractais com xaos

OP e nos novos segmentos que serdo determinados por cada
novo ponto que eu representar na linha.
Ezamine o que fiz na figura (fig. 3.3).

e Fntre 0 e 1 marcamos 0.5 = % ;

o Lintre 0 e 0.5 marcamos 0.25 = _0+20-5;-

e Entre 0.25 e 0.5 marcamos 0.375 = 222202,

e FEntre 0.375 e 0.5 marcamos 0.437 = W}-
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0.375 0.4375 0.46875
0.5
0.25
\ 1
o P
o
0.4921875 0.5
0.484375

0.46875

Figura 3.3: A infinidade dos racionais num segmento de reta

e Entre 0.437 ¢ 0.5 marcamos 0.46875 = Y4305

Neste momento o segmento de reta se encontra excessiva-
mente “poluido”, (poluido visualmente). Mas eu posso encontrar
uma saida para resolver esta poluicao visual. Observe como: ex-
pando o segmento de reta

[0.46875, 0.5]

usando um segmento do tamanho inicial para representar este
novo segmento. Vou recomecar o cdlculo de médias neste novo
segmento. E como se eu tiesse dado wm zoom no segmento
anterior.

Depois, usando semelhanca de tridngulos®, posso “levar de
volta” as médias encontradas para o segmento de reta original.

Fiz um “zoom” geométrico. Mas o que me interessa aqui
¢ observar que este processo poderia ser continuado indefinida-

50 uso de semelhanca de triangulo, ndo esté apresentado na figura 3.3, nela vocé vé um
trapézio, vocé tem que fazer um triangulo, usando o trapézio, para terminar o trabalho.
Experimente!
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menteS. O significado desta experiéncia é de que existe uma
infinidade de numeros racionais entre os numeros 0 e 1. Da
mesma forma existe uma infinidade de niimeros racionais entre
quaisquer dois numeros inteiros (ou racionais).

A teoria de Cantor, que nao foi entendida por seus contem-
poraneos tem o que ver com a figura (fig. 3.3), a comparacao de
segmentos: a “quantidade™ de pontos no segmento [0.46875, 0.5]
¢ a mesma que no segmento [0,0.5]. Houve um momento que
nem Cantor acreditava que isto fosse verdade.

Observacao 7 Contagem por estimativa

Observe que existem quantidades que sao muito grandes, que certamente ultrapas-
sam a nossa capacidade de contagem, por exemplo os graos de dreia numa prdia qualquer.
Mas esta quantidade € finita e pode até ser estimada com um algoritmo artimético simples:

e Determine o menor diametro de um grau de dreia;
o Suponha que eles sejam esfericos e calcule o seu volume®;

e Diwida o volume de dreia da prdia por pelo volume obtido no caso anterior e vocé
tem uma estimativa do niumero de graus de dreia desta prdia.

Tem algumas dificuldades para “processar” o algoritmo acima, mas ele mostra que o
numero de graus de dreia de uma prdia qualquer € finito, ainda que muito grande para
algum ser humano consiga contd-los durante toda a sua existéncia. E uma estimativa pode
ser grosseira produzindo um numero muito grande.

O método descrito para contar o numero de graus de areia da prdia pode lhe ter torcido
o nariz, como uma brincadeira de mau gosto. Eu apenas quiz lhe mostrar que existem
quantidades muito grandes que ainda sao finitas. O método que apresentei € utilizado,
pela policia, para estimar o nimero de manifestantes em um evento, e a policia sempre
erra, para menos, € claro. Mas o método também ¢ usado para estimar a quantidade
células ou outros pequenos organismos vivos (ou mortos) numa laimina de laboratdrio e
aqui também os numeros sao muito grandes, mas ainda finitos.

Mas o conjunto dos numero inteiros ou dos numeros racionais € infinito.

6A ndo ser pela dificuldades fisicas, do material, das pontas dos lapis, da precisao do
desenho. A matemadtica nada tem o que ver com estas dificuldades...

7A palavra “quantidade” nao é apropriada, ela sugere que é possivel uma contagem ou
uso de operacoes aritméticas. As leis da artitmética j4 nao podem mais ser aplicacadas
quando as “quantidades” sao deste tipo. O método para lidar com o numero de elementos
de conjuntos infinitos é a cardinalidade.

8 Aqui vocé estd num ponto de decisdo, vocé tem que decidir o quio profundo é o setor
de areia, se vocé acha que é muito dificil de escolher onde parar, use o raio da Terra. . .
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As retas e os pontos
e As retas se expandem indefinidamente em duas diregoes.
e Existe uma infinidade de pontos numa reta.

e Se voce escolher um ponto P sobre uma reta, ele vai dividi-
la em duas regides, duas semi-retas, examine na figura (fig.
3.4) pagina 43.

O ponto P
divide aretar
em duas semiretas.

O unidimensional
Q néo pode ver
0 unidimensional R

Figura 3.4: P divide o espaco 1D em dois semi-espagos

Foi este o método que os Gregos inventaram para construir
a teoria que nés hoje chamamos de Geometria Euclidiana, em
homenagem a um deles. Construiram um conjunto de sentengas
simples descrevendo os objetos geométricos e as caribaram com
o a etiqueta: postulados. Eram verdadeiras, sem discussao!

Fu estou usando uma metodologia semelhante para chegar
ao conceito de dimensao.
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As retas e os planos

1. Os planos se expandem indefinidamente em qualquer sen-
tido, eles contém retas, por exemplo.

Se voce considerar uma reta contida num plano, ao lhe dar
uma rotacao em torno de um ponto da prépria reta, ela
poderd continuar’ no plano definindo novo sentido.

2. Existe uma infinidade de retas num plano.

3. Como os pontos dividem as retas em duas semiretas, assim
as retas dividem os planos em dois semiplanos. Na figura
(fig. 3.5) pagina 45, estou mostrando dois seres bidimen-
sionais, vivendo cada um em seu semi-plano. Eles nao se
podem ver jamais.

4. A dimensao maxima dentro de um espaco Da mesma forma
como um ponto ¢ um objeto que divide uma reta em dois

sub-espacos, uma reta divide um plano em dois semi-planos.
Usando o préximo conceito, retas sao objetos de dimensao
mdxima dentro dos planos, assim como pontos sao obje-
tos de dimensao madxrima dentro de retas. Vou afirmar que
pontos sao espacos de dimensao zero e as reta sao espacos
de dimensao um. Continuando, vou afirmar que retas sao
espacos de dimensao um e os planos sao espacos de di-
mensao dois.

5. Um primeiro passo a caminho da generalizacao Eu posso ge-
neralizar a afirmacao anterior escrevendo-a de forma mais
simples: em qualquer espaco, existem subespacos de di-
mensao maxima que os subdividem em subespacos.

9Pode também se dirigir para fora do plano pela rotacdo, mas ... passando pelo plano
no ponto de rotacao. Diremos que ela se intersecta com o plano em um ponto.



CAPITULO 3. DIMENSAO 45

Aretar
divide o plano
em dois semiplanos

0O bidimensional
R no pode ver
0 bidimensional S

Figura 3.5: Uma reta divide um plano em dois semiplanos

(a) Pontos, espagos de dimensao zero, dividem retas em
semi retas.

(b) Retas, espacos de dimensao um, dividem planos em
semi planos.

O espacgo 3D e os planos

Se vocé comparar esta secao com as duas que a antecedem,
ha um claro erro de légica no titulo. Eu nao errei de propdsito,
apenas estou ganhando pontos em cima do meu erro'. O meu
erro se deu como consequencia de que sou prisioneiro da ter-
ceira dimensao, mas como matematico consigo superar a prisao
e observar o erro cometido.

10K preciso desmistificar os erros! Eles sdo parte integrante do processo de construcao
do conhecimento, a Escola é que nao consegue superar as suas limitacoes e se perde num
) s
mau uso do erro.
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Ao final desta secao vou voltar a comentar o erro e mostrar
como corrigi-lo para lhe dar oportunidade de pensar na solucao,
e continuar usando o erro como uma motivagao para a leitura.

Tenha cuidado, o erro estd vivo! Tente encontra-lo, caso
contrario vocé sera forcado a ler este material novamente, mais
tarde.

1. O espaco 3D se expande indefinidamente em qualquer sen-
tido e contém uma infinidade de pontos, retas e planos.

2. Dois planos do espaco 3D podem ou nao se cortar. Se
nao se cortarem'! diremos que sao paralelos. Se cortarem,
determinam uma reta: a intersecao de dois planos é o vazio
ou uma reta. Em dimensao mais alta isto pode ser diferente!

3. Duas retas podem estar em dois diferentes planos paralelos
mas nao serem paralelas entre si: tais retas sao chamadas
TeVersas.

4. Um plano divide o espaco 3D em dois semi-espacos.

O espacgo 4D e o espaco 3D

E o erro continua! Mais uma oportunidade para que vocé o
descubra antes que eu fale dele.

Da mesma forma como existe uma infinidade de planos no
espaco 3D em que vivemos, também existem uma infinidade de
espacos 3D no espaco 4D. E aqui esta uma dica para o erro,
tente pegé-lo!

O espaco 3D em que vivemos divide um espaco 4D em que
ele estiver contido em dois semiespagos-4D.

HEsta é uma péssima formulacdo. E assim que se fala na linguagem geométrica. Melhor
é dizer que dois planos paralelos tem intersecao vazia.
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E assim eu poderia continuar indefinidamente fazendo com-
paracoes entre espacos de dimensao maior com outros de di-
mensao menor enunciando novos axiomas ou teoremas como fez
Euclides.

Um espaco 4D estd para um espaco 3D assim como um
plano estd para uma reta.

Vou repetir esta proporcao com outras palavras:

Um espaco 4D esta para um espaco 3D assim como um
espaco 2D (um plano) estd para um espago 1D (uma
reta).

ou, escrevendo com uma proporcao “indevida’”“:

4D 2D

3D 1D
20 indevido possivelmte é apenas aquilo que nao se consegue expli-
car...existem bonitos teoremas em Matemaética, escritos desta forma, sim, eles

lidam com dimensao! Apenas isto nao é uma fracao artimética cujo “resultado”
possa resultar em um nimero.

A proporcao que escrevi acima é “indevida”, mas, se algum
dia voce estudar dlgebra linear em profundidade, ira encontra-la
e vai ver que se lhe pode agregar um sentido.

E, usando agora uma linguagem aparentemente contraditoria,
por enquanto estou apenas dizendo que a desproporcao entre um
espaco 3D e um espaco 4D é a mesma que existe entre um espaco
1D e um espaco 2D.

Deixe-me completar a idéia comparando um espaco 3D e uma
reta, um espaco 1D. Agora tem uma “distancia” de duas uni-
dades no prefixo, um nimero que estou sutilmente lhe passando
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como a dimensao. Resultado: uma reta nao divide um espaco
3D, da mesma forma como um ponto'? nao divide um plano,
um espaco 2D.

Até agora falei de pontos mas nao entrei na discussao sobre
qual seria a dimensao de um ponto.

Também ainda nao defini dimensao, na verdade.

Esta comparacao que acabei de fazer me permite escrever
uma “proporc¢ao” semelhante a que ja escrevi anteriormente:

plano __ 3D

ponto ~ reta 3.2
2D __ 3D
0D = 1D (3.3)

Fu quero sugerir que um ponto é um espaco de dimensao
zero's.

Discuti objetos geométricos e subversivamente estou usando
uma notagao bem conhecida, 3D junto com 2D, 1D e 0D como
um método para trivializar o conceito de dimensao que irei ainda

melhor discutir, adiante.

Qual foi erro dominou o texto acima?

Comecando pelo titulo: deveria ter sido “Os espacos 3D e os
planos” para ficar coerente com as duas secoes anteriores.

Eu deixei uma saida numa das frases do texto, quando fiz
referéncias a multitude de espacos 3D no espaco 4D'. Como
as retas ha uma infinidade de planos, espacos 2D e da mesma
formar uma infinidade de espacos 3D, nés vivemos num deles.

12E qual seria a dimensao dos espacos reduzidos a um tnico elemento?

13Observe que nao estou tentando dar um significado a fracoes com denominador zero,
isto nao existe.O denominador serd dito ser de zero dimensao. Isto nao é o mesmo que
colocar o ntiimero zero no denominador.

4 Mais um erro! Eu deveria dizer “num espaco 4D.
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H&a uma infinidade de retas paralelas e outras tantas que nao
sao paralelas com uma reta dada, como ha uma infinidade de
planos parelelos e, fixando um plano, uma infinidade de planos
nao paralelos com este. Eu posso repetir esta frase relativamente
a qualquer dimensao: os planos, espacos 3D e assim por diante.
Nos capitulos 4 e 5, vou apresentar-lhe uma nova linguagem que
esta melhor preparada para lidar com objetos de alta dimesao:
as variedades.

Observe que dois planos num espaco 3D somente podem ter
dois tipos de intersecao: vazia, ou uma reta. Porque a soma
total das dimensoes envolvidas nao pode passar de trés uma vez
que os objetos estao confinados num espaco de dimensao treés.

Entretanto, dois planos num espaco 4D podem ter como in-
tersecao:

1. o vazio;
2. um ponto;

3. ou uma reta.

Neste ultimo caso os dois planos se encontram dentro de um
unico espaco 3D. Vou provar-lhe que no espaco 4D a intersecao
de dois planos pode ser um ponto.

Considere os planos 7, a contidos em um espacgo 4D.

1. N a = () sao planos'® paralelos. Vou usar a nossa in-
tuicao geométrica para dar um salto de intuicao. Como
os dois planos sao paralelos, existe uma reta r perpencular
a ambos. Existem muitas, mas apenas uma me interessa.

5Com o erro corrigido neste frase!
16Lembre-se o exemplo das retas reversas, a intersecdo ser o conjunto vazio, nao é
equivalente a paralelelismo.
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Deslize agora o plano 7, sempre mantendo-o perpendicular
a reta 7. Vai haver um sentido de deslizamento'’em que 7
ird coincidir com «. Ou seja, podemos obter todos os pla-
nos paralelos ao 7 se o deslizarmos ao longo de r em ambos
os sentidos a partir da posicao inicial que 7 se encontrava.
Ao fazermos isto geramos um espaco 3D contido no 4D em
que esta acao se desenrola.

2. Em um 4D, a intersecao de dois planos, pode ser um ponto.
Em um espa-co 4D ha um subespaco 3D que vou chamar
de £. Ha uma infinidade, me interessa apenas este. Ele é
perpendicular a uma reta r, e a tantas outras que nao me
interessam.

1

Selecione'® o plano 7 no espaco tridimensional £. O que
caracteriza um plano é que nele podemos selecionar duas
direcoes perpendiculares com duas retas que se encontram
num ponto. Vou selecionar estas duas retas perpendicula-

res, em ™ de modo que elas encontrem a reta r no ponto

P.

Tenho, agora, trés retas concorrentes no ponto P e perpen-
diculares duas a duas, por que r é perpendicular ao espaco
& que contém o plano 7.

Como o plano 7 se encontra num espaco de dimensao 4,
eu posso selecionar duas direcoes, perpendiculares ao plano
. Ja selecionei uma, dada pela reta r e agora vou selecio-
nar outra determinada pela reta que vou chamar de s, que

17Ao longo de uma reta ha duas direcdes. Se vocé escolher o sentido errado, recomece.
Este é o algoritmo!

8Esta ¢ uma questdo que divide a comunidade dos matematicos. Esté colocada na
literatura como axioma da escolha que um lado aceita como verdade e que o outro contesta.
Eu estou entre os que aceitam o axioma da escolha como verdadeiro. Porém nds nunca
podemos informar como foi feita a escolha...
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também vou escolher passando pelo ponto P.

As duas retas r e s determinam o plano «. Os dois pla-
nos assim construidos, 7, a, sdo perpendiculares entre si'?
e o ponto P é um ponto comum aos dois planos, por cons-

trucao.

Qualquer reta t que esteja esteja em 7, passando por P,
é, por contrucao, perpendicular a duas direcoes que deter-
minam o plano «, ou seja t é perpendicular ao plano a no
ponto P, o que mostra que nao ha outro ponto sobre esta
reta que também pertenca ao plano «, assim, a intercao en-
tre estes dois planos é um tinico ponto, P. Isto sera possivel
em qualquer espaco de dimensao maior do que trés e o que
permite esta possibilidade é a liberdade de escolha de duas
direcoes perpendiculares, perpendiculares entre si e perpen-
diculares a um plano, possivel em 4D mas impossivel em
3D. Possivel em nD;n > 3.

Obviamente, no espago 4D, continuamos tendo versoes de
espacos 3D onde seguem havendo planos cujas intersecoes
é uma reta. O plano 7, na construcao acima se encontra
no subespaco 3D que chamei de &, e a intersecao do plano
« com o subespago £ € a reta s.

Se vocé achar que a demonstracao que fiz acima é dificil, nao
esta reconhecendo nenhuma fraqueza de pensamento. A dificul-
dade reside num intuicao viciada de seres que vivem em um par-
ticular espaco 3D e que nao pode perceber por onde passa uma
reta perpendicular a este espago. A saida é a Algebra Linear que
no século passado representou para o avanco da Matematica, da
Fisica o que a Geometria Analitica fez nos séculos anteriores,

YLembra das retas reversas na geometria espaciall
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uma algebrizacao dos conceitos que permitem férmulas como a
que apresentei acima que estao ligadas aos deslizamentos per-
pendiculares que acabei de descrever num espaco 30D. Na de-
monstracao eu evitei de usar a palavra vetor que seria natural
no contexto de Algebra Linear.

Agora, operacoes geométricas simples como um deslizamento
perpendicular de espacos passa a ser adicao de vetores e po-
dem ser representados num programa de computador para criar
imagens complicadas que eram simplesmente impossiveis antes
destas traducgoes algébricas.

As afirmacoes que fiz acima, de que vocé pode facilmente
transladar retas, planos ou espacos de qualquer dimensao com
simples operacoes algébricas e que estas podem ser facilmente
transformadas em comandos de computacao para produzir graficos
podem ser visualizadas em alguns dos programas para Célculo
Multivariado que vocé pode encontrar aqui, [7, exer03_01_02.gnuplot].
Procure os programas com a extensao “gnuplot” que foram fei-
tos para serem rodados com gnuplot que é um pacote livre-
mente distribuido na internet e pode ser encontrado aqui, [4].
Alguns dos programas que podem ser encontradas na pagina
indicada acima, nao estao totalmente produzidos porque eles
sao exercicios que os alunos devem finalizar, mas o programa
indicado na citacao esta completo. Sao programas escritos em
Portugués que voce pode traduzi-los em algum tradutor na In-
ternet, por exemplo, [15].
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3.2 Intersecao de objetos de dimensao dife-
rente

3.2.1 Um mundo unidimensional contido num plano

Vou simular, nesta secao, as intersecoes de “mundos” com
dimensoes diferentes. Carl Sagan escreveu um livro sobre este
assunto em que hé erros que vou corrigir aqui.

Considere um plano e uma reta nele contida. A reta divide o
plano em dois semi-planos, porque uma reta é o espaco de maior

dimensao?

0 ainda contido no plano.

Um objeto que estiver num desses semi-planos, pode viajar
indefinidamente pelo semi-plano sem jamais encontrar a reta
divisora dos dois semi-planos, mas se ele tiver que passar para o
outro semi-plano tera que “cortar” a reta que os divide. Examine
na figura (fig. 3.6) pagina 54 esta simulagao.

A imagem do disco ao passar pela reta é uma familia de seg-
mentos de reta, comeg¢ando com um ponto (o ponto de tangéncia
inicial), se expandindo até atingir um segmento de reta cuja me-
dida seja a mesma do diametro do circulo. A partir dai o seg-
mento volta se encolher?! até chegar a um ponto (o outro ponto
de tangeéncia) e finalmente deseparecem as imagens. Depois vou
explicar porque ninguém pode wver este filme! Foi apenas um
exercicio de abstracao matematica.

Observacao 8 Ponto é tambem segmento de reta, degenerado

20No capitulo 0 eu vou apresentar uma nocio que nos carrega para fora da terceira
dimensao em que vivemos, uma delas é a nogao de hiperplano que se refere ao espaco de
maior dimensao ainda contido n’outro. Retas sao hiperplanos de planos! Os planos sao
hiperplanos de espacos 3D espacos e espacos 3D sao hiperplanos de espagos 4D.

21 impossivel explicar isso agora, mas l4 nao existe isto de ”encolhendo de volta para
um ponto”. Isso serd possivel compreender no préximo capitulo. Por enquanto vai ficando
este erro.
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A
intersecéo
do disco com
aretaéum
segmento de reta

Figura 3.6: Um disco atravessando uma reta

Num primeiro momento o disco apenas tangencia a reta. E
um ponto de tangéncia. Depois as “imagens” passam a ser
segmentos de reta, parece que houve uma mudanca de compor-
tamento no padrao e nos matemadticos gostamos de encontrar
“continutdade”, ou regras nos padroes. Para prevenir-nos con-
tra “descontinuidades”, sempre procuramos fazemos extensoes
dos conceitos em Matemdatica para atingir a uniformizacao de
padroes. Quando estamos aprendendo Matematica, os professo-
res costumam nos dizer que o padrao da verdade em Matemdtica
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¢ a beleza ... se o resultado for elegante, provavelmente tudo estd
correto! Neste caso queremos ver pontos como segmentos de reta
e as vezes, acrescentamos o adjetivo degenerado para apaziguar
a audiéncia. Isto faz com que a familia descrita no filme que
vocé acabou de “ver” seja uma familia de segmentos de reta.

Ha diversas “situacoes-limite” em que precisamos fazer isto.
Quando vocé estudou o fatorial de nimeros, passou por uma
dessas situacoes em que viu definicao de 0! = 1.

Fatorial € uma multiplicacao, logo 0! = 1 tem que ser uma
extensao do conceito, uma vez que multiplicar, por zero, sempre
da zero, e nao poderia dar 1. Mas, 0! serve para calcular quantos
subconjuntos vazios existem num determinado conjunto, e isto
¢ 1. Portanto precisamos que 0! = 1.

Precisamos de “situacoes-limite” para fechar as teorias, como
estas duas referidas aqui: fatorial e a familia de segmentos de
reta.

Se houvesse algum ser unidimensional vivendo naquela reta, e
presenciasse a passagem do disco pela reta, repentinamente veria
uma parede “imensa” (ocupando todo o espago) a aparecer-lhe
pela frente. Talvez percebesse que a parede era mével mas nao
poderia ver nenhum crescimento como o bidimensional pode-
ria ter visto: o ponto passar a ser um segmento de reta nao
degenerado, crescer até a medida do diametro e depois desapa-
recer passando novamente por um ponto. Para o unidimensional
tudo nao passaria de um ponto, um dos pontos que determinam
um segmento de reta, o que estivesse do seu lado. Para ele, um
ponto seria uma parede traduzido para a nossa linguagem. Uma
parede imensa, movedica, se expandindo além do horizonte.

Se estivessem dois unidimensionais “conversando”, repentina-
mente seriam separados pelo ponto inicial quebrando o espaco.
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Em seguida a parede (o segmento de reta) enchendo o Uni-
verso unidimensional jogou os dois unidimensionais cada um
para o seu lado, na parte do Universo em que ele se encontrasse,
se nao os trucidasse, simplesmente, deixando o espaco 1D ir-
remediavelmente quebrado e portanto separados em duas semi-
retas o mundo dos unidimensionais. Possivelmente deixando
dois cadaveres unidimensionais para comprovar o “terremoto”.

Os dois companheiros unidimensionais que estavam conver-
sando antes da chegada do disco, se nao tivessem sido destruidos,
estariam surpresos ante um fenomeno inteiramente inexplicavel
e aterrorisados se nao estivessem mortos.

Mas para os unidimensionais nao seria possivel perceber mais
do que a existéncia de uma parede imensa ocupando todo o
espaco e se movendo para dentro do espaco e depois se retraindo
para finalmente desaparecer deixando um mundo unidimensio-
nal rompido.

Na mesma figura (fig. 3.6) vocé pode ver um objeto trian-
gular que também teria atravessando a reta. A imagem comega
com um ponto?? e cresce até ficar do tamanho de um dos lados
do triangulo, sem que os habitantes do mundo 1D possam ter
qualquer idéia do tamanho uma vez que ficam imediatamente
divididos em dois semi-mundos 1D estanques.

O ser “unidimensional” nao teria a menor ideia do formato
dos dois objetos.

Vou imaginar que os dois unidimensionais tenham presenci-
ado o fenomeno do mesmo lado e que tenham saido ilesos da
experiéncia para registrar um possivel um didlogo entre os dois,
um relato da extranha cena:

e - Incrivel, de repente o espaqo inteiro se fechou!

22Na, visdo de um unidimensional, uma parede.

Isto estéd
errado!

Isto estd
errado!
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e - Sim! quase fui morto por esta coisa que surgiu do nada!
e - E pareceu crescer, crescer e o nosso Universo ficou cortado.
e - E o fim dos tempos. E o fim do mundo!

O dialogo somente foi possivel porque eles ficaram juntos, no
mesmo semi-universo unidimensional.

Observe a diferenca entre a sua visao tridimensional dos fa-
tos e a limitada visao do unidimensional. Vocé vé* o disco se
aproximando da reta, vocé vé a intersecao do disco com a reta,
que é um segmento de reta (e portanto, como um ponto, divide
a reta em duas semi-retas).

Mas para o unidimensional, seja um ponto ou um segmento
de reta, é apenas uma imensa parede que divide todo o seu
espaco na metade em que ele se encontra e a outra que ele ja
nao pode mais perceber.

Leia no capitulo 0 um pouco mais a este respeito: “uma
parede pode ser atravessada”, 124.

3.2.2 Um mundo bidimensional invadido por um ob-
jeto 3D

Vou agora analisar o que aconteceria se um objeto tridimen-
sional invadisse um espaco bidimensional ?

Novamente aqui vou descrever diversas visoes, a nossa de
observador 3D privilegiado e a visao limitada do observador 2D
que vive num determinado plano.

23Depois vou mostrar-lhe que aqui tem um erro! Que este livro estd cheio de erros,
felizmente com corregdes! Vou corrigir estes erros no capitulo 0.

Isto estéd
errado!

Isto,
também,
esta
errado!
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O nosso espaco 3D tem uma infinidade de planos distribui-
dos em absolutamente todas as direcoes** como nos planos onde
h& uma infinidade de retas com as mais variadas diregoes. Um
objeto 3D viajando no espaco 3D pode nunca encontrar um de-
terminado plano, onde precisamente se encontra o nosso obser-
vador bi-dimensional, porque pode ficar o tempo todo confinado
a um semi-espaco definido por um certo plano.

Mas vou supor que num certo plano exista energia bidimen-
sional, seres bidimensionais, e que um objeto 3D “corte” este
plano.

Suponha que um objeto, em dimensao trés, semelhante a uma
garrafa de refrigerante passasse por um plano.

Esta questao contém outras perguntas: que significa passar
por um plano 7 Sua passagem poderia ficar desapercebida? Eu
vou, mais a frente fazer a simulacao da invasao do nosso universo
por um ser de dimensao quatro e voce tera a oportunidade de
ver falhas no meu raciocinio. Falhas proprias de quem vive con-
dicionado?® ao raciocinio tridimensional.

Passar por um plano significa o que usualmente falamos quando
nos referimos em Geometria & intersecao entre figuras®. Signi-
fica, dindmicamente, ir cortando com o plano (interse¢ao) com
o objeto tridimensional. Examine a figura (fig. 3.7) pagina 59.

O resultado desta experiéncia se encontra ilustrada na figura
(fig. 3.7) pagina 59 e preciso explicar a minha obra de arte®’...

e No ponto em que esta marcado “apareceu aqui” a garrafa
surgiu no plano, uma pequena bola, a intersecao da boca

24Relembrando a sua geometria espacial, podemos falar de uma direcio de um plano
tomando por referéncia o seu vetor normal...

25Foi esta a principal razao do capitulo 2 em que insisti na visao limitada de quem vive
prisioneiro a gravitacao terrestre...

26Como o disco “passando” pela reta.

2TA arte moderna tem de ser acompanhado por um manual de instrucoes!
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.é
ll'\:

Apareceu

aqui

Figura 3.7: pegadas de um ser tridimensional no plano, invisfveis até mesmo pelos
tridimensionais

da garrafa com o plano. Observe que esta é a nossa visao
de seres 3D...

e Em seguida a garrafa ficou inclinada e a intersecao parece
eliptica. Uma elipse é um circulo deformado!

e As setas vao indicando a evolucao das passagem da garrafa
pelo plano. Aumenta o tamanho da intersecao até atingir
o maximo na “cintura” da garrafa. Um disco de diametro
maximo.

e No mundo 2D tudo ¢ visivel é uma parede que os bidimen-
sionais talvez possam perceber que é curva. Nao poderiam
perceber que ¢ circular pois nao teriam acesso ao centro do
circulo. Mas isto ainda depende do tamanho deles relativa-
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mente & intersecao em seu mundo®®

e Terminado o fenémeno certamente nao ficou?” nenhuma pa-
rede, mas certamente um pedaco do mundo 2D destruido,
naquele ponto. Nés nao temos experiéncias com tais even-
tos para poder imaginar como tudo estaria “no dia sequinte.
Por certo o formato da regiao destruida seria dado pela da
uniao das intersegoes da garrafa com o plano. Eo que a
Matematica nos ensina.

Para um bidimensional surgiu uma parede que bloqueia toda
uma regiao e que (possivelmente) tem uma aparéncia circular.

A parede cresce e altera o seu aspecto, mas ele nao pode
perceber que em um certo momento é eliptica e nem que é cir-
cular. O centro do circulo nao é visivel para os bidimensionais.
Tudo que ele percebe é uma parede a sua frente e talvez consiga
observar que ela nao é reta, parece curvilinea.

A garrafa é um objeto de dimensao trés. Suas multiplas in-
tersecoes obtidas com o nosso “filme”, tipico do século 21, sao
objetos de dimensao dois. Seria a visao de um ser trididimen-
sional da invasao da garrafa tridimensional dentro do espaco
bidimensional.

A garrafa é um objeto tridimensional. Suas multiplas in-
tersegoes registradas pelo meu “filme” sao objetos bidimensio-
nais. B o meu modo de ver a invasio dos espaco 2D pela garrafa.

Para um habitante do espaco 2D surgiu uma parede no seu
universo, caso ele se encontre fora do local da invasao, porque se
ele estivesse no local da invasao seria impiedosamente trucidado.

28Nao se esqueca de que vocé tem a impressao de que a terra é plana e que tem muita
gente que ainda nao acredita que ela seja um batatdide!

290 que terd acontecido ficara inteiramente claro no 0 capitulo. Agora é muito dificil de
explicar, eu preciso do conceito de medida. Aqui estou eu incorrerendo nos mesmo erros
que os de Carl Sagan.
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Afastado do local da invasao ele pode ver o surgimento da
parede movel e capaz de se expandir e absolutamente nao teria
qualquer idéia da garrafa. No maximo, dependendo dos tama-
nhos relativos, poderia perceber que seria uma regiao limitada
com fronteira nao retilinea. Posso registrar aqui um didlogo en-
tre dois “bidimensionais” ante o aparecimento mistico que eles
estariam presenciando:

e Nos primeiros momentos - Um objeto imenso ! Tem um
formato curvilineo!

e Nos primeiros momentos - Um disco voador!

- Disco voador ? nao, mas parece-se com uma imensa pa-
rede que toma todo o universo.

e alguns segundos depois Nao, nao é um disco! Sua forma

se altera, parece vivo, um animal de extraordinarias pro-
porcoes, do tamanho do Universo.

e ao ver as demais imagens Parece que esta aumentando de
tamanho.

e a0 desaparecer a imagem O nosso Universo ficou partido.

e Mas ¢é possivel rodear a parede...e chegar até o outro lado.

Obviamente a ultima frase somente pode ter sido dita se os se-
res bidimensionais tiverem um tamanho que lhes permita avaliar
que a parede tem aspecto curvilineo. No préximo capitulo vou
mostrar-lhe também que eu, tridimensional, nao poderia ver as
intersecoes e estaria totalmente alheio a qualquer possivel dano
que eu porventura estivesse cometendo contra os habitantes do
mundo bi-dimensional.
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Examine uma diferenca fundamental entre o caso do mundo
unidimensional que ficou cortado em dois regices pelo disco. As
imagens da garrafa nao separam o espaco bidimensional em dois
espacos. Os dois bidimensionais, se tiverem escapado vivos e
tivessem ficado, momentaneamente separados pela invasao da
garrafa, poderiam ainda voltar a se encontrar, se as proporcoes
da parede nao forem gigantescas para a vida deles. Poderiam
andar a volta e constatar que existe uma regiao interior a parede
que ja nao lhes é mais acessivel.

Leia no capitulo 0 um pouco mais a este respeito: “uma
parede pode ser atravessada”’, na pagina 124.

Nao estou aqui defendendo ou explicando a existéncia de ob-
jetos nao identificados, OVINIS, como nunca os vi nao tenho
opiniao formada sobre a existéncia deles. Mas se houver um
universo de dimensao maior que a do nossa universo 3D, e se
0 nosso universo 3D estiver contido neste particular espaco 4D
e, finalmente, se um objeto de dimensao quatro (ou superior)
invadisse o nosso mundo, entao a nossa experiéncia sera de uma
imensa parede ocupando todo o espaco e deixando uma bagunca
enorme e irreparavel para tras, apos o invasao. O nosso mundo
estaria definitivamente quebrado no lugar desta passagem. E
tudo o que teriamos em mente sobre o acontecido seria uma ima-
gem distorcida, o nosso universo quebrado, depois que a coisa
se tenha ido embora.

E tudo que guardariamos dele seria uma imagem distorcida
e o0 nosso Universo rompido no ponto de passagem do objeto.

Vou usar uma palavra técnica que sera repetida e explicada
no capitulo 0, magro, se quiser salte agora para o capitulo 0 para
ler a respeito. Olhe no indice, no final do livro, para localizar a
pagina exata onde este conceito se encontra.

Errado!
nao ha
nada que

“se tenha
ido”!
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As intersegoes da garrafa tridimensional com o plano sao ma-
gras relativamente a garrafa. Nao sao nada magras relativa-
mente aos seres bidimensionais. Magro quer dizer que tem massa
Zero.

Observacao 9 Magro

Magro é um conceito relativo. Um objeto € magro relativa-
mente a outro. As intersecoes da garrafa com o plano, como sao
de dimensao inferior a da garrafa, sao magras relativamente a
garrafa. Tém massa zero relativamente a garrafa.

Reis e Silva, [9], em um livro de Geometria Analitica, propu-
seram um truque para que se bebesse um refrigerante sem abrir
a garrafa. Leia esta histéria no capitulo 0, pagina 121.

Vou explicar-lhe porque nao é possivel beber o refrigerante
usando o truque proposto por éles, passando pela quarta di-
mensao: como o liquido tri-dimensional ¢ magro relativamente
a dimensao quatro, nao ha forca de sucao capaz de faze-lo chegar
ao canudo quadri-dimensional.

No capitulo 0 vocé pode ler a histéria de uma formiga bidi-
mensional presa numa garrafa de sua dimensao e que foi salva
da prisao por um truque semelhante ao do refrigerante. Isto
também nao é possivel, e pela mesma razao. O salvador da for-
miga colocou uma palhina na garrafa bidimensional para que ela
passasse, pela terceira dimensao, para fora da garrafa.

A formiga bi-dimensional nao poderia fazer uso da ponte re-
presentada pela palha passando por cima das paredes da garrafa
bidimensional, leia esta histéria no capitulo 0, pagina 123.

Tudo que a formiga bi-dimensional perceberia da palha, seria
sua intersecao com o mundo bi-dimensional, na verdade um ob-
jeto bi-dimensional atrapalhando sua mobilidade. Ela nao teria
nenhuma idéia do aspecto da palha.
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Como as formigas percebem as palhas, entao as formigas nao
sao bidimensionais...

3.3 Dimensao na Algebra Linear

Vou agora discutir de forma mais técnica, mas nem tanto, o
conceito de dimensao.

A lgebra Linear é o departamento da Matemaética que se ocupa
dos conceitos dimensao, espaco.

Uma forma simples de caracterizar a dimensao
de um objeto consiste em contar o nimero de

coordenadas necessarias para descreve-lo.

Esta regra nao é absoluta porque podemos descrever um
plano dentro dum espaco de dimensao quatro e esta descricao
traria quatro coordenadas... portanto é preciso ter cuidado com
a dimensao de um objeto que seja descrito com 10 coordenadas,
ele pode ser bi-dimensional. Na verdade ¢ preciso aprender a
contar quantas coordenadas existem?’, de fato.

Mas a verdade é que nao sera possivel descrever um objeto bi-
dimensional com apenas uma cordenada, ou descrever um objeto
tridimensional com apenas duas coordenadas. E este o signifi-
cado da regra pratica.

Entao quando dissermos que um determinado conjunto se
descreve com a sentenca:

P={(z,y,2); Plz,y,2) =0}

30 As regras praticas existem para nos ajudar a rapidamente obter resultados, mas elas
sao perigosas. Tém que ser usadas com cuidado.
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em principio estamos com um objeto bidimensional porque pre-
cisa de duas coordenadas para descrevé-lo uma vez que uma
delas “pode” ser explicitada como funcao das outras duas®!, por
exemplo

P = {(x,y,z) y &= f(x,y)} (34)

A “regra” pratica diz que “se houverem n variaveis, o

objeto sera de dimensao n — 1.

Na equagdo (4) z é chamada de variavel dependente e na
verdade contamos apenas duas variaveis, z,y. Voceé vé aqui um
exemplo de como contar as variaveis.

Nas “nossas” modernas economias as pessoas e 0s produtos
estao catalogados com indices. Basta contar quantos digitos
sao necessarios para descrever os indices da tal economia para
decidir qual é a dimensao do espaco economico em se vive.

Aqui também é preciso ter cuidado com um pequeno erro
possivel, o pessoal do ministério do planejamento separou uma
quantidade de digitos que sirva para muito tempo, portanto esta
contagem pode resultar numa dimensao um pouco maior do que
a economia do pais de fato tem, mas o erro sera pequeno. Uma
diferenca de ordem de grandeza...

Um erro de apenas uma unidade na dimensao, pode tornar
todos os eventos do espaco em eventos de medida zero®...Isto
explica porque 0s nossos sistemas economicos estao se tornando
muito pouco confidveis cada dia que passal

Examinemos exemplos para tornar esta idéia mais simples.

31 Algumas vezes nés nao sabemos fazer esta conta...
32Medida ¢ o assunto do capitulo 0.
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Retas devem ser de dimensao um e planos de
dimensao dois.

Exemplo 10 Retas devem ter dimensao um
A equacdao de uma reta , tirada do seu livro de matemdtica
da Escola, pode ser escrito de duas maneiras:

{(z,y) ; ay +bx +c=0}; (3.5a)
m = —é;d: £ (3.5b)

a a
y=mzx+d; (3.5¢)

na figura (fig. 3.8) pdgina 66, vocé pode ver a representa¢ao
grafica do cdlculo da tangente (coeficiente angular) da reta re-
lativamente a um eizo® de referéncia. E o quociente entre o0s
catetos de um triangulo retangulo.

m =-b/a é a tangente

do angulo s

Figura 3.8: Equagao da reta

Porém, entre as duas equacoes (3.5a), (3.5¢) parece que uma

33Mais uma vez, absoluto é uma coisa rara, ndo ha angulo antes da nossa decisdo por
um eixo de referéncia.
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informagdao desapareceu, de trés coeficientes, na equagdo (3.5a)
agora temos apenas dois, na equac¢ao (3.5¢).

Mas vocé pode acompanhar as contas e ver que “elas sao le-
gais” e que na verdade os novos coeficientes sao pares de coefi-
cientes: uma fracao € sempre um par de niumeros.

De qualquer forma temos trés coeficientes apesar de que eles
se encontrem mascarados em apenas dois. Fu quero [he mostrar
que Matemdtica ndo é bruzaria® e também chegar ao “nimero
dois” de informacoes necessdrias para determinar uma reta.

Vou comegar com a equagao (3.5¢). Observe que se ¢ = 0,
entao d = 0 dando-nos um tipo muito particular de equacao:
y = mx que vocé pode se lembrar, € a equacao de uma reta
passando pela origem. Epor 1850 que o numero underline d tem
um nome especial, porque mostra onde a linha passa no eizo OY,
vocé se lembra do professor dizer, “fala x = 0, para descobrir
onde a linha corta o eixo OY 7. Desta forma a equagdo (3.5¢) €
uma expressao otimizada e nos diz tudo o que precisamos para
representar graficamente uma reta. Com um pouco de trabalho
podemos voltar da equagdo (3.5¢) para a equacao (3.5a). FElas
sao equivalentes.

Assim identifiquer duas informacgoes necessarias para descre-
ver uma reta,

m,d

o coeficiente angular, m e o coeficiente linear d. Isto me fez
chegar junto com a Geometria que diz que “dois pontos, dife-
rentes, determinam uma reta”. Dois pontos, para a Geome-
tria, sao duas informacoes. Duas informacoes precisam de duas
varidavels, entao a equacao de uma linha reta precisa de duas
varidvels para expressd-la.

341Nada contra as bruxas! Ao contrério, eles sdo, geralmente, muito interessantes!
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Duas varidveis, a regra que enunciamos anteriormente mnos
conduz a dimensao 1 para a reta e vamos ver que tem sentido.

Nos apoiando na geometria: “dois pontos determinam uma
reta” dois pontos diferentes, obviamente®. Com estes dois pon-
tos construimos um segmento de reta nao degenerado®. Isto
nos levaria ao grdafico que se encontra na figura (fig. 3.8) que
nos conduziu ao cdlculo das equagoes da reta, (3.5a), (3.5¢). Isto
fecha o ciclo.

Comecamos com um segmento de reta, figura (fig. 3.8) de-
terminado por dois pontos dados, mas qualquer outro segmento
de reta, sobre a reta, serd um multiplo deste. Vou chamd-lo de
um gerador da reta, quer dizer que uma reta pode ser gerada por
um segmento de reta determinado sobre ela, por dois pontos.

Chegamos assim d conclusdo de que duas informacoes®’, um

segmento de reta determinado por dois pontos, determina a reta.
Na figura (fig. 3.9) pagina 69,

Observe, en passant, que a regra do numero das
vartavers® coincide aqui com o numero de pontos ne-
cessarios para determinar uma reta: dois pontos, a di-
mensao € “2-1=1".

QO método algébrico.

Exemplo 11 Os planos devem ter dimensao dois
De modo parecido caracterizariamos os planos:

{(z,y,2) ; Avr+ By+Cz+ D =0}

3%¢ teria sentido em falar de dois pontos iguais? Resposta: nao. E uma “situacao
limite”.

36Seria um segmento de reta degenerado se os dois pontos fossem iguais... se reduziria
a um tdnico ponto!

37T A regra pratica estd funcionando: 2 — 1 = 1; a dimensdo da reta é 1.

regra
pratica
duas
variaveis
dimensao

1
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O segmento OR

é um multiplo do
segmento OQ

por um coeficiente
negativo.

O segmento OP
€ um mdltiplo do
segmento OQ

/ "
Figura 3.9: Um segmento gera todos os outros: segmento gerador

trés varidveis, dimensao dois.

Vous mostrar que precisamos de duas informacoes para de-
terminar os elementos num plano.

A geometria novamente nos diz que dados trés pontos nao
colineares, determinamos um plano.

E da Geometria, com trés pontos, examine a figura (fig. 3.10)
pdgina 70, podemos construir wm triangulo nio degenerado®

e Considere trés pontos, A, B, C nao colineares;

e FEles determinam os segmentos AB, AC.

e Qualquer outro segmento de reta no plano pode ser obtido
a partir destes dois usando-se a regra do paralelogramo que
¢ um método para somar.

Ha alguns segmentos cuja soma nao é muito trivial, mas va-
mos deixar isto para que o leitor exercite sua perspicdacia...

38Seria um tridangulo degenerado se os pontos fossem colineares...
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A regra do paralelogramo para somar segmentc

AD

PQ

Q

Figura 3.10: Geradores do plano

Mostramos assim que os trés pontos se reduzem a duas in-
formacoes, e que estas duas informacoes geram qualquer seg-
mento do plano (qualquer outra informacgao do plano).

Trés pontos (ndo colineares) determinam um plano. 3-1=2,
a dimensao de um plano € dois.

Posso arriscar uma defini¢ao informal de dimensao, é a quantidade
minima de informagdes “necessarias” para descrever totalmente
0 espaco:
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e nao podemos determinar uma reta com zero segmentos de
reta, precisamos de um;

e nao podemos determinar um plano com apenas um seg-
mento de reta, precisamos de dois;

e nao podemos determinar um espaco 30D com apenas dois
segmentos de reta, precisamos de trées;

Das afirmacoes acima apenas a primeira parece extranha.
Mas se vocé pensar no método geométrico de determinacao de
retas, dois pontos distintos, e retirar o adjetivo distintos, voce
arrasou com o segmento de reta e agora tem a quantidade “zero”
de segmentos de reta, apenas um ponto, que voce sabe que in-
suficiente para determinar uma reta. Pode ser uma forma de
explicar a primeira sentenca. De qualquer forma ela completa
as outras duas!

1. Retas: um segmento de reta; dimensao 1;
2. Planos: dois segmentos de reta nao colineares; dimensao 2;

3. Problema: um ponto, dimensao zero;

3.4 Geradores e dimensao

A ciéncia tem que ter um processo simplicador para permitir
ao Homem um dominio do conhecimento. Os alquimistas, que
fundaram a quimica, procuravam descobrir os elementos bésicos
da Natureza guiados pela ambicao de criar ouro® ou outros
elementos preciosos.

39Por azar o ouro é um um dos elementos bésicos e assim nao podia ser criado a partir
dos outros elementos bésicos... a nao ser por uma “engenharia” atomica coisa que os
alquimistas ainda nao sabiam fazer. E hoje sabemos que é muito caro fazer ouro com este
método.
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3.4.1 Elementos basicos

Elementos basicos da quimica

Com uma centena de elementos basicos podemos criar toda a
matéria existente no Universo conhecido.

Elementos basicos das linguas humanas

O alfabeto foi uma invencao do mesmo tipo, descobrimos alguns
caracteres que podem gerar todos os sons que produzimos e as-
sim codificar a fala com a escrita. Com cerca de 25 letras pode-
mos representar qualquer frase que o ser humano queira pronun-
ciar, registra-la em papel (ou em meio eletronico) e envid-la por
correio (eletronico ou de superficie). E um tunico alfabeto ser-
viria para todas as linguas faladas na Terra com uma pequena
correcao, por exemplo, no alfabeto russo, que é muito rico de
sons.

Elementos basicos para as quantidades numéricas

Os 10 digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} nos permitem expressar
qualquer quantidade e podemos traduzi-los em alta voltagem ou
baixa voltagem e assim registra-los para nas memorias dos com-
putadores e finalemente expressar a escrita, as imagens, o mo-
vimento, tudo no Universo, com apenas dois elementos basicos:

[0,1}.
Elementos geométricos basicos

Enfim, descobrir elementos basicos permite que, com poucos
elementos descrevamos todo um Universo.

elementos
quimicos
basicos

caracteres
basicos
da escrita

escrita
imagem
movimentos
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Vimos que os segmentos de reta, convenientemente combina-
dos, descrevem as retas, os planos, o espaco... e novamente aqui
o interessa é descobrir um conjunto adequado de segmentos de
reta que seja minimo, os mais simples.

Observacao 10 Ezisténcia de elementos mais simples

Observe que a existéncia de elementos mais simples nao pre-
cisa ser unica, examine o alfabeto que os russos usam, que € o
mais simples para descrever os sons que eles precisam. O gregos
tem o seu.

A predominancia do alfabeto latino que invade a Russia, a
Grécia ou a China, acontece nao por ele ser o mais simples, ou
o melhor, mas pela imposicao economica que estd por tras dele.

Infelizmente nao existe um unico conjunto de elementos mais
simples para descrever um espagco geométrico. Precisamos de
10 ¢ este € um conceito nada novo, mas sempre
repelido por graves preconceitos.

aproximacoes

3.4.2 Formatacao da reta

Tome uma reta, e nela escolha um ponto, chame-o origem, O
voce fez uma escolha!

Poderia ser qualquer outro ponto. Qualquer ponto divide a
reta em duas semi-retas.

Dividida a reta em duas semi-retas vamos escolher uma das
semi-retas para nela eleger um ponto que serd o 1. Com isto
determinamos onde ficarao os niimeros positivos. Outra escolha!
Poderia ter sido qualquer das duas semi-retas a escolhida para
ser o conjunto dos nimeros positivos.

40E usamos aproximacio, nas comunicacoes da fala, da visdo e de imagens.
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Também qualquer ponto pode ser escolhido para marcar a
unidade, com excecao do que ja escolhemos para ser o zero,
porque tém que ser dois pontos distintos...

Feitas estas escolhas temos um segmento de reta que conve-
niente multiplicado por um numero pode reproduzir qualquer
outro na reta inteira. Ele é um gerador. E também o gerador
mais simples porque quando multiplicarmos pelo nimero natu-
ral n vamos encontrar o ponto que representa o ntimero natural
n.

Se tivessemos escolhido como gerador o segmento O,2 ele
produziria uma, distorcao porque o seu comprimento nao seria
unitdrio. Para obter o 3 teriamos que multiplica-lo por 1.5.

Mas ja posso fazer uma afirmacao: me basta um tnico seg-
mento de reta, (chamado vetor unitario), para gerar uma reta.
Quer dizer, o conjunto dos geradores da reta é unitario.

| Isto caracteriza a reta como sendo de dimensio um.

3.4.3 Formatacao do plano

A figura (fig. 3.10) nos sugere que precisaremos de dois seg-
mentos de reta para gerar um plano, é assim.

Novamente, este dois segmentos de reta podem ser quaisquer,
desde que nao sejam colineares. Os dois mais simples sao aqueles
que marcam a unidade de cada reta. Mas cada vez que escolher-
mos duas retas, nao paralelas, se encontrando num ponto que
chamaremos origem, podemos ter dois novos geradores para o
plano, que assim nao tem um unico par de geradores.
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Mas sempre sera um par de geradores o conjunto mais
simples que gera um plano. Isto nos diz que a dimensao
de um plano é dois.

Eu Poderia seguir em frente, mas assim eu iria construir toda
a A lgebra linear e estari extrapolando o objetivo que tenho para
este livro.

A dimensao dos espacos se caracteriza, assim, pelo nimero
minimo de geradores que ele tiver.



Capitulo 4

Medida

O célculo do comprimento, da drea e do volume
sao trés processos basicos de medida mas ha
outros.

Quero mostrar-lhe o que é medida do ponto
de vista de Matematica. Vou passar sucessiva-
mente comprimento, drea e volume para mo-
tivar o assunto e passar para a definicao de
medida.

4.1 Comprimento, area e volume, hipervo-
lume, ...

Vou rever sucessivamente comprimento in area e volume para
motivar o assunto e chegar a médida dum espaco 4D. Depois
vou tratar do assunto medida de forma geral, apresentar-lhe a
definicao matematica de medida, explicar direitinho o que sao
conjuntos magros que foi assunto do capitulo 4.

Para terminar vou justificar o titulo do livro, a razao de nossa
prisao tridimensional com a ajuda de medida e corrigir alguns

76



CAPITULO 4. MEDIDA 77

erros que foram deixados para tras.

A metodologia para medir foi fundamentalmente alterada
com a Revolucao Francesa que rompendo com a aristocracia
e recriando a republica inventou o sistema métrico decimal.

Abaixo voce tem dois sites onde pode consultar os padroes e
os nomes dos processos de medicao tecnologicos.

e http://www.universal.pt/site/medidas/conv_medidas.htm

e geocities.yahoo.com.br/saladefisica/medidas.htm

Ja estou falando de medida desde o primeiro capitulo, so-
mente agora é que vou oficialmente entrar no assunto. Depen-
dendo de quais sao os seus interesses, voce pode saber que me-
dida é¢ um assunto dificil que pode assustar alunos de pésgraduacao.
Eu também vou mostrar aqui que nao precisava ser assim em-
bora eu nao va me aprofundar nesta direcao.

Medir significa associar um numero a um conjunto, como
o calculo da area, ou o comprimento de uma peca de tecido,
que tem area, mas nés a compramos pelo comprimento. Ou a
quantida d’agua na caixa do prédio em que moramos, volume.

e Comprimento é medida num espaco de dimensao 1;

e idrea é medida medida num espaco de dimensao 2;

e volume ¢ medida num espaco de dimensao 3.

Observe que estes nomes nos foram legados por uma antiga
cultura geométrica. Eu vou fazer-lhe uma pergunta que vai
deixa-1@ espantado: que nome dariamos a medida de um corpo
de dimensao quatro? por exemplo, a medida de uma esfera na
dimensao quatro? Analise porque eu usei o exemplo da esfera,
ele lhe ira trazer algumas surpresas:
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e esfera unidimensional, exemplo, um intervalo da reta;

e esfera bidimensional, exemplo, um disco do plano;

e esfera tridimensional, exemplo, uma bola, a esfera habitual;

e csfera quadridimensional, o conjunto dos pontos que se en-
contrem a uma distancia menor ou igual a um certo raio

escolhido, r, de um ponto P, a esfera de centro P e raio r.

No ultimo exemplo eu escrevi a definicao que vocé conhece, nos
outros dois, possivelmente com excecao do primeiro, voce ja es-
perava. O primeiro voceé recebeu com um certo espanto, mas
olhe a figura (4.3) pagina 87,

A esfera unidimensional é um segmento de reta

Ocentro P

Figura 4.1: A esfera unidimensional é um segmento de reta

A esfera unidimensional é um segmento de reta, o diametro
se confunde a propria esfera e o centro, P, é média aritmética
dos extremos. Lembra da parede unidimensional do capitulo
anterior?
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Comprimento, uma medida do espago 1D

Quando formatei o espaco, no final do capitulo 3!, por exem-
plo a reta, escolhi um padrao (matematico) de medi¢ao. Eu fiz
isto no final do capitulo 3, ao marcar além do zero, o 1. Com
isto eu criei duas estruturas na reta:

e geométrica, definindo um “vetor padrao”, e

e algébrica, ao identificar os elementos neutros de duas operacoes
fundamentais, adicao e multiplicacao.

Foi criado um padrao para segmento de reta com tamanho
de uma unidade. Criei? a unidade! As comparacoes com este
segmento unitario estabelecem o tamanho de qualquer outro
segmento.

Observacao 11 (A prisao cultural) Que a cultura nao seja
uma prisao

O nome da medida, num espaco 1D, estd ligada a mossa cultura geométrica, e se
chama comprimento. Ndo fique cansado com a repeticao desta frase que voce agora vai ler,
possivelmente, pela centésima vez, mas ela € o objetivo deste livro. Nos somos prisioneiros
do processo cultural em que vivemos. Por um lado, temos de proteger nossa cultura,
culturas locais, essa protecao deve se transformar em um “algoritmo” para proteger o meio
ambiente que o cendrio de nossas vidas. Por outro lado, devemos aprender a separar a arte,
a beleza do processo cultural, a admaird-la e protegé-la, mas impedir que isso se torne uma
prisao cultural que nos deize cegos para crescer em conhecimento. Neste pequeno exemplo,
€ preciso compreendermos que comprimento € apenas um nome geométrico de um tipo
de medida, e que medida € o conceito genérico. E esta capacidade de proteger o mosso
background cultural, mas ainda ser capazes de construir conceitos que as vezes entram em
contradi¢ao com 0s nossos valores culturais, mas que devem viver em harmonia com eles,
que nos fard livres para ir mais longe. Por exemplo, € esta capacidade de conviver com
0 nosso fundo cultural, sem ficar a ele preso, que nos permitird, logo, discutir a medida
num espacgo 4D.

IProcure no indice remissivo o assunto “formatacao”.
2Vocé ja deve ter percebido que o tom do livro é mais para divertido do que para uma
seriedade enciclopédica. Fique certo de que eu nao crei nada novo neste livro!
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Area, uma medida do espaco 2D

De forma semelhante, ao formatar o plano, escolhi uma unidade
no eixo OX e outra no eixo OY? e assim, junto com a ori-
gem, e o ponto (1, 1) fica determinado um retangulo padrao que
digo ter drea um*de modo que as comparacoes deste retangulo
com qualquer outro, determina a area do outro. A figura 4.2,
na pagina 80, ilustra o conceito apresentando-lhe o retangulo

Retangulo unitario
num espago 2D

11)

172

medida aproximada D
doconjunto S <=~

m(S) = 3+4/4=4

Figura 4.2: O retangulo fundamental, de drea 1

unitario e uma sub-unidade, um retangulo de lado %, que tem 1

1
da area do retangulo unitario.

Desta forma eu calculei uma aproximacao da area do conjunto
S resultando em 5 unidades. Bastava usar outra sub-unidade,
um retangulo de lado % e eu poderia ter conseguido um resultado
mais exato, porém ainda aproximado.

3Também foi uma escolha ao estabelecer que os eixos seriam ortogonais.

4Podemos provar mais tarde que esta medida tem a propriedade de sendo o produto
das medidas unidimensionais.
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Volume, uma medida do espago 3D

Ainda de forma semelhante ao formatarmos o espaco 3D, es-
colhemos uma unidade no eixo OX, outra no eixo OY e ou-
tra no eixo OZ° assim, junto com a origem, fica determinado
um paralelepipedo padrao, determinado pela origem (0,0,0) e
pelo ponto (1,1, 1) que diremos ter volume um de modo que as
comparacoes deste paralelepipedo com qualquer outro conjunto
determina o volume do conjunto, aproximadamente, de forma

semelhante ao que foi feito no plano, na figura 4.2, na pagina
80.

4.1.1 E o espaco 4D

Eu me recuso a representar graficamente o espaco 4D porque
também nao fiz representacoes graficas para o espaco 3D como
nao vou tentar nenhuma representacao grafica para o espaco 5D
ete...0

Mas a formatacao de qualquer outro espago de maior di-
mensao segue o método que usamos para formatar 1D,2D, 3D.

Observacao 12 Imagens de 3D num espaco 4D

Algebricamente nao hd nenhuma dificuldade de entender as dimensoes mais elevadas.
Deize-me mostrar isso para vocé através de alguns exemplos. E o método algébrico, agindo
cegamente, mas com seguranga, ¢ a forma de produzir programas que mos permilirao
manipular a realidade com grande precisao. Espero que isto a decida por dominar o método
abstrato.

Ao escolhermos uma reta perpendicular ao espago 3D passando pela origem (0,0,0)
estamos criando o espago 4D onde podemos criar novos enderegos para os pontos existentes

%e escolhemos os eixos ortogonais

Sdemocraticamente. Porque a nossa prisao tridimensional nos impede de compreender,
graficamente, o que é 4D.
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no espaco 3D:

3D > (0,0,0) — (0,0,0,0) € 4D
3D 5 (1,0,0) — (1,0,0,0) € 4D
3D 3 (0,1,0) — (0,1,0,0) € 4D (4.1)
3D 5 (0,0,1) — (0,0,1,0) € 4D
3D > (x,y,2) — (z,y,2,0)€4D

Mas todos os pontos que descrevi acima representam 0S8 mesmos pontos ja existentes
em 3D. Eles tém apenas tem novos nomes. E exatamente isto que a empresa de telefonia
faz quando precisa expandir o sistema, ela coloca alguns zeros geralmente mo inicio dos
numeros antigos. Eu coloquei um zero mo final dos enderecos antigos.

Vou fazer algo diferente agora, criando pontos movos, que nao pertencem mais ao
espaco 3D. Apenas vou usar como “material” pontos existentes no espaco 3D. Vou fazer
translacoes:

3D > (0,0,0) — (0,0,0,1)€ 4D
3D 5 (1,0,0) — (1,0,0,1) € 4D
3D (0,1,0) +— (0,1,0,1) € 4D (4.2)
3D 5 (0,0,1) — (0,0,1,1) € 4D
3D > (x,y,2) — (z,y,2,1)€4D

Na equagao (1), na quarta coordenada, eu coloquei zero e com isto “preservei” o espago
3D, é uma copia do espago 3D dentro do espaco 4D.

Na equagao (2), em vez de usar na quarta coordenada um zero, como eu havia feito
na (1), eu agora coloquei 1. Isto corresponde a uma transla¢ao do espag¢o 3D. Eu vou
dizer que, com uma redagao diferente!

Deize-me chamar de S ao conjunto formado pelos pontos

S =1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (x,y, 2)}

Entao os novos pontos, em 4D na equagao (1) podem ser obtidos com a opera¢ao
algébrica: S+(0,0,0,0), uma translagao com o vetor zero. Mas na equagdo (2) a operagdo
é: S+(0,0,0,1), somei a todos os pontos foi o vetor (0,0,0,1). Ainda assim é uma imagem
identica de S em 4D, € apenas uma translacado.

Isto mostra, algebricamente, uma coisa importante: que em 4D existe uma imagem
de 3D, o que jd venho dizendo hd muito.

e Dentro de um espaco de dimensao 4D hd uma infinidade de espacos 3D, uns para-
lelos aos outros, outros nao paralelos entre si...

e Dentro de um espaco de dimensao 3D hd uma infinidade de espag¢os 2D, uns para-
lelos aos outros, outros nao paralelos entre si...

e eu poderia repetir esta frase indefinidamente, com diversas dimensoes.

Os elementos de um espaco 4D podem ser enderecados com
quatro coordenadas: (1,1,1,1),(z,1,1,—1), (z,y,—1,1),....
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Os pontos (0,0,0,0) e (1,1, 1, 1) determinam um “hipercubo”
do espaco 4D, de forma semelhante a que usei para definir os
retangulos unitarios dos espacos 1D, 2D e 3D, com hipervolume
1 nos permitindo, de forma idéntica a calcular os hipervolumes
de qualquer conjunto .S em um espaco 4D pode ser obtido, apro-
ximadamente, por comparacao com a unidade padrao e suas
subunidades.

Aqui e em dimensoes superiores, nao podemos mais ser guia-
dos por uma figura geométrica, mas podemos criar um programa
de computador para fazer as translacoes e decidir algebricamente
se as translacoes do hipercubo unitario ou de suas subunidades,
estao dentro de S. Aproximacdo é uma palavra-chave.

Aqui também o valor 1 é uma escolha. E a melhor escolha
porque coincide com o produto das medidas dos lados...

Nao temos absolutamente nenhuma limitagao para pensar
numa geometria multi-dimensional, e se apenas perdermos o pre-
conceito associado a nossa incapacidade de fazer representacoes
geométricas que ja sao dificeis no espaco 3D, em que vivemos,
entao nossa liberdade de pensamento fica completa.

Usei as palavras hipervolume, hipercubo porque a minha lin-
guagem geométrica, presa a dimensao trés, nao me oferece vocabulos
para me referir a estes objetos. No proximo capitulo eu vou
mostrar um novo vocabulario mais adequado para resolver esta

dificuldade.
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4.2 Medida

A Matematica é a ciéncia da generalizacao. Todo ser humano
é naturalmente um matemético e nao fora a Escola’ e nao fora
a Escola, todos seriamos matematicos.

Desde pequeno o ser humano quer generalizar e observa quando
os objetos ou os conceitos sao equivalentes porque isto conduz a
uma economia de espaco na memoria. Esta é a atividade prin-
cipal de um matematico: apagar algumas propriedades para en-
contrar um conceito mais geral. Vou fazer isso agora com as
medidas geométricas de que tratei até agora.

Medida ¢ uma funcao que associa nimeros reais a conjun-
tos® com uma propriedade aditiva. Elas sao chamadas funcoes
aditivas de conjuntos.

Exemplo 12 Probabilidade, um exemplo de medida

Outro exemplo de medida € uma probabilidade, € as propriedades de uma probabilidade
sao as mesmas destas medidas habituais area, volume, comprimento, hipervolume ... e
observe que eu disse “uma probabilidade” porque hd muitas versoes de probabilidade.

Na maioria das vezes usamos probabilidades discretas, quando o universo a ser me-
dido tem um niumero finito de elementos. Entdo os conjuntos a serem medidos sao todos
o0s subconjuntos deste universo e suas medidas podem ser calculadas pela formula (a pro-
priedade aditiva de conjuntos):

n(U)

P(A)ZM;ACU;Uéoumverso (4.3)
P(AUB)=P(A)+P(B) « ANB= '

em que n(A) significa o “nimero” de elementos do conjunto A. P € um tipo de probabili-
dade chamada “discreta”.

Exemplo 13 Preco de um terreno, um exemplo de medida

O precos dos terrenos € um outro exemplo de medida. FEste é particularmente inte-
ressante pela sua construcao. Preco de um terreno, € uma medida definida localmente.
Mesmo dentro de uma mesma cidade, dois terrenos com mesma metragem, podem ter
precos diferentes. E que existe uma funcao bivariada que cobre as cidades como um lencol

7J4 dizia o poeta portugués Guerra Junqueiro (1850-1923), [6], a Escola em vez de
desenvolver, embota, uma grande maioria dos alunos.
80s exemplos mais comuns sdo estes de que j4 falei, comprimento, drea e volume.
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e que € usada como fator multiplicativo da drea do terreno para obter-se o seu preco. Esta
funcgado se chama corrupcao imobilidria. Por um momento vou apagar esta fungao, melhor
dizendo, vou usar a funcdao f(x,y) =1, a fungao constante, que vai tornar todos os pregos
de terrenos equivalentes, na cidade inteira.

Se dois terrenos forem contiguos e se tiverem a mesma drea € quase certo que terdo o
mesmo precgo, e se vocé for comprar os dois terrenos pagard a soma dos pregos:

p(AU B) = p(A) + p(B); porque AN B =10

Esta propriedade, da medida da uniao de conjuntos disjuntos, aparece na equacgao
(8), nao € a unica propriedade de uma medida mas € uma propriedade fundamental que
deu origem ao pensamento de generalizar a drea de objetos geométricos para consequir
um conceito mais abstrato, uma medida. Aqui vocé ja viu que ha diversas medidas, mas
todas elas tem as mesmas propriedades. Sim, hd propriedades mais especificas, mas isto
interessa menos aqui, como eu disse mo comeco, eu nao vou mergulhar de forma muito
profunda no estudo da teoria das medidas... ndao porque seja terrivelmente dificil, mas
porque fugiria do meu objetivo.

Preco nao é drea, mas € drea alterada por uma funcdo conveniente®.

4.3 A evolucao da medida geométrica

Até a invencao do Calculo, quando o método da exaustao de
Eudoxio foi formalizado por Riemann e por varios outros, entre
os quais Newton, dentro de uma teoria que nés chamamos hoje
de wntegral no sentido de Riemann o método para o céalculo da
area de uma figura geométrica se baseava no conjunto das idéias
que acabei de expor:

1. Um conjunto basico, em geral um retangulo do espaco em
questao, quer dizer um segmento de reta, no caso 1D. Eu
estou dizendo que os segmentos de reta sao os retangulos
de um espaco 1D. Segmentos de reta sao também as bolas
dos espacos 1D'!

9Muito conveniente mesmo...
0Preste atencdo, nao permita que os seus sentimentos culturais o impecam de ir em
frente!
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Aquilo que chamamos de retangulo, no caso dos espacos
bidimensionais, um retangulo'! do espaco 3D, usualmente
chamado de cubo, enfim, um retangulo do espaco nD, para
o qual nao temos mais nomes quando n > 4.

2. A propriedade aditiva descrita na equagao (3).

Vou usar a palavra retangulo para todos os casos, acrescen-
tando a dimensao do espaco, se for necessario. Alguns autores
utilizam a bola palavra.

Nesta forma geométrica de medir escolhermos um conjunto
U como a unidade “padrao” do espaco, definimos assim uma
medida no espaco inteiro. Qualquer outro conjunto S passa a
ter uma medida que é obtida por comparacao com U, quantas
vezes for possivel transladar disjuntamente U sobre S, mais as
subunidades para conseguir uma boa aproximacao.

A figura (4.3) pagina 87, mostra um calculo aproximado, da
mesma forma como Eudéxio teria feito. Primeiro “ usando o
ndmero maximo de unidades” U, em seguida, usando uma su-
bunidade, depois outra fracao desta subunidade e assim por di-
ante até que a precisao desejada tenha sido alcancada: a drea
aproximada ‘" foi calculada. Na figura (4.3) eu estou usando
poténcias de i para obter as subunidades apenas para ter uma
figura mais agradavel mas ¢é claro que este método daria uma
boa precisao ao final.

E este o método que usamos para definir medidas, os in-
gleses e os americanos, com a empafia caracteristica que tém,
continuam usando padroes de medida medievais porque foram
os franceses e a Revolucao Francesa que lancaram padroes de

HEu escolhi, arbitrariamente um nome genérico para retdngulos numa dimensao qual-
quer, retangulo. Acredite, hd autores que usam a palavra bola, e eles tem uma razao muito
bem fundamentada para fazer esta escolha. Mas é uma escolha!
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=

oS

14 U + 4 (U/4) = 15U

Figura 4.3: A regido mede aproximadamente 14U + 4% = 15U

medida mais precisos como o metro, quilo etc.. que formam
o sistema mks. Ingleses e americanos continuam a usar os pés
dos decadentes monarcas para medir distancias. Mas em qual-
quer caso, definido um padrao, como pé, ou metro para com-
primento, o comprimento de qualquer outro objeto é obtido por
comparacao com o padrao escolhido, depende do tamanho do
pé...

Mas a necessidade de expandir o conceito de area surgiu em
Matematica produzido por uma observacao que eu apenas feri
de leve quando me referi aos problemas de contagem estudados
por Cantor. Um dos problemas se encontra na relacao entre os
dois conjuntos disjuntos:

1. Conjunto dos numeros racionais: Q;

2. Conjunto dos nimeros irracionais: Q°.

Nao tem sentido falarmos na quantidade de ntmeros racio-
nais, ou da quantidade de ntmeros irracionais, eu ja me referi
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a isto. Aqui um novo conceito, cardinalidade, vem substituir a
contagem:

card({1,2,3}) = 3; (4.4a)
card({1,3,3,4,5,6,76,8,9,0}) = 10; (4.4D)
card(P(Q)) = card(P(N)); (4.4¢)
card(P(Qg)) > card(P(N)); (4.4d)

A desigualdadde que se encontra na equacao (4.4d) foi objeto
de uma conjectura de Cantor, o salto de cardinalidade que é
uma das caracteristicas dos conjuntos infinitos. A cardinalidade
classifica os conjuntos infinitos. A hipdtese de Cantor, provada
por Cohen em 1963, diz que nao existe nenhum conjunto cuja
cardinalidade se situe entre

card(N), card(P(IN); (4.5)

Observe que para conjuntos finitos isto é possivel, o que mos-
tra uma diferenca entre conjunto finito e conjunto infinito. Se
A for um conjunto finito, com mais de um elemento, ha solucao

para
card(A) < n < card(P(A);

por exemplo, se A = {1,2} entao

2 = card(A) < 3 < card(P(A) = 2* = 4;

tem solucao, qualquer conjunto com tres elementos serve.

Assim cardinal é uma extensao do conceito de niumero na-
tural: Todo numero natural é um cardinal mas hd exemplos de
cardinal que ndo sao numeros naturais. Por exemplo, card((IN))
nao é um numero natural.
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A sentenca “todo nimero natural é um cardinal mas hd exem-
plos de cardinal que nao sao numeros naturais’ pode ser tradu-
zida assim: “IN é o conjunto dos cardinais de todos os conjuntos
finitos”.

Nao tem mais sentido falar em quantidade de elementos quando
esta “quantidade for infinita”. Tem sentido classificar os con-
juntos por niveis de cardinalidade, ou em funcao do salto que
Cantor detectou. Assim, N e P(IN) se encontram em classes
diferentes. E as vezes usamos estes simbolos para rotular suas
classes.

Se nos restringirmos ao intervalo unitdrio'? ¢ simples de re-
construir a historia. Lebesgue compreendeu que havia que cons-
truir uma teoria das medidas de modo que

1. o conjunto dos racionais em [0, 1] tivesse medida zero;

2. o conjunto dos irracionais em [0, 1] tivesse medida 1;

Justificativa: Sao dois conjuntos disjuntos cuja uniao é o in-
tervalo [0, 1] que mede 1. A medida teria que traduzir (gene-
ralizar) a idéia de quantidade, que a quantidade dos nimeros
racionais, relativamente a quantidade dos niimeros irracionais, é

insignificante: zero. Eu estarei falando sobre conjuntos magros
na proxima pagina.

Lebesgue criou a teoria chamada medida de Lebesgue aten-
dendo as duas condicoes:

e da soma de areas para conjuntos disjuntos e

e refletindo a quantidade comparativa de elementos entre con-
juntos.

120 retangulo de dimensdo 1...
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Observe que ela corresponde ao principio contido na equacao
(1). Os dois subconjuntos do intervalo [0, 1] s@o disjuntos, a
reuniao deles é o conjunto [0, 1]] que tem medida 1. Entao o
conjunto dos racionais entre 0 e 1 teria que medir zero e o con-
junto dos irracionais entre 0 e 1 teria que medir 1.

Eu disse acima que era simples de reconstruir a histéria mas
nao deve ter sido tao simples construi-la...

4.4 Conjuntos magros - de medida zero

Quando usarmos medidas nao discretas, como volume, compri-
mento, aparecem alguns conjuntos especiais que téem medida
zero. Estes conjuntos podem ser especialmente complicados e
nao vou me meter nesta histéria aqui, mas se voce for curioso
pode procurar por Conjunto de Cantor em algum livro de Ma-
tematica para sentir o gosto do estudo de conjuntos com medida
zero, por exemplo, [13, pagina 67].

Vou me limitar a conjuntos de medida zero mais simples. Vou
criar um subconjunto de um cubo 3D e mostrar que este sub-
conjunto tem medida zero. Serd uma demonstracao matematica,
fique alerta.

e Considere um retangulo'® de medida 1 no espaco 3D e
nele considere a intersecao com um plano que resulte num
retangulo plano dentro do cubo.

e Suponha (por absurdo) que este 2D-retangulo, que é um
sub-conjunto do 3D-retangulo tenha 3D-medida diferente
de zero. Vou designar com o nimero real r a 3D-medida
deste 2D-retangulo. De agora em diante eu vou evitar de

I3Est4 valendo uma nova linguagem, um cubo é um retangulo em 3D.
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usar o prefixo 3D para me referir a medida do espaco 3D
em que estou trabalhando. Sera sempre a 3D-medida.

e Como posso fazer qualquer quantidade de copias paralelas
deste 2D-retangulo dentro do 3D-retangulo, e como estas
copias paralelas sao disjuntas, vemos, pela propriedade adi-
tiva das medidas, que a uniao destas cépias tem por medida
a soma das medidas de cada copia.

e As cépias que fizemos do 2D-retangulo inicial sao simples
deslocamentos do 2D-retangulo primitivo o que nao lhes
altera a medida, todas as cépias tém mesma medida.

e Se eu fizer n copias, a uniao delas tem medida

nr

e Como posso fazer qualquer quantidade cépias, posso esco-
lher o ntimero natural n'* tal que

nr > 1

com o que chego a uma contradicao, um subconjunto do
3D-retangulo com medida nr > 1 quando o proprio 3D-
retangulo tem medida 1

e A solucao para escapar deste absurdo é considerar que r =
0 e portanto a medida do 2D-retangulo dentro do 3D-
retangulo tem medida zero.

Tenho que voltar, temporariamente, mil desculpas, para a lin-
guagem habitual. A medida num espaco 3D se chama volume e

4 Esta é a propriedade arquimediana dos niimeros reais, e também dos ntmeros racio-
nais.



CAPITULO 4. MEDIDA 92

o que eu estive calculando foi o volume dos “retangulos planos”.
A conclusao é que um “retangulo plano” tem volume zero. Di-
zendo de outra maneira, um “retangulo plano” tem medida 3D
zero.

A razao especifica pela qual o retangulo tem medida zero, é
porque ele tem dimensao dois. Todos os subconjuntos de di-
mensao dois, dentro espaco 3D tem medida zero, sao magros.

Todo subconjunto de dimensao inferior, dentro de um espaco,
tem, medida zero, relativamente a medida definida naquele espaco:

e “retangulo plano” tem volume zero;
e um 3D-retangulo tem 4 D-medida zero;

e um 1D-retangulo tem 2D-medida zero;

um 1D-retangulo tem 3D-medida zero;

a 1D-rectangle has 2D-measure zero;

Eis a razao porque nao vale a pena tentar beber o refrige-
rante sem abrir’® a garrafa. O refrigerante tem medida zero
em 4D e consequentemente nao ha forca 4D que seja capaz de
sugar este refrigerante através do canudinho 4D como imagina-
ram Reis e Silva, [9]. Os proprietédrios de todos os supermercados
vao me agradecer calorosamente quando comprarem este livro
e provavelmente irao colocar varias copias, gratuitamente, nas
prateleiras.

Pela mesma razao nao seria possivel resgatar uma formiga!®
2D de dentro de uma garrafa 2D com uma palha 3D, e, como
é obvio que voceé viu as formigas escapando da regiao fechada

5Leia a histéria do refrigerante no capitulo 5, pagina 121
16 eia a histéria da formiga no capitulo 5, pagina 123.
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com repelente, a conclusao deve ser que as formigas nao sao 2D,
como parecem, a primeira vista.

4.5 Por que somos prisioneiros da 3D7?

Da mesma forma como o retangulo plano tem medida zero re-
lativamente ao universo 3D, a energia de qualquer objeto que
porventura exista em 2D sera nula relativamente ao nosso Uni-
verso 3D impossibilitando qualquer tipo de comunicacao que no
fundo ¢é transmissao de energia.

O mundo 2D ou o mundo 1D nao podem se comunicar com
0 Nnosso universo 3D.

Pela mesma razao, ndés que existimos num universo 30 nao
podemos nos comunicar com eventuais seres em 40 porque so-
mos inaudiveis para eles uma vez que nossa energia é zero em
4D. Eles podem se comunicar conosco porém a parte do sinal
deles que chegar até nés tem medida zero (deles) e, obviamente,
distorcido consequentemente sem qualquer signficado, portanto
é impossivel novamente qualquer comunicacao de eventuais seres
4D conosco.

Somos assim prisioneiros da 3D e somente a Matematica é
que nos consegue levar além desta prisao, entretanto, o trans-
porte, direto para dimensao infinita é muito mais facil... e mais
facil entendermos a dimensao infinita, sobretudo porque ja nao
tentamos fazer interpretacoes geométricas... ou tentamos, algu-
mas vezes, mas com uma geometria abstrata.

A razao de porque somos prisioneiros da 3D se encontra em
nossa medida, temos medida zero relativamente nD com n > 4
e tudo que estiver em 2D,1D nao pode nos alcancar pois sao
conjuntos de medida zero, com energia nula relativamente a nos.



Capitulo 5

Um exemplo da quarta
dimensao

Neste capitulo vou fazer uma simulagao de um fénomeno da quarta dimensao
atuando na dimensao trés. Por um lado este capitulo parece contradizer o
capitulo 4. Como temos massa insuficiente, a nossa retengao (filtragem) das
ondas energéticas de dimensao quatro, é distorcida, como é que podemos visu-
alizar um fenémeno da quarta dimensao?

Na verdade é impossivel ultrapassar a barreira dimensional
usando meios fisicos. Ou melhor, o que nos chegar vem distor-
cido, se vier de uma dimensao maior, ou impossivel de perceber
(devido a massa nula) se vier de uma dimensao menor.

O que vou fazer neste capitulo é uma interessante e intrigante
aplicacao de um belo teorema do Calculo, o teorema da funcgao
implicita. Este teorema

e usa uma funcao F' cujo grafico se encontra num espaco nD);

e ¢ nos mostra como podemos a partir da intersecao do grafico
graf(F)N(n—1)D, portanto um conjunto que se encontra
num espago (n — 1)D;

e fazer uma interpretacao de um objeto de um espaco nD,
que é graf(F).

94
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Mas sem duvida, este capitulo tem que ser lido no espirito do
restante do livro, como uma agradavel (espero) ficcao cientifica
com objetivo pedagdgico de conceitos da Matematica e da Fisica.
Afinal, ciéncia também pode ser usada para laser.

5.1 Fluxo de agua

Vou usar a agua fluindo de uma fonte como suporte experi-
mental para as idéias que desejo desenvolver neste capitulo. Ha
dois tipos de fluxos de agua a ser considerados e apenas um deles
me interessa para construir a idéia que desejo.

1. A “folha d’agua” quando um acude sangra por cima da
parede, este caso nao me interessar aqui!

2. o fluxo d’agua que cai de um recipiente com borda circular,
este vai ser o material com que vou trabalhar.

O segundo caso é o que aparece na foto (5.1) pagina 95,

Figura 5.1: O fluxo d’4gua caindo de um recipiente com borda circular com as curvas
do fluxo desenhadas a mao pelo autor.
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Sao duas situacoes bem diferentes e bem conhecidas. Vou me
concentrar no segundo caso.

Se voce quiser derramar um liquido qualquer de uma panela
circular para uma garrafa de vidro cuja boca nao seja muito
grande, sabe que precisa adaptar a velocidade do fluxo de tal
forma que o ponto onde se reinem as “curvas” no fluxo do
liquido fique exatamente na boca da garrafa. Depois deste ponto
as “curvas” dentro do fluxo voltam a divergir, mas, a partir dai
o recipiente, a garrafa, contém esta dispersao e o liquido segue
para dentro da garrafa.

Este “ponto” se chama de inflexdao e o exemplo pratico mostra
a importancia deles.

Qualquer alteracao na velocidade do fluxo do liquido e o
ponto de inflexao se altera sendo quase certo que o liquido sai
fora da garrafa. Vocé estd “rodando” um sistema dinamico.

Seria interessante repetir esta experiéncia, que voce ja exe-
cutou centenas de vezes, mas agora para observar o que estou
dizendo acima, em particular “reconhecer” o ponto de inflexao
que vocé ja viu estas centenas de vezes, sem se preocupar de
que se tratava de um fenomeno matematico, acontencendo ali,
na sua frente, um sistema dinamico simples, na cozinha de sua
casa, mas agora para ver e estar ciente, do ponto de inflexao em
movimento.

Todo estudante de Calculo esta acostumado a encontrar pon-
tos de inflexao:

e primeiro estudando curvas e seus graficos quando se da uma
mudanca de curvatura, figura (5.2), pagina 97,

e Posteriormente, nos graficos de superficies quando os pon-
tos de inflexao recebem o nome de “pontos de sela” que
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I
=
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Em "x=a" muda a curvatura da curva.

Figura 5.2: No ponto de inflexao muda a curvatura

sao a generalizagao dos pontos de inflexdao. O gréfico, (5.3)
pagina 97, foi feito com gnuplot com a seguinte sucessao
de comandos:

& Applications_piaces_system % = @ & B e vy 11, 4s51pm ) Bl
a LEa
w zE@a@a ?

NEEEC

Figura 5.3: Um ponto de sela com gnuplot

pow(x,n) = x**n;

f(x,y) = pow(x,2) -3*x*y + pow(y,2);

set xrange [-5:5]; set yrange [-5:5];
splot f(x,y);

pause -2 ’aperte enter para terminar’

q
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que lhe basta copiar no terminal do gnuplot para ter uma
visao muito melhor do que lhe posso mostrar aqui impresso,
por exemplo, vocé pode rodar o grafico ou aplicar-lhe um
zoom com alguns movimentos do ratinho. Se vocé nao tiver
gnuplot instalado, na bibliografia, [?], vocé pode ver como
fazer. gnuplot é gratuito.

Nos pontos de inflexao, e ponto de sela é um tipo deles, ha
mudancas de comportamento.

e Agora estou identificando um “ponto de inflexao” no fluxo
do liquido onde também ha uma mudanca de comporta-
mento. Primeiro, o liquido induzido pela borda circular
onde se encontrava originariamente a massa d’agua, se aglu-
tina em um certo “ponto”. Se nao houvesse um recipiente,
logo abaixo deste ponto, devido a resisténcia do ar, o fluxo
do liquido entraria em dispersao parte dele se tranformando
em gotas que ¢ outro tipo de alteracao do comportamento
do liquido produzido pela resisténcia do meio, o ar, em que
ele esta se movendo.

E uma experiéncia simples que faz parte do dia-a-dia doméstico
e que tem multiplos aspectos interessantes, tudo absolutamente
do seu conhecimento, exceto, muito possivelmente, que voce
nunca tomou consciencia dos aspectos matematicos envolvidos.
Deixe-me retornar ao “ponto de inflexao” da massa de agua e
ao meu objetivo com a forma inversa do teorema da funcao
implicita.

O teorema da func¢ao implicita é um teorema de existéncia
coisa que agrada muito aos matematicos inventar. Mostramos
que existe alguma coisa e depois fica o problema de um construir
um exemplo... mas problemas sao alimento que os matemaéticos
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precisam. Fora de brincadeira, os teorema de existéncia, embora
em geral muito dificeis, porque abstratos, sao apoio essencial até
mesmo em construgoes computacionais: eles sao uma garantia
de que vale a pena construir um programa, apenas nao podem
garantir que o programa sera capaz de produzir um resultado,
mas isto é outra questao.

5.1.1 Visao intuitiva do teorema da funcao implicita

Vou descrever o teorema da funcdao implicita usando a meto-
dologia de exemplos. O meu objetivo é uma formulacao, pouco
habitual, diferente da que é apresentada pela maioria dos livros
de Célculo, mas adaptada a linguagem que vou usar em seguida.

E comum se enunciar este teorema considerando uma su-
perficie, por exemplo

z = F(z,y); uma superficie, S (5.1)

F(x,y) = ¢; uma curva em S (5.2)

A equagdo (2) representa a intersecao de duas superficies
a primeira é graf(F'), o grafico de F, e a segunda é um plano
paralelo ao plano XOY', dizemos um plano com altura ¢, porque
passa no ponto ponto C = (0,0, ¢).

No capitulo 0 vou usar uma linguagem que nos liberta da
prisao tridimensional tipica da Geometria, quando chamarei os
objetos geométricos de variedades com um adjetivo para carac-
terizar a dimensao deles.

e Uma superficie serd uma variedade de dimensdao dois e

e uma curva sera uma variedade de dimensao um.

z=F(z,y);
z=c
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As equagoes (1) e (2) descrevem duas variedades. A curva, a
variedade de dimensao 1, se encontra dentro da variedade de di-
mensao dois, ela é a intersecao das duas variedades de dimensao
dois, a superficie S e o plano z = c.

A curva esta dentro da superficie S mas também esta dentro
do plano que a intercepta, portanto é uma curva plana que tem
uma imagem fiel, sua projecao no dominio de F', chamada curva
de nivel c, porque é a imagem da curva plana que esta dentro
do plano que passa na altura c.

Eu vou me referir as duas curvas:

e a curva na superficie S a que vou chamar de “curva espa-
cral’;

e ¢ a curva no dominio de F' a que vou chamar com seu nome
habitual, “curva de nivel c”.

Logo vou fazer uma observacao que vai justificar porque pre-
ciso me referir as duas curvas.

Observagao 13 (Uma regra pratica) A dimensdo de uma

variedade

Entre as equagoes (1) e (2) hd um salto de dimensao. A superficie é uma vari-
edade de dimensdao dois, imersa no espaco geométrico tridimensional, uma variedade de
dimensao trés, e eu disse que F(x,y) = ¢ € um curva, uma variedade de dimensao 1.

No capitulo 4 eu falei de dimensdo como € comum se falar em Algebm Linear. Agora
preciso de um “algoritmo simples” para calcular a dimensao das variedades definidas com
expressoes “algébricas”:

z=F(z,y); F(x,y) = ¢

O que torna estas duas variedades diferentes €, uma convenc¢ao, na sequnda considerei
z = ¢, uma constante.

As letras a,b,c, as primeiras letras do alfabeto, representam para nos constantes. Nem
sempre esta “convencao” € levada a sério, mas existe e estd em vigor!

Quer dizer que em “z = F(x,y)” hd trés varidveis e em “F(x,y) = ¢” hd duas
varidvers.

O “algoritmo” de que falei conta o nimero de variaveis, subtrai um, para determinar
a dimensao.

plano é
também
uma
superficie.
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o z = F(x,y) tem trés varidveis, € uma variedade de dimensao dois - uma superficie,
0 nome geométrico.

e F(x,y) = ¢ tem duas varidveis, € uma variedade de dimensdo um - wma curva,
também tem uwm nome geométrico.

Logo mais adiante vou lhe mostrar um exemplo em que este algoritmo nao funciona!
O objetivo nao € o de convencé-lo de que Matemdtica seja dificil, mas quero que vocé
entenda que a Matemdtica nao é a ciéncia exata que se costuma propalar. Fazemos um
uso grande de métodos heuristicos, mas preferimos nao reconhecé-los. .. Tem excessoes em
Matemdtica e este caso é uma excessao das mais simples.

Se a funcao F' for diferenciavel, continuamente, tiver deri-
vadas parciais continuas, é possivel calcular a equacao da reta
tangente ao grafico da curva espacial, F(x,y) = ¢, no ponto
(a,b, F(a,b)), mas é mais facil calcular a equagao da reta tan-
gente! ao gréafico da curva de nivel ¢ que passa no ponto (a, b, 0)
no dominio de F'.

H&4 uma imprecisao na linguagem, observe a forma precisa de
falar seria: “a curva {(z,y,2); F(xz,y) = ¢}”. Falar de forma
mais simplificada torna a Matematica imprecisa, falar de forma
“precisa” torna a Matematica complicada...

A figura (5.4), pagina 102, mostra uma reta tangente ao
grafico da curva F(z,y) = ¢ no ponto (a,b, F'(a,b)), e vocé
também a pode interpretar como sendo o grafico da reta tan-
gente a curva de nivel ¢, sao dois graficos idénticos, um é uma
translacao do outro.

As contas devem leva-1@ a uma compreensao exata. Neste
bloco de “contas”, estou usando a derivada tmplicita de z =
F(z,y) que vai me conduzir ao modelo dos objetos tangentes:

1 Aqui se encontra o primeiro momento em que preciso das duas curvas, a curva espacial
e a curva de nivel c. E simples escrever a equacao de uma reta em dimensao dois, e vou
usar um artificio para simplificar a equacao da reta em dimensao treés.
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O gréfico da reta tangente a curva F(x,y) = ¢
gue passa no ponto (a,b,F(a,b)) que pertence
acurva.

(a,b,F(a,b))

Figura 5.4: A reta tangente & curva no ponto (a,b, F(a,b))

z=F(x,y) 2 dz= 9L d + %—Zdy (5.3)
dx = x — a;
dy == y — b (5.4)
dz == z—c;

A= lwy: B=G5lwy ¢=Fla,b); (5.5

A(x —a)+ B(y —b) =z — ¢ a equagao do plano tangent;6
A(xr —a)+ B(y —b) =0 a equagao de uma reta tangent€h;7
B#0 = m:—% ouentio A#0 = m=-L2: (58

Observacao 14 (infinitesimal) Os misticos infinitesimais
O numero m, se puder ser calculado, € coeficiente angular da reta da reta tan-
gente. A explicagcao € simples: a derivada produz o modelo dos objetos tangentes, o0s
simbolos, dx,dy,dz que permaneceram, por mais de um século, dentro de uma nuvem de
mistérios, sob o nome de infinitesimais, finalmente encontraram uma explicagcao simples:
sdo varidveis em um espaco tangente® que podem ser traduzidas com as diferencas que

’Esta explicacio vai além do escopo deste livro, uma vez que ela ocupa um lugar
natural em um livro sobre Geometria Diferencial. Considere-a no seu sentido ingénuo
como aparece em cursos de Calculo: “fazendo dx igual a x — a”.
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surgiram na equagao (4).  Observe o uso da notag¢do computacional “:=" que as vezes
€ usada em Logica com mesmo sentido que eu estou usando aqui, ela se traduz com a
frase muito comum nos textos de Matemdtica “fazendo dx igual a x —a”. Esta nao € uma
igualdade, € uma substituicao, estamos usando “coisa” em lugar de “outra coisa!” Isto
nao € simples, mas também nao € complicado, apenas merece mais tempo e reflexdo que
nao pode encontrar lugar neste texto.

e Na equagao (3) calculei a derivada implicitamente;

e Na equacao (4) substitui dz, dy,dz por diferengas usando
os elementos do ponto de tangéncia (a, b, ¢) = (a, b, F'(a, b))
como subtraendos;

e Na equagao (5) encontrei as constante A, B usando as de-
rivadas parciais calculadas no ponto (a,b) que sao as in-
clinagoes do plano tangente ao grafico da superficie z =
F(z,y) no ponto (a,b, c), relativamente aos eixos cartesia-
nos; ¢ = F(a,b).

e Na equacao (6) escrevi a equagdo do plano tangente ao
grafico da superficie S; z = F(z,y) no ponto (a, b, F(a,b)).

e Na equacao (7) escrevi a equacao da reta tangente® ao
grafico da curva de nivel ¢. Escrever equacoes de retas
em dimensao maior do que dois é mais complicado! Uma
forma simples de faze-lo, neste caso, é indicar que passo
de uma, contida em 2D para outra, contida em 3D, com
uma translacao sendo a constante de translacao o vetor

—

¢ =(0,0,¢) porque
curva espacial = curva de nivel 4+ c (5.%0‘}:()’ 0)+
{(x,y); A(x — a) + B(y — b) = 0} tangente a curva de 1{iudB)
{(z,y,2); A(x —a)+ By —b) =0;z=c} translagéc(S.l<f) b,c)

3Esta equacdo pode ser interpretada como sendo a equacdo de um plano, entdo z é
qualquer e a reta é a intersecao entre este plano e o plano dos eixos coordenados X oY,
quando z = 0.
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A equacao (11) representa a translacao pelo vetor Cda (2,y,2) =
tangente calculada na equacdo (10). Outra forma (mais (&%) +
complicada de interpretar) é interse¢ao dois planos, o plano
perpendicular ao ao plano XOY passando pela tangente a
curva espacial com o plano z = c.

e Na equagao (8) fiz referéncia ao coeficiente angular da reta
tangente ao grafico da curva de nivel, vista como fungao
y = f(z) ou x = g(y) conforme seja mais “interessante”.

A tradugao de “interessante” vem de uma necessidade geométrica,
vou escolher y = f(z) ou z = g(y) condicionado ao grafico,

que seja o grafico de uma funcao: uma reta paralela ao eizo

dos valores nao pode cortar o grafico mais de uma vez.

O teorema da funcao implicita nos diz que pode existir uma
das duas funcoes

y = [f(x) ouz = g(y);
As possibilidades sao:

e B#0 y = f(x) cuja reta tangente é y = P(x) quando
B =%|(a,b) # 0 ou
y

e A#0 x = ¢g(y) cuja reta tangente é x = Q(y) quando
A=2E|(a,b) # 0 ou

e B=A =0 uma situacao de indecisao que tem ser estu-
dada com mais cuidado, quando A = B =0 ... um detalhe
técnico de que vou, cuidadosamente, me afastar neste livro.

Assim, o teorema da funcao implicita é um teorema de existéncia,
nao sabemos qual é a equagao y = f(z), ou x = g(y), mas sabe-
mos algo muito mais importante:
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e que f'(a) = m, o coeficiente angular da reta y = P(x)
tangente ao grafico da curva no ponto (a,b) ou

e que ¢'(b) = m, o coeficiente angular da reta r = Q(y)
tangente ao grafico da curva no ponto* (a, b).

5.1.2 Partindo da reta tangente

Observe a figura (5.5) pagina 105, o meu objetivo agora é o

Tangente a esta reta, existe umg

F(xy) = —
curva F(x,y) =¢

(a,b,F(a,b))/

o
A curva F(x,y) = ¢ curva esta na superficig
z=F(x,y) em cima do plano z=c

Figura 5.5: Tangente a esta reta, existe uma curva F(z,y) = c

caminho reverso: tenho uma reta, ou melhor dizendo, tenho um
coeficiente angular, relativamente a um referéncial escolhido®.

Tangente a esta reta, existe uma curva F(z,y) = c¢. Na figura
(5.5) aparece um circulo centrado no ponto (a,b, F'(a,b)), e eu
preciso explicar o seu objetivo .

Ele esta colocando em evidéncia uma regiao de precisao, den-
tro deste circulo a reta tangente representa uma aproximacao
aceitdvel ao ser aceita como substituto da curva.

40 valor de m nao é o mesmo nas duas equacoes, eu deveria ter escrito n no segundo

caso. Verique isto!
®Sem um referéncial nao existe inclinacdo, velocidade. . .
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Este caminho reverso é a solucao de uma equacao diferencial,
tenho um coeficiente angular, m, o coeficiente angular de y =
P(x), a reta tangente ao gréafico de y = f(x).Ese é um pedago
da curva® F'(z,y) = ¢ que eu procuro.

Observe o salto de dimensao que desejo dar, da dimensao 1,
a curva F'(x,y) = ¢ para a dimensao dois, chegar a superficie
z = F(x,y), este é o uso reverso do Teorema da Fungao Implicita
que anunciei.

Observagao 15 (A sintese) Sintetizando o programa

Tudo que fiz até agora, com esta constru¢ao do teorema da funcao implicita, pode ser
sintetizado nas sequintes afirmagoes. Se vocé compreender este programa estd preparad@
para entender o que lhe quero mostrar com a corrente d’dgua que ilustra o inicio deste
capitulo, o salto da dimensao trés para a dimensao quatro.

e Tenho uma reta o que me permite chegar a uma curva a ela tangente.

e FEsta curva vem de uma superficie, € a intersecdo de duas superficies, no exemplo
construido acima uma das superficies € um plano paralelo a XOY , o plano de nivel
¢, z=c.

e Sempre que houver uma curva no plano (ou no espago) entdo tem uma superficie

que ela determina, € uma condi¢do de fronteira para a superficie. F a solu¢ao de
uma equagao diferencial.

e unicidade e condi¢cao inicial As solugoes das equagdes diferenciais, em geral, sdo
maultiplas, a superficie pode nao ser unica. Vocé aprendeu isto em Cdlculo I, no
calculo de primitivas, que € o primeiro exercicio de solucao de equagoes diferenci-
ais. Mas também wvocé aprendeu que eriste uma constante de integracao que, em
equagoes diferenciais, € chamada de condicao inicial. Dada uma condi¢do inicial,
existe uma unica primitiva (no Cdlculo I).

e Para curvas (nas equagoes diferenciais do Cdlculo I) bastava um ponto, uma condi¢ao
inicial, para determinar de forma unica a primitiva.

e unicidade e condi¢oes na fronteira Para superficies, variedades de dimensao 2, (nas

equagoes diferenciais mais avangadas7) € preciso uma curva, que agora se chama
uma condicao de fronteira, para determinar de forma unica a solugdo.

60u da reta tangente ao gréifico de = g(y), como ja observei acima. Vou me fixar
numa linguagem, para nao estar com estas duas incomodas opgoes o tempo todo.

"No folclore matemético as denominacoes algumas vezes sio extranhas, as equagdes
diferenciais mais avancadas se chamam equacoes a derivadas parciais e as equagoes mais
simples, do tipo aparecem em Caélculo I, se chamam equacdes diferenciais ordindrias.
Entenda “ordinarias” como vocé quiser. . .
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A equacao que desejo introduzir é uma transformacao da
equagao (3). Observe a transformacao acontecendo

Shde + Ghdy =0 (5.12)
P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 (5.13)
P(z,y) = %5 Q(z,y)%E (5.14)

Resolver esta equacio diferencial®, (13), significa encontrar
P, Q satisfazendo as equagoes (14). Algumas vezes pode ser
muito dificil mas nestes casos a saida sao as solucoes aproxima-
das que em muitos casos sao faceis de produzir.

Em suma, sabemos resolver estas equacoes. Entao vou assu-
mir a atitude tipica do matematico: vou supor que sei resolver
e vou em frente.Este método sempre funciona, e é tao prolifico
que esta sendo usado largamente na arte de fazer programas. E
assim que construimos as teorias.

e Entao, partimos da equagao (13) para encontrar a fungao
F.

e Adaptando a linguagem aos meus objetivos, parti da equacao
(13) para encontrar uma superficie, que neste texto assume
a expressao z = F(x,y).

e Melhor: quero partir de uma curva, uma condicao de fron-
teira, para encontrar uma superficie: partir de uma va-
riedade de dimensao 1 para obter uma variedade de di-
mensao dois. Guarde esta forma de falar que vou precisar
no proximo paragrafo quando irei voltar para o fluxo da
agua: uma variedade de dimensao tres!

8Apesar de aparecerem derivadas parciais, esta equacdo é classificada como uma
equacao diferencial ordindria porque suas solugoes sao variedades de dimensao 1. Esta
seria a forma de separar os dois tipos (mencionados na outra nota de rodapé) de equagoes
diferenciais.
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5.2 Mais um salto de dimensao

A massa de dgua fluindo do depdsito com borda circular que
aparece na imagem (5.1) pdgina 95, é uma variedade de di-
mensao tres e o método pratico que apresentei é inutil para fazer
este cdlculo porque esta variedade nao esta definida por uma
expressao “algébrica” onde haja varidveis para serem contadas.
Vou fazer um raciocinio heuristico para descobrir qual pode ser
sua dimensao: Como a posso ver, entao nao é bidimensional, ob-
jetos bidimensionais tem energia, massa, zero, insuficiente para
que eu, prisioneiro da terceira dimensao, os possa perceber.Tem
que ser tridimensional ou talvez pertenca a um objeto de di-
mensdo mais elevada. E disto que vou tratar agora. . .

Pode ser a intersecao visivel de uma variedade de dimensao
4D “entrando” em nosso espaco. Pode ser a intersecao visivel
de uma variedade de dimensao 4 entrando em nosso espaco.
Observe que o nosso espaco 3D é uma regiao magra de um espaco
4D o que torna muito pouco provavel que uma variedade (nao
linear) de dimensao 4 tenha interse¢ao nao vazia com o nosso
espaco 3D.

Observagao 16 (Dinamico e estatico) O dinamico oposto
ao estdtico

e O fluro ddigua na figura (5.1) é um fénomeno do espago-tempo. A coluna d’dgua
derramada da panela estd em movimento, uma situacdo dindmica na qual entra a
varidvel tempo. Vou evitar este complicante usando a fotografia que tem o condao
de parar o tempo, simplifico o problema, elimino uma varidvel que muito agrada aos
fisicos que adoram pensar que vivemos num espaco de dimensdio quatro®, o espago-
tempo. Na figura foi obtido um valor deste fenomeno fizando, com a mdquina
fotogrifica, um valor ty do tempo.

FEu vou ignorar o tempo na sequéncia, considerd-lo apenas acrescentaria uma varidvel,
ou melhor, alteraria toda a historia de uma dimensao.

90 problema que estou estudando ficaria no tempo-4D... apenas um pouquinho mais
complicado!
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e A questdo do tempo nao € um detalhe sem importincia como lhe pode parecer que
eu esteja dizendo! Considerar o tempo, ou ndo, altera entre fendmenos dinamicos
(para os quais o tempo conta) ou estéticos. A massa d’dgua na figura (5.1), con-
siderado o tempo, podia ser entendida como uma onda eletromagnética em que as
linhas que aparecem na figura (que eu desenhei manualmente) podiam ser interpre-
tadas como distintas frequéncias na onda eletromagnética. Vocé pode ver assim que
eu teria aqui outro livro para escrever, mas o espac¢o teria dimensao infinita! seus
elementos poderiam ser as comunicacoes telefonicas, entre outras manifestacoes ele-
tromagnéticas. Frequéncia, nas ondas eletromagnéticas, é caracterizam as distintas
dimensoes do espaco.

e FEntao, firando em um wvalor do tempo, tenho diante de mim uma variedade de
dimensao trés que pode ser a intersecao com mosso espaco de uma variedade de
dimensao maior do que trés. Fu vou supor que isto esteja acontecendo para nao
perder o direito de continuar escrevendo . . .

e Fu disse acima que o nosso espaco 3D € uma regiao “magra” de um espago 4D o
que tornaria muito pouco provdvel que uma variedade (nao linear) de um espago
4D tivesse intersecao com o nosso espac¢o 3D. Mesmo se fosse linear ainda teria
pequena probabilidade, porque vivemos num conjunto convexo do espaco que fica in-
teiramente dentro de um dos semi-espacos determinado por uma variedade linear,
ainda aqui a probabilidade de intersecao € infima! Portanto tem um erro implicito
na afirmacao anterior. Observe que eu poderia ter editado o texto retirando a impre-
cisao, mas acho que esta observacao sobre a imprecisao lhe dard mais compreensao
do assunto e sobre tudo ird alertd-la para procurar outras imprecisoes. Alguns er-
ros eu sei onde estao, mas haverd outros que nao foram intencionais. Divirta-se
procurando meus erros, e me avise!

Quando duas variedades se interceptam pode haver uma queda
de dimensao na intersecao resultante!.

Entao a massa dagua, como a vemos, ¢ de dimensao tres,
mas posso imaginar que seja a parte visivel de uma variedade
de dimensao 4, a sua interse¢ao com a variedade em que vivemos.

Vou seguir em frente com esta suposicao. Estou vendo uma
variedade de dimensao trés e vou usar o teorema da funcao
implicita para descobrir a forma que pode ter a wvariedade de
dimensao quatro cuja intersecao estou vendo.

Voceé pode esperar uma situacao mais complexa:

OPor exemplo, a intercecao de dois planos pode resultar numa reta. A intersecio de
duas variedades de dimensao dois resultando numa variedade de dimensao 1, uma curva.
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e nao tenho mais uma expressao “algébrica”;

e a dimensao ¢ maior, tem mais contas para fazer;

O método para retornar a variedade de dimensao maior passa
pelas equacoes 3 - 8. Vou voltar a escreve-las dentro do objetivo
que tenho agora. Com uma aparente contradi¢ao: como escrever
uma expressao, usando variaveis, se nao tenho nada formal?

Este ¢ um dos métodos da Matematica, nao nos importamos
muito com a falta de equacoes, supomos que elas existam e adi-
amos a questao. Provavelmente, uma das frases mais usadas
em textos de Matematica é ”Vamos supor que...”. Na pior das
hipétese, em algum momento na frente, uma programadora vai
nos resolver este problema lendo medidas e as transformando
numa tabela que ird funcionar como a equacao que nao temos''.

Preciso do modelo para nele inserir as medidas, vou entao
usar F', uma funcao de quatro varidveis e comecar as fazer as
contas. Técnicamente eu teria que usar a quinta variavel, mas

127 no ponto t;, ¢ uma constante,

como ela vai ser “calculada
e eu vou me permitir simplificar o problema considerando ape-
nas quatro variaveis. Da mesma forma como existe uma “[i-
cenca poética” que os literatos usam para criar uma realidade
adequada para os seus contos, nos, os cientistas temos certas
“licencas” para criar uma realidade mais facil para os nossos

modelos.

1 Ainda tem uma questdo! uma tabela, um programa podem representar uma equacio
que nao temos. Falta um [ink nesta idéia: onde ficariam as varidveis?

12A fotografia representa um célculo, e isto ndo é brincadeira, dela podemos depois
retirar medidas.
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w=F(x,y,z,w 2 dw = 2Ldr + Ly + 2Lz + 2L qm15
ox dy 0z ow

((dx = x— a;
dy == y—b;

§ dz= z—g (5.16)
dw:= w—d

(| dw = w—e

A=2 0; B= %—Zka,b,c); C =% D=2E],4517

)
Az —a)+Bly—b)+C(z—¢c)+ D(z —d) = w — € mper518)
Alz—a)+ Bly—=b)+C(z—¢)+ D(z —d) = 0 v 1. cnsh.19)
my = —%; Moy = —%; ms = —%; cooficientes angulares parciais (0. 20)
P(z,y,z) =e+mi(x —a) +ma(y —b) + ms(z — ¢)(5.21)

Eu fiz exatamente o que se encontra na equacao (3), agora te-
nho quatro variaveis para descrever uma variedade de dimensao
tres, uma hipersuperficie do espago 4D, vocé observa uma “co-
luna d’agua que se encontra parada pela fotografia” o que me
levou de volta para um fenomeno estdtico, tridimensional.

Vou analisar cada linha da matriz de cdlculos. Antes uma
observagao geral quanto a nomenclatura. Vocé encontra aqui
duas palavras novas: hipersuperficie, hiperplano.

Sao duas invengoes que levaram algum tempo para serem
bem afinadas, como outras definicoes em Matematica que nem
sempre surgiram claras. Outras até mesmo desapareceram, cai-
ram em desuso porque nao teriam mesmo sentido, ou represen-
tavam um erro que com o tempo foi corrigido®3.

Discutindo as equagoes (15)- (21) .

B Como os infinitesimais que aparecem nos livros de Calculo da década de 50 do século
passado e foram varridos pelas formas diferenciais de Cartan. Era um conceito muito
querido que, infelizmente, aparece no titulo do famoso livro de Calculo de Courant.
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e Na equagao (15) apliquei derivacao implicita a equagao de
uma funcao de 3 varidveis, cujo grafico é uma hipersu-
perficie de um espaco D4, R* uma variedade, possivel-
mente nao linear, de dimensao 3. Graficos de fungoes sao
hipersuperficies dos espacos em que elas se encontram.

e Na equacao (16) escrevi as diferencas que vou usar em
lugar dos diferenciais no modelo obtido com a derivacao
implicita.

e Na equacao (17) calculei as constantes que representam os
coeficientes angulares parciais de uma variedade linear de
dimensao 3, um hiperplano de 4D, tangente ao grafico de

w = F(z,y,z w)
no ponto (a,b,c,d, F(a,b,c,d))™

e Na equagao (18) escrevi a equacao do hiperplano tan-
gentel5.

e Na equacao (19) escrevi a equacao duma variedade linear
de dimensao 3, conte as variaveis. Ela é tangente a massa
d’agua que estava caindo da panela, uma imagem congelada
pela fotografia, na figura inicial do capitulo e, por definicao
de “tangencia”, as duas variedades tém que ter a mesma
dimensao. A figura (5.4), pagina 102 seria equivalente a que

g possivel simplificar a linguagem, podemos chamar de X a um ponto arbitrario do
espaco 4D deixando mais “limpa” a linguagem:

w= F(X)eoponto (X,F(X)); X = (z,y,z,w) € R?

nos permitindo de falar de forma parecida com a que se usa em Calculo 1.

15Conte o niimero de varidveis, 4, é uma variedade de dimensdo 3 no espaco 4D. Como
é linear, é um hiperplano. Ele é tangente a hipersuperficie w = F(z,y,z,w) no ponto
(a,b,c,d, F(a,b,c,d)).
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nao consigo fazer aqui, porque sou prisioneiro da terceira
dimensao.

Observe as dimensoes: Na figura (5.4) na pagina 102 vocé
vé uma reta (variedade de dimensdo um) tangente a uma
curva (variedade, nao linear, de dimensao um),

Aqui a massa d’agua caindo da panela, e congelada pela
fotografia, ¢ uma variedade nao linear de dimensao trés
cuja tangente, em um ponto definido (a, b, ¢, d, F'(a,b, ¢, d)),
¢ uma variedade linear de mesma dimensao, 3.

Nao é possivel criar uma interpretacao grafica, a nao ser
artistica para este processo de tangencia. Neste momento
¢ melhor se tornar independente de interpretacoes graficas
e procurar entender abstratamente o que se passa. E a
forma de sair da prisao tridimensional em que vivemos, este
processo abstrato nos deixa independentes da dimensao a
ser considerada.

e Na equagao (20) estou me preparando para chegar ao teo-
rema da funcao implicita. Calculei os coeficientes parciais
quando reduzi a dimensao na equacao (19), eliminando
uma variavel.

e Na equagao (21) escrevi a equagdao de uma fungao linear
afim, P(z,y, z), um polindmio do primeiro grau cujo grafico
é tangente a massa d’agua no ponto (a, b, ¢,d, F(a,b,c,d)).
O teorema da funcao implicita me garante que existe uma
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16 = f(x,y, 2) tal que

of of of
%l(a,b,c); ma = a—y (ab,c)> T3 = &l(a,b,c); (5.22)

funcao
my =

esta funcao é a massa d’agua que vejo cair da panela, é
a interse¢do do gréfico da funcdo w = F(z,y, z,w), uma
variedade nao linear de dimensao 4, com um espaco 3D.

O teorema da funcao implicita me diz que
oF

UJ:F(Z’,y,Z,f(iU,y,Z)) ~ a_#()? (523)
w

Quer dizer que, fazendo experimentos para calcular as deri-
vadas parciais de f eu posso descrever w = F(x,y, z, f(x,y, 2))
escapando da prisao tridimensional em que me encontro! Os ex-
perimentos acima mencionados sao medidas feitas na fotografia,
por exemplo, verficando intensidade de luz a partir de fontes (de
luz) colocadas ao longo das diregoes dos eixos.

Observacao 17 Por que hiperplanos

e Deize-me voltar para o espago 3D, nele temos objetos de “tamanho mdzimo”, (leia,
“dimensdo mdzxima”) ainda contidos no espago, os planos e as superficies. Um
plano € uma superficie, € wm destes objetos mazximais dentro de um espago 3D.

o Em 3D dizemos que um plano é uma variedade linear de dimensdo dois e chamamos
de superficies quando ndo pudermos dizer que € linear. Algumas vezes dizemos
claramente: uma variedade nao linear de dimensao dois. Esta forma de falar é
pouco usada em 3D porque temos nomes geométricos para fazer referéncias a estas
variedades, a nossa prisao, linguistica, tridimensional.

e FEm 4D as variedades de dimensao mdxima, ainda estritamente contidas no “espaco
4D”, nao podem ser chamadas de “planos” ou “superficies”, porque a dimensdo
deles € trés. foi assim que surgiram os nomes hiperplano, hipersuperficie.

6Estou usando a simplificacdo de linguagem de que falei anteriormente, o teorema da
funcao implicita faz referéncia a que a derivada de pelo menos uma das variaveis tem ser
diferente de zero para que ela possa aparecer no denominador.
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e Depois se sentiu a necessidade de encontrar nomes para as variedades de dimensao
mdaxima, ainda estritamente contidas em 5D. Os dois conceitos, hiperplano, hi-
persuperficie foram reciclados para agora significarem uma variedade de dimensdo
n — 1 do espago nD. Um conceito relativo! Somente tem sentido falar de hiper-
plano, hipersuperficie quando vocé disser em que dimensdo se encontram!'” estas
variedades.

o Tecnicamente, um plano é um hiperplano de 3D, e uma superficie € uma hiper-
superficie de 3D, mas obviamente € inutil falar assim. FEstou usando estes dois
exemplos para ajudd-1@ a compreender os dois conceitos. A primeira vista pode
parecer uma complicacao inutil a definicao de hiperplanos e hipersuperficies. A
verdade € que eles existiam e estavam pouco claros, apenas foram reciclados e hoje
precisamos deles para falar algumas vezes de forma relativa. O grdfico, de qualquer
funcao € uma hipersuperficie do espagco em que ela estiver contida. No caso de uma
fungdo,f de uma varidvel, graf(f) é uma hipersuperficie do espago 2D, como as
retas sao os hiperplanos deste espaco.

Observe a tmportancia deste novo conceito, dimensao maxima de um subespago
ainda contido no espaco:

— as retas sao os hiperplanos de 2D, dividem o espaco, 2D em duas regioes
disjuntas, dois semi-espagos;

— 0s planos, sao os hiperplanos de 3D, dividem o espaco, 3D em duas regioes
disjuntas, dois semi-espacos;

— Os hiperplanos de nD-espago, sao variedades de dimensio n — 1 que dividem
o espaco, nD em duas regioes disjuntas, dois semi-espacos. Um hiperplano
€ uma hipersuperficie e algumas hipersuperficies podem dividir o espaco em
duas regioes disjuntas, mas nao todas.

e Hiperplano e coeficiente angular Vou comparar com as retas e mostrar-lhe a im-
portancia dos hiperplanos. Hiperplano € apenas nome que damos aos subespacos
mazximais de um determinado espaco. Nao importa qual seja a dimensao, eles di-
videm o espago em duas regioes disjuntas que foi como os greqos conceberam a reta

como um ente infinito que dividiria o plano onde ela estivesse contida em dois semi-
planos e permitiria a criacdo do conceito “coeficiente angular”: uma classifica¢do
das retas do plano. Vocé pode ver assim a importancia do conceito de hiperplano.
Eles vao classificar as hiperdirecoes dentro dos espacos, como as retas determinam
as direcoes dentro dos planos. Isto é pouco visivel com retas e planos, como estamos
excessivamente habituados com retas e coeficientes angulares, vou pular para uma
dimensao maior!

e Hiperplano e coeficiente angular os planos sdo os hiperplanos de um espaco 3D.

Em Algebra Linear se criou um conceito que permitem certos calculos, e que €

TQuero dizer: com que dimensao vocé estiver trabalhando...
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muito importante quando estivermos lidando com espacos de dimensdo infinita'®
a co-dimensao, os hiperplanos tem co-dimensdo 1, porque lhes falta apenas uma
dimensao para completar todo o espaco onde eles estiverem contidos. Observe a
simplificacao que isto produz: nao podemos falar da “direcao de um plano”, certo?
mas podemos falar da dire¢do do co-espaco do hiperplano que € uma reta! Como
as retas “tem coeficiente angular” isto nos permite falar da direcdo de um plano
usando a dire¢ao do seu co-espaco. Fu jd lhe disse, € muito mais facil lidar com
espagos de dimensao infinita do que com um espaco de dimensao 4. ..

o E altamente improvavel que uma variedade nao linear de dimensao quatro tenha
alguma intersecao a nossa variedade, é como esperar encontrar uma agulha num
palheiro.  Consequentemente a minha visdo da massa d’dgua, caindo da panela,
como a invasao de uma variedade de dimensao quatro em nosso espaco €, provavel-
mente, um simples delirio ficcional. Mas, nos cabe o direito a um delirio ficcional!

8Melhor dizendo, se fossemos lidar com espacos de dimensdo infinita, o que néo irei
fazer neste livro.Estou resvalando para detalhes técnicos que sao secundérios dentro do
espirito do livro, apenas para quebrar o receio contra os hiperplanos.



Capitulo 6

Paradoxos e pseudo paradoxos

Neste capitulo final vou retomar alguns tépicos que discuti
nos anteriores usando agora todas as informagoes adquiridas.
Inclusive farei alguma corregoes da visao descrita em capitulos
anteriores que agora ¢ possivel com o acumulado das informacoes
obtidas.

E certo que ainda ha erros, estou aprendendo muito ao es-
crever este livro. Um dos temas neste capitulo é a correcao
do entendimento de Carl Sagan sobre a relacao com objetos de
mundos com diferentes dimensoes, mas espero que a leitura do
livro venha torna-lo capaz de encontrar os meus proprios erros.
Se isto acontecer eu atingi o meu objetivo.

6.1 Aquecimento global da Terra

O Homem', mexeu com alguns componentes da atmosfera ter-

restre com a emissao de gases que aumentam consideravelmente
o calor irradiado pelo Sol.

Resultado: vem aumentando sensivelmente a temperatura
média do globo, dissolvendo-se os “gelos eternos” e aumentando

IPara falar a verdade, o sistema capitalista irresponsavel.

117
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a quantidade de adgua em estado liquido nos mares, e aumen-
tando tempearature média da agua do mar.

Varios sistemas dinamaicos vao ter o seu comportamento alte-
rado e nés nao temos a menor idéia das consquencias que disto
vird. Poderemos sobreviver num ambiente bastante alterado ou
poderd a vida na Terra sucumbir. O aumento das aguas nos
oceanos, a altura do Equador pode diminuir a rotacao terres-
tre aumentando os dias e portanto o calor nestas regioes. Po-
derao entao aumentar as chuvas, os rios, e as florestas voltarem
a crescer e a longo prazo poderemos retornar a uma situacao de
resfriamento?

E por isto que eu gosto de comparar o aquecimento global
com o péndulo, que é um exemplo simples de sistema dinamico,
embora a sua equacao matematica nao seja nada simples! O
péndulo do tempo recebeu um impulso que o esta retirando do
seu compasso normal, mas, desaparecendo a forca que altera
o seu comportamento, ele vai retornar ao movimento habitual,
apenas o relégio (o clock) desta alteragdo pode nao ser com-
pativel com o nosso ciclo de vida. Eu vou falar do ciclo de um
sistema dinamico na proxima secao.

Enquanto se mantiver o alto calor e o alto nivel das aguas,
quem podera sobreviver ? quantos morrerao? Este “ciclo” de
que falo merece um comentario especial, ele diz respeito aos
ciclos?, dos diversos sistemas dinamicos em iteracao. Eu vou
falar disto na proxima secao.

Nao seria melhor um esforco imenso para evitar de entrar
naquilo que desconhecemos?

2clock
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6.2 O clock de um sistema dinamico

A maioria dos fenomenos da Natureza se explicam como sis-
temas dinamicos: a economia, o movimento dos planetas, o
comportamento de um motorista no trafego, comportamento re-
lativo “presa-predador” de uma colecao qualquer de animais de
um sistema, (includindo af o homem).

Mas quando compararmos dois sistema dinamicos, € preciso
colocar em sintonia os relégios de ambos para podermos com-
preender as relacoes entre eles.

Por exemplo, o relégio do Universo planetario tem “segun-
dos” que valem para o nosso relégio biolégico “milhoes de anos”
isto nos da sensacao de “estabilidade” que absolutamente nao
tem o Universo.

Estou falando de um dos conceitos fundamentais da teoria
dos sistemas dinamicos, habilidosamente iniciada por Poincaré
e seus contemporaneos®, “estabilidade”. Em palavras simples,
“estabilidade” é propriedade de manutencao das caracteristicas
de um sistema nas vizinhancas de um ponto. Por exemplo, pa-
rece que na Terra, depois da noite sempre vira o dia. Dia e noite
para a terra somam 24 horas. A pergunta é “até quando? porque
depois de um “segundo” do relégio do Universo esta “estabili-
dade” pode se perder. Inclusive se Homem produzir alteracoes
significativas no equilibrio planetario o nosso dia podera passar
a ter mais horas, por exemplo, com o aquecimento da atmos-
fera, a massa liquida de d4gua poderd se concentrar levemente no
Equador, e, para manter o a energia cinética, a rotacao terrestre
pode diminuir...

Sistemas dinamicos é um técnica, um modelo matematico,

3Jules Henri Poincaré,(1854-1912)

sistemas
dinamicos

clocks
sintonizados

estabilidade
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que evoluiu muito depois de sua criagao por Poincaré. E uma
teoria especializada, mas é possivel ter-se uma compreensao
ingénua da mesma sem entrar em detalhes técnicos. E este &
o objetivo aqui. Os proximos exemplos completam o anterior
dentro deste objetivo.

Se lhe parecer distante exemplo dos planetas, pense n’outro:
Para o relogio biolégico de um inseto, de uma mosca, um se-
gundo do seu relogio é para o dela alguns milhares de segundos.
Uma mosca nasce e morre entre duas gripes que voceé venha a ter
e guardaria, se tivesse alguma especie de consciéncia, no sentido
que nos entendemos consciéncia, a impressao que sua saude é
de uma “estabilidade” invejavel, coisa que voce sabe que nao é
verdadeiro.

Eu estou usando a palavra “segundo” com sentidos diferentes
em duas situagoes. Melhor seria usar uma palavra mais técnica,
ciclo. A frase ficaria entao “um ciclo de vida, para o homem, cor-
responde a alguns milhares de ciclos de vida para uma mosca”.

Alids, a informacdo que uma mosca passaria para a outra’
seria a da existéncia de seres eternos, os homens, que vivem
30.000 dias em média enquanto que uma mosca vive um dia.
Para o clock do sistema dinamico “mosca” o sistema dinamico
“homem” é uma constante, imutavel.

O estudo da estabilidade de sua saude pode leva-lo a pelo
menos reduzir os impactos das gripes... ou talvez conseguir pro-
grama-las, para curti-las com calma, nos fins de semana...

4Recentemente um pesquisador americano concluiu, experimentalmente, que os cor-
vos guardavam lembranga de pessoas que teriam adentrado sua regiao, sendo capazes de
repassar esta lembranga para outros corvos.
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6.3 Podemos beber um refrigerante sem abrir
a garrafa

Esta pergunta interessante aparece num livro de Geometria
Analitica ver [9)].

Para entender melhor esta pergunta vou fazer uma apro-
ximacao da realidade, analisar o caso de uma formiga presa
numa garrafa bidimensional.

Aproximacao ou loucura, o leitor pode vir a dizer. Estamos
falando de uma garrafa bidimensional !

Vamos 14, perca os preconceitos e nos acompanhe na abs-
tracao que faremos. Nao se esqueca de que é abstracao ma-
tematica a unica forma de nos libertar de nossa prisao tridimen-
sional. Vale a pena o esforco.

6.3.1 A formiga presa na garrafa bidimensional
A figura (fig. 6.2) pagina 123, The mostra uma “garrafa bidimen-

hand—drawn
circle

=~

Figura 6.1: Formiga presa numa garrafa bidimensional

sional”, um circulo desenhado a mao, com uma formiga presa.
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O circulo seria uma garrafa bidimensional.

Vou comecar fazendo uma agressao ecoldgica, abstratamente.
Pego uma dessas latas de spray aerosol (cuidado com a camada
de ozonio) cheias com repelente.

Com o repelente eu desenhei a mao o “circulo” que vocé pode
ver na figura (fig. 6.2). Dentro do circulo prendi uma formiga
que agora nao poderd ultrapassar as paredes feitas com repe-
lente. Ela circula dentro do disco e quando se aproxima da pa-
rede feita com repelente se afasta ficando a passear no interior
da garrafa.

Criei, assim, uma divisao do plano em duas regioes estanques,
no entender da formiga, ela esta presa no interior da garrafa nao
podendo passar para o resto do plano.

Mas da mesma forma como a prendi, agora vou pousar de
salvador, para a formiga, atitude comum de certos tipos ines-
crupulosos... Pego uma pequena palha dobrada e a coloco, pas-
sando pela terceira dimensao, sobre a parede da garrafa®, com
uma das pernas da palha perto da formiga que agora sobe pela
palha, passando por cima da parede de repelente e ficando li-
vre para percorrer o resto do plano (ou voltar para dentro da
garrafa).

Vocé pode ver isto na figura (6.2), pagina 123.

A formiga passou pela terceira dimensao afim de sair de sua
prisao bidimensional.

Repito! Se trata de uma aproximacao. Nem uma folha de
papel é um plano: um objeto bidimensional. Nem a formiga é
um ser bidimensional. Nem a parede de "spray”é bidimensional.

Tudo é tridimensional. Mas podemos entender que cons-

5Esta é uma forma de falar de prisioneiros da terceira dimensao, a forma correta de
falar é simplesmente “passando pela terceira dimensao”, nao ha o conceito de “sobre a
parede”. ..
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Figura 6.2: Formiga presa numa garrafa bidimensional

truimos uma garrafa bidimensional em que prendemos uma for-
miga bidimensional que para sair da garrafa passou pela terceira
dimensao, como uma aproximacao da realidade!

E este o método que os autores do livro de Geometria Analitica
encontraram para burlar os super-mercados, introduzir um ca-
nudinho via quarta-dimensao na garrafa inteiramente fechada
para o nosso espaco mas inteiramente aberta para a quarta-
dimensao.

Infelizmente nao seria possivel burlar os super-mercados por-
que nao haveria forca tridimensional que conseguisse fazer o
liquido tridimensional passar pela quarta-dimensao. Porque a
nossa energia tridimensional ¢ de medida zero em qualquer 4D-
espago.

Também a formiga bidimensional nao teria qualquer idéia do
que poderia ser a palha. Tudo que formiga bidimensional veria
a sua frente seria uma parede imensa, ocupando todo o seu uni-
verso bidimensional. Considerando os tamanhos relativos que
nos sao oferecidos pela figura (fig. 6.2), tudo que a formiga
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poderia fazer seria andar a volta da imensa parede e portanto
ter uma palida idéia do seu formato geométrico a partir da in-
tersecao da palha com o seu mundo bidimensional.

A formiga tem medida zero relativamente a palha, é isto que
a impede de fazer uso da mesma. Obviamente, se houvessem
formigas bidimensionais.

6.4 Uma parede pode ser atravessada ?

Fizemos algumas simulacoes no capitulo 3 em que objetos de
dimensao n atravessaram “mundos” de dimensao n — 1, o caso
do mundo unidimensional, a reta, atravessada pelo disco ou pelo
triangulo. Esta é uma copia de simulacao feita por Carl Sagan,
consulte [?, Sagan]

Fisicamente seria isto possivel 7

A resposta é sim !, porém destrutivamente. E a justificativa
vem do ponto de vista de medida (e consequentemente também
de energia ou massa).

O disco 2D que atravessa a reta (o mundo 1D) tem infi-
nitamente mais massa do que a reta. Invertendo a ordem do
discurso, a reta tem massa zero (medida zero), relativmente
ao disco 2D, e consequentemente nao lhe oferece nenhuma re-
sisténcia a passagem. Porém o mundo unidimensional ficara
definitivamente quebrado no ponto de passagem, com duas “pa-
redes” cada uma delas delimitando uma semi-reta, no caso em
que cada um dos habitantes tenha permanecido em raios diferen-
tes, cada um deles em uma semireta, separados, definitivamente,
pela “parede”.

Mais do que isto, o disco 2D ou seus possiveis ocupantes
seres 2D nem sequer podem perceber a existéncia da reta que
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lhes “barra” o caminho.

A simulacao no capitulo 3 estd, inclusive, errada, porque, de-
pois da passagem do disco pelo mundo 1D este ficou cortado
definitivamente e portanto o didlogo entre os dois seres 1D que
ali reportamos poderia nao ter existido. Porque, depois da pas-
sagem do disco o universo deles ficou rompido e se cada um
tiver ficado em semi-espacos diferentes, terao ficado para todo o
sempre incomunicaveis.

Da mesma forma quando uma garrafa 3D se irromper atra-
vessando um mundo 2D o faz sem absolutamente nada sofrer,
nem um arranhao siquer por que o plano tem energia (ou massa)
zero relativamente a garrafa 3D e portanto lhe oferece resisténcia
Zero.

Posso corrigir a afirmacao anterior. De facto a “garrafa” ao
atravessar o espaco 2D pode ter sofrido arranhoes ou ter perdido
pedacos... mas tudo isto de medida zero, portanto insensivel
para o corpo 3D o que justifica dizer que nada perdeu.

Mas a garrafa ao passar rompe o plano deixando um buraco
que corresponde a nossa visao 3D, sé nao podemos vé-lo! Nem
podemos ver planos.

Para os seres 2D, habitantes do plano, uma parede imensa
ocupando todo o Universo surgiu e destruiu parte do seu mundo
definitivamente. Somente andando a volta da regiao destruida
sera possivel perceber o seu formato circular se o tamanho rela-
tivo da parede e do ser bidimensional permitir esta “viagem” em
volta da parede. A parede pode ser de proporcoes gigantescas
para o bidimensional que simplesmente nao veja como viajar a
sua volta.

Um objeto de dimensao n pode atravessar impunemente uma
regiao de dimensao n—1. No mundo (n—1)D atravessado ficam
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estragos irreversiveis do formato que o objeto nD tiver (a sua
interse¢ao com o universo (n—1)D) porque a energia (ou massa)
do universo (n — 1)D é zero relativamente ao objeto nD.

6.5 A formiga bidimensional e a palha

Para a formiga bidimensional a palha colocada sobre a parede
de repelente aparece como uma parede dominando todo o espaco
bidimensional em que ela vive.

Ela nao pode perceber a forma da palha e nem sequer que a
palha ultrapassa a parede formada pelo repelente.

A formiga, de fato, nao é bidimensional. A formiga, de fato,
nao ¢ um bidimensional. Como a formiga nao é bidimensional
ela pode usar a palha como uma ponte e ultrapassar a parede
que a mantém presa.

6.6 Corrigindo a visao de Carl Sagan

Criticar um autor como Carl Sagan nao significa desmerecer
o seu trabalho. Todos podemos errar, ou melhor, todos erramos
muitas vezes durante a nossa vida. Somente nao erram aqueles
que atravessarem a existéncia sem absolutamente nada fazer, e
isto é coisa que absolutamente nao de pode dizer de Carl Sagan
cuja energia e atividade se refletem no facto de que, mesmo
depois de morto, seus livros continuam sendo vendidos e suas
atividades tém repercursao.

Em seu livro, Cosmos, [11], Carl Sagan descreve a intersec¢ao
de uma maca com a terra dos planos.

Sagan diz que os planos, (bidimesionais), veriam as intersegoes.
Como ja observamos antes, tudo que eles veriam, seria uma pa-
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rede imensa, tomando todo o seu universo, surgindo-lhes a frente
e nao poderiam ter sequer a idéa de que se tratasse de uma in-
tersecao circular, pois cada um deles estaria vendo apenas uma
parte da parede. Obviamente, aqui ha a questao de ordem de
grandeza, a relacao de tamanho entre os “planos®” e a intersecao.
Eu estou supondo que os planos sao muito pequenos frente a in-
tersecao.

Andando a volta da parede poderiam ver-lhe o aspecto circu-
lar interrompendo o “mundo dos planos”. A simples tangeéncia
da maca com o “mundo dos planos” nao seria um ponto e sim
uma fina parede, como uma reta, ou uma torre imensa, do-
minando todo o “horizonte” do “mundo dos planos”. Observe
que eu mesmo nao tenho uma linguagem adequada para expres-
sar esta visao e estou usando palavras que traduzem a minha
prisao tridimensional. Ou melhor dizendo, a falta de experiéncia
tipica de um longo cativeiro. .. Tente imaginar o que aconteceria
com a intersecao de objeto de dimensao quatro interferindo em
nosso espaco. Nos veriamos uma imensa parede encerrando uma
parte do universo porque a intersecao seria tridimensional. Para
os “planos” seria uma visao bidimensional, como a formiga no
“circulo” que desenhei com o repelente, uma parede bidimensi-
onal que para noés é uma linha, um pedaco de curva.

Infelizmente esta errada a interpretacao de Sagan dos efeitos
para o “mundo dos planos” dos saltos de uma maca invasora.
Eles nao seriam circulos aparecendo, e desaparecendo, e sim pa-
redes imensas rebentando o seu mundo de forma definitiva. Nao
seriam circulos aparecendo e desaparecendo, mas paredes cres-
cendo e rasgando definitivamente a regiao por onde passassem.

O nosso universo 3D é um fino hiperplano do universo 4D, da

6Sagan chama o povo que vive nos planos de “planos”.
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mesma forma como o “mundo dos planos” é um fino’ hiperplano
relativamente ao nosso mundo tridimensional.

De forma andloga, uma nave espacial 4D que entrasse em
nosso espaco 3D teria a aparéncia de uma enorme parede to-
mando todo o nosso horizonte, E nao haveria retragoes, por
onde ela passasse rebentaria o nosso mundo e nos emparedaria
do lado de fora do buraco feito por ela. irreparavelmente. Con-
sequentemente, os chamados discos voadores, ou objetos nao
identificados, nao podem pertencer a uma outra dimensao uma
vez que eles nada quebram e nem deixam vestigios em suas pas-
sagens entre nés a nao ser dentro da imaginagao dos que os
viram. . .

6.7 Corrigindo a histéria da laminacao

Agora tenho subsidios para falar corretamente o que nao ti-
nha no primeiro capitulo. Num certo ponto eu afirmei, na ex-
periéncia da laminacao da folha de plastico, que se pudesse-
mos continuar com este processo indefinidamente, chegariamos
a uma folha de pldstico de dimensao dois.

H&a varios erros neste paragrafo, e é instrutivo discuti-los,
como é também instrutiva a dualidade que estou mantendo, dei-
xando um erro l& atraz para vir corrigi-lo aqui no final. Serve
para que voce entenda que a construgao do conhecimento passa
pelo enunciado de “teoremas errados”, involuntariamente. Ninguém
pretende errar propositadamente. Neste caso o erro era natural,
naquele ponto ainda nao era possivel desenvolver o pensamento
que vou agora apresentar.

Um dos erros: a possibilidade de uma mdquina tridimensio-

" Aproveite para criticar o autor... a palavra “fino” é um pleonasmo, aqui!
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nal produzir um resultado bidimensional. Todo o funcionamento
da maquina se encontra prisioneiro da terceira dimensao. To-
das as suas etapas sao tridimensionais. Seja o feixe de laser
ou qualquer outro dispositivo de corte, sao instrumentos tridi-
mensionais. Nada disto pode produzir um resultado de outra
dimensdo. E uma prisao! Na linguagem da matematica, € uma
estrutura fechada, todas as operagoes tridimensionais produzem
resultados® tridimensionais.

Outro erro: folha de papel é o nome de um objeto tridimen-
sional, nao existem folhas de papel bidimensionais. Um erro de
semantica. Aqui estamos diante de uma linguagem que é prépria
de nossa dimensao e facilmente incorremos em erros linguisticos
ao nos referimos a objetos de outra dimensao que nao podem
ter mais as caracteristicas dos objetos com que convivemos.

Um exemplo simples é o de uma variedade com formato es-
telar. Tais variedades se definem pela propriedade de terem um
ponto central do qual partem raios em qualquer direcao inteira-
mente contidos dentro da variedade até atingir a fronteira. Ao
cortar um espaco de dimensao "menor” pode produzir duas va-
riedades disjuntas, consequentemente perdendo a propriedade
"estelar”. Este é um exemplo simples que mostra que propri-
edades se perdem na interesecao com uma dimensao "menor”,
enquanto que a interesecao com uma dimensao maior tem zero
propriedades, zero massa, zero energia)

Obviamente, eu usei a minha imaginacao matematicamente
treinada para ver o resultado desta intersecao que é impossivel
de ser vista pelos meus olhos tridimensionais.

8Mas a Matematica pode fazer operacdes intra-dimensionais, definir operadores num
espago de dimensao n cujo resultado (imagem) esteja num espago de dimensdao menor ou
maior do que n, domine a Matemdtica para se livrar da prisao tridimensional.
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6.8 O tamanho relativo

A visao que temos do Universo depende do mnosso relégio
bilégico, como um sistema dinamico que somos mas também
depende do nosso tamanho relativo aos outros fenomenos ou
objetos que nos rodeiam.

E possivel fazer uma comparacao entre estes dois parametros,
relogio e tamanho com frequéncia e amplitude os dois parametros
basicos das ondas. Quando ouviamos som usando como midia
as fitas magnéticas, era possivel alterar a velocidade das bobi-
nas das fitas alterando assim a frequéncia do som. Hoje nao
temos acesso aos discos e nao podemos fazer o mesmo. Mas
certos programas de controle sonoro permitem que alteremos a
velocidade com que os arquivos sao lidos para assim alterar a
frequéncia com que escutamos o som. Isto pode fazer com a voz
de adulto fique semelhante a de uma crianca, ou vice-versa. Ou
pode tornar o som inteiramente incompreensivel, este é o nicleo
da questao: os tamanhos relativos, a sintonia.

e Voce pode aplicar zoom em uma foto para perder de vista o
seu conteudo, uma imagem gigante é tao dificil de entender
como uma imagem minuscula;

e voceé pode alterar a frequiiéncia a ponto de nao poder mais
reconhecer o ritmo da musica;

Para que a informacao fique clara ela tem que se encontrar
dentro dos parametros adequados, bem sintonizada. Dizendo em
outras palavras: existe um tamanho certo, uma frequéncia certa,
para que o nosso cerébro reconheca um determinado fenomeno,
som ou lmagem.
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Por exemplo, o Homem imaginava que a terra era um disco
plano, porque ao estendermos os olhos a nossa volta, a impressao
que temos que ¢ a de que vivemos numa imensa regiao plana que
contém elevagoes (montanhas) ou depressoes (lagos, rios). Nao
podemos, com a nossa visao conluir que vivemos num planeta
arredondado.

Somente o conhecimento abstrato é que pode nos alargar o
horizonte e nos permitir de entender as coisas que nao podemos
ver. O que eu posso ver ¢ um mundo plano, mas olhando para a
Lua eu fiquei convencido de que a Terra teria o formato de uma
batata.

Assim é que, uma bididimensional, defrontada com uma pa-
rede que repentinamente aparecesse em seu mundo, possivel-
mente nao conseguiria ter uma idéia de sua forma, se ela fosse
agigantada para o seu tamanho, como a Terra ¢ agigantada para
nos.

6.9 Formatacao

Para justificar que retas tém dimensao 1 eu desenvolvi diver-
sas idéias que comecaram por uma formatacao do espaco, no
capitulo 3 e depois no capitulo 4. Vou voltar a discutir esta
questao nesta secao. Preciso “formatar” o espaco de trabalho
para nele criar um sistema de referéncia. Importa pouco se este
espaco de trabalho é um sistema de arquivos ou uma estrada,
preciso estabelecer referéncias para saber como vou distribuir os
dados que podem ser caminhoes trafegando. . .

Pela mesma razao formatamos discos para usar num compu-
tador. O que signfica isto? Parece que esta historia é um pouco
velha! Mas na verdade nao €, apenas uma maioria dos usuarios
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de computador acham que tudo ja vem feito! Nao sabem o que
estao perdendo! Ao usar um disco pela primeira vez, é necessario
formatéa-lo, usar um programa que vem com o sistema operaci-
onal que vai escolher um ponto inicial no disco, uma origem, e
a partir dela ira dividir o disco em trilhas. Este programa vai
colocar um sistema de arquivos no disco. E 0 mesmo que eu fiz
anteriormente com a reta ou com o plano.

E semelhante ao seu uso de uma folha de papel em branco
para escrever uma redagao. Vocé deve tracar as linhas (pelo
menos mentalmente) para saber como o texto ira ficar dentro
do papel. Deve, dobrar uma pequena parte lateral do papel
para estabelecer uma margem onde vocé nao ird escrever’. O
seu texto deverd ser dividido em pardgrafos que irao transmitir
a logica do seu raciocinio para o leitor de sua redacao, uma
formatacao de suas idéias. . .

Da mesma forma preciso formatar o plano ou o espaco 3D,
enfim, qualquer espaco em que for trabalhar, para estabelecer
referéncias que me permitem a marcacao de pontos, calculo de
distancias enfim, uma geometria. E exatamente o mesmo que
fazemos com um sistema de arquivos dum disco de computador!

6.9.1 Formatando a reta

Vou tornar mais concretas estas idéias da formatacao repe-
tindo um exemplo geométrico. Considere uma reta qualquer,
faga um desenho para acompanhar o pensamento. Nela vou es-
colher um ponto, chame-o O, a origem. Este ponto divide o
espaco'® em duas regides disjuntas, duas semi-retas. Antes e
depois da origem!

9Talvez sim, possivelmente vocé ira colocar observacoes na margem. ..
10Gim! o espaco, agora a reta é o espaco, o Universo!
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E ai voce se pergunta: e como vou saber o que ¢ antes ou
depois da origem 7 Isto é uma questao de convencao, voce é
quem decide qual das duas semi-retas vem antes da origem, e
naturalmente a outra vem depois. Mas existe um habito, uma
convencao, vocé de frente para o papel, a semi-reta a direita é
considerada'! a que vem depois da origem. Eo conjunto dos
numeros positivos.

Escolha!

When selecting which ray is coming before the origin you
have chosen set of negative numbers of this line.

Numeros negativos ¢ e a reta tem numeros?

O conjunto dos nuimeros reais podem ser representados por
qualquer reta, na figura em que eu fiz as minhas escolhas, (fig.
6.3) pagina 134,

Ao escolher a posicao do nimero real 1, decidi que a semi-reta
a que ele pertence é composta de todos os niimero positivos e
portanto a outra contém os ntimeros negativos. Também escolhi
um segmento de reta de comprimento unitario O1 determinado
por dois pontos que representam O e 1.

6.10 Psicologia e dimensao

Esta é uma aplicacao que fica destoante neste capitulo final,
no sentido de que nao estou, aqui, discutindo nem completando

1E se vocé der uma rotacao de 180 graus neste reta, vomo ficara a convencao? Isto para
lhe mostrar a fragilidade da exatidao da MatematicalApesar desta fragilidade podemos
fazer um nave descer em Marte, usando a Matematica! Vocé pode continuar a contar com
ela, mas nao acredite que ela seja exata.
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A reta numérica 7

Semi-reta dos
numeros reais

positivos

Figura 6.3: A reta numérica ordenada
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nenhum dos assuntos ja discutidos anteriormente. Estou en-
trando por uma nova seara na qual eu nao sou nada mais do
que um cidadao que tem o direito de pensar a respeito, mas sem
conhecimentos técnicos ou especializados a respeito do assunto.
De psicologia eu pouco passaria além de amador, entretanto,
pior do que ser psicologo amador é ser um motorista amador
coisa em que estou metido todos os dias, eu e muitos outros
milhoes mais. Na bicicleta eu seria um profissional, ao volante

€u sou um pGTiQOSO amador.



CAPITULO 6. PARADOXOS E PSEUDO PARADOXOS 135

Ja invadi a Fisica, vou agora invadir a Psicologia.

Criangas e um desconhecido

Se voce, leitor, tiver uns vinte anos, ou mais, ja podera ter
tido a experiéncia que vou relatar e que é bem comum. Eu ja
passei por esta experiéncia diversas vezes. Passe por um grupo
de criancas, criancas de trés ou quatro anos. Se voceé for um
desconhecido para este grupo de criancas, elas nao irao perceber
a sua passagem.

Se voce lhes disser um “alo” rapido, elas nao se lembrarao de-
pois de que voce lhes falou e possivelmente, se forem bem educa-
das lhe responderao, automaticamente, inconscientemente, com
um comprimento correspondente. Mas nao ficara registrado em
suas memorias que elas falaram com voce.

Se algum adulto conhecido das criancas perguntar pela sua
passagem por ali, elas provavelmente responderao em coro que
niguém assim descrito por ali passou. Elas nao o viram! Voce
simplesmente nao existe para elas. E como se vocé estivesse
noutro espaco paralelo ao delas. Faca a experiéncia e vera que
é assim. Isto ocorre com outros grupos etarios também.

A justificativa é simples: a percepcao se da a partir de dados
memorizados no individuo. O individuo compara o que percebe
com dados memorizados e reconhece o externo a partir do que
tiver memorizado. Como voceé nao se encontra memorizado nas
criancas, elas simplesmente nao percebem a sua passagem por
elas, a nao ser que voce insista o que mudaria o quadro do ex-
perimento aqui proposto.

Aquilo que nao conhecemos pertence a uma dimensao distinta
da nossa e simples foge a nossa percepcao.
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Alguns animais e o ser humano

44

O descrevemos sobre as criancas pode ser comparado com “a
consciencia que alguns animais, ou seres vivos, tem do Homem:
alguns deles simplesmente ignoram a presenca do Homem.

Uma formiga ira reagir como se reconhecesse a sua existéncia,
se voce se atravessar no seu caminho, possivelmente ira ferroa-lo,
ou simplesmente ira alterar o seu percurso ao encontrar um dedo
seu no meio da trilha que ela vem seguindo. Experiéncias rela-
tadas por um pesquisador americano sugerem o reconhecimento
de pessoas que tenham adentrado seu habitat, por corvos, e in-
clusive da transmissao desta informacao a outros corvos. Mas
é uma informacao limitada e se restringe ao significado de risco
para a espécie que o invasor possa representar. A experiéncia
relatada apenas indica que o pesquisador foi agressivamente mo-
nitorado ao retornar ao local, como possivelmente uma onca
também o seria, apenas as oncas nao fariam registros deste mo-
nitoramento e o pesquisador, fez.

Mas a formiga nao tera qualquer “consciéncia” da existéncia
do ser humano. Talvez entre as formigas exista um conhecimento
acumulado de que um certo tipo de odor representa um perigo,
o odor do Homem. Mas isto sera tudo que ela conhece deste
tipo de ser que infesta o Universo em que elas vivem.

Nos somos uma informagao de dimensao muito grande relati-
vamente a elas. O mesmo se pode dizer da crianca, relativamente
aos adultos, conhecidos ou desconhecidos.

6.11 Variedades

Para falarmos livremente no contexto multi-dimensional é pre-
ciso estender a linguagem, criar novas palavras para descrever
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os fatos que a nossa linguagem de prisioneiros da terceira di-
mensao, nao consegue atingir.

Noés temos uma linguagem, e uma intuicao, adquiridas pela
nossa experiencia 3D que nos impedem de compreender facil-
mente os fatos de outras dimensoes como ja vimos nas discussoes
anteriores.

A geometria nos ensina que existem retas, curvas, superficies,
solidos, planos e o espaco. O espaco é o Universo em que tudo
esta contido, é o final de tudo, e o limitante.

Mas o espaco da geometria é apenas um espaco 3D que esta
contido em outros espacos de maior dimensao e assim a pobre
visao da geometria nos corrompe. Para vencer esta limitacao
é preciso uma linguagem mais ampla que esta que aprendemos
com a geometria.

A /[lgebm Linear é uma das disciplinas da Matematica que
desenvolve esta linguagem apropriada, a Geometria Diferencial
é outra e a Topologia atinge um grau de liberdade imenso que
permite se veja claramente um circulo na figura (fig. 6.2) pagina
123.

Eu nao posso desenvolver estas disciplinas aqui, nao ¢é este
objetivo deste livro, mas na bibliografia o leitor pode encontrar
sugestoes onde se desenvolver neste sentido, por exemplo, [10],
que contempla a Algebm Linear junto com Sistemas Dinamicos
e onde voce podera encontrar outras referéncias bibliograficas.
E um livro que se encontra no nivel de quem terminou um bom
curso de Calculo e também estudou Algebra Linear.

6.11.1 Variedade

A palavra variedade foi criada para vencer a barreira dimen-
sional.
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Variedade quer dizer um objeto do espaco e lhe acrescentamos
adjetivos, modificadores, que nos deixam entender as relagoes
entre os objetos.

Por exemplo:

e Uma reta é uma variedade linear de dimensao 1
e Um plano é uma variedade linear de dimensao 2

e Um espacgo 3D é uma variedade linear de dimensao 3 Voce
deve perceber que as variedades lineares sao o tipo de ob-
jetos que os gregos entendiam como retas nas diversas di-
mensoes.

e Uma curva é uma variedade nao linear de dimensao 1. Eu
deveria ter tido € uma variedade possivelmente nao linear
de dimensao 1, porque uma reta também é uma curva.

e Superficies sao variedades dimensao 2, os planos sao as va-
riedades lineares de dimensao 2. Uma superficie que nao
seja plana ¢ variedade nao linear dimensao 2.

e Os pontos sao 0-variedades. Observe a modificacao na
forma de falar. Algumas vezes dizemos apenas n-variedade
em vez de dizer “uma variedade de dimensao n. As varie-
dades nao lineares de dimensao zero se confundem com as
lineares: os pontos.

e O espaco da geometria é uma variedade linear de dimensao
3. Um espaco 4D é uma variedade linear de dimensao 4.

e Um plano é um hiperplano de um espaco 3D. Um espaco
3D é um hiperplano de um espaco 4D que por sua vez é um
hiperplano de um espaco 5D.
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6.11.2 Hiperplano

A palavra “plano” encontrou uma extensao interessante: hi-
perplano.

Hiperplano significa a “maior” variedade linear contida no
espaco que se estiver considerando. Ja mencionei o conceito de
em codimensao, deixe-me usa-lo aqui:

e Um hiperplano é um espaco de codimensao um.
e Os pontos sao os hiperplanos das retas;

e As retas sao hiperplanos dos planos;

e Os planos sao hiperplanos dum espaco 3D;

e Um espaco 3D ¢é um hiperplano de um espaco 4D no qual
ele esteja contido.

Os hiperplanos dividem o espaco em dois semi-espacos,
eles mostram assim qual é a direcao de saida perpendicu-
lar do espago... tente ver isto com um ponto e uma reta,
é instrutivo para compreender a dificuldade de escapar
para uma dimensao superior! E neste caso, digamos,
estamos vendo tudo. ..

Considere um plano e selecione um ponto nele. Qualquer
direcao que se originar neste ponto lhe é perpendicular.
Isto é provado por absurdo, simplesmente porque nao
pode ser diferente.

e Pointos dividem linhas retas em duas semiretas;

e As retas dividem os planos em dois semi-planos;
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e Os planos dividem o espago 3D em dois semi-espagos 3D;

e Os espacos 3D dividem os espacos 4D em dois semi-espacos
4D.

em suma, a palavra hiperplano tem um significado relativo, para
sabermos qual a dimensao de um hiperplano temos que terminar
a frase dizendo onde ele esta. Dizendo de que espaco a variedade
em questao é um hiperplano.

Se voce ficar com um sentimento de que o livro nao terminou,
isto é um indicativo de que vocé percebeu a mensagem. Quero
que voce continue pensando e fique com a certeza de que eu sigo
pensando e talvez nos encontremos n’outro livro ou n’alguma
pagina na Internet. Seja bem vindo a entrar em contacto comigo
pelo endereco

tarcisio@member.ams.org
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