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Este é um projeto em andamento que talvez se torne permanente, um
diciondrio de Matemédtica em Portugués. Ha diversas obras semelhantes em
outras linguas, e a propria wikipedia representa um exemplo de enciclopédia.

Coloquei “dicionario de Matematica” mas isto néo representa algo defini-
tivo, pode, em algum momento passar a ser “dicionario Brasileiro das Ciéncias
Exatas” que estou evitando, no momento, porque eu nao teria capacidade para
carregar sozinho este projeto, mas se a idéia vingar e mais gente se aproximar,
mudamos o nome, afinal isto aqui é apenas um arquivo eletronico...qualquer
coisa pode ser rapidamente alterada, e ITEX permite que isto seja feito com
grande rapidez. Portanto, nao tenha receio de criticar, corrija os erros que en-
contrar, por exemplo. Como trabalho como KTEX , em um ambiente Linux,
estd todo o sistema de produgao do dicionério automatizado: depois de redigido,
a compilagao e o envio para o site esta tudo automaizado, basta executar um
make livro e pluft - vai para o site. Pode criticar que é facil corrigir, ou sugerir
verbetes, com o corpo do mesmo.

O ntimero de verbetes desta edi¢ao ainda é pequeno, nao fiz nenhuma con-
tagem mas acredito que seja algo no entorno de 400, mas comecou com 50 e o
objetivo é que o trabalho aparega e aos poucos cresga, oxald com a colaboracao
de outros autores.

Mesmo assim vou me aventurar a construir aos poucos este projeto, ten-
tando nao competir com a wikipedia, que seria um desastre, mas tentando
oferecer uma informacgao resumida, com indicagoes de onde se possa encon-
trar informagoes mais completas sobre os termos que aparecem na literatura
cientifica. H& outro objetivo que tenho em mente, criar curiosidade! Como
seria impossivel dizer tudo, e o projeto Bourbaki nos lembra desta impossibili-
dade, ao criar um verbete tento ir o mais longe que possa sem ultrapassar os
limites do bom senso, e o resultado nao pode ser outro, estimular a curiosidade
do leitor para ir em busca de mais informacoes e para isto existe a wikipedia.

Ao mesmo tempo convido colegas que desejem contribuir para este projeto,
e aqueles que o fizerem lhes serd garantido o lugar de co-autor na capa do
diciondrio, nao importa qual o tamanho da contribui¢ao. Uma forma de con-
tribuir pode ser corrigindo algum erro, ou incompletitude que for observada no
que aqui for publicado, tendo sempre em mente que o objetivo nao pode ser
enciclopédico.

Entretanto eu nao vou estabelecer objetivos! Este é um projeto aberto, no
sentido de cédigo aberto, os que desejarem participar sao bemvindos e juntos
refaremos as regras do projeto.

Para participar, basta enviar-me o seu verbete, por e-mail, eu incluo a sua
contribuigao e o seu nome na lista de autores. Sempre me lembro do projeto de
Linux, que comegou com um sistema que podia abrir a gaveta de disquetes, em
1991, e quando chegou a ser capaz de criar uma rede de computadores, acendeu
o interesse do mundo inteiro! Ousadia?

A estrutura dos verbetes pode ser vista neste exemplo:

\Underline{\bf redundante**} Que contem repetigdes de informagdes.
Uma base ortogonal de vetores é um exemplo de sistema ndo

redundante. Uma base \index{redundante} pode ser ainda redundante.
e O verbete dentro do “ambiente”
\Underline{\bf }
Observe que
\underline{\bf }
é um comando do KTEX , e eu criei o comando
\Underline{\bf }
para marcar melhor onde termina um verbete e onde comega outro.
e inclua
\index{ }

contendo as palavras-chave do seu verbete, serve para criar o indice re-
missivo ao final.

Basta copiar este esqueleto

\Underline{\bf seu verbete} \index{seu verbetel}
\index{verbete, o seu}.

e preencher com sua contribuigao. O indice deve ser, sempre que possivel no
singular, em letra mindscula quando nao for um nome préprio. E uma regra de
normatizagao para evitar entradas duplas na lista de indices:

Em vez de
raizes, fungdes polinomiais
use

raiz, fungdo polinomial.

Inclua férmulas, figuras (por favor, me envie no formato eps - “encapsulated
postscript” - eu nao sei ainda trabalhar com outros formatos - ou me ensine
como!

Ao contribuir, por favor, tente se adequar as regras da publicagdo que ob-
jetivam apenas criar uma organizagdo, mas como qualquer outro aspecto do
projeto, se encontra livre para discussao e alteragao. Redija o seu verbete em
ITEX e analise o que ja estd feito para tentar criar alguma coisa seja pare-
cida. Se quiser propor modificages, nao tenha dividas em fazé-lo, mas pense
que sejam exequiveis uma vez que somos nds, os autores, os que administram
o projeto. Por exemplo inclua a indexacao dentro do verbete, se tiver dividas
como isto ¢é feito, pergunte-me, mas eu logo vou criar um arquivo de FAQ para
responder perguntas frequentes.



A estrutura inicial é muito simples, afinal, neste momento ha um pouco
mais de 400 verbetes... quando o trabalho atingir um nivel adequado eu vou
fazer uma rodada de discussoes com os envolvidos para encontrar uma estrutura
mais adequada, possivelmente dividindo em capitulos que reunam os verbetes
pela letra inicial, como é costume em diciondrios, ou qualquer outra forma
de sistematizagao o que é extremamente simples de fazer com apoio de ETEX
Por exemplo, logo terei que ter um corpo editorial para ter cuidado com areas
especificas porque o meu conhecimento nao ¢, e nem pretende ser, enciclopédico.

Como todo bom livro em IXTEX | este tem um indice remissivo alfabético que
se encontra no final. Construcao de indices é uma das facilidades que o ITEX
nos oferece e eu o estou usando aqui. Chamo sua atenc¢ao para uma palavra-
chave deste indice, erro. Sempre que eu observar, ou alguém observar um erro,
vou corrigi-lo deixando no local uma indexagao para o erro observado.

O trabalho promete ser divertido, lutei um pouco para redigir “aproximacao”
e qualquer critico deve encontrar no texto incompletitudes ou imprecisoes, e sou
um “especialista” da drea de aprozimagao... nao tenha pudor, critique!

Este diciondrio esta sendo compilado com IXTEX e o trabalho esta sendo au-
tomatizado com make um programa de dominio ptiblico produzido e distribuido
pela fundacdo FSF. A saida de dados é um arquivo de tipo pdf produzido com
pdfEREX e que pode ser lido com xpdf que também é de dominio publico. Tudo
isto rodando dentro dum ambiente Debian/GNU /Linux.

Tarcisio Praciano-Pereira

Sobral, 23 de Janeiro de 2014

n
- Abel, Lema de Considere a série de poténcias S,, Y a,2™ por comparagao

com séries geométricas se pode deduzir que se lim{/|a,| = % entao S, con-

verge absolutamente e uniformemente no disco B(0,p);p < r. Nada se pode
dizer sobre o que acontece na fronteira deste disco. O ndmero r é o raio de con-
vergéncia da série de poténcias. As séries de poténcias definem fungoes de classe
C* no interior do disco de convergéncia e tais fungoes satisfazem as equagoes
de Cauchy-Riemann sao as fungoes analiticas, ou holomorfas.

- absolutamente somaéavel

n
Uma série S, = (Y ax), se diz absolutamente somavel ou absolu-
k=0
tamente convergente se a série obtida com a substituicio aj = |ax| for
convergente.

1 (comutatividade) Séries e comutatividade Se S, for absoluta-
mente convergente ¢ se « for uma bijecao de N entdo, [3, pdgina 39]

(Z ak)n = (Z aa(k))n
k=0

k=0

n
A série harmoénica, S, = (Y (—1)F+!/k),, converge mas a permutacio
k=1

gn—1 gn—1

1 1
ZZ"+(2j+1)7Z2"—2j

j=1

n

nao converge.

- algébrico, nlimero sao os niimeros definidos por uma equacao algébrica, por
exemplo, como /2 é uma solucio da equacdo polinomial P(z) =0 com

P

=z%-2 (1)

entdo o nimero irracional v/2 ¢ um nimero algébrico o que mostra que exis-
tem ntmeros algébricos sao irracionais e entao o conjunto dos nimeros tem
intersecao nao vazia com o conjunto dos nimeros irracionais. Mas como ha
nimeros irracionais que nao sao algébricos, 7 entao estes dois conjuntos sao
distintos.

- algoritmo ¢ um método descrevendo a execugao de uma tarefa. Um programa,
escrito em uma linguagem de computagio, é um algoritmo. Algumas equagoes
podem representar um algoritmo, como

p=dq+r;p,d,gr e N;r <d;q>0 (2)



S

é o algoritmo da divisao euclidiana de p por d, porque, dados p,d podemos
encontrar dois tunicos nimeros ¢, de modo a definir a divisao de p por d.
Embora este “algoritmo” seja passivo, ele é um antigo exemplo de expressao
algoritmica em Matemdtica. Como exemplo de algoritmo, fere um pouco a
concepcao atual desta palavra uma vez que ele nao produz os numeros g,r,
apenas serve para testar uma quantidade finita de de pares (¢,r) com objetivo
de encontrar um que sirva. Mas, como esta expressao podemos construir um
método, com divisdes sucessivas, e expressar esta sucessao de divisdes com uma
linguagem de programacao que seria um algoritmo na concepcao atual.

- analitica, geometria confira geometria analitica.

- angulo é um conceito tipico da geometria euclidiana ainda que usualmente
deixado pouco claro. Angulo é um conceito plano, quer dizer de um espaco de
dimensao dois porque representa um uma medida associada a dois segmentos
de reta. Isto nao nos impede de falar de &ngulo num espaco de dimensao maior
apenas tudo vai se passar como se acontece dentro de um plano deste espago.

Vou aqui definir angulo como um nimero, é um nimero que mede um arco do
circulo trigonométrico S'. Na figura (fig 1), pégina 6, vocé pode ver o angulo o
que a reta r faz com o eixo OX . Mas se considerarmos o circulo trigonométrico,
S! como um padrao, podemos simplificar a liguagem dizendo apenas o dngulo
da reta r, querendo com isto dizer que colocamos o centro de S' sobre a reta
e encontramos o arco a determinado a partir da origem de S' até o ponto em
que r corta S'.

Vou abstrair o plano cartesiano e redefinir angulo entre duas retas quaisquer
usando uma representacio de S' no plano que estas duas reta determinam.

e Se os dois segmentos de reta forem paralelos, o angulo entre eles é zero.

e Se os dois segmentos de reta nao forem paralelos, entao eles determinam
um plano e suas retas suporte sao concorrentes num ponto P e podemos
tragar um circulo com centro em P sobre o qual as retas suporte determi-
nam quatro segmentos de circulo iguais dois a dois. Considere P como a
origem comum destas retas e o raio como sendo a unidade entéo o circulo

considerado é unitario, S'. O menor segmento de circulo determinado
pelas reta é o angulo entre elas, determinando também a origem de S!.

Precisei criar a convengao de que o circulo tracado seria S*, o circulo unitario
e este circulo tem um ponto inicial que é o angulo zero. Se trata de uma con-
vengdo, ou uma codificacdo, escolhermos o ponto inicial, onde S! corta o semi-
eixo positivo horizontal, no caso do plano cartesiano, ou o ponto que vai deter-
minar o menor segmento do circulo unitério quando estivermos determinando o
angulo entre duas retas quaisquer.

Como S' tem raio 1, as coordenadas de qualquer ponto p € S! serdo os
nimeros cos(a), sin(a) do arco marcado a partir do ponto inicial. E isto funciona
perfeitamente em qualquer plano do espaco em que as duas retas se encontrarem,
um conceito plano, portanto.

S! funciona como um transferidor universal para determinar angulos: a
medida dum arco determinado neste transferidor.

Angulo é um ntmero que fica no inervalo [0,7) e diremos que duas retas
sao perpendiculares se determinarem o angulo 7, paralelas se se determinarem
o angulo 0. Podemos estender o conceito de dngulo ao perimetro do circulo
trigonométrico e entao seria um nimero no intervalo [0, 27).

Algumas vezes precisamos de extender ainda mais o conceito de angulo entao
é um numero real qualquer...medindo o perimetro de uma curva que envolva
o circulo trigonométrico. Conceitos associados: grau, nimero de voltas de uma
curva.

Se atribui a Euler a férmula

P = (cos(a),sin(a)); P € S*; (3)
e = (cos(a) + isin(a)) = (cos(a),sin(a)) (4)

que permite facilmente encontrarmos coseno, seno e tangente dos arcos soma.

A férmula de Euler

9= cos(a ) +isen

O angulo ze

a é o angulo que are]

r faz com o eixo OX

Figura 1: O angulo da reta r

Confira trigonometria.

Ao longo do tempo a Humanidade escolheu diversas formas como medigao
para arcos. Duas chegaram a até nés, o grau hexadecimal baseado numa divisao
de S* em 360 partes chamadas grau e a centesimal baseada numa divisao de S!
em 400 partes chamadas grau centesimal. Aqui estou falando da medida natural
do angulo, ou ainda chamada de m—radiano.

A medida natural é que melhor se adapta ao trabalho cientifico uma vez
que ¢ definida por uma medida tomada em cima de um padrao que é o circulo
trigonométrico. Confira a tabela de equivaléncias entre estas trés medidas para
algumas medidas naturais bem conhecidas.



medida natural | grau hexadecimal | grau centesimal
0 0° 0°
I 45° 50°
T 2%
7.} 90° 100°
1
_% 135° 150°
=1 180° 200°
57 225° 250°
o= 270° 300°
= 315° 350°
2m =T 360° 400°

- angulo central, na geometria euclidiana ¢ o angulo determinado por dois
vetores de mesmo médulo, @, 7. Confira a figura (fig 2), pagina 7, e sua me-

angulo central o
e angulo inscrito g

Figura 2: angulo central

dida corresponde & medida do segmento equivalente do circulo trigonomtrico
que as retas suporte destes vetores determinam. Na figura (fig 2), o circulo tri-
gonométrico S estd representando como um circulo de raio menor que o circulo
determinado pelos dois vetores @, v. Confira também dngulo inscrito.

O angulo inscrito mede a metade do angulo central se ambos determinarem
o mesmo arco de circulo.

- angulo inscrito, na geometria euclidiana é o angulo determinado por dois
segmentos de reta de mesma origem P, em que P é um ponto sobre um circulo.
A figura (fig 2), pagina 7 mostra um exemplo de dngulo inscrito 3 comparado
com o correspondente dangulo central, c.
O dngulo inscrito mede a metade do dngulo central relativamente ao mesmo
arco de circulo, confira a figura (fig 2).

[Dem

Dado um segmento dum circulo, considere a figura (fig 2), é possivel ter-se-lhe associado
um angulo central o e uma infinidade de angulos inscritos.

Para obter um angulo inscrito, selecione um ponto no complemento do arco a e ligue-o
aos extremos do segmento « do circulo.

Vou mostrar que

e todos os angulos assim obtidos sao iguais ao angulo 8, confira a figura (fig. 2),
o f=3.

Tire do ponto P uma perpendicular & mediatriz do angulo inscrito v determinando com
a mediatriz um tridngulo retangulo tendo um dos catetos com origem em P, PQ, chame este
triangulo primeiro.

A mediatriz de 3 sendo perpendicular & corda associado ao arco @ determina dois triangulos
retangulos um dos quais com o vértice P, chame este triangulo de segundo e considere o ca-
teto PM. As etiquetas "1”e "2”que identificam estes triangulos se encontram préximas das
respectivas hipotenusas na figura (fig. 2).

Os triangulos retangulos primeiro e segundo sao semelhantes porque

e O angulo entre o cateto PQ sendo perpendicular & mediatriz de 4 determina com a

reta suporte do cateto PM, do segundo triangulo, o mesmo angulo entre as mediatrizes
de B en.

.

Para demonstré-lo vou colocar-me numa situagao particular que em nada restringe a geral
como depois vou deixar claro ao final.

Vou supor que o circulo na figura (fig. 3), pdgina 8, é o circulo trigonométrico St Se

Y]

gulo central o
e angulo inscrito 3 st

<

B=y
P =(cosy ,sinv )

'0/2

. - . . P 1
angulo inscrito no circulo trigonométrico S

Figura 3: angulo inscrito, circulo trigonométrico S'

considerar o arco a centrado em volta da origem de S! entdo os extremos deste arco serdao



O ponto P tem coordenadas P = (cos(y),sin(v)); |y| > § e os vetores que determinam o

2
angulo inscrito no ponto P sado, respectivamente

{ = (cos(),5in(x) = (cos($),sin($));

= (cos(v),sin(y)) — (cos( sinl

(=
u = (cos(7) — cos(5),sin(y) —sin(5));
{ = (cos(vy) — cos(—$
u = (cos(y) — cos(
{ v = (cos(y) — cos(

O produto escalar entre estes vetores é

),s
5

ay), (5)
,sin(y) — sin(—5));

));
)i

), sin(y) — sin(

)s

a
2
a a
&y g
5),sin(y) +sin(5

< u,v >= (cos(y) — cos(5))(cos(y) — cos(5)) + (sin(y) — sin(5))(sin(v) + sin(5)) (8)
< u,v >= cos?(7) + cos?(§) — 2cos(y) cos(§) + sin(y) — sin?($); (9)
<u,v>=1+ 0052(7) - 51112( ) — 2cos(v) cos(5); (10)

< u,v >= 1+ cos(a) — 2cos(7) cos(5); (11)

<u,v >2=1+ cos?(a) + 4cos?(7) cos? () + 2 cos(a) — 4 cos(7) cos(§) — 4 cos(a) cos(7) cos(§)12)
<u,v>?= (13)

[uf? = (cos(y) — cos(§))* + (sin(y) —sin(§))%s (14)

|u|? = cos?(v) + COSZ(%) — 2cos(v) cos(§) + sin’ 2(y) + sinz(%) — 2sin(y) sin(§) (15)
lul? =1+ 1— 2cos(y + 5 (16)

[uf? =2 = 2cos(y+ §); (17)

[v]* = (cos(7) — cos(§))? + (sin(y) +sin(§))? (18)

[v]? = cos?(y) + cos’ (5) — 2cos(v) cos(§) + sin?(v) + imz(%) + 2sin(y) sin(§); (19)
[v]2 =1+ 1+42cos(y+ §) =2+ 2cos(y + §); (20)

e = Trmer DI ee ) @

T = =gt = @2

Tt = e @3)

- antecedente numa implicagio A = B B ¢ o consequente ¢ A é o antece-
dente.

- aproximagao E um método pelo qual construimos objetos, dentro de um
conjunto (ou espaqo), que representam um outro objeto com um erro aceitdvel.
Por exemplo a imagem transmitida a distancia ndao corresponde a uma cépia
exata do objeto captado, hd um erro que ¢é consequéncia da necessidade que
temos de considerar apenas uma quantidade finita pixels (no caso da imagem)
para compor a representacao do objeto no espago de chegada. Outro exemplo é
o nimero 7, que é obtido, aproximadamente, quando consideramos o quociente
entre o perimetro de um poligono regular convexo inscrito no circulo unitario
dividido pelo diametro 2. O resultado deste quociente é uma aproximacao de
7. Maior o niimero n, melhor a aproximacao obtida de 7.

- arranjo ¢ um item da Andlise Combinatéria que é a parte elementar da
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combinatoria. Confira também arranjo com repeti¢ao, combinagao, permutagao.

A andglise combinatdria estuda arranjos, permutacoes, combinagoes e os ar-
ranjos podem ser simples ou com repeti¢ao. Os arranjos simples também sao
chamados de arranjos sem repeticao.

As combinagoes sao ezatamente os subconjuntos dum conjunto dado e seria
interessante que vocé comecasse a leitura pelo verbete dedicado a combinagao,
que eu vou comegar analisando as combinagoes, quando a maioria dos textos
comega pelos arranjos, mas nao é exatamente para ser diferente e sim porque
desta forma vou conseguir chegar rapidamente a uma férmula para calcular as
combinagoes da qual vou deduzir a férmula dos arranjos. E vocé logo vai ver
que é um método mais concreto.

Se voce tiver um conjunto A com n objetos, por exemplo,

A={1,2,3,...,n} (24)

entao vocé pode produzir arranjos com estes elementos.

Considere um conjunto com 3 elementos: A = {1,2,3}.

Posso agora extrair varios subconjuntos de A, e vou comecar pelo subcon-
junto vazio, todo conjunto tem o vazio como subconjunto.

e (9 =1 é o niimero de subconjuntos com zero elementos tirados de A, o
vazio é tnico!

e C1 = 3 ¢ o nimero de subconjuntos unitérios que podem ser tirados de
A {1342}, {3}

e C? = 3 é o ntmero de subconjuntos 2-a-2 que podem ser tirados de A:
{1,2},{1,3},{2,3}. Agora vocé pode ver a diferenca entre arranjos e
combinagoes. Os arranjos 2-a-2 serdo

(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)
totalizando 6 arranjos, 2-a-2, que posso fazer com os elementos do conjunto
A. Cada subconjunto “gerou” dois arranjos porque seus elementos foram
permutados:

=207 =2%3;

e O3 =16 o ntimero de subconjuntos 3-a-3 que podem ser tirados de A:
{1,2,3} = A, somente o subconjunto A. Mas os arranjos serao 6:

(1,2,3), (1,3,2), (2, 1,3),(2,3, 1), (3 1,2), (3,2, 1); (25)
(1,2,3) # (1,3,2); (26)
A3 =6C3 =6x1; (27)

Pense nos arranjos de flores, um assunto comum. Tudo muda se vocé trocar
as flores de lugar: sao arranjos de flores, nao sao subconjuntos de flores.
Se 1 representar o branco, dois o verde e trés o vermelho:



e (1,2,3) é a flor branca seguida da verde e depois da vermelha,
e (1,2,3) é a flor branca seguida da vermelha e depois da verde.

Os arranjos sao deduzidos dos subconjuntos e a quantidade deles é obtida
por uma multiplicagao, observe como.

o Y = 1= A9 é o niimero de subconjuntos 0-a-0 tirados de A que é apenas
o vazio. A quantidade de arranjos 0-a-0 ¢ ainda 1. E aqui se trata de uma
abstracao, precisamos em Matematica de arranjos 0-a-0, nao tente usar as
flores agoral C§ =1 = AY;

e Ci =3 ¢ o niimero de subconjuntos 1-a-1 que podem ser tirados de A:
{1},{2},{3} e aqui nao tem como alterar a ordem uma vez que cada
subconjunto tem apenas um elemento: Cj = 3 = A};

e C2? = 3 ¢é o ntimero de subconjuntos 2-a-2 que podem ser tirados de A:
{1,2},{1,3},{2,3} e j& vimos que cada subconjunto podia ser repetido
entio A2 =2x3=2x%C? = 6;

e C3 = 1 6 o ntimero de subconjuntos 3-a-3 que podem ser tirados de A:
{1,2,3} = A, apenas o préprio A, A3 =1%6 = 6.

E tudo que precisamos saber é que fator é este que nos fornece o niimero de
arranjos a partir do nimero de combinagoes:

AP = K % CF; K depende de p; (28)

logo acima voceé leu que dos subconjuntos foram feitas as permutagoes dos seus
elementos para obter todos os arranjos.

Quantas sao as P, permutagoes de p elementos? E este o ntimero K que
vai nos dar o valor de AP multiplicando C%.

As permutagoes sao um caso particular dos arranjos e a notacao ¢ a seguinte:

P, = AZ; (29)

E vocé ja viu nas equagoes acima:

o« Py=1=0L
o P =1=11
o« Py=2=2
o Py=6=3L

Se vocé tiver n elementos,

e 0 primeiro pode pode ser escolhido de n = Al maneiras diferentes;

e mas para escolher o segundo, sem repeticao, vocé ja tem apenas n — 1
possibilidades,
A2 =n(n—1);

e para escolher o terceiro, sem repeticao, vocé ja tem apenas n — 2 possibi-
lidades:
n!

A =nn—-1)(n-2)= ——:
L=n- ) -2 =
e ¢ sucessivamente, para escolher o n—ésimo, sé lhe resta uma escolha:

!
Az:Pn:n(nfl((nfm.ul:n!:%

o P, =n!
E chegamos a férmula dos arranjos a partir das combinagoes:
n!

! _ ! _ _Pp .
AL = PO =P = e = Ry (30)

(31)

porque sera possiver construir p! arranjos p — a — p com cada subconjunto com
p elementos.

A férmula que vocé vai encontrar em qualquer livro é esta da equagao (eq.
31).

- arranjo com repeti¢ao ¢ um item da Andlise Combinatéria que é a parte
elementar da combinatoria. Confira também arranjo simples, combinagao, per-
mutagao.

Dado um conjunto A = {1,2,...,n} o conjunto dos arranjos, p — a — p, com
repeticao destes n elementos é o produto cartesiano

AP =AxAx---xA (32)
A7
p fatores

e o nimero dos elementos de um produto cartesiano é o produto dos nimeros
de elementos de cada conjunto fator entao

AP =P (33)

O simbolo AP nao é universalmente adotado.

Os arranjos com repeticao ocorrem quando houver sentido em se repetirem
os elementos dum conjunto, como é o caso com os nimeros, nimero de telefone,
placa de carro, palavras de uma linguagem que sao arranjos com repeticao das
letras de um determinado alfabeto.

- atlas um conceito de geometria diferencial e também da topologia de varieda-
des.
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A ideia intuitiva vem do atlas mundi, como a Terra pertence a classe to-
poldgica da esfera, é impossivel definirmos uma unica fun¢ao de uma regiao do
plano na superficie da Terra, entdo precisamos de varios mapas formando um
atlas para descrever com pegas planas a superficie da Terra. E esta a idea de
um atlas em topologia ou em geometria diferencial.

Definigao 1 (atlas) Atlas Se V for wma variedade de dimensio n, dizemos
que ((Us, ¢i)icr € um atlas para V se (R;)icr for uma cole¢ao de abertos do R™
e (R; N Us)ier for wma colecao de aplicagoes injetivas continuas (homeomor-
fismos) de abertos do R™ em abertos de V satisfazendo as condigoes sequintes:
. Uiel U; =V, que garante que os mapas cobrem a variedade;
e para qualquer par (i,7) de indices, R; N R; #, que garante que ndo haja
regioes com mapas incompativeis junto com a proxima condi¢dao;
e para qualquer par (i,j) de indices, as aplicagées ¢;,¢; coincidem na in-
terse¢ao R; N R; que garante que ndo haja regioes com mapas incom-
pativeis;

Se a variedade V for
bara o chreulo unitério

diferencidvel (em geome-
tria diferencial e topolo-

gia diferencial) se precisa = ;
que ¢; sejam difeomor- \
fismos

—

T

Figura 4: Um atlas para o circulo

Cada aplic

se chama um mapa do atlas.

Na figura (4), pdgina 13, vocé dois mapas para o circulo, mas é preciso de
quatro mapas para formar um atlas para o circulo, para isto para selecionar dois
pares de pontos antipodas, diferentes, e a cada um destes pares corresponde um
par de mapas.

- autovalor da Algebra Linear, associado ao conceito de autovetor. Confira o
sinénimo wvalor préprio.

- autovetor da Algebra Linear, associado ao conceito de autovalor ou valor
prdprio. Confira o sindénimo vetor proprio.

- Baire, teorema de ainda chamado de teorema das categorias de Baire é
um dos teorema basicos da topologia dos espagos vetoriais, andlise funcional,
classificando os espagos pela densidade dos seus abertos em duas grandes classes,
magros, gordos que ainda assim sao duas classes relativas. Iremos dizer que X
é magro em Y.

O teorema de das categorias de Baire foi estabelecido na tese de doutora-
mento de René-Louis Baire em 1899.

- Banach, espago de é um tipo de espaco que generaliza os espacos vetoriais
normados de dimensao finita como R™ ou C" em que os vetores sao “médidos”
com a norma euclidiana. Ha duas teorias elementares que fazem esta genera-
lizagao, a dos espagos de Hilbert e a dos espacos de Banach, [9, segunda parte].

A formulagao do que é um espago de Banach pode se expressar de forma
absolutamente simples, com a linguagem do Célculo no R", apenas com a subs-
titui¢ao dos vetores = (21, ...,z,) pelo simbolo f representando os elementos
de um certo espago de fungoes.

Por exemplo, se considerarmos o conjunto de todas as funcoes continuas
definidas, definidas num intervalo fechado da reta, C([a,b]), podemos provar
que a equacao

[fllse = sup [f(x)] (34)
z€[a,b]
tem as mesmas propriedades que
n
= z};z € R" (35)

portanto (C([a,b]), || f]|oc) ¢ um exemplo de uma estrutura semelhante a (R",| |).

A equagao (34) recebe a denominacao de norma caracterizando que obtive-
mos uma generalizacao do conceito tradicional “médulo”, ou seja, o médulo é
um exemplo de norma. Os espagos vetoriais em que for possivel definir uma
norma se chamam espacos vetoriais normados.

O mesmo se poderia fazer substituindo o “espa¢o” [a,b] por um espago to-
polégico X e o resultado desta generalizagao conduziu a descoberta de propri-
edades topoldgicas finas sobre os espagos topoldgicos que tornam a familia dos
espagos de fungdes C(X) em que X é um espago genérico, uma teoria bastante
complexa inclusive ainda com alguns resultados abertos associados aos tipos de
medida que é possivel definir em X associadas & dimensio® do resultante espaco
C(X).

Um exemplo, dentre muitos que podemos dar, seria o espago vetorial das
séries trigonométricas absolutamente convergentes.

A soma (ponto a ponto) de duas tais séries é outra do mesmo tipo das
anteriores, assim como o produto por um escalar (real ou complexo, e neste caso
falariamos de espagos vetoriais reais ou complexos) temos um espaco vetorial
sobre um destes corpos. E interessante este caso porque ele estabelece ligacao
com outro tipo espago associado aos coeficientes das séries de Fourier.

- Banach-Steinhauss, é um teorema da teoria dos espagos de Banach que

!Resultados muito recentes sugerem que esta seria uma forma de entender as dimensdes
fracionarias.



estabelece uma condigao para que um conjunto de operadores lineares seja limi-
tado. E comumente referido como “condigao de limitagao uniforme” porque foi
inicialmente formulado para o espago de Banach C([a, b]), das fungoes continuas,
cuja norma usual e a norma do supremo que corresponde a “convergéncia uni-
forme”. Mas é apenas uma condicao, usada com grande frequéncia, quando se
deseja demonstrar ou verificar que um conjunto seja limitado num espacgo de
Banach.

1 Banach-Steinhauss

Considere X, um espago de Banach, Y um espago vetorial normado, e uma
familia (A)ocazo de transformagoes lineares Ao : X — Y. Entdo uma das
condigoes ocorre

o (A)IM M < ooiVa ||Aall < M, ou equivalentemente,

AM M < o0; (A)acaro C cal B(0, M);

o (B) sup ||[Aa(f)|] = o0 para [ € G5, Gs € uma interse¢io enumerdvel de
T acA

abertos densos em X .

No contexto X = C(K,R) em que (K,o,u) é um espago topolégico me-
dido, vale a pena observar que nao(B) = (A) e portanto o teorema de
Banach-Steinhauss pode ser expresso com esta implica¢ao tendo por redagao
“a familia (A)aeazg de operadores lineares ser essencialmente limitada implica
que (A)acazo € uma familia de operadores lineares continuos contida na bola
B(0,M) C C(K,R) para algum nimero real M > 0.

A expressao “essencialmente ” é sinonima de quase sempre, ou ainda que o
dominio em que ela nao vale tem medida zero. Como X um espago de Banach
é entao, canonicamente, um espaco medido com os seus borelianos.

Em geral se omite “essencialmente ” porque sendo uma relagao de equi-
valéncia se considera o espago quociente médulo conjuntos de medida zero
tornando (A) e (B) equivalentes. Portanto o contexto natural do teorema de
Banach-Steinhauss ¢ C(K,R) ou C(K, C) e K é um espago topolégico compacto
e de Hausdorff como ¢ o caso de [a,b] C R.

- binomial, coeficiente Procure coeficiente binomial

- Bourbaki, N Nicolas Bourbaki, o nome de um grupo de matemadticos fran-
ceses, criado por volta de 1940, idealizando reescrever toda a Matematica de
forma rigorosa e axiomética.

O projeto Bourbaki nasceu morto porque na mesma época de sua criagao
Godel havia demonstrado a impossibilidade de completagao axiomética dos na-
turais, alids, o que se tornou na razao de uma grande inimizade entre ele e
Hilbert. Hilbert talvez tenha sido a grande influéncia dos memmbros do grupo
Bourbaki uma vez que ele ja vinha alimentando a ideia duma axiomatica geral
para Matemaética ja se tendo intrigado com matemédtico holandés Luitzen E. J.
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Brouwer com a exclusao deste tltimo do Mathematische Annalen. Brouwer é o
fundador do intuicionismo como fundamentagao da Matemadtica.

Mesmo que o seu objetivo fosse impossivel, a contribuigao do grupo Bour-
baki para a Matemadtica foi muito grande tendo influenciado profundamente a
discussao sobre os fundamentos. Serve de exemplo, por um lado, para mos-
trar que um grupo de matematicos excelentes pode errar em sua visao geral da
Matematica, como todos os seres humanos e o erro faz parte do processo de cons-
trucao do conhecimento, e por outro lado, para nés alertar sobre as burocracias
governamentais que podem, e costumam, parar projetos porque os burocratas
nao conseguem entender os objetivos difusos dos germens duma construcao ci-
entifica que mesmo errada, ou invélida, tem os seus méritos.

- Célculo** E uma disciplina da Matemadtica que estuda o comportamento das
fungdes com o objetivo de descrever a continuidade, diferenciabilidade e inte-
grabilidade das mesmas. Ver continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade.

- campo escalar ¢ uma fungao, em geral multivariada, e tomando valores em R

ou C. E uma antiga denominagao para fungoes. O adjetivo escalar caracteriza
que o conjunto de chegada é de dimensao 1 (real ou complexa).

- campo vetorial A palavra campo é uma antiga denominagao para fungoes
multivariadas e que permaneceu na Fisica sendo usada também na literatura
mateméatica. E mais frequente o uso de

e campo vetorial para fungoes multivariadas cuja imagem é um vetor,

e cde campo escalar para fungoes multivariadas cuja imagem é um nimero
real ou complexo. varidveis.

Embora nao haja uma uniformidade de notagao é possivel pensar que campo
escalar estd associado um poténcial, uma fun¢ao que mede a intensidade dum
fénomeno, um escalar, e cuja derivada é um campo vetorial.

Ha vérias formas de apresentar este conceito. Se F' for um campo escalar,

F:R" > R;J(F):R" > R" (36)

entdo a sua derivada, J(F), a jacobiana de F, é um campo vetorial, uma fungao
definida no mesmo dominio de F' mas agora tendo tantas fungoes-coordenadas
quantas sejam as varidveis: cada fungao-coordenada é uma das derivadas par-
ciais de F. A derivada de um campo escalar é um campo vetorial que recebeu
o nome jacobiana.

No caso da jacobiana, as fungoes coordenadas possuem uma notagao parti-
cular:

OF OF

oo om (37)

F, . - .
Se R™ — R™, um campo vetorial, entao o valor da derivada de F' em
cada ponto ¢ uma matriz (funcional) de dimensdo m x n formada com as mn
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derivadas parciais das m coordenadas de F relativas a cada uma das n varidveis
de F.

A derivada de fungoes multivariadas recebeu o nome de jacobiana numa
época em que nao era reconhecida como a derivada, ¢ algumas vezes se usa o
simbolo J(F)) para representé-la.

- caracteristica, equagao é uma equagao polinomial associada as matrizes
quadradas. Se T for uma matriz n X n entéo a equagao polinomial

det(T'— M) = 0;1,T € L(K"); I a identidade (38)

é a equacao caracteristica de 7. Aqui o corpo K é R, C. As raizes da equagao
caracteristica sao os valores proprios, ou autovalores de T'.

A equagao caracteristica é um invariante sob a tranformagao de semelhanca
de matriz, ou em outras palavras, se A for uma matriz semelhante & matriz T’
no sentido de que as duas representam o mesmo sistema de equagoes lineares,
entdo elas terdo a mesma equagao caracteristica:

(39)
A=8TS™, (40)

det(A — AI) = det(STS™ — SAIS™1) = det(S(T — AI)S™1); (41)
det(A — M) = det(S) det(T — M) det(S~1) = det(T — \); (42)
det(STS1 — AT) = det(T — A); (43)

- cardinalidade ¢ a generalizac¢ao do conceito de nimero de elementos de con-
juntos finitos. O conceito “conjunto finito” precisa ser definido e uma forma de
o fazer consiste da dicotomia seguinte:

1. conjunto infinito existe uma bijecao entre A e uma parte propria de A;

2. conjunto finito ndo pode haver uma bije¢ao entre A e uma parte prépria
de A;

Como um exemplo da primeira sentenga, considere o conjunto N dos nimeros
naturais, é possivel estabelecer uma bijegdo entre N e 2N, o conjunto dos
numeros naturais pares, que é dada pela equacao n — 2n, que é uma bijecao.
A primeira relagao caracteriza os conjunto infinitos, enquanto que a segunda
caracteriza os conjuntos finitos.

Ha ainda uma subclassificacao dos conguntos infinitos em

e conjuntos enumeraveis que sao aqueles que tiverem a mesma cardinalidade
de N, como Z, Q.

e conjuntos nao enumeraveis que sao aqueles que estiverem fora da classe
de N, como R.

Cantor estabeleceu a sua hipotese de cardinalidade, chamada de conjectura
de Cantor ou ainda hipdtese do continuo, confirmada na década de 60 do século
20, por Paul Cohen, que demonstrou que a hipdtese do continuo era um axioma
da teoria dos conjuntos, estabelecendo que havia “classes disjuntas de cardina-
lidade”:

e a classe dos conjuntos finitos, cujas cardinalidades sao elementos do con-
junto N,

e depois a classe card(N) a que pertencem N,Z,Q, ...,
e depois a classe card(P(N)) a que pertencem R, C,. ...

E pensou Cantor, se A for um conjunto infinito, entao card(P(A)) é uma nova
classe a qual A nao pertence: o salto de cardinalidade.

Se um conjunto A for finito, o operador P produz um novo conjunto P(A)
cuja classe é diferente da classe de A porém sem alterar sua classifica¢ao como
congunto finito, a classe de P(A) ¢ 2¢9744) ¢ N, se A for um conjunto finito.
Os simbolos “<” e “>” continuam sendo usados porém perdendo os seus signi-
ficados da aritmética, a nova definigao destes simbolos de desigualdade é:

e card(A) = card(B) Se dois conjuntos tiverem a mesma cardinalidade di-
zemos que existe uma bijecao entre eles.

e card(A) < card(B) dizemos que card(A) < card(B) se houver uma fungao
injetiva A 1, Bou equivalentemente

e card(A) > card(B) dizemos que card(A) > card(B) se houver uma fungao
sobrejetiva A % B.

A figura (5), pagina 19, mostra uma sobreje¢ao do conjunto A sobre o con-
junto B e a forma de construir uma fungao sobrejetiva g usando as classes de
equivaléncia médulo g que é simples de construir quando A for finito. Se A nao
for finito é “simples” aplicagao do azioma da escolha . ..selecionar, para cada
classe em A/ &~ um elemento de A que lhe corresponda, e como A/ ~ é equipo-
tente com B entao existe uma bijegao entre estes dois conjuntos cuja composigao
com a anterior “selecao” dos elementos de A é a sobrejecao procurada.

- categoria E uma classe de estruturas algebricas, por exemplo, Grupo é a
categoria de todos os grupos e Abel é a sub-categoria dos grupos comutativos.
Entre os membros de uma mesma categoria se estabelecem funtores que colocam
em correspondencia as respectivas operagoes e os elementos privilegiados destas
estruturas, como, por exemplo, elementos neutros. Podemos estabelecer um
funtor especial entre uma categoria mais complexa, como a EV, dos espagos
vetoriais, e outra mais simples, como Grupo, que é um funtor esquecido que
esquece aspectos da estrutura para produzir uma estrutura mais simples, no
caso do funtor esquecido de EV para Grupo esqueceriamos o produto por um
escalar para obter a categoria dos grupo aditivos subjacentes ao espaco vetorial.
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Figura 5: card(A) > card(B)

A Teoria das Categorias foi construida por Cartan e Eilenberg que, se diz,
num primeiro momento, a chamaram de general abstract nonsense porque,
embora nao houvesse divida do poder de abstragao que esta teoria nos traria,
eles sabiam que ela dificilmente se tornaria um instrumento popular dentro da
Matematica. Mesmo assim uma consequéncia pratica da Teoria das Categorias
é a orientacdo a objeto em Computacdo que é uma aplicagao das categorias
concretas.

- Cauchy, problema de. E um problema de condigao inicial, PCI, de equagdes
diferenciais, portanto o problema

(44)

¢ um problema de Cauchy com condicao inicial (a,b). Observe que f pode ser
uma funcdo com valores num espaco vetorial de dimensao n e neste caso y,y’
serdo também funcoes vetoriais no mesmo espaco, b € R", o que tornaria a
equagao (44) uma equacao diferencial de ordem n, a dimensao do espago. Um
problema com condi¢do incial, ou um problema de Cauchy tem como solugao
uma curva que se origina no ponto (a,b) € [a,b] x R™.

Um exemplo um pouco diferente e que abre possibilidades para apresen-
tarmos uma versao mais avangada do problema de Cauchy, seria o teorema da
fungao implicita que pode ser visto como o inverso dum problema de Cauchy
de equagoes diferenciais parciais.

A versio no R? do teorema da funcdo implicita pode ser expressa assim:

1. Temos uma curva o contida em R? parametrizada no intervalo [a, b] cujo
gréfico se encontre num plano paralelo ao plano XOY;
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2. um campo de vetores T((t))ie[a,5) do R? indexado nos pontos da curva
a, quer dizer, uma funcio de a em R3;

3. Entdo existe uma tnica superficie z = F(z,y) e um nimero ¢ tal que a ¢
a curva de nivel ¢ de F, ou a = {(z,y); F(z,y) = c}

A condigao (1) faz de o uma curva de nivel de uma fungao z = F(z,y) e
o teorema da fungao implicita (leia este teorema para ver mais detalhes) nos
garante entdo que existe uma unica fungao f tal que nas vizinhangas de um
ponto (a, b, ¢) que pertence & curva «

1. O campo T é o gradiente de F restrito a curva «;

2. y=flz)y = —% numa regiao em que Fy, # 0; ou
3. x=f(ysy = 7’—;’: numa regiao em que F, # 0.

Isto, resumidamente, ¢ o que nos diz o teorema da fungao implicita ¢ o
problema de Cauchy é uma espécie de reciproca do teorema da fungao implicita.

No teorema da fungao implicita, existe um ponto (a, b, ¢); ¢ = F(a,b) em que
uma das derivadas parciais de F' é diferente de zero e em geral é tudo que se
conhece mas apenas com isto é possivel obterem-se boas aproximacoes para a
fungdo f que explicita a equagao F(x,y) = ¢, entretanto, o nosso objetivo aqui
é de partir deste teorema do Célculo para obter uma formulagao do teorema de
Cauchy-Kovalesvkaya, e precisamos de uma notagao adequada que vamos agora
desenvolver ampliando a descricao feita do teorema da fun¢ao implicita.

Considerando o problema reciproco, o que temos é a curva a e um campo
de vetores definidos sobre ela, para o problema de Cauchy, a curva « e 0 campo
de vetores T(a(t))sca) do R?, formado pelo gradiente de F ao longo da curva
a se chamam de dados iniciais do problema, ou algumas vezes se os chama de
dados de Cauchy do problema. A solugao é a superficie graf(F).

O campo vetorial dos gradientes pode ser substituido por um campo escalar,
das derivadas na dire¢ao da normal & curva «, e a curva a é uma variedade de
dimensao 1 que pode ser substituida por uma variedade de dimensao n quando
considerarmos o problema em n varidveis.

O problema de Cauchy é uma generaliz
Jfuncgao implicita que pode ser expressa assim:

9" 5 5
= f](‘l‘vylv <y Yn, Wuf% (Wuj)ya)

a0 da reciproca do teorema da

Uj
zk

O sistema de equagoes 7;

e temos uma variedade de dimensao n, a;
e temos um campo vetorial definido sobre «

e queremos encontrar uma familia de variedades de dimensao n + 1 com a res-
trigao de f; seja analitica em todas as varidveis.

Sonja Kovalesvkaya, uma matematica russa, demonstrou em sua tese de
doutorado a versao que hoje se conhece, chamada Cauchy-Kovalesvkaya gene-
ralizando a expressao que Cauchy havia formulado.
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- Cauchy, teorema de O teorema de Cauchy fornece a expressao integral de
uma fungao andlitica a partir dos seus valores na fronteira do dominio sendo
portanto a solu¢ao de um PVF, problema de valor na fronteira, ou em inglés,
BVP-boundary value problem. Se 2 for um dominio do plano e vy = 9§ entao

Fa)Ind, (a) = —— [ L8t

2mi t—a
b

; (45)

em que podemos identificar um produto por convolu¢ao de f pelo nicleo de
Cauchy.

Esta integral é chamada de integral de Cauchy.

O ntimero Ind,(a), é o indice de a, relativamente d curva v, conta o nimero
de vezes que 7 circula a volta do ponto a, por, exemplo, se a for um ponto no
exterior da curva v a férmula de Cauchy retorna zero. Nao podemos calcular
os valores de f em cima de . Das duas uma, ou conhecemos estes valores, o
que significa que f é uma condi¢ao de fronteira e entao nao precisamos aplicar
a férmula de Cauchy para calcula-los ou f é uma funcao ou mesmo uma medida
definida na fronteira mas, possivelmente, com valores nao explicitos pelo menos
em alguns pontos, pontos de salto, por exemplo, ou melhor dizendo nao é uma
fungao definida ponto a ponto e sim uma medida definida em v para a qual
nao tem sentido buscar valores nos pontos: medidas sao fungoes aditivas de
conjuntos.

Se considerarmos @ € K C Q, K um conjunto compacto, entao a integral de
Cauchy ¢é absolutamente convergente podendo ser derivada. Usando a proprie-
dade da derivada das convolugoes

(fxn)=f*n = fla)eC (46)

vemos que uma funcao definida pela integral de Cauchy é derivavel e sua deri-
vada novamente é definida pela integral de Cauchy. Isto significa que a derivada
f'(a) é um nimero complexo ou seja uma fungdo linear complexa.

Assim a integral de Cauchy define uma fungao complexa no interior do
dominio € limitado pela curva 4. A notagao usual para f como funcao de
R? em R? é f = u +iv em que u,v sdo fungdes reais bivariadas com

fila = [ el e | = g (an)

uma func¢ao linear complexa.
As fungoes lineares complexas formam um subconjunto préprio das fungoes
lineares do R?, £L(R?), elas sdo representadas pelas matrizes da forma

«

-B
[ j@ Z } ( . ) = (a —iB)(x +1iy); (49)

L(R2) > [ ’ } ~(a—if) eC (48)

Y
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sdo as funcdes lineares do R? que se identificam com a multiplicacdo por um
nimero complexo, quando vistas como fungoes lineares complexas, como esta
indicado na equagao (eq. 49).

Se aplicarmos a equagiao (eq. 49) & jacobiana de f no ponto a, f’(a) vamos
obter as chamadas equagoes de Cauchy-Riemann:

«

{ ug(a) = vy(a); (51)

uy(a) = —vy(a):

=[] 5 L &

O sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem na (eq. 51)
sa0 as equagoes de Cauchy-Riemann.

Usando a equagao (eq. 48) podemos escrever facilmente a derivada de f no
ponto a

f'(a) = ua(a) — iuy(a)

Como f pode ser uma medida sobre v entao sua derivada pode nao ser mais
uma medida e sim uma distribuigao, entretanto a regularizagao pela convolugao
resulta numa funcao de classe C>(£2) no interior do dominio €.

Uma consequéncia simples da regularizacao por convolugao é que f, defi-
nida pela integral de Cauchy é infinitamente derivavel e sempre suas derivadas
definidas pela integral de Cauchy agora pela derivada correspondente de f na
fronteira.

Uma pequena observagio, en passant, foi resolvido, assim, o sistema de equagées
diferenciais parciais de primeira ordem, as equagoes de Cauchy-Riemann. As contas
que acabei de fazer mostram que a integral de Cauchy define uma solugao para estas
equagoes. A reciproca é mais facil, qualquer solugao das equagoes de Cauchy-Riemann
define uma fungao complexa com derivada compleza, e sua restri¢ao a curva -y € o valor
de fronteira da integral de Cauchy pela unicidade da equagio (eg. 45). Os matemdticos
levaram século e meio para compreender que a chamada teoria das fungdes complexas
era a constru¢ao da solugdo desta equagao diferencial. Resolver esta equagdo de forma
completa precisa dumas 450 pdginas, € o nimero de paginas do livro de Titchmarsh,
Theory of Punctions®.

H4 vérios detalhes importantes que foram ignorados nesta curta teoria, por
exemplo, a definicao de fungao analitica.

As fungoes dadas pela integral de Cauchy sao as funcoes analiticas. Como
elas sao infinitamente diferencidveis, entao elas tem uma série de Taylor em
qualquer ponto do dominio € e as séries de Taylor estao associadas a um raio de
convergeéncia que definem um disco dentro do qual elas convergem uniformente.
O raio de convergéncia serd o daquele disco contido em €, entretanto existe
uma férmula para o célculo do raio de convergéncia que pode produzir um raio
maior do que o disco que se encontra contido em €2, se assim for, hd um dominio
que contem €2 onde f é analitica este tépico se chama de extensdo analitica e

2que pode ser livremente baixado da pagina
https://archive.org/details/TheTheoryOfFunctions
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trata da busca do maior dominio de analiticidade de uma fungao. O dominio
maximo ¢é o plano complexo e as fungoes analiticas com este dominio se chamam
de inteiras, é o caso dos polindmios, mas também da funcdo exponencial, as
funcoes trigonométrica.

As fungoes racionais sao uma outra classe interessante de fungoes que incluem
um novo tépico, os polos. As fungdes racionais sao os quocientes de fungoes
polindmiais e aqui temos as raizes do numerador e as raizes do denominador:
os polos. As séries de Laurent entram neste contexto.

Seriam necessarias as 450 paginas para cobrir todos os detalhes, leia o livro
de Titchmarsh, mas se prepare para encontrar um ponto de vista diferente.
Os livros cldssicos comecam com a teoria geral das séries definindo fungoes
analiticas como sendo aquelas que tém uma série de poténcias convergente num
disco, a partir de onde chegam no dominio de analiticidade. Depois partem dum
ponto aparentemente inteiramente diferente para chegar na integral de Cauchy
e finalmente mostrar que as fungoes definidas pela integral de Cauchy tem séries
de poténcias. Optei em parte pelo método de Rudin, Real and Complex analysis,
que consegue fazer esta teoria num capitulo de 40 pdginas mas apresenta a a
integral de Cauchy no meio do capitulo.

- Cauchy-Riemann, equagoes de Considere a fungao complexa

w=f(z) =u(z) +iv(z);u,v: 2= R (52)
Se f for diferencidvel, como fungao complexa, entao
Uy = Uy; Uy = —Vg; (Cauchy-Riemann) (53)

Estas equacoes sao necessérias e suficientes para que o (ug, uy), ou (=g, vy),
sejam diferenciais exatos com a integral de linha se anulando sobre qualquer
curva fechada dentro do dominio de validade das equagoes de Cauchy-Riemann,
Q. portanto, pelo teorema de Green,

. Uy U vy, —v Uy U
=g +iu, = v =Y ) = v
U Uy Uy Uy —Uy Uy
em que a matriz na equagao (54) é a matriz da transformacao linear tangente
de f vista como funcdo vetorial de varidvel vetorial. As funcdes de R? em R?
que satisfizerem as equagoes de Cauchy-Riemann, sdo um sub-espago vetorial do

espaco das fungdes derivéiveis de R? em R?, as fungdes analiticas ou derivaveis
no sentido complexo.

(54)

- ciclo é um conceito difuso, e muito importante em diversos aspectos da ciéncia.
Poderiamos defini-lo como comprimento de onda, entretanto nem sempre é
possivel entender claramente o que seria uma onda.

Em computagao, nos computadores, o ciclo é o comprimento de onda de uma
célula de quartz excitada por um pulso de energia elétrica que é o substituto
do “cabelo” nos relégios mecanicos existentes até a década de 60 do século 20.
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O péndulo é uma outra forma estabelecer o ciclo, e na verdade o cabelo é um
tipo de péndulo, ambos representam a oscilagao que hoje é em geral usada cla
célula de quartz. Possivelmente nds iremos retornar ao uso destes osciladores
mecanicos dentro do quadro de economia de energia que temos pela frente.

Entre os seres vivos poderia ser o comprimento médio de vida , 0s seres vivos
sao estruturas que podem ser muito complexas, agregados de outros seres vivos,
as células, e estas tem distintos ciclos. Seria possivel definir um espectro para
seres vivos que identificasse cada espécie?

- circulo. Confira equagdo do circulo

- coeficiente binomial Dados dois nimeros a,b podemos expressar (a + b)™
como uma soma em que aparecem a,b e os coeficientes C*, os niimeros combi-

natorios:
n n

(a+b)" =" Ckabor=r =" Char=hvk (55)
k=0 k=0
Esta afirmacao ¢ conhecida como teorema do binémio de Newton.
Estes coeficientes, conhecidos também como nimeros binomais se dispostos
em linhas crescentes pelo indice n da poténcia, formam o tridngulo de Pascal
também, possivelmente, ja conhecido por matematicos chineses ha oito mil anos.

programa em Python: 11 linhas do Tridngulo de Pascal
1
11
121
1331
14641
15101051
1615201561
172135352171
182856 7056 28 8 1
193684126126 843691
110 45 120 210 252 210 120 45 10 1
111 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

A figura (27) pagina 71, mostra as n = 15 primeiras linhas do triangulo,
construidas com um programa em python que pode imprimir um ndmero ar-
bitrario de linhas do tridngulo de Pascal em alguns segundos, mesmo que n seja
grande.

E interessante observar que se & = b = 1 se obtém esquematicamente o
triangulo de Pascal e se pode ler em cada linha uma nova poténcia de 11, apenas
temos que adaptar a base de numeragao. Por exemplo, até a quarta poténcia se
podem ler as poténcias de 11 diretamente do triangulo, dentro do nosso sistema
de base 10, mas para 11° temos que incluir “10” como um algarismo:
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1 5 10 10 5 1

afim de ainda ler uma poténcia de 11, portanto, passar a uma base de numeragao
em que “10” (ou outro simbolo) seja o digito para representar o “10” da nossa
base decimal. Por exemplo, na base hexadecimal, o simbolo A representa o
“algarismo 10”:

1 56 A A 5 1

é o resultado que voceé vai ver no visor de uma maquina de cdlcular que tenha a
habilidade com nimeros na base hexadecimal, figura (6), pagina 25, efetuando
o calculo 11°.

Mas podemos simplesmente considerar ”10”como um novo algarismo...e
expandir a base de numeracao progressivamente a medida que lemos as linhas
do triangulo.

Fle Edit View Calculator Help

15AA51 -

[ [ac]

HEX § " RAD ALG 1 =

|cnnVHfunv" 5= |‘ A H B || ( H ) |MSV|‘i~IF-' |H--i-.~.|
|

Figura 6: 11° na base hexadecimal

Mas simples, aplique a regra de passagem para a casa sequinte usada nas
adigoes multiplicagdes e vocé pode ler, diretamente do triangulo de Pascal qual-
quer poténcia de 11. Por exemplo, na linha de ordem 8 podemos ler

182856 70 56 28 81
a qual aplicando a regra de passagem para a casa sequinte, a partir da direita,
como ¢ habitual, temos

1. 1, 8 sao algarismos, ficam: 81;

2. 28 deixa 8 e passa 2 para a casa seguinte: 56 fica 58;

3. 56+2=58, deixa 8, passa 5 para a casa seguinte: 5-881;

4. 70+5=75, deixa 5, passa 7 para a casa seguinte: 7-58881;
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5. 56+7=63, deixa 3, passa 6 para a casa seguinte: 6-358881;
6. 28+6=34, deixa 4, passa 3 para a casa seguinte: 3-4358881;
7. 8+3=11, deixa 1, passa 1 para a casa seguinte: 1-14358881;
8. 1+1=2, 214358881 = 11°%;

Vocé pode conferir, usando python ou calc como calculadora, em calc;
power (11,8); 214358881.

Repetindo estas operagoes, vocé pode recuperar para ler na base 10, qualquer
poténcia de 11 que aparece nas linhas do triangulo de Pascal.

- combinagao ¢ um item da Anélise Combinatéria que é a parte elementar da
combinatdéria. Confira também arranjos, permutagoes.

A andlise combinatdria estuda arranjos, permutacoes, combinagoes e os ar-
ranjos podem ser simples ou com repeti¢ao. Os arranjos simples também sao
chamados de arranjos sem repeticdo.

As combinagoes sao ezatamente os subconjuntos dum conjunto dado e é por
elas que vou comegar, quando a maioria dos textos comeca pelos arranjos, mas
nao ¢ exatamente para ser diferente e sim porque desta forma vou conseguir
chegar rapidamente a uma férmula para calcular as combinagoes da qual vou
deduzir a férmula dos arranjos. E vocé logo vai ver que é um método mais
concreto.

Considere um conjunto com 3 elementos: A = {1,2,3}.

Posso agora extrair vdrios subconjuntos de A, e vou comegar pelo conjunto
vazio, todo conjunto tem o vazio como subconjunto.

e (9 =1 é o ntimero de subconjuntos com zero elementos tirados de A. O
vazio ¢ tunico!

e C} =3¢ o0 ntimero de subconjuntos unitérios que podem ser tirados de
A: {1}, {2}, {3}
e C3 = 3 é o nlimero de subconjuntos 2-a-2 que podem ser tirados de A:

{12}, {1,3},{2,3}.

e O3 =16 o ntimero de subconjuntos 3-a-3 que podem ser tirados de A:

{1,2,3} = A.

Observe a mudanga na linguagem, “subconjuntos 2-a-2” esta é forma de falar
na analise combinatoria para significar que estou selecionando os subconjuntos
com dois elementos. Entao refazendo as outras afirmagoes fica:

e (9 =1 é o ntimero de subconjuntos 0-a-0 tirados de A que é apenas o
vazio.

e C} =3 é o ntimero de subconjuntos 1-a-1 que podem ser tirados de A:

{13, {2}, {3}
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o (2 ¢ o ntimero de subconjuntos 2-a-2 que podem ser tirados de A:

=36
{1,2},{1,3},{2,3}

e C3 =1 6 o ntimero de subconjuntos 3-a-3 que podem ser tirados de A:
{1,2,3} = A, apenas o préprio A

Deixe-me escrever esta informacao resumidamente, em quatro colunas, a

coluna do 0-a-0, coluna do 1-a-1, coluna do 2-a-2 e coluna do 3-a-3:
1 3 3 1

Uma observagao sobre a notagao, C? ¢ o nimero de subconjuntos com p
elementos que podemos extrair dum conjunto que tenha n elementos. Neste
momento ainda nao conhe¢o uma férmula para este nimero, e o meu objetivo
é construir esta férmula.

Vou agora extrair os subconjuntos do conjunto A = {1,2} e assim obter os
nimeros CY, C3, C3.

e CY = 1 apenas o vazio como subconjunto 0-a-0 que pode ser retirado de

A.

e C} = 2 a quantidade de subconjuntos 1-a-1 que podem ser retirados de
A: {1},{2}

e C? = 1 a quantidade de subconjuntos 2-a-2 que podem ser retirados de
A: {1,2} = A

Deixe-me ampliar o resumo anterior agora com estas novas informacoes,
sempre separando por colunas a quantidade de subconjuntos p-a-p:
1 2 1
1 3 3 1
Se agora eu fizer o mesmo com o conjunto A = {1} eu vou ter

e CY = 1 apenas o vazio como subconjunto 0-a-0 que pode ser extraido de
A.

e Cf = 1 apenas um subconjunto 1-a-1 que pode ser extraido de A que o
préprio A.

Completando o resumo:
1 1
1 2 1
1 3 3 1
Vou agora extrair os subconjuntos do conjunto A = {} que é o conjunto
vazio, eu vou ter
C§ =1 apenas o préprio vazio é subconjunto de A = {}. Completando o

esquema:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
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que sao as quatro primeiras linhas do triangulo de Pascal, um esquema al-
goritmico muito antigo e muito cheio de surpresas e vou logo lhe mostrar algu-
mas dessas surpresas.

Observe que cada linha pode ser obtida da anterior com trés regras bem
simples:

1. O primeiro e dltimo numero é sempre 1. Porque num conjunto com n
elementos tem apenas 1 subconjunto que é vazio, e corresponde as com-
binagdes 0-a-0 dum subconjunto com n elementos, C0 = 1, e as com-
binagoes n-a-n de n elementos, C}} = 1.

Na linha de ordem n eles vao representar a quantidade de subconjuntos
0-a-0 que o ¢ vazio, e a quantidade de subconjuntos n-a-n que podem ser
extraidos dum conjunto com n elementos que é apenas o préprio conjunto.

Cr=1=Cp (56)

2. a linha de ordem zero, a primeira linha, tem apenas um elemento que
sendo o primeiro e tltimo, tem que ser 1. A segunda linha, a de ordem 1,
tem dois elementos que tém que ser 1.

3. Lei de Stifel A partir da linha de ordem 2, cada novo elemento numa linha
é obtido pela soma de dois elementos da linha anterior: o que lhe estiver
acima, e o da esquerda. Confira o esquema acima e depois o préximo
em que estou acrescentando as linhas de ordem 4 e 5 que corresponde as
combinagoes de 4 elementos p-a-p e as combinagoes de 5 elementos p-a-p.
Em simbolos, a Lei de Stifel fica:

CL=CP 14 CP (57)
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

4. Um programa como equacao O meu objetivo era obter uma férmula para
o calculo de C? e as propriedades listadas acima ja permitem escrever
um programa de computador para calcular este niimero para valores ar-
bitrarios de n,p € N. Eis uma funcido recursiva, escrita em calc, para
calcular qualquer nimero combinatério

define c(n,p) {
if (p == 0) return 1;
else if (p 1) return n;
else if (p n) return 1;
else return c(n-1,p-1) + c(n-1,p);
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}

define EscreveTriangulo(n) {
local k = 0, p = 0;
while (k <= n) {
p=0;
while (p <= k) {
printf ("%f ",c(k,p));
pt+;
}
printf ("\n");
k++;

}

EscreveTriangulo(15);
quit;

Se vocé raspar e colar o texto acima num terminal do calc vocé verda
o triangulo ser calculado até a linha de ordem 15. Se vocé melhorar o
programa para obter uma saida de dados com formatagao bonita eu agra-
deceria que me enviasse. . . como estd, vai ficar feio. Um programa é uma
equacao entao parte do projeto inicial estd atingido, mas vou obter uma
expressao algébrica para C?.

Ao final apresento de forma resumida a demonstragao por indugao finita
da férmula CF.

. As poténcias de 11 Como eu falei, este ¢ um algoritmo cheio de proprie-

dades, a segunda que lhe vou apresentar agora é que podemos identificar
as poténcias de 11 nas linhas do triangulo de Pascal. Experimente:

110 =1

11! =11

112 =121 -
113 =1331 (58)
11 = 14641

11°  =161051

e parece que falha no caso do 11° = 161051!

Mas vale também neste caso como vale em todos as poténcias inteiras de
11, apenas temos que aplicar a regra da passagem do algarismo da dezena
para casa sequinte quando o algarismo for maior do que 9. Apliquei esta
regra nos dois “10” da linha de ordem 5 para encontrar 161051 = 11°.
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Para valores maiores n da ordem da linha, sera preciso passar para frente
os algarismos das dezenas, das centenas. . .

E aqui vocé tem as 15 primeiras linhas do triangulo de Pascal, na figura
(fig 7), pagina 30, calculado com um programa em Python.

2 5% 10 5% 28 81
36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
15 105 455 1365 3003 50035 6435 6435 5005 3003 1363 455 105 15 1

=
"3

Figura 7: 15 primeiras linhas do Triangulo de Pascal

Experimente ler

111 = 4177248169415651; 4177248169415651 (59)

Na expansdo de 11'°, eu obtive o valor aplicando a regra de passagem
para as casas seguintes, escrevendo o resultado logo depois da igualdade,
e confirmando o valor usando o comando power (11,15) num terminal do
calc.

Vou aproveitar as poténcias de 11 para mostrar-lhe mais uma proprie-
dade que podemos tirar do triangulo de Pascal. Na verdade vou comecar
mostrando-lhe porque as poténcias de 11 aparecem nas linhas do triangulo.
A justificativa vem de duas propriedades da aritmética, distributividade e
associatividade. E que

11=(10+1);112=(10+1)2=10% (10+ 1) + 1% (10+1);  (60)



=
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a associatividade é dificil de ver-se neste exemplo, ficaria mais visivel em
11% =112 % 11.

A distributividade é a que permite que a multiplicagao seja distribuida
com os termos da soma. Finalmnte entra a multiplicagao por 10 que faz
correr todas as casas uma unidade para a esquerda:
113 =112 %11
112 =112 % (10 + 1)
112 =112 %10 + 112 % 1)
113 = 1210+ 121
113 = 1331

Qo = N
w0 —
—

10% + 3 % 10% + 3 % 10 4 10°

e esta andlise nos mostra que 11° é uma soma de poténcias de 10 multi-
plicadas por coeficientes retirados da linha de ordem 3 do triangulo. Isto
é verdade para todas as linhas, porque qualquer linha traz as poténcias
de 11. Este resultado se aplica diretamente para qualquer poténcia do
formato (a +1)™ com @ em lugar de 10.

(a+1)"=C" + -+ + CRa" P 4 - 4 Ol
T O (61

p=0

e como (a+1)™ é a expressao usada para calcular juros acumulados, entao
o triangulo de Pascal serve como calculadora avangada para célculo de
juros. Se em vez de usar (a + 1) tivesse usado (a + b)™ eu teria obtido a
expressao do Binomio de Newton a respeito de que vocé pode ler em outro
lugar. Nao se esqueca, quando for calcular juros que pode ser necessédrio
aplicar a regra da passagem para a casa sequinte para obter a expressao
correta quando vocé “traduzir” (a + 1)" numa expressao decimal.

. simetria Os elementos em cada linha do triangulo se distribuem simetri-

camente em relagao ao centro da linha. Assim C? = CJ~P.

. Colunas E agora falando das colunas, todas sao dadas por um polindémio

cujo grau é a ordem da coluna. Assim a primeira de ordem zero é n® =
1, a coluna de ordem 1 é n. A justificacao é simples: as diferencas de
termos sucessivos em qualquer coluna é dada pela coluna anterior o que
implica que o grau do polinémio que descrevem as colunas diferem de 1.
A demonstragao:

Aplicagio direta da lei de Stifel.
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1‘2*1‘
2

A segunda coluna é dada pela equagao P(x) =
equacao de qualquer coluna, usando a identidade

e vocé pode obter a

P(z+1)— P(z) = Q(x); (62)

em que P(z) é o polinomio que descreve a coluna de ordem n + 1, desco-
nhecido, enquanto que Q(x) é o polinémio que descreve a coluna de ordem
n, conhecido!

Eu usei esta identidade para encontrar a expressao da coluna de ordem 2.

8. A linha de ordem n do triangulo de Pascal é a listagem dos nimeros
combinatérios:

oot en (63)

Existe, também, a piramide de Pascal...

O que diferencia um arranjo duma combinacao ¢ a ordem dos elementos.
Os dois conjuntos {1,2} e {2,1} sdo o mesmo conjunto. A palavra arranjo é
usada na linguagem coloquial de forma bem parecida como a entendemos em
Matematica. Um arranjo de flores num bouquet, altera significativamente o
bouquet quando trocamos o lugar de algumas flores, com jeito se pode obter
um belo bouquet de flores. Com jeito e com arte! Mas o conjunto das flores é
0 mesmo.

Entao podemos obter os arranjos a partir dos subconjuntos, como vou fazer
agora.

Voltando ao conjunto A = {1,2, 3} vou agora extrair do mesmo os arranjos
simples 0-a-0, 1-a-1, 2-a-2, 3-a-3.

Qualquer destes arranjos pode ser obtido diretamente do correspondente
conjunto p-a-p que j& obtivemos anteriormente:

o (9 =1 é o0 nimero de subconjuntos 0-a-0 tirados de A que apenas o vazio.
Este é também o nimero de arranjos 0-a-0 tirados de A.

e O} =3 é 0 ntimero de subconjuntos 1-a-1 que podem ser tirados de A:
{1},{2}, {3}, também aqui nao hd alteracdo, sao 3 os arranjos 1-a-1 tirados
de A um para cada um dos 3 subconjuntos unitarios.

e C3 = 3 é o nlimero de subconjuntos 2-a-2 que podem ser tirados de A:
{1,2},{1,3},{2,3} e aqui comeca a haver alguma novidade,

{(12),(13), (23), (21), (31), (32)};

sd0 os arranjos, tomados 2-a-2, que podemos fazer com os elementos de A.
O que diferencia um arranjo duma combinagao é a permutagao dos seus
elementos, entdo os arranjos (12),(21) sao diferentes. Cada subconjunto
produz dois arranjos, entao

A2 =2xC3
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e C3 =1 é o nimero de subconjuntos 3-a-3 que podem ser tirados de A:
{1,2,3} = A ¢ 0s os arranjos serdao:

{1,2,3},{1,3,2},{3,1,2},{3,2,1},{2,3,1},{2,1,3} (64)
A§ =6C; (65)

A relagao entre AP e CF pode ser deduzida destes exemplos. Os arranjos
p-a-p sao obtidos quando alteramos a ordem dos elementos de um subconjunto
p-a-p tirado dum universo com n elementos. E isto que se chama “permutar”
os p elementos do subconjunto. Deixe-me apenas introduzir o simbolo das per-
mutagoes e logo vamos descobrir a férmula para o seu cdlculo: P, é o niimero de
arranjos diferentes que podemos obter dum subconjunto com p elementos:

Al = B,CY (66)
e nos exemplos acima temos
Py=1;P =1;P,=2;P; =6; (67)
ou seja,
e permutar os elementos do vazio corresponde apenas ao vazio,

e ¢ permutar os elementos dum subconjunto unitario corresponde ao mesmo
subconjunto unitario.

Séo duas abstragoes necessérias a teoria.

Neste momento vocé ja pode ver que a metodologia que estou usando é
mais precisa. Nos textos que comegam tratando dos arranjos ou se eliminam os
arranjos 0-a-0 da conversa ou se fica com uma conversa muito dificil.

Afinal, como arranjar zero elementos?

Como defini os arranjos a partir dos conjuntos, simplesmente pude arranjar
os zero elementos do vazio dizendo que nao havia diferenca possivel entre os
arranjos: tem um “tnico arranjo”.

O vazio é uma abstragao, apenas é uma abstragao bem conhecida, hd muito
que falamos de congunto vazio. E nesta forma de apresentar, os arranjos 0-a-0
se encaixam naturalmente.

O numero de arranjos

Vou passar a construcao da férmula para o calculo A? e depois deduzir
a féormula de célculo de C? para a qual conhecemos apenas um programa e
agora quero obter uma férmula algébrica. Mas sem preconceitos, programas sao
férmulas também.
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Ja chegamos a uma primeira informacao: AP = P,C% Vou construir a
féormula dos arranjos por inducdo finita. Acompanhe as contas, e leia sobre
indugao finita em outro lugar.

Observe que os calculos vao ser feitos considerando os elementos dum con-
junto que tem n elementos dos quais vou descobrir quantos arranjos podemos
fazer p-a-p.

A% = 1; porque o vazio é tinico.
AL = n; porque hd n subconjuntos unitarios;
A% =n(n—1);
AP =nn—-1)...(n—(p—1));
p fatores
Deixe-me justificar as equagdes (eq. 68) (eq. 71).
1. AL = C} porque os subconjuntos 1-a-1 coincidem com os arranjos.

2. Para obter A2 selecionamos todos os subconjuntos unitérios, em nimero
de n e queremos saber quantos arranjos podemos fazer 2-a-2. Como, ja
temos um elemento selecionado em cada conjunto unitario, o segundo ele-
mento somente pode ser escolhido entre n — 1 elementos, donde o nimero:
n(n—1).

3. Para obter os arranjos 3-a-3 consideramos todos os arranjos 2-a-2 e neles
vou inserir um novo elemento, mas isto pode ser feito de (n—2) diferentes
maneiras para nio repetir elemento, entdo A? = n(n—1)(n —2) e observe
que h4 3 fatores, que eles vao decrescendo e que o tltimo fator é n—(3—1)
o que me permite formular a hipdtese de indugao

AL =n(n—1)-(n—(p—1)); (72)
p fatores

4. Para obter os arranjos (p+1)-a-(p+1) vou inserir em todos os arranjos
p-a-p um novo elemento, mas isto pode ser feito de (n — (p —2)) diferentes
maneiras que é o nimero que resta de elementos diferentes para cada um
dos subconjuntos (p+1)-a-(p+1) para nao repetir elemento, entao

A = (= 1) (n — (p—2)) (73)
S ——
p+1 fatores
confirmando a hipdtese de indu¢ao e demonstrando assim o teorema:
2 (do ntmero) de arranjos simples
Dados n elementos diferentes, um conjunto com n elementos, é possivel obter
n!

A=l =1 (= (= 1) =

(74)



arranjos simples p-a-p.
Falta demonstrar a expressio depois da igualdade uma vez que a primeira parte foi obtida
pela confirmagao da indugdo finita. Acompanhe os cdlculos:

n(n—1)-(n— (p—1)) = Mr=blnlpedtnop) ol (75)

nn—1)---(n—(p—1)) :(71+[17)' (76)

Observe que no denominador se encontra o fatorial de n — p que é a per-
mutacao de n — p elementos dados. Ou seja

P,=Ar=n---(n—(n—1)=n---1=n! (77)

As permutagoes de n elementos sdo os arranjos de n elementos tomados n-a-n.
Resumindo as férmulas:
! ) ,
Ag:W,nggu
Cr = ;g. = 7("7’p)!p! ;0<p<my (78)
P, =plp=>0;

Demonstracao por indugdo finita de C?

A verificagao inicial sera feita sobre os elementos da linha de ordem 2, vou
ignorar as linhas de ordem zero e um.

Nesta linha de ordem 2 ha trés elementos: 1,2,1 que correspondem C3, C}, C2
e ela foi obtida aplicando a Lei de Stifel a linha anterior se tem:

0 _ — 2! e . _ 2! L2 — 2!
G =1=gom 2 =2= gm 2 =1 = gom (79)
Ch = (80)
0 _q1— (D' 4 omtl _ n+1)! .
O =1= e = 1= 00 = arpanyeay (81)
0O<p<n+l = Ch  =CE+Ch7Y (82)
T .
o= (83)
p—1 _ ! . /
O = G (84)
n! ! _ (n—p+DL)nl4+pn!
ot T e — (7117p+1)!p1! = (85)
 (n—ptD4pnl _ (ED)nl (a1 (86)
= TprDipl = tn—pt P - (nti-p)ipl
=Ctim=n+1 (87)

e Na equagao (79) apenas constatei que a férmula vale, como estabelece o
principio da inducao finita.

e Na equacao (80), estd enunciada a hipdtese de indu¢do num forma em
que ela significa que a expressao vale para todos os valores de p < n para
um valor genérico n;

e Na equagao (81) e seguintes, estou usando a hipdtese de indugdo para

calcular um ntimero combinatério C% | qualquer, da linha de ordem n+1.

- cometa Ison

O caso do Ison, um belo exemplo de equacoes diferenciais.

Ison era um aglomerado de poeira espacial navegando em conjunto, alids,
como o é também a nosssa Terra. Ison foi oficialmente declarado extinto depois
de sua passagem extremamente préxima do sol ai pelo dia 28 de novembro.
Extinto é uma forma de falar errada, segundo Lavoisier, nada na Natureza se
cria (ou se extingue) tudo se transforma, e foi o caso do Ison, parte aderiu ao
Sol e outra parte adquiriu mais energia e partiu em outra érbita, apenas esta
parte virou o que se chama poeira cdsmica.

Esta foto foi tirada pelo telescépio TRAPPIST da ESO, na manha de 15 de
novembro, TRAPPIST fica em La Silla e ¢ um telescépio operado remotamente
a partir de uma central situada em Liege, Bélgica.

Na figura (fig 8), pdgina 36, vocé pode ver o cometa com sua cauda apon-

Figura 8: O cometa e sua cauda

tando na dire¢ao contrario do Sol.

E nesta pagina vocé pode ver mais fotografias: http://www.space.com/19973-
comet-ison.html

A Terra é um aglomerado de “poeira espacial” apenas muito maior do que era
o Ison, envolta com uma capa de gases que também estao presos pela gravidade
terrestre que ajudam a manter colada a poeira de que a Terra é feita, é aquilo
que nés chamamos de pressao atmoésférica. Tem também a a somatéria da
gravidade de toda esta massa que atual sobre cada particula e inclusive sobre a
massa de gases criando a pressao atmosférica. Mas se a Terra passasse a uma
distancia pequena do Sol, este milhdao de quilémetros a que Ison passou, toda a
nossa poeira seria chupada pela gravidade do Sol como aconteceu com Ison. Na
verdade, ao se aproximar demasiado de uma grande fonte de gravidade como é o
Sol, os pedagos de que era formado antes o cometa, deixaram de se comportar de
forma unificada passando a agir sob a influéncia mais forte da gravidade do Sol.
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Cada uma das “particulas” de que era formado o Ison adquiriu a sua prépria
6rbita, algumas foram ao encontro do Sol, e outras adquiriram diferentes érbitas
se espalhando pelo espaco.

A passagem por “perto” de uma fonte de gravidade tao grande como o Sol
é utilizada com frequéncia na navegacao espacial, é o uso da segunda lei de
Newton, uma equacao diferencial. Uma passagem devidamente calculada, com
acerto, pode ser utilizada para que uma nave adquira velocidade, melhor, altere
sua velocidade o que pode ser uma simples mudanga de dire¢ao, mas também
pode ser mudanca de diregao com aumento de velocidade, e corrija seu rumo em
uma dire¢ao desejada. A gravitagao é a grande fonte de energia que existe no
espago, a forca de gravidade. No caso do Ison apenas ele chegou muito perto o
que fez com que suas partes perdessem a coesao se transformando num cole¢ao
solta de pedagos que partiram cada um deles em 6rbita propia ocasionando a
declaragao de que Ison ficou extinto, em 28 de Novembro. Mas esta ¢ uma
declaragao errada, nada se extingue, tudo se transforma.

Aqui mais outra foto também obtida pelo TRAPPIST na figura (fig 9),
pagina 37, vocé vé o fénomeno da cauda do cometa. O cometa estd iluminado

Figura 9:

ssencialmente pela luz solar e puxa atréds de si uma poeira cosmica que também
estd iluminada pela luz solar criando a “cauda do cometa”, esta ¢ a justificagao
de por que a cauda do cometa “aponta” na dire¢ao contraria do Sol.

Mas eu queria agora explicar porque a “extincao”, do Ison, ou melhor, sua
transformacao em poeira astral, ¢ um exemplo bonito de equacoes diferenciais,
um tipo de equacoes que comeca a ser estudada nos cursos de Calculo por volta
do terceiro semestre da Universidade, usualmente nos cursos de Célculo III. E
a segunda lei de Newton que se expressa sob forma da equagao diferencial

L . do(t
F=ms(t)=m V()
dt

= ma(t) (88)

em que a ultima expressao na sucessao de equagoes acima é “massa vezes ace-
leregao” que é comumente chamada de equacao do movimento acelerado. Ao se
aproximar excessivamente do sol, Ison perdeu a sua aparente coeréncia ficando
cada particula que o compunha entregue & acao da segunda lei de Newton.
Também temos que considerar uma perturbagao desta equagao representada
pela velocidade que o conjunto tinha relativamente ao Sol que passa a repre-
sentar energia cinética, portanto uma forga que se contrapoe a aceleragao da
gravidade solar, entao, particulas com maior massa adquiriram mais velocidade
e partiram em nova 6rbita relativamente semelhante a érbita que Ison pode-
ria ter seguido se vocé formado de uma massa mais coesa que nao se tivesse
espatifado frente a aceleracao da gravidade solar.

Uma das fotos que pode ser vista na pagina http://www.space.com/19973-
comet-ison.html mostra a trajetéria do Ison antes de chegar perto do Sol assim
como se podem ver algumas particulas que se afastam do Sol, as mais pesadas
que adquiriram mais velocidade com a gravitacao solar e seguiram seus caminhos
em outra diregao. Abaixo vocé vé uma simulagao feita manualmente do que pode
ter acontecido com algumas particulas e é possivel fazer esta simuagao com boa
precisao tendo-se a massa e a velocidade do conjunto relativamente ao Sol, basta
aplicar-se na segunda lei de Newton e rodar um programinha com as distintas
as para fazer o grafico das trajetérias.

Como nao tenho estas informagoes estou aqui fazendo uma simulagao artistica
na figura (fig 10), pagina 39, em que vocé pode ver o caminho do cometa se
nao houvesse se quebrado assim como as trajetorias possiveis de algumas das
particulas. Alguma caindo mais rapido sobre o So, outras um pouco depois e
algumas seguindo por uma nova trajetéria, quase certamente diferente da tra-
jetéria original do cometa porque a trajetéria original correspondia a massa
total e as particulas com massa menor mas com a a energia cinética herdada
do conjunto, prosseguiram em uma 6rbita se afastando mais do sol, numa elipse
mais aberta do a que teria sido a trajetéria do conjunto original. As particulas
mais leves foram as que cairam contra o Sol, elas tinham menos inércia e pude-
ram ser mais violentamente aspiradas pela graviatagao solar. As mais pesadas,
com mais inércia sairam mais para fora da curva eliptica que o conjunto perse-
guia. H4 uma grande quantidade de curvas possiveis, o nimero corresponde a
quantidade de particulas independentes em que se partiu Ison, cada uma com
uma curva determinada por sua massa.

O telescépio Huble, que também é controlado remotamente, foi apontado
para o ponto em que deveria sair o cometa Ison logo depois do dia 28 de novem-
bro nao tendo podido detectar nada possivlemente porque estaria programado
para observar um corpo do tamanho do que seria Ison quando na verdade o
que havia era poeira césmica formada de pedagos de tamanho muito inferior ao
esperado.

Assim se acabou o cometa do ano, embora sua matéria persista, o conjunto
que formou o cometa resplandecente como seria visto se nao houvesse se desin-
tegrado. Vocé pode ver na Wikipedia

http://en.wikipedia.org/wiki/Comet _ISON um filme da NASA (National
Agency for Space Administration), nao confundir com a perndstica NSA. A

mass
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mais pesada
quer dizer
com mais massa

trajetoria
dum particula
mais pesad

L Sol
trajetéria
original

do conjunto

Figura 10:

NASA estabeleceu um programa para acompanhar o passeio do Ison em volta
do Sol, vocé pode ver o que ela coletou na pagina http://www.isoncampaign.org/

- complexidade pode ser descrita usando como modelo a teoria dos conjuntos.

O tipo mais simples (menos complexo) de conjunto é o conjunto finito, aqui
estou me referindo a uma classe de conjuntos. O representante da classe dos
conjuntos com n elementos é

A={1,2,...,n};n>1, (89)

Claro que logo temos uma discussao a fazer? onde fica o conjunto {} = nesta
classificagdo? Vou deixar de lado esta querela, por enquanto! Neste mesmo
grau de complexidade podemos encontrar uma variante P(A), conjunto das
partes de A. Ele contém parte dos modelos A*, os produtos cartesianos de A,
porém sem repeticdes. AF seriam os arranjos com repeti¢oes de n elementos
tomados k a k e em P(A) as repeticoes estao eliminadas. Mas podemos dizer
que se trata da mesma complezidade. O préximo grau de complexidade seria o
conjunto N dos niimeros naturais que é o conjunto infinito mais simples (menos
complexo), aqui nao cabe mais falar em “ntimeros de elementos” que é um
conceito generalizado pela cardinalidade. Ha diversos conjuntos com a mesma
complexidade de N, Z,Q,Q", se n for um inteiro... e se nao for, como esta
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exressao representa um conjunto de funcées, pode haver uma complexidade
mais elevada nesta expressao!

P(N) é uma nova classe de complexidade.

Aqui vem a descoberta fundamental de Cantor o operador P(N) produz um
novo grau de complexidade. A cardinalidade de P(N) ¢ diferente da card(N)
com a sua hipdtese de que nao ha complexidade intermedidria entre card(N) e
card(P(N)) = card(R) a cardinalidade do conjunto dos niimeros reais, também
chamada de cardinalidade do continuo. Assim

A,N,P(N),P(P(N)),--- (90)
seria uma lista de complexidades sucessivas, em que A é um subconjunto finito
de N.

A hipétese de Cantor estabelece que nao hd cardinalidades intermediérias
entre as que se obtiver com o operador P, sao os chamados “saltos de cardi-
nalidade”. Em 1900 Hilbert enunciou 23 classes de problemas em sua fala no
Congresso Internacional de Matemética, entre estes problemas se encontrava
a hipétese de Cantor que foi estudada por K. Godel in 1940 e finalmente Paul
Cohen in 1963 completou o trabalho de Godel com a conclusao de que a hipétese
de Cantor teria que ser considerada um axioma da Teoria dos Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel que é considerada um dos fundamentos da Matemética, [12,
Cantor].

- complexo, nimero ¢é um nimero da forma
a+bi; a,beR (91)
Estes ntimero surgem quando se tenta resolver uma equagao do segundo grau

usando a férmula de Bhaskara.

ar? $br+e=0 = g= =t (92)
A=b—dac<0 = ¢R (93)
A<0 = VA=Al = +id;d = /|A];i = V=1 (94)
A<0 = g==bd (95)

2a

Foi feita uma invengao: /—1 = i. Até entao, antes desta inven¢ao, tinhamos
uma regra com uma erce¢ao:

\/tT:\/Eﬁ <= a>0;b>0;

A excecao sendo que “a regra deixava de valer se algum dos nimeros, a ou
b fosse negativo”. Agora a regra é, simplesmente,

Vab = vavb
para quaisquer que sejam os 0os niimeros reais. Por exemplo,

V=3 = +V1V3 = V3 VA = £V/-1VA = +2i;
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Nao existe mais excecao, a regra vale sempre.

Esta invencio, i = v/—1 foi mal aceita e até recentemente os niimeros com-
plexos eram considerados imagindrios. . .

Na verdade, imagindrio é o nome que se deu ao i = \/—1, a unidade ima-
gindria, desta forma o preconceito fica sendo repassado de geragao em geragao.

Podemos resolver a equagao abaixo usando a férmula de Baskara, mas também
podemos fazé-lo diretamente:

241=0 = 22=-1 = z==i (96)

a solucao é um ndmero imagindrio puro
Ainda um outro exemplo

@ —6r+10=0 = g= BG00 _ 6b/oT _ 62 34 (97)
we{3+i;3—i) (98)

em que vemos os numeros a % bi;a = 3;b = 1 aparecendo como solugoes de uma
equacao do segundo grau. Vocé pode criar uma infinidade de exemplos deste
tipo partindo do final da questao:

o escreva
(2 == bi)i (e — -+ bi) = (o~ a)? = (4)* = (¢ — @ +5=0
e sclecione: a,b;

monte de volta uma equagao do segundo grau que terd os nimeros complexos
a+ bi; a — bi como solugao, para os dois nimeros a, b que vocé tiver selecionado.

Com a criacao dos nimeros complexos as equagoes do segundo grau passam
a ter sempre solugao apesar de que, cuidadosamente, se acrescente a observagao,
“raizes imaginarias” quando A < 0.

Isto mostra que a invengao do i tem sentido e que nada tém de imagindrios
os nimeros complexos que, além do mais, aparecem em férmulas de eletricidade.

E para caracterizar esta nova forma de ver as coisas vou dar um nome ao
novo conjunto, é o conjunto dos “ntmeros complexos”, C.

Sem querer manifestei 0 meu preconceito colocando aspas em torno da ex-
pressao, numeros complezos, traduzindo um sentimento de que nao sao “nimeros”
como os outros, naturais, racionais ou reais.

E preciso agora mostar que podemos fazer operagdes aritméticas com estes
nimeros para que 0s possamos aceitar “como nimeros”.

Dados u = a + bi; v = ¢ + di podemos soma-los usando as regras da dlgebra
de polinémios como fariamos com os polinémios

resultando em
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Estd no momento da dar um nome adequado aos componentes do “nimero
complexo” u(i) = a + bi. Observe que somamos os “termos independentes” de
cada um deles, e depois somamos os coeficientes de 7. A definicao é a seguinte:

Definicao 2 Parte real e parte imaginaria  Dado wm nimero complexo u =
a+ bi = (a,b) designamos

e parte imagindria Im(u) =b € R

e parte real Re(u) = a € R

Observe que Re, Im sao duas fungoes definidas em C e tomando valores em
R.

De forma semelhante, mas agora usando a regra da multiplicacao de po-
lindmios, podemos efetuar:

(a+bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (99)
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei — bd = ac — bd + (ad + be)i (100)

que vocé pode ver, esquematicamente, na figura figura (fig 11), pdgina 42,

Multiplicacio de nameros complexos

a + bi
Jé}{J/di

(ac — bd)+ (ad + boe)i

Figura 11: produto (a + bi)(c + di)

O interessante é que podemos fazer interpreta¢io geométrica dos nimeros
complexos mostrando que eles nada tem de imagindrio e, muito pelo contrario,
até sdo geométricos.

Os nimeros complexos se infiltraram em nosso sistema cultural com duas
apresentagoes:

expressio algébrica C 3 a +bi = (a,b) € R? entidade geométrica.  (101)

eles podem ser um nimero, u = a + bi ou um ponto do plano (a,b) € R2.

A 1ltima parte na equagio (eq. 101), (a,b) € R?, é uma representagio
geométrica para os nimeros complexos, uma vez que estamos dizendo que existe
um ponto do plano,

(a,b) € R? (102)
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que é equivalente ao niimero complexo
a-+bieC. (103)

A descoberta da representagio geométrica para os nimeros complexos, re-
presenta um salto qualitativo. Como eles tém uma representacao geométrica,
nao podem ser tdo estranhos como no comego pareciam. Observe a figura (fig.
12), pagina 43, nela ha alguns nimeros complexos representados no plano.

’5"(2’\

2\

3+0i

_ =
5
b

Figura 12: Representagio geométrica dos complexos

Vou avangar mais a fundo na representacao geométrica dos nimeros com-
plexos para descobrir a formula de Euler e mostrar outro método para calcular
o produto de nimeros complexos que é mais simples do que a defini¢ao apre-
sentada acima com a interpretacao polinomial.

Mais simples e mais computacional muito ficil de ser enfiada num programa
de computador para construir uma calculadora para nimeros complexos que
também entenderia os niimeros naturais, racionais e reais. Uma grande uni-
ficagao dos numeros.

Voceé deve ter achado extranho que para a adi¢ao apresentei uma definigao
formal nao o fazendo para o produto de nimeros complezos, a razao disto é que,
avangando na interpretacao geométrica mais um pouco, vou poder apresentar
uma férmula para o produto muito simples que vai merecer o destaque de uma
definigéo.

O primeiro passo nesta dire¢ao é que os nimeros tem médulo, como os reais,
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apenas muito mais significativo. Como ¢ um ponto do plano, o médulo de um
nimero complexo sai direto como aplica¢ao do teorema de Pitdgoras:

Na (eq. 101) vocé viu a equivaléncia entre a forma algébrica e a geométrica
dum niimero complexo.

Cov=c+di=(c,d) €R?, (104)

o par (¢,d) era um ponto do plano e assim estamos representando um nimero
complexo com uma entidade geométrica, um ponto.

Desta forma os nimeros complexos trouxeram, para o reino dos nimeros,
os conceitos da geometria: angulo, médulo, diregao e sentido, e a Fisica, desde
cedo, langou mao deles, com muito sucesso, por exemplo, na eletricidade.

A figura (fig. 13), pdgina 44 descreve vérios dos aspectos geométricos dos

nimeros complexos.
arg(z) = a
lzl=lwl=3
z
'd a -
3
w
w+z=0
arg(w) =3

Figura 13:

Os dois nimeros complexos, z, w tém mesmo médulo, no plano complexo
isto siginifica que eles se encontram num mesmo circulo de raio 3, na figura
(fig. 13). Para os ntimeros reais (ou racionais, ou inteiros) isto se resume a
troca de sinais. Os nimeros complexos ofercem mais opgoes na expressao
lz]=3...

Os dois nimeros complexos, z,w, tem sinais contrarios e como nos reais,
um é o inverso aditivo do outro. Nos complexos isto significa estarem
diametralmente opostos.



e Um ndmero complexo tem um angulo, relativamente ao eixo OX, na figura
(fig. 13), 0 dngulo de z é « ¢ 0 angulo de w ¢ 8. Nao chamamos “angulo”,
a palavra que usamos é argumento e a notagao é a que aparece na figura
(fig. 13), arg(z) = a,arg(w) =

e Se trocarmos de circulo, suponha que na figura (fig. 13) tenhamos um
circulo de raio 1, faca um esforgo de abstracao, suponha que estd vendo o
circulo trigonométrico, entao:

z = (cos(a),sin(a)); w = (cos(B),sin(B)); 8 = a+ g (105)

Na figura (fig 14), pagina 45, vocé pode ver o cilculo feito com uma

T T T T T T o=

u = (3*cos(pi/4), 3*sin(pi/4))

v = (4*cos(pi/5), 4*sin(pi/5))

A somade u=2.12132 + 2.121.
com Vv =3.23606 + 2.35114 i

e 5.35738 + 4.47246 i
Figura 14: A regra do paralelograma em acio

calculadora escrita em C++ com saida de dados para gnuplot que ¢ possivel
editar para incluir num texto como foi feito aqui.

Retornando & equagao (eq. 105) deixe-me convidd-la para mais um exercicios
de abstragao, esquega-se que 8 = a + 5. Considere dois argumentos quaisquer
e deixe-me escrever esta equagao assim:

z = (cos(a),sin(a)); w = (cos(),sin(f)); (106)
zcos(a) + isin(a) = e(a);w = cos(B) + isin(B8) = e(B); (107)
em que estou exercendo o meu direito de entender um niimero complexo ora

como um nimero, ora como um ponto do plano. Estou também incluindo uma
nova notagao: z = e(a);w = e(f).
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Se eu multiplicar os dois nimeros:

zw = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + i (cos(a) sin(3) + cos(B) sin(a)) (108)
2w = cos(a + B) + isin(a+ 8) = e(a+ B) (109)

de acordo com as férmulas de soma de arcos do coseno e do seno.
Euler viu isto e identificou com a exponencial escrevendo sua famosa férmula:

€' = cos(a) + isin(w); (110)
¢ = cos(8) + isin(B); (1)
eoth) = ¢ioeiP = cos(a + B) + isin(a + B) (12

que permitiu-lhe escrever a famosa férmula que é também identificada como
férmula de Euler:
e +1=0 (113)

envolvendo os nimeros, e,4,7,0,1 numa unica férmula, que é realmente uma
obra de arte.

Aqui encontramos uma aplicagao pratica dos niimeros complexos, na me-
morizacao ou determinagao das férmula de somas de arcos. Se vocé quiser
lembrar-se das férmulas cos(a + ), sin(a + ), tan(a + 3), use o produto de
eiagiB — gilath),

Se multiplicarmos por um nuimero positivo p um nimero complexo que se
encontre no circulo trigonométrico podemos assim obter qualquer niimero outro
numero que se encontre no plano complexo, basta que ambas tenham o mesmo
argumento. Isto dd nascimento a expressao chamada polar de um nimero com-
plexo:

u = pe'® = a+ bi;a = pcos(a); b = psin(a); (114
p = |lul]| = Va? + b?; cos(a) = ;—ﬁ;siu(a) = % (115)
E posso agora escrever a defini¢ao do produto de nimeros complexos:

Defini¢ao 3 (Produto de niimeros complexos) Produto de nimeros com-
plexos

Dados dois mimeros complezos u = a + bi = |jul|e!®v = ¢+ di = [|v
entdo uv = |Jul|[[v||e®tB) O produto de u por v é obtido com o produto dos
modulos e a soma dos argumentos.

(’,iai

que pode ser expresso numa frase simples, como fizemos para a adicao,

Ha livros com centenas de paginas sobre ntimeros complexos e um dicionario
nao pode concorrer com esta extensdo de informacao, portanto aqui falta muita
coisa que pode ser dita sobre estes nimeros. Mas seria uma grande falta nao
mencionar uma importante opera¢ao com nimeros complexos que ¢ o conjugado:

Defini¢ao 4 (Conjugado de z) Conjugado de z
Se z = a+bi = pe'™ entao Z = a — bi = pe” "~
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“ComplexesTransferecCiraflo™

O conjugado de (1 + 4i) & (A — 4i

Figura 15: Um niimero complexo e seu conjungado

Na figura (fig 15), pdgina 47, vocé encontra o circulo unitdrio e um ntimero
complexo de médulo maior do que 1 assim como seu conjugado.
A importancia do conjugado se vé neste célculo:

2Z = pet®pei® = p? (116)
llzll = V=z (117)

o produto de z pelo seu conjugado é o quadrado do médulo de z permitindo
uma férmula pratica para médulo de z.

=l = vzz
Para finalizar, como todo nimero real diferente de zero, todo nimero com-
plexo diferente de zero tem um inverso multiplicativo, os cdlculos seguintes
mostram como obter a férmula para o inverso de z.

z=a+bi=pe'w=c+di =\ (118)
1= e, (119)

2w =pelhef =1 = A= %;/3 = -« (120)
(121)

= B (122)

Dado zz = a+ bi posso calcular pe'® e consequentemente também —a, % com o

que escrevo o inverso
1 z

2

z el
Para os nimeros reais diferentes de zero é verdade que se ||z| < 1 entao
H% > 1 e facilmente deduzimos da férmula do inverso que esta relagao continua

48

verdadeira para nimeros complexos, apenas agora a fraze fica mais imponente:
“se um nimero complezo z, diferente de zero, estiver dentro do circulo trigo-
nométrico entao o seu inverso % estard fora do circulo trigonométrico”.

conducgao E um dos trés métodos de transmissdo de calor: condugao,
convecgao e radiagao.

A linguagem da termodinamica ¢ imprecisa, onde menciona superficie, que
seria uma variedade de dimensao dois, na verdade quer se referir a uma varie-
dade de dimensao 3, cuja expessura seria “despresivel” e que serve de invélucro
para um fliido que se encontra separado de outro pela “superficie”. Aqui con-
sideramos entao dois fliidos com temperaturas diferentes e o calor que ird se
transmitir através da superficie para o outro fliido atendendo a lei do equilibrio.

Um exemplo concreto de transmissao de calor em que existe uma “superficie”
separando dois meios, seria um computador e sua caixa. A caixa seria a “su-
perficie” que encerra componentes eletronicos que se aquecem, fonte de calor, e
este calor deve ser transmitido para fora da caixa onde se presume que haja me-
nos calor. O manual de qualquer aparelho indica qual é a temperatura ambiente
na qual o aparelho deve funcionar, se o ambiente estiver mais quente do que o
desejado, a transmissao do calor produzido pelos componentes nao se darda na
velocidade adequada e havera superaquecimento.

O exemplo anterior pode ser considerado “muito complexo” porque os com-
ponentes internos do computador novamente representam uma situagao seme-
lhante a do computador. Cada componente é uma “pastilha” em que o fluxo da
corrente produz aquecimento e este deve ser transmitido para fora da pastilha
sendo a mesma se danifica.

Enfim, para simplificar vou me manter no exemplo do computador como se
fosse uma unidade homogéne e isto ja é uma aprozimagcao.

Na condugdo se considera o processo de transmissao do calor quando dois
meios se encontram em contacto direto um dos quais representa uma fonte de
calor (estd mais quente). Na condugao as moléculas do meio mais quente cedem
movimento para as moléculas do meio mais frio por impacto eléstico.

- cone é uma superficie gerada por uma reta chamada geratriz que roda no
espago tridimensional em torno de outra reta a ela obliqua e chamada de eixo
do cone. Confira a figura (fig 16), pagina 49.

- congruéncia ¢ um tipo de relagao de equivaléncia entre os inteiros positi-
vos, pelo resto que eles deixam na divisdo por outro ndmero inteiro. Fixe o
nimero inteiro n e considere dois outros nimeros inteiros, p, q. Dizemos que p
é congruente a ¢ se eles deixarem o mesmo resto na divisao por n. Notacao:
p = q(mod n). Como a quantidade de restos possiveis é n entao esta relagao de
equivaléncia determina n classes no conjunto dos niimeros inteiros positivos. As
duas operagoes, soma e produto, podem ser definidas sobre estas classes criando
uma aritmética semelhante a dos nimeros inteiros sobre este conjunto finito.
Por exemplo, o caso n = 2 corresponde aos niimeros bindrios da computacao,
a aritmética dos computadores. Quando n for um nimero primo esta aritmética
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Figura 16: Cone de duas folhas gerado pela geratriz

é semelhante a dos nimeros reais tendo como base um conjunto finito, que é
o caso de n = 2, os nimeros bindrios da computagao. A estrutura aritmética
facilmente se extende para entplas de elementos da classe o que nos permite tra-
balhar com “ntumeros” congruentes com quantidade de digitos arbitrariamente
grandes (ainda um conjunto finito) como é a aritmética dos computadores.

Na teoria das congruéncias, os restos sao chamados residuos, e o conjunto
das classes na congruéncia mod n de conjunto dos residuos mod n.

Como exemplo confira a tabela de adi¢gio médulo 13

+ |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 [10]11l]12
0 0O |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 [10]11]12
1 1 12 |3 [4 |5 |6 |7 |8 ]9 |10]11]12|0
2 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 [10|11]12]|0 |1
3 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 [10[11|12]0 (1 |2
4 4 |5 |6 |7 [8 |9 10|11 |12]0 |1 |2 |3
5 5 16 |7 (8 |9 1011|120 |1 |2 |3 |4
6 6 |7 [8 |9 1011|120 |1 |2 |3 [4 |5
7 7 /8 |9 [10]11|12]0 |1 |2 |3 [4 |5 |6
8 8 |9 [10|11]12]|0 |1 |2 |3 |4 |5 [6 |7
9 9 10|11 |12]0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
101011 |12{0 (1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
111 |12{0 |1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
1241210 |1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10]11

que junto com a tabela da multiplicacdo médulo 13 se define o corpo finito
médulo 13
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[t J2 3456 7 8 ]9 [lo]11]12
1 [1 2 [3 475 6 [7 [8 ]9 Jio[ii[12
2 [[2 4 ]6 [8 [10]12]1 [3 [5 |7 [9 [11
3 3 ]6 [9 [12]2 |5 [8 [11[1 [4 |7 [10
4 4 |8 J12[3 [7 J1i[2 [6 [10]1 [5 |9
5 [[5 Jrof2 [7 J1274 [9 |1 [6 [11]3 [8
6 [[6 |25 [11]4 [10[3 [9 [2 [8 |1 [7
7 7 [T (8 2 |9 [3[i0o]4 [11]5 |[12]6
8 '8 [3 [11[6 |1 [9 [4 [12][7 [2 |10][5
9 9 [5 [1 Ji0o]6 [2 [11]7 2|8 |4
0107 [4 [1 [11[8 [5 [2 [12]9 [6 |3
]9 [7 |5 [3 |1 [12]10 6 4 ]2
i[9 [8 7 |6 [5 [4 3 |21

(Z13,+,) (123)

é um corpo comutativo finito.

- conjectura E uma afirmagio que se considera verdadeira mas da qual nio se
conseguiu ainda estabelecer uma prova. Nos tltimos 20 anos duas conjecturas
importantes foram provadas, em Matemadtica, o ultimo teorema de Fermat, por
Wiles e outros, e a conjectura de Poincaré, por Perelman. Um pouco antes,
na décade de 60 foi encerrada a discussao sobre a conjectura de Cantor sobre a
cardinalidade, confira cardinalidade.

- conjectura de Poincaré Nao ¢ mais uma conjectura, embora ainda seja
conhecida assim, agora ¢ um teorema demonstrado pelo russo Grigori Perelman,
em 2002, que por tal ganhou a medalha Fields (mas a recusou). E extremamente
dificil enunciar este teorema e mais ainda entender a sua demonstragao, um livro
publicado pela American Mathematical Society, com 520 pdginas ¢ a metade
do projeto para explicar a teoria que conduz & demonstracio (hd outro livro
que o completa com igual nimero de pdginas), mas intuitivamente pode ser
expressa dizendo-se que, se um eldstico muito tenso, preso em volta de uma
esfera, for deslizado para fora da mesma, se vai reduzir a um ponto, e que
isto vale em qualquer esfera de qualquer dimensao. Para dimensoes maiores de
que 3 a conjectura ja havia sido provada, mas nao para a comum e corrente
dimensao 3. Na linguagem da topologia isto se expressa dizendo-se que uma
esfera é homeotdpica a um ponto: pode ser deformada continuamente para se
transformar um ponto. Uma busca na Internet com a palavra chave Poincaré
val leva-1@ a uma quantidade grande publicagoes, inclusive filmes, descrevendo
esta conjectura.

- conjunto é a mais simples das estruturas de que trata a Matemdtica o que
nao significa que seja um conceito simples. Pelo contrario, exatamente por ser a
mais simples das estruturas, o conceito de conjunto invade praticamente todos
os outros conceitos da Matematica e faz parte da prépria fundamentacao desta
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4rea do conhecimento. Confira por exemplo a conjectura de Cantor para ter
uma visao das dificuldades que temos na teoria dos conjuntos. Mas vou adotar
um ponto de vista intuitivo, pelo menos inicialmente.

Na década de 60 se iniciou uma renovagao de linguagem em matematica
colocando o conceito de conjunto como médulo central de toda a construgao
matematica.

A razao bem simples para isto se encontra nos seguintes fatos:

1. As operagoes fundamentais com conjuntos servem de modelo concreto para
as operacoes fundamentais da légica. Em suma, estudar Teoria dos Con-
juntos equivale a estudar uma realiza¢do do modelo da légica formal. Esta
afirmagao esta intimamente ligada com a conjectura de Cantor, leia a res-
peito.

2. Todas as estruturas matematicas tem como objeto inicial uma familia de
conjuntos & qual se associam relagoes tipicas da estrutura. Existem algu-
mas excegoes a esta regra, teoria dos grafos por exemplo, mas se tratam
de auténticas excegoes confirmando a regra geral ...

Quer dizer que, estudando conjuntos se desenvolve a ferramenta bésica para
produzir matematica, a ldgica formal, e também se produzem os blocos basicos
desta construgao.

Mas ¢ dificil a construgao desta fundamentagao, e vocé deve observar que a
redagdo contém defeitos 16gicos, alguns dos quais eu vou registrar logo no inicio,
e se devem ao fato de que estou tratando dum conceito que se encontra mesmo
na fronteira da Matemadtica, entao fica facil sair da fronteira ... fique alerta!

Existe um conceito que separa a teoria dos conjuntos entre avanc¢ada e e
elementar: conjunto finito. Vou deixar os conjuntos infinitos para um segundo
momento, inclusive a defini¢ao do que seja conjunto infinito

A grande dificuldade de se iniciar qualquer conversag¢ao ou explanagao tedrica
reside na defini¢ao das ideias bdsicas, nas convengoes iniciais que vao servir de
alicerce para o resto da construcao. No inicio do século 20 este sentimento se
concretizou vindo das dificuldades sentidas pelos nossos predecessores no século
19 e se criou o conceito de nogoes bdsicas que, junto com os postulados forma-
riam, o background da teoria e seria aceitas sem discussao, a menos que outra
teoria seja desejada.

Conjunto é, para a Teoria dos Conjuntos, esta nogao primeira. Os que
nos precederam no inicio do século 20 e escreveram sobre esta teoria, ficaram
circulando entre palavras como agregado, lista ou conjunto, tentando com uma,
justificar a outra. Depois de algum tempo a frase “conjunto é uma ideia bésica,
que nao iremos definir”, comegou a prevalecer nos textos.

Nao vou definir conjunto como ninguém definiu para vocé as primeiras pa-
lavras da lingua que vocé fala. Diziam-lhe, no comego, que um determinado
objeto era uma cadeira e que outro era uma mesa sem lhe apresentar nenhuma
légica porque uma cadeira nao seria uma mesa, ou vice-versa. Somente depois,
quando vocé ja havia adquirido algum vocabuldrio basico ¢ que lhe foi dado o di-
reito de fazer perguntas. Para nao agir de forma tao autoritdria, vou dar alguns
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exemplos de conjuntos, escrever algumas frases iniciais de forma semelhante ao
modo como vocé aprendeu a falar...
Escrevo:

{a,e,i,0,u} éum conjunto,

“a” é um elemento deste conjunto,

e,i,0,u também o sao.

Uma das forma de caracterizar o conceito de conjunto ¢ o simbolo {} e logo
aqui uma complicagao, o conjunto vazio. Teria mesmo sentido em falarmos de
conjunto vazio? Um exemplo bem concreto mostra que sim. Na figura (fig 17),
pagina 52, vocé dois subconjuntos® do plano, duas retas r, s que se “cortam” no

tns={Q}
rns={P}

Figura 17: Intersecio de dois conjuntos do plano

ponto P. Deixe-me ler a figura (fig 17) para incluir sob forma de texto o seu
conteido. Nela ha duas retas, que sao dois subconjuntos do plano, e o plano é
um conjunto de pontos. Os pontos sao os objetos mais elementares da geometria
e 0s objetos geométricos sao conjuntos de pontos, como as trés que aparecem na
figura (fig 17). A reta t corta também a reta s determinando o ponto Q. Com
a linguagem da teoria dos conjuntos eu vou dizer:

e a intersegiao dos conjuntos r e s é o conjunto {Q}.
e a intersecao dos conjuntos ¢ e s é o conjunto {P}.

e a intersecdo dos conjuntos ¢ e¢ r é o conjunto {} o que caracteriza que
estas duas retas sao paralelas, como vocé pode encontrar em alguns li-
vros de geometria mais antigos ”duas retas paralelas se enconram no infi-
nito” para traduzir a impossibilidade de que duas retas paralelas tenham
por intersecao algum ponto do plano.

3E o que seria um subconjunto? deixe-me seguir sem definir, mas a particular “sub” indica
algo que é parte de uma outra coisa.



Com estes exemplos geométricos encontramos alguns conceitos que poderiam
ser considerados absurdos: conjunto vazio, que é o conjunto que caracteriza os
pontos comuns de duas retas paralelas, conjunto unitdrio, um conjunto que tem
um unico elemento. Nés precisamos do conjunto vazio e de conjuntos unitérios.

Vou voltar mais a frente a esta figura quando falar de conjunto infinito. ..

Se deixarmos a geometria e cairmos na Idade da Pedra, vamos encontrar os
pastores que possivelmente deixavam as ovelhas sairem do cercado associando
uma pedra a cada ovelha para no final do dia poderem conferir se todas haviam
voltado. Entao usavam dois conjuntos, o conjunto das ovelhas e um conjunto de
pedras e até mesmo o conceito de funcao entre estes dois conjuntos. E certo que
nesta época nao pensavam em conjuntos e possivelmente nem mesmo tinham
claro o que seriam numeros para contar as ovelhas. Mas se avang¢armos um
pouco mais no tempo um certo pastor poderia ter o conjunto

0=1{1,2,3,4,5.6,7,8,9....,30} (124)

para representar as sua posse de 30 ovelhas e tinha avangado na teoria porque
agora bastava-lhe “contar” as ovelhas para saber se todas estavam dentro do
cercado.

Novamente aqui inclui um novo conceito representado pelas reticéncias in-
dicando que ha uma lei para descrever o conjunto O, das ovelhas. E se aqui
observarmos em detalhe este novo exemplo, como fiz a figura (fig 17), posso
dizer

Caracterizei que tinha um conjunto com os simbolos {, }.

Associei ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,...,30} uma varidvel O para
denominé-lo.

Posso dizer que 1 pertence ao conjunto O ou expressar isto com um
simbolo, 1 € O.

A sentenga 31 € O é falsa.

Posso selecionar alguns dos elementos de O para produzir um outro con-
junto, agora um subconjunto de O, P = {1,2, 3,4, 5}, e expressar isto com
um novo simbolo P C O.

Na medida em que a linguagem cresce, com a construgao de novos con-
ceitos e simbolos que os representam, precisamos de regras de sintaxe que
regem as relagdes entre os conceitos. Entao ¢ sintaticamente errado escre-
ver 1 C O e o correto é dizer

— {1} C O, caracterizando um conjunto ¢ um seu subconjunto.

— 1 € O, caracterizando um conjunto e um seu elemento.

- consequente numa implicacio A = B B é o consequente ¢ A é 0 antece-
dente.

- Continuidade ¢ uma propriedade de uma classe de fungoes. Se diz que “f é
uma fungao continua se o seu grdfico puder ser obtido sem que vocé tire o ldpis
do papel”. Mais a frente vocé vai encontrar um exemplo mostrando que este
critério do ldpis para testar continuidade, pode ser intil.

A continuidade é um conceito do Calculo Diferencial e Integral, da Topologia
que é uma teoria que foi desenvolvida em torno deste conceito e da Andlise Ma-
temdtica, que é a grande area da Matematica a qual estes conceitos pertencem.

Continuidade é um conceito muito intuitivo, como estéd expresso na frase ini-
cial, e consequentemente muito dificil de ser formalizado. Estd muito liga-do ao
conceito de limite do qual Richard Courant dizia, “é o vestibulo da Matemdtica
Superior”. ..

Esta forma intuitiva de continuidade, contida na frase inicial sobre “lapis e
grafico de funcoes”, aparece na obra de Gottfried Leibniz numa frase que ficou
famosa, “Natura non facit saltum”, a Natureza nao dd saltos, contraditada por
Darwin ao estabelecer que, sim, a Natureza dd saltos, porém pequenos.

Uma das primeiras definigoes formais de continuidade, que se deve & Bolzano,
tem a seguinte formulagao

(ve) (39) (

significando que f é continua no ponto z =

2—a <5 = |f(@) - J(@) <o) (125)

A figura (fig 18), pdgina 54, é

um ponto de discontinuidade
com o valor médio indicado

o gréafico de f }
entra num tal retangulo | (b
retangulo de area4sxe |
em volta do ponto (a,f(a)) |

Figura 18: Interpretacio geométrica da continuidade

uma representacio geométrica da equagao (eq. 125). Nela vocé vé um retangulo
de drea 4d¢ e qualquer que seja a altura 2¢ existe uma base 2§ de modo que o
grafico entra num tal retangulo, em volta do ponto (a, f(a)) onde f é continua.

Isto deixa de ser verdadeiro em volta do ponto (b, f(b)) que pode até mesmo
nao estar definido. Dizemos que o ponto z = b é um ponto de salto da funcao
f, ouque z =0 é um ponto de discontinuidade de f. Algumas vezes é possivel



calcular-se o valor médio num ponto de descontinuidade de f como esta indicado
na figura (fig 18) e neste caso esse valor seria o valor mais conveniente para f e
é possivel entao verificar que “existe um € para o qual nao € possivel encontrar
& para satisfazer a (eq. 125), relativamente ao ponto z = b.

z = b é um ponto de salto de f.

Num ponto de salto finito é possivel determinar o valor & esquerda, f(b™)
e o valor & direita, f(b") que aparecem indicados no gréfico na figura (fig 18)
com duas bolinhas, uma preenchida com preto, o valor a esquerda, f(b7), ¢ a
outra na cor do papel, o valor a direita, f(b™). O valor médio é

SO+ 107)

5 (126)

se existir, porque o salto pode ser infinito.

A defini¢io contida na equacao (eq. 125) é definicao local de continuidade.
Nesta defini¢ao se diz que f é continua no ponto x = a. Existe uma defini¢ao
de continuidade global, em que dizemos apenas, f € continua, o que significa
que é continua em todos os pontos do dominio de defini¢ao.

Usando a notagao de espagos métricos posso traduzir a equagao (eq. 125)
assim

(Ve) (30) d(z,a) <6 = d(f(x), f(a)) <€ (127)

e como d(z,a) < § significa que x pertence a uma bola aberta centrada em a e
com raio ¢,

z € B(a,6) = f(z) € B(a,¢€) (128)

se pode chegar assim a formulacao de continuidade global da topologia:
(VO aberto deY’) (3B aberto deX) f(B) C O (129)

Mas esta nao ¢ definicdo usual de continuidade da topologia e sim uma
consequeéncia, ou um corolario. A definicao usual é

f ¢ uma fungao continua X N Y, (130)
(VO aberto deY’) (f~1(O) é um aberto de X);

de onde se pode deduzir a equagao (eq. 129) uma vez que sendo O um aberto de
Y entdo f~1(O) é um aberto de X portanto existe um aberto B de X tal que

f(B) C O; (131)

No Caélculo existe uma outra forma de definir continuidade, chamada con-
tinuidade sequencial que é muito mais simples apesar de ser considerada mais
avangada. Considere uma sucessao (sp)ren convergindo para o ponto z = a:

Sk — @ (132)
Se f for continua no ponto x = a entao (133)

yr = f(sr) — fla); (134)
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Quer dizer que as funcoes continuas preservam a convergéncia. Observe
analisando a figura (fig 18) que se uma sucessao ({))yen convergir para z = b a
sucessao imagem (f(tx))ren pode ser divergente, pode ter como limite f(b™) ou
F(bT). Por exemplo, se (tx)ken oscilar a volta de z = b entao a sucessdo imagem
serd divergente. Num ponto de salto f pode nao preservar a convergéncia de
alguma sucessao o que implica na falha da continuidade sequencial.

A continuidade sequencial permite o enunciado dum critério muito 1til para
testar a continuidade que é “comutatividade” entre f, lim estabelecendo quando
f ¢é continua no ponto r = a

li’gnf(tk) = f(li[l{ntk); (135)

Esta troca de simbolos permite a criagao de fungoes continuas a partir de
expressdes complicadas como f(z) = sin(L) que no estd definida para 2 = 0.
Mas, como podemos provar que o limite desta expressao no zero é zero, entao
podemos redefinir f como f(0) = 0 obtendo a funcao continua

Sex#0 f(zx) =uwsin(3);
{SZ;:[) f(;) :fif (136)

e aqui vocé tem um ezemplo duma fungao continua cujo grdafico nao pode ser
feito sem que se retire a ponta do ldpis do papel. . .

A respeito de fungoes do tipo mostrada na equagao (eq. 136), posso men-
cionar alguns conceitos que vocé devera encontrar em outro lugar, como os-
cilagdo, limite superior e limite inferior. A fungdo f(x) = xsin(L) tem oscilagio
wyf(0) = 0 e isto implica que é possivel calcular-se o seu limite no ponto zero.

Do texto se deduz que o conceito de limite é um prerequesito para discutir a
continuidade. Isto nao é verdade e aqui voltamos a ver que a continuidade ¢ mais
dificil do que parece. . . nos espagos topolégicos o conceito de limite fica difuso e
algumas vezes simplesmente deixa de ter sentido quando topologia é muito rica.
E quando aparece o conceito de ponto de acumula¢ao que é uma das formas
de generalizar o limite. E neste momento que a equacao (eq. 130) é usada
como defini¢ao de continuidade. A equagao (eq. 130) se verifica extremamente
fléxivel para ser usada em demonstragoes e junto com continuidade sequencial
sao as duas formas mais simples de caracterizar a continuidade.

O defeito da continuidade sequencial é que ela estd associada as topologias
semelhantes a que a reta real tem como topologia usual associadas riqueza de
abertos da topologia.

A leitora pode ver que onde se encontra a razao da dificuldade inicial do
Calculo: limite e continuidade. Outra razao desta dificuldade se encontra no fato
de que a grande maioria das fungoes que utilizamos sao continuas: polinémios,
fungoes trigonométricas, desconsiderando a tangente e a cotagente, exponencial,
moédulo e logaritmo. Mais do que isto, se duas fungoes f, g forem continuas,
entdo as funcoées f + g, —f,—g, fg, fog,gof também sdo continuas valendo a
afirmagao tanto para a continuidade local como global. E se o limite de g no
ponto x = a for diferente de zero, entao f/g serd continua no ponto =z = a,
continuidade local.



Estas propriedades estabelecem um estoque imenso de fungoes continuas que
cobre a grande maioria das fungoes que usamos no quotidiano. Quem estd se
iniciando no Célculo tem a impressao que descontinuidade é um conceito inven-
tado para usar em provas...Na verdade o préprio exemplo da divisao mostra
que ¢é facil construir exemplos de funcgoes que deixam de ser continuas n’algum
ponto como é o caso das fungoes trigonométricas tan, cotan ou de qualquer
fungao racional cujo denominador tenha zeros.

Na verdade ¢é preciso avancar um pouquinho mais para compreender que a
continuidade é essencial e aparece de forma natural. A derivagdo oferece esta
oportunidade. Considere a fun¢ao médulo,

f( (137)
uma funcao continua cujo grafico é formado, a esquerda do zero pela semireta
de equacao y = —x e a direita do zero pela semireta de equagao y = x. Confira

o grafico na figura (fig 19), pdgina 57,

y =IxI

derivada a
esquerda
é -1

derivada do médulo que tem um salto no ponto zero
ela nao esta definida no ponto zero.

Figura 19: A derivada de f(z) = || é descontinua no zero

Como a derivada duma funcao num ponto onde o grifico seja um segmento
de reta é exatamente o coeficiente angular da reta, entao derivada a esquerda
é -1 e a derivada a direita é 1. Na figura (fig 19) vocé pode ver dois graficos
sincronizados, o segundo é o grafico da derivada do médulo que tem um salto
no ponto zero onde ela nao estd definida.

Entao a fun¢ao moédulo é continua e é quase sempre derivavel, nao sendo
derivéavel apenas no zero onde a derivada tem um ponto de salto. Os valores
laterais da derivada do médulo sao

[07) = -1

0t =1 (138)

consequentemente a derivada do médulo nao existe no zero.

Qualquer funcao cujo gréfico seja uma poligonal, como as que aparecem com
frequéncia ilustrando estatisticas, podem apresentar este fenémeno em que suas
derivadas sejam descontinuas.

Mas, ao estudar a equagao do movimento dum carro vocé vera outro exem-
plo simples e quotidiano de descontinuidade: da aceleracao. Cada vez que o
motorista troca a marcha hd um salto na aceleracao.

e a segunda derivada do movimento, a acelera¢ao tem saltos nas trocas de
marcha, em geral serd uma funcao descontinua.

e a derivada do movimento, a velocidade em geral serd continua, mesmo nas
freiadas bruscas ou nas trocas de marcha;

e a fungao do movimento, o grafico do movimento serd continuo, e derivavel,
com derivada continua.

Este exemplo mostra que existe uma descontinuidade escondida na segunda
derivada de uma fungao, no caso da fun¢ao do movimento. Este fato da aso
a criagao de classes de continuidade que ficam marcadas pela continuidade até
uma certa ordem de derivada. O movimento dum corpo seria de classe C' porque
até a derivada de primeira ordem se tem continuidade que é perdida na derivada
de segunda ordem, quando a aceleracao tiver pontos de salto.

O estudo da continuidade e do limite pode se alongar por dezenas de paginas,
sendo um verbete de diciondrio apenas um resumo réapido nao pode se alongar na
andlise de todas as nuances do conceito. Vou terminar apresentando a demons-
tragao da afirmagao de que soma e produto de fungoes continuas, continuidade
global, é também uma funcao continua. Vou fazer a demonstragao no caso real
para usar a continuidade sequencial o que cobre as necessidades do Calculo.
Vale, obviamente, para o caso local permitindo escrever-se um teorema seme-
lhante para a divisao de fungoes que inclua a restrigao sobre os zeros da fungao
no quociente.

Entao considero duas fungoes, f, g que sejam globalmente continuas e uma
sequéncia qualquer t, — = € R.

entdo as sequencias imagens f(tx), g(tx) convergem

fte) — f(2)ig(tr) — g(

e ¢ como o limite da soma € a soma dos limites entao,

)

Frolte) — f.g
Esta demonstragao tem uma lacuna contida na frase “ o limite da soma € a
soma dos limites” que uma propriedade do “limite” que esta sendo usada aqui.
Também estou usando implicitamente que a fun¢ao “soma” definida no espago
R x R é uma funcao continua e no texto anterior nao ha nenhuma mencao a
definigao de continuidade de fungoes duas varidveis.
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Esta observacao serve para que a leitora sinta como é dificil manter um
sistema 16gico completo e sem bolhas. Nao pode ser a pretensao do autor dum
verbete de dicionario atingir esta perfeigao, assim como também tem que ficar
claro que melhoras do texto podem ser alcancgadas pela critica colaborativa.
Mas seria desonesto nao apontar as falhas. Seria preciso alertar para o fato de
que R ¢ apenas um conjunto de sucessoes convergentes de nimeros racionais
e que portanto o conceito de limite pertence a construgao dos nimeros reais o
que torna o teorema sobre limite mencionado acima apenas um propriedade dos
nuimeros reais, coisa que fica invisivel dentro dos cursos de Célculo.

Um resultado semelhante pode ser proposto para o produto de fungoes que
é uma funcao continua se cada fator o for. Novamente aqui estd envolvida a
continuidade do produto como fun¢ao bilinear de R x R e dum teorema sobre
o produto de limites, que, novamente, é apenas um propriedade dos nimeros
reais.

Para terminar um teorema que ficard completamente contido no texto. Se

RLRR-LR

forem funcoes continuas entao as composicoes de funcao fog, gof sao continuas.
Porque, como f é continua, entao para toda sequéncia convergente t, — x

se produz uma sucessao convergente y, = f(tx) — f(z) e pela continuidade de

g se transforma a sucessao convergente (yx)ren n'outra sucessao convergente

2 = g(yk) = g(f(tr)) — 9(f(2)) = gof (z)

provando a convergéncia da fun¢ao composta gof. E semelhante a prova de que
fog é continua.

Compare esta demonstragao cristalina com a demonstragao tocada a es e ds
para a continuidade da fungao composta.

- continuidade sequencial E um tipo restrito de continuidade: se uma funcao
for sequencialmente continua entao serd também continua.

Observagéo 1 continuidade é um item da topologia

A continuidade sequencial estd associada a um tipo de topologia que pode ser descrita por
familias enumerdveis de abertos e portanto uma classe de topoldgia fraca.

O conjunto dos nimeros reais ou mesmo os espagos reais de dimensdo finita, R™, tem
uma topologia ch. da usual cuja topologia pode ser definida por familias enumerdveis de
abertos e neste topologia usual os dois conceitos, continuidade sequencial e continuidade sao
equivalentes. A continuidade do Cdlculo poderia ser simplesmente a continuidade sequencial
que € mais dgil e serve inteiramente as necessidades do Cdlculo tornando as demonstragoes
mais simples e mesmo mais elegantes.

Para uma funcao
f

R—R
ou
(a,b) LR
uma fun¢ao definida num subintervalo da reta, a continuidade sequencial signi-
fica preservar convergéncia de sucessoes para os pontos do intervalo (a,b)
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Defini¢ao 5 (continuidade sequencial) de funcies reais
Se f estiver definida no intervalo (a,b)

(a,b) L5 R;c € (a,b); (139)
liTI?n.T“ =c = liTIlnf(m") = f(e) (140)

Esta defini¢ao é dita continuidade sequencial que é uma forma particular que
vale para as fungoes reais de varidvel real, quando considerarmos o conjunto
dos niimeros reais munido da sua topologia usual.

Em outras palavras, f ¢ continua se (x,),,) definir o nimero ¢ entao (f (@ ))n)
define o nimero f(c). Isto é verdade para a grande maioria das fungdes que
usamos no Célculo o que torna este conceito dificil pela pratica auséncia de
contra-exemplos, os contra-exemplos em geral parecem “fabricados”, e a grande
quantidade de fung¢oes nao continuas é pouco intuitiva. Um exemplo “nao fa-
bricado” pode ser o seguinte: a funcio y = f(z) = [J2| é continua, mas sua
derivada®

<0 -1

fl(m):{ >0 1

é descontinua no ponto ¢ = 0, alids, nao é definida para ¢ = 0, observe que
a definigao exige que f(c) esteja definido. Podemos facilmente verificar que
esta funcao contradiz a definigao, apenas para ficar mais facil, vamos fazer uma
pequena modificagao em f’ chamando esta modificagao de g

r<0 -1
9@ =1 5230 1

que esta definida no ponto ¢ = 0 onde vale —1. A selecao de uma sucessao que
convirja para zero, por exemplo, (%)HEN tem uma imagem constante, igual a 1
que nio converge para g(0) = —1.

Fizemos esta alteragao porque a funcao f’ pode ser dita “continua” se alte-
rarmos o dominio para (—2,2)—{0} “retirando o ponto de descontinuidade”. De-
finindo assim diriamos que ||z|| é uma fungao derivavel no dominio (-2, 2)—{0}.
Esta é uma forma de dar exemplos artificiais, retirando algum ponto do conjunto
de definigao de uma funcao descontinua.

A teoria nao estd errada e nem tem engodos, algumas vezes precisamos de
fazer restrigoes deste tipo na solugao de problemas, e isto mostra como “continui-
dade” ¢é dificil, embora, de certa forma seja um conceito relativamente simples,
expresso num axioma da natureza - a natureza ndo dd saltos®. Se ||z|| estiver de-
finida na reta inteira, entao sua derivada nao estard definida no ponto zero o que
a torna imediatamente descontinua neste ponto uma vez que nao lhe podemos
aplicar a defini¢ao. Logo aqui podemos ver uma dificuldade na “pedagogia do

4 Aqui havia um erro, em edicdo anterior do dicionario.
?Natura non facit salta - Gottfried Leibniz, que depois de Charles Darwin deve ser natura
saltus facit, sed parvos a natureza da saltos, porém pequenos. ..
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ensino da continuidade”, no desenvolvimento da disciplina, do Célculo, a con-
tinuidade é um dos primeiros assuntos e derivada vem depois, tornando dificil,
mas nao impossivel, apresentar este exemplo.

O conceito de continuidade é nato dos espagos topoldgicos, ¢ nesta estrutura
que se define continuidade de forma natural para isto se usa o conceito de
vizinhanc¢a aberta que aparece na maioria dos livros de Célculo:

Defini¢ao 6 (continuidade) Defini¢io topoldgica de continuidade

Se (a,b) T Rece (a,b) e se para qualquer seja € > 0 existir § > 0 tal que
[z—cl<d = |f(x)=fle)l <e (141)

entao f é continua no ponto c. Se for continua em qualquer ponto do intervalo
(a,b) dizemos que é continua em (a,b).

Modificando a linguagem podemos escrever, primeiro:

(W) BVe): (weVe) = flx) € Vi) (142)

em que vocé pode reconhecer “e,§” substituidos por vizinhanca aberta de um
ponto, que sao os elemento bésicos dos espagos topolégicos. Como a implicagao
define inclusao de conjuntos, podemos finalmente escrever:

(Wie) BVe); (F(Ve) C Vi) s (143)

Conclusao, os livros de Célculo, habitualmente, usam a defini¢ao mais dificil
e abstrata para continuidade que nao é necessdrio.

- convecgao E um dos trés métodos de transmissao de calor: condugao, con-
vecgao e radiagao. Ver condug¢ao

- convergéncia B um conceito associado a aproximagao. Ha vérias formas de
considerar-se “convergéncia” e elas dependem da densidade do espaco em que se
estiver trabalhando, ou sua categoria que é uma forma de classificar conjuntos
considerando “quantidade” (cardinalidade) de abertos de sua topologia. Por
exemplo nao tem sentido em falar-se de convergéncia dentro do conjunto dos
ntimeros naturais®, mas cabe falar em convergéncia dentro de Q e neste caso se
podem descobrir as “falhas” do conjunto dos nimeros racionais. Uma forma de
abordar convergéncia em Q pode ser descrita sumariamente assim:

Sumaério da construgao dos nimeros reais. Este é um resumo da forma como
Cauchy fez a construgao dos niimeros reais.

1. considerar o conjunto das sucessoes de de nimeros racionais, este conjunto
é muito amplo”, por exemplo, a sucessdo dos niimeros naturais é um dos
elementos deste conjunto, e no contexto deste verbete, é um elemento

6Tem sentido, ver topologia...
THavia um erro, neste ponto, em edigio anterior.
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inutil. . . E possivel encontrar uma “lei” que elimine elementos deste tipo
que posteriormente serao classificados como “sucessées nao convergentes”,
porém isto tornaria a teoria mais dificil, e vamos usar uma alternativa.

Temos que classificar os seus elementos em duas classes, das sucessoes
convergentes e a classe das ndo convergentes. Uma forma bonita e efetiva
passa pela estrutura de grupo:

(a) O conjunto de todas as sucessoes ¢ um grupo aditivo;

(b) o subgrupo nulo O subconjunto das sucessoes que satisfazem 4
condicao

(Ve > 0)(AN € N)(¥n > N)([ln] <€) (144)

é um sub-grupo aditivo do grupo de todas as sucessoes que vou de-
signar por ¢y e a razao ¢ porque ele vai ser o zero do novo conjunto.
Eo subgrupo formado de todas as sucessoes que vou definir como
“convergentes para zero”, observe que é uma definigao, ou apenas
uma etiqueta. Vou chamar esta “classe’ de “classe do zero” e logo
VOCé vera a razao.

Como estamos num grupo comutativo é desnecessario mencionar que
este grupo é normal, propriedade necessaria no préximo passo.

&

Quando consideramos o quocidente de um grupo por um seu grupo
(normal) o resultado ¢ um grupo também - das classes quociente. Foi
criada uma classificagao, quando translatarmos a classe do zero, va-
mos obter todas as outras classes. Mas esta linguagem ¢é insuficiente
uma vez que estamos criando novos objetos que nao conhecemos e ao
falar em “translatar” queremos dizer ¢ + a em que @ é um elemento
do grande grupo, entretanto o conjunto de todas as classes quociente
formam o total destas “transla¢oes”. Por exemplo, um elemento do
grande grupo é uma sucessao constante de niimeros racionais e o re-
sultado da translacao é o conjunto de todas as sucessoes equivalentes
a esta - quer dizer as sucessoes que vamos “etiquetar” com a expressao
lim,, z,, = a em que “a” é o valor constante da sucessao x. Mas hé
sucessoes de numeros racionais para as quais nao sabemos escrever
uma etiqueta tdo simples, por exemplo as que convergirem® para T,
ou para /2. Poristo usei a expressao “etiqueta’ e vou escrever o+
para me referir a esta classe. Se vocé conhecer algum método para
construir m vocé pode descobrir elementos nesta classe, e se voceé
descobrir um elemento os outros passam a ser sem importancia (sao
equivalentes ao que vocé tiver descoberto...) - procure 7.

e

=

sucessOes convergentes Para eliminar os elementos inconvenientes,
como a sucessao dos nimeros naturais, e outras sucessoes “nao con-
vergentes” Cauchy criou um teste, definindo as sucessoes de Cauchy

8Havia um erro, em edigao anterior, neste ponto.
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Definicao 7 (Teste) de Cauchy
(Ve > 0) (3N € N) (n,m > N)(||zn, — | <€) (145)
Uma sucessao que satisfaca (145) se chama sucessao de Cauchy

E relativamente simples mostrar que a sucessao dos nimeros natu-
rais nao ¢ uma sucessao de Cauchy, a desigualdade que aparece na
equagao (145) falha para qualquer valor de € que seja inferior a 1,
...depois vou dizer que “sucessao convergente é equivalente a su-
cessao de Cauchy’ entao a sucessao dos nimeros naturais é uma
sucessao divergente.

Vou chamar o conjunto de todas as sucessoes de Cauchy de c. As
sucessoes que satisfazem a este teste formam um grupo, é este o
grande grupo, ¢, que nos interessa, e acabei de mostrar que N néo é
deste tipo, nem sucessoes como ((—1)"),en, uma sucessao oscilante
com oscilagdo constante. A classe ¢y é um subconjunto de ¢, um
subgrupo.

Sim, temos que mostrar que (¢, +) é um grupo, mas tem apenas uma
pequena dificuldade que fica como exercicio: mostrar que é fechado
para soma, e sai usando a desigualdade triangular.

2. O grupo quociente ¢/cy é um novo conjunto que contém Q, é o conjunto
R dos nimeros reais.

3. Esta construgao define a convergéncia de sucessoes numéricas (podemos
falar em sucessoes de niimeros reais agora - ¢ o mesmo conjunto definido
acima... das classes quocientes do grupo de todas as sucessoes de Cauchy
de ndmeros racionais pelo subgrupo ¢y. O operador lim, aqui, apenas
identifica um nimero real, como um elemento de uma destas classes de
equivaléncia.

- convolugao O produto de convolu¢ao é uma operagao definida em conjuntos
de fungoes, de distribui¢ées ou de sucessdes (convolugao discreta). Se f, g forem
duas fungodes integraveis sobre o conjunto dos numeros reais, podemos definir
uma terceira fungao com a equagao

)
o) = [ gt - )dti6 = g (146)

“oo
O fisico Dirac, precisou deste produto para montar um espago de Hilbert de
“objetos” representando ondas na sua construgao tedrica da Mecanica Quantica
e com isto criou o que durante muito tempo foi chamado de “fun¢do de Dirac”

que ¢é a unidade relativamente & convolugao:

(do * )

- / Solt)g(a — )t = g(a):dox g =g = g0y (147)
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apenas esta expressao nao pode ser vista como uma integral porque a delta de
Dirac nao ¢ uma fun¢ao. Com a teoria das distribuigoes esta situagao incomoda
foi resolvida. A distribuicio de Dirac é a unidade relativamente ao produto de
convolugao, entretanto o anel das distribuigoes (com o produto por convolugao)
é uma extensao dum anel de fungoes integraveis (com o produto por convolugao)
que é um anel sem unidade, porque a unidade é a delta de Dirac que nao é uma
fungao.

A transformada de Fourier (ou a transformada de Gelfand) relaciona aneis de
fungoes em que o produto ¢ definido ponto a ponto, com aneis de distribuigoes
em que o produto é o produto por convolugio: fg = f*§. O sfimbolo f
representa a transformada de Fourier de f.

Durante anos a férmula na equagio (147) representou apenas um aspecto
tedrico sem grande “interesse pratico” porque calcular convolugées era muito
dificil para o cédlculo manual. Hoje até algoritmos nao otimizados calculam
convolugoes com relativa rapidez o que re-acende o interesse por esta férmula.
Na figura (fig 20), pdgina 64, vocé pode ver a convolugio da fungao caracteristica

weomeaa a2

Grupto (window 4: )

Convolugdes com a funcao caracteristica | _ . . %7

15

0.5 |

Figura 20: convolucio de X[-0.5,0.5] com dois micleos

X[-0.5,0.5 com duas aproximagoes da medida de Dirac, no detalhe aparecem
dois elementos de uma “unidade aproximada” utilizadas no célculo com um
programa em python e o processamento durou 18 segundos e como foram obtidos
2 mil pontos para cada um dos graficos entao foram calculadas 4 mil integrais. O
termo nicleo é usado com frequéncia para fazer referéncia a um elemento duma
unidade aprozimada e uma unidade aprorimada ¢ uma sucessao de nicleos cujos
suportes encolhem “convergindo” para um ponto.

As “unidades aproximadas” sao as aproximacoes que Dirac usou e nas quais
se inpirou para afirmar que havia uma funcao nula em todos os pontos da reta,
dando um salto para o infinito no ponto zero e cuja integral seria 1.

Além do mais a convolugao aparece junto com o nicleo de Dirichlet na



definigao da transformada de Fourier que pode ser expressa como uma sucessao
de produtos de convolugao por unidades aproximadas convergindo para dp. Em
artigo escrito em 1953, D. Widder, afirma que “todas as transformagoes integrais
podem ser colocadas na forma de um produto por convolugao”, e hoje a teoria
dos operadores confirma a importancia do produto de convolugoes na forma
como Widder pensava. Na figura (fig. 20), pagina 64, vocé pode ver dois
elementos de uma tal sucessio se aproximando da funcio x|_g.5,0.5 ¢ na figura
(fig 21), pagina 65, vocé vé a convolugao da fungao caracteristica x(_o.5,0.5) com

Convolugées com a fungo caracteristica
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Figura 21: convolugio de x[_.5,0.5] com niicleos de Dirichlet

dois valores do nucleo de Dirichlet, D,, cuja equagao é

D, = (148)

2 sin(z/2)

Isto ¢ uma média Considere agora que na equagiao (146), uma das fungoes,
a fungdo g tenha integral 1 e seja positiva, como na figura (22), pdgina 66. A
integral na equagao (146) é o valor médio de f no suporte de g. Se o suporte
de g estiver contido numa vizinhanca de raio € do ponto = = a ent@o a equagao
(146) ¢é o valor médio integral de f nesta vizinhanga. Este raciocinio nos conduz
ao valor de médio de f no ponto z = a, mesmo que neste ponto f nao seja
continua, como mostra a figura (23), pagina 67.

Como a integral sobre um intervalo compacto converge uniformemente, po-
demos derivar dentro da integral, comutando os operadores derivada e integral,
e se g for diferencidvel entao f * g serd diferencidvel com

(fxg) =Fxg (149)

E o que se chama de regularizagao por convolugao, porque se obtém assim
uma funcao diferencidvel, f * g, a partir de uma funcao que nao precisa ser
diferencidvel, f. Se o suporte de g tiver uma medida pequena entao f * g = f.
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Isto é uma média

()

f()g(x—t) dt = f*g(x)

00

g(tdt = 1; g>0

Figura 22: Convolugdo com uma funcio cuja integral seja 1

E isto que se chama de approximacao por convolugao. Neste caso a funcao
g recebe um nome especial, se chama nicleo, ou kernel, e tem uma definicao
apropriada para lidar com aproximagoes, ¢ uma funcao cuja integral é 1, é
positiva, e se deseja que tenha um suporte cuja medida seja “pequena” (para
produzir aproximagcoes).

O nicleo de Dirichlet representa uma exce¢ao uma vez que nao é uma fungao
positiva, mas é uma excecao perfeitamente aceitdvel, primeiro porque se encon-
tra dentro da definicao da tranformada de Fourier, depois porque, embora nao
seja positivo, quando n cresce, ele se “concentra” em volta da origem com valores
positivos, sua integral é 1. Os valores negativos se tornam despresiveis a medida
que n cresce. De qualquer forma ¢é o fato de que D,, oscile em torno de zero que
faz com que a transformada de Fourier de uma fungao oscile em volta da funcao.
A figura (fig 24), pagina 68, mostra a diferenca entre a série trigonométrica® e a
convolugdo com o niicleo de Dirichlet usando a fungdo f(z) = 2. A convolugio
Dsp * f é uma “aproximacao” de f e como tal uma fungao ilimitada. A série
de Fourier de f é uma fungao periédica e Ssp coincide com D3 * f no intervalo
de expansao da série de Fourier que na figura (fig 24) é o intervalo [—m, 7. As
séries de Fourier, como este exemplo bem ilustra, nao podem ser vistas como
“aproximagoes” fungoes, o seu significado é bem outro e passam a ter sentido

9Na verdade um polinémio trigonométrico, uma reduzida da série.
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regularizaco por convolugo

fg

Figura 23: regularizagio por convolucio

quando aplicadas a sinais para codifici-los e depois transmiti-los, foram muito
importante até a década de 70 nas comunicagoes com este objetivo mas depois
substituidas pelas wavelets.

A equagdo (149) estabelece a possibilidade de calcularmos a derivada de uma
fungao, mesmo que ela nao seja derivdavel usando a aproximagao f * g quando g
for um nicleo diferencidvel porque entao f * g é uma fungao diferenciavel que
é uma aproximagao de f se o suporte de g tiver uma medida “pequena”’. A
figura (fig 25), pagina 69, mostra trés gréaficos, de f, f', Dif(f,p') em que f é o
polinémio ménico com rafzes nos inteiros {—10, -7, -5, —1,2,5,7,10,13}, sua
derivada, e a imagem da convolugao de f com a derivada do nicleo p, consequen-
temente Dif(f,p’) ¢ uma aproximacao de f’. Na figura os graficos de [ e de
Dif(f,p') se confundem dando a erronea impressao de que sao idénticos. H4 um
erro que nao seria visfvel ao olho mas fazendo uma varredura no intervalo [—5, 5]
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o erro mdximo encontrado é 225.3144 para a expressao || f'(z) — Dif(z, f,p)||
que é um erro bastante grande, entretanto esta ¢ uma funcao que assume va-
lores muito grandes e a variagao da derivada é ainda maior! Interessa usar a
convolugao, como aproximacao para fungoes cujas imagens nao assumam gran-
des valores, como os sinais de telecomunicagao. Se multiplicarmos f por 0.0001
este erro méximo cai para 0.02253144 tornando a figura (fig 25) um exemplo
confidvel.

Os polinomios trigonométricos associados como uma determinada funcao f
podem ser expressos como convolugdes com o nucleo de Dirichlet o que permite
entdao ver um polindémio trigonométrico como uma aproximacao da funcgao f
que serviu de base para encontrar os coeficientes de Fourier deste polinoémio.
Estes coeficientes ainda sao chamados de coeficientes de Fourier de f. Mas
o nucleo de Dirichlet nao é positivo o que implica em conceber um polinémio
trigonométrico como uma expansao do conceito de média e justifica a oscilagao
dos polinomios trigonométricos em volta da fungiao (ou onda) dos quais eles sao
uma aproximagao. Como os nucleos de Dirichlet se concentram na vizinhanga
de zero a medida que n cresce, entao podemos usar a convolucgao para entender
porque os polinémios trigonométricos “passam” no ponto médio do gréfico de
f mos pontos de salto produzindo o fenémeno de Gibbs.

Uma outra aplica¢ao da convolugao pode ser vista na construgao de splines.
Se f = X[—c,q, a funcdo caracterfstica de um intervalo centrado na origem de
médida 2¢, entao f * f é uma funca@o linear por pedagos cujo gréfico serd um
triangulo com suporte medindo 4e que pode ser visto na figura (26) pagina 70,
portanto um 1-splines com suporte compacto. Calculando outra poténcia por
convolugao, a terceira poténcia por convolugao de f, vamos encontrar pedagos
de parabola formando agora uma funcao diferencidvel com derivada continua,
de classe C', portanto um 2-splines a suporte compacto. O suporte desta nova
fungdo mede Ge, pois os suportes vao sendo somados (soma de conjuntos).
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f, ¥, Dif(f,rho’)

0
-200 \ 4

-400 [ 5

Figura 25: aproximagio por convolugio da derivada

Podemos agora estabelecer a hipétese de inducao de que a k—ésima poténcia
por convolugao seja um (k-1)-splines a suporte compacto, quer dizer uma fungao
de classe Ck~! formada de polinomios de grau menor ou igual a k—1, com suporte
medindo 2ke. Uma nova poténcia por convolugao vai nos fornecer um grau a
mais na classe de continuidade e nos pedagos de polinémios, quer dizer um k-
splines, mas com suporte (2k + 2)e. E possivel manter o suporte sob tamanho
controlado com uma mudanga de varidvel adequada da funcao caracteristica
cujas poténcias se estiver calculando. Este método mostra que é possivel obter-
se fungoes altamente diferencidveis, n-splines com suporte concentrado em volta
da origem e com integral 1. Uma famila de tais fungoes é chamada de unidade
aprozimada, e representam a medida de Dirac no sentido de que “convergem”
para ela, apenas esta convergéncia precisa ser definida de forma adequada. E
uma convergéncia chamada fraca, ou no sentido das distribui¢oes. Observe que
para garantir que a integral sempre seja 1, é preciso que a transformacao seja
do tipo Kn(Kz); K € {1,2,...} fazendo com o suporte encolha em volta de um
ponto e que o maximo cresga proporcionalmente a K. Dirac deve ter trabalhado
experimentalmente com tais fungdes o que o levou a pensar numa “funcao”
concentrada num ponto e neste ponto o seu valor fosse oo e com integral 1.

- convolucao discreta O produto de dois polindémios pode ser facilmente
definido usando o produto de convolu¢ao discreto. Observe que o produto de
dois polinémios, ou a soma de polinémios, é uma operag¢ao que envolve apenas
os coeficientes, o uso das “varidveis” se reduz apenas ao mecanismo posicional
dos coeficientes do resultado. Assim para multiplicar 1 + = 4+ 22 por 1 + z
preciso apenas das sucessoes (1,1,1) e (1,1) e a metodologia ¢ semelhante a
que usamos para multiplicar nimeros, que, por sinal, podem ser “codificados”
como polinémios em que a variavel representa a base de numeragao em que eles
estiverem “codificados”. Experimente e se convenca do que estd dito a cima.
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Figura 26: Segunda poténcia de convolucio da funcio caracteristica

Partindo da suposigao de que vocé jd se convenceu, passemos ao caso geral.

A figura (27) pagina 71, mostra as 15 primeiras linhas do tridangulo de Pascal
obtido com um programa em python para convolugao discreta. E exatamente
o mesmo que multiplicar o polinémio (1,1) por ele mesmo 15 vezes.

Quero multiplicar os dois polindmios (ag, ..., a,) € (by,...,by). A maneira
mais simples de fazé-lo consiste em criar uma representa¢ao para o conjunto dos
polindémios. Um polindmio (mais geralmente, uma fungao racional) ¢ uma su-
cessao a suporte finito, entenda tais sucessoes como sendo sucessoes nao finitas,
porém tendo apenas um nimero (finito) de valores nao nulos. Podemos simplifi-
car, sem perder a generalidade, translatando tais sucessoes para que o primeiro
elemento nao nulo corresponda ao indice zero, para dois exemplos que estejamos
multiplicando. Deixo como conjectura (nao estou vendo uma demonstragao) o
conjunto de todas as sucessoes a suporte finito nao é equipotente ao conjunto
das sucessoes a suporte finito tendo como primeiro indice um ndmero inteiro
positivo. Possivelmente isto sai da comparagao das fungoes polinémiais com
as fungoes racionais. O conjunto das sucessoes a suporte finito cujo primeiro
indice seja um niimero natural representa (é equipotente a) o conjunto dos po-
lindmios (a coeficientes reais ou complexos, importa pouco qual vocé escolher
neste contexto). A retirada do predicado suporte finito criaria um problema de
convergéencia que nos obrigaria a restringir esta questao aos espagos de sucessoes
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Figura 27: Triangulo de Pascal e convolugio discreta

17 . Se (agen) e (bgen) forem duas sucessoes a suporte finito entao elas repre-
sentam polinoémios. Partindo da experiéncia pratica na multiplicagao de dois
polinémios, em que vocé usa apenas os coeficientes, os dados se agrupam em
colunas nas quais a soma k + j =i é a constante i (que corresponde a soma de
potencias k + j, ¢ apenas para isto que serve a varidvel). Esta soma pode ser
rescrita como j =i — k e o resultado da multiplicagiao é a soma dupla

n+m n+m k=m

ST b= arbik (150)

§=0 i—k=j =0 k=0

que resulta no polinémio de grau n+m. Como num polinémio nao tem varidveis
- poliomio é uma lista de coeficientes e as fungdes polinomiais transformam o
valor fornecido via “z” na soma habitual, entao a “soma” externa é na verdade
apenas a indexagao da lista que resulta desta multiplicagao portanto, na segunda
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“soma dupla” podemos identificar o valor do coeficiente de ordem j como sendo

k=m k=m

Z aibi— = Z bi—kar = (b*a)(j) (151)
k=0 k=0

uma expressao semelhante a que aparece na “convolucao continua” que identi-
fiquei na equagao (151) como “(b = a)(j)”, o valor do coeficiente de ordem j do
produto de polindmios.

- coordenadas cartesianas confira plano cartesiano.

- coordenadas polares é um sistema de referéncia para os pontos do plano de-
terminando um enderego para cada pontoP do plano em funcao de sua distancia
a origem e do angulo do vetor que este ponto determina com o eixo OX. O
angulo é o segmento do circulo trigonométrico,S', determinado pela projecao
do ponto P sobre S', ou seja, na pratica determinamos as coordenadas polares
P = (p,0) por sua projecio sobre o circulo trigonométrico S' que determina o
angulo 0 e a distancia & origem que determina p.

Para o espago de dimensdo 3 existem as coordenadas esféricas de P = (p, v, 0)
em que a esfera S? substitui S para determinar os angulos a, 6 e a distancia
do ponto a origem determina p.

As coordenadas polares essencialmente consistem em identificar um ponto
P do plano a partir de sua projegio sobre o circulo unitério S*, determinando
o angulo @ e depois & distancia a origem, p, entdao P = (p,#). Compare com a
equagao de Euler

P = (p,0); P € pS' = p(cos(f),sin(0)); (152)

e confira a figura (fig 28), pdgina 73, as coordenadas polares dum ponto P
do plano mostram como o ponto P pode ser projetado sobre o circulo tri-
gonométrico S! e vice-versa como podemos mapear o plano todo a partir de
enderecos sobre o circulo trigonométrico. Para isto se usam duas referéncias,

e a distancia de P até a origem, p,

e ¢ 0 angulo que a projecao de P determina sobre o circulo trigonométrico

St 6.

As coordenadas polares de P sdo entao (p,f) quando a projecao de P sobre
S! for (cos(),sin()).

As coordenadas polares e as coordenadas cartesianas se relacionam com as
equagoes:

peos(f)

R e I ) (153)
P:(z,y):,{ Zi Avtjz(;/lf) i = P=(p,0): (154)



73

coordenadas cartesiang
P=(xy) = 1(cos@). Im@))

[ coordenadas

Girculo trigonométrico

Figura 28: coordenadas polares dum ponto no plano

Somente vale a pena usar coordenadas polares para descrever um lugar
geométrico quando este for de tipo radial, quer dizer, depender apenas do raio.
Por exemplo, a equacao do circulo de centro na origem e raio 4 em coordenada
polares seria p = 4, significando que o valor de p é constante e que 6 é qualquer.

Experimente com gnuplot

set polar
rho = 4;
plot rho

Observagao 2 Contra ezemplos do uso das coordenadas polares:
o O primeiro € a equagdo )

2?4 y? —dr— 4y +1=0; (155)
pode ser facilmente transformada em coordenadas polares numa aplicagdo direta das
equagées (eq. 158) e (eq. 154).

p? — 4pcos(0) — 4psin(h) + 1 = 0; (156)
mas esta sequnda equagio ndo oferece nenhuma vantagem sobre a equagdo (eq.155)

para identificarmos que curva € esta no plano, ao passo que, partindo da equagdo (eq.
155), completando os quadrados se encontra

22 —dr4+4—4+9y2 —dy+4—4+1=0; (157)
22 —de+4+y? —dy+4="T; (158)
(x =22+ (y-2)? = (VD)% (159)

que € o circulo de raio /T com centro no ponto (2,2). Como esta equacio ndo € radial,
sua expressao em coordenadas polares ndo oferece nenhum vantagem.

Um outro exemplo, a equagdo

2
= f(p,0) = ——— 160
p=f(p,0) pp— (160)
que € dificil de interpretar com coordenadas polares, mas facilmente podemos trans-
formar em uma equagdo cartesiana:
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r= 1—c§s(9) =p—pcos() =2; 161)

(

VaZ+y2 —z=2=22+y% = (z+2)% (162)
2
P=dotd=A@@+)=a="YL —1=f(y); (163)
y=+4 = 2=3 = 3 +4)€{(=y:(fW).2)} (164)
2ydy = 4dw; A(z —a) = B(y — b); —B(z —a) = A(y — b); (165)
(3,4) = 8% (y —4) =4(x — 3);4(y — 4) = —8(x — 3); (166)
(3,—4) = =8(y +4) = 4(x = 3);4(y + 4) = 8(z — 3); (167)
Na equagio (eq. 164) calculei dois pontos sobre a curva. Nas equagées (eq. 165)- (eq.
166) calculei as diferenciais da equagdo da pardbola em dois pontos, (3,4),(3,—4), as
equagoes das retas tangentes e de suas perpendiculares, nestes pontos. Por definigdo,
na pdrabola, as retas perpendiculares em qualquer ponto, passam pelo foco, entio duas
tais retas identificam o o foco, a interse¢io das retas perpendiculares € o foco da
pardbola:

4y +4) = 8(z — 3);
{ Ay —14) = —8(x — 3); (168)
32=16x —48; = z=280/16=5

= dy+16=16 = y=0 (169)
(5,0) € o foco da pardbola ;

T =

A equagdo da reta com coeficiente angular m e passando pelo ponto (a,b) é y = m(x —
a) + b entdo
y=m(z—a)+b = psin(t) =m(pcos(t) —a) +b; (170)
P= ) mes@ (171)
para gnuplot: p(t) = (b —m*a)/(sin(t) —m = cos(t)); (172)
O cdédigo, em gnuplot
set polar
m=-1; a=1; b =1;
r(t) = (b - m*a)/(sin(t) - m*cos(t));
plot r(t)
produz o grdfico de y = m(z —a) + b.
Se uma reta passar pela origem fazendo o dangulo o com o eizo OX entao é um lu-
gar geométrico radial, qualquer ponto sobre esta reta é fungdo do raio mas o método
descrito nas equagdes (eq. 170) -(eq. 172) ndo funciona porque
b=a=0 = b-—mxa=0; (173)

Uma reta que passe pela origem €

Y = mx;
{ {(r,0):0 = Atan(m)}; )
Seria a equacdo em coordenadas polares da reta y = max, mas ndo tem como traduzir
esta equagao para fazer o grdfico com gnuplot uma vez que este motor espera uma

equagao no formato r = f(0) que é impossivel tirar do sistema de equagoes (eq. 174).

Grdficos bonitos podem ser obtidos com coordenadas polares, por exemplo r(t) =t em que o
raio € igual ao dngulo, € uma espiral, experimente com gnuplot, mas nao esquega do comando
crucial: set polar;. Depois tente os grificos

pow(t,n) = t + +n; # para definir poténcia; (175)
(1) = pow(t, 2); (176)

r(t) = pow(t,3); (177)

7(t) = sin(pow(t,2)); (178)



Estes exemplos mostram a fragilidade do sistema de coordenadas polares
para ser usado genericamente. Se passarmos para derivadas entdo as coor-
denadas polares podem oferecer cdlculos simplesmente estrambéticos um bom
exemplo é a representacao do Laplaciano em coordenadas polares. . . e o objetivo
que temos com Matemadtica absolutamente nao é este e sim, usar um sistema
de representagao que seja o mais adequado para atingir a simplicidade, quando
isto for possivel.

O exemplo do circulo de centro na origem e raio R cuja equacao em coorde-
nadas polares é r = R mostra que ha casos em que vale a pena usar coordenadas
polares, como ¢é o caso do préximo exemplo no calculo de integrais de sélidos de
revolugao.

Vou dar mais outro exemplo mostrando como algumas vezes é importante
usar coordenadas polares, é o célculo duma integral que é facilmente obtido com
a chamada de mudanc¢a de varidveis na integral. A intezgral da gaussiana, sendo
o exemplo cldssico do célculo da integral de f(z) = e™*", passando pela integral
de F(z,y) = ey’ que é uma funcao radial.

R= [ [ e Vdedy= [ ede | eVdy=([ e dey% (179)
R= 7 }C e~V dady = UTZfﬂe’TZ det(J(r,0))drdo; (180)

(de dy)=J(r 9)< o ) (181)

J(r,0) = ( :i’;éz)) ;ZZIS‘E(H‘;) ) cdet(J(r, 6)) = p: (182)

R= Z?Zf"e*” det(J(r. 0))drdd = Z?zfe*r%dme —or Z'Oe’Tder: (183)
R—n ;fe*“mr - e lE = (184)

T ePdt = VR = /r; (185)

Os sistema de equagdes na (eq. 182) representam transformagoes, nao line-
ares, do plano para o plano que ¢é diferenciavel fora da origem que é um ponto
critico para as coordenadas polares. E interessante registrar a jacobiana destas
transformadas que podem ser usadas para simplificar integrais.

Esta é a grande aplicacao das coordenadas polares, no calculo de volumes
de sélidos de revolugao quando o cédlculo se processa de forma semelhante ao da
sequéncia nas equagoes (eq. 179)-(eq. 185).

A justificativa da passagem em que aparece o determinante da jacobiana da
transformada de coordenadas é que o determinante é o fator de correcao local
da drea entre a regiao de saida e a de chegada pela transformacao mudanca de
coordenadas.
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- cosenos diretores confira equagdo polar da reta. Os cosenos diretores sao os
nomes dados as coordenadas dum ponto sobre a esfera de dimensio n—1, S"~1,

X €8" 1 X = (cos(ay, cos(az, ..., cos(ay)); (186)

Eles satisfazem a relagao fundamental da trigonometria,

i:cos(ak)2 =1 (187)

k=1

- curva ¢ uma variedade de dimensao 1. Uma reta ¢ uma curva, assim com qual-
quer outras das conicas de dimensao 1: pardbola, circulo, elipse ou hipérbole.
Um ponto é uma variedade de dimensao zero, e um plano é uma variedade di-
mensao 2. Uma outra forma de definir curva se dd por parametrizagao quando
se entende uma curva como uma fungao definida em um intervalo da reta e
tomando valores em um espago vetorial:

a:a,b) = R a(s) = (z1(s), ..., xn(s)); (188)
O trago de o é uma variedade de dimensao 1 contida na variedade linear de
dimensao n, R".

Entretanto as curvas podem ser objetos bastante complicados, como as cur-
vas que preenchem o espago (space filling curves), vocé pode encontrar um
exemplo deste tipo de curva em [9], a curva de Peano que passa por todos os
pontos de coordenadas racionais de um retangulo. Uma tal curva nao é dife-
rencidvel. Para a grande maioria dos teoremas do Célculo se impoe a condigao
de diferenciabilidade sobre as curvas para eliminar os problemas que uma curva
genérica poderia criar.

Um exemplo simples de curva é o grafico de uma fungao diferencidvel.

[a.b] L Riw s f(2) € R (189)

Retirando o adjetivo “diferencidvel” o exemplo pode ficar bem complicado. Este
exemplo pode facilmente se acomodar & notagao da equagao (188) se escrevermos

(5. £(5)) = (z1(s), z2(s)) (190)

- curva algébrica é uma variedade de dimensao 1 definida como os zeros dum
polinoémio em duas varidveis com coeficientes sobre um corpo K. Por exemplo,
se o corpo K = R e sendo

n
F(x,y) = Y cpa™ *y¥cp € R; (191)
k=0

F(z,y) = 0 é uma curva algébrica; (192)
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Todas as conicas da geometria analitica sao curvas algébricas sobre o corpo
R e a geometria analitica é o estudo de um tipo particular de curvas algébricas
sobre o corpo dos reais.
Como F(z,y) definido pela equagdo (eq. 191) é derivével, entdo a derivada
implicita
——dx + —dy (193)
x z

e mais um ponto (a, b); F(a,b) = 0, um ponto sobre a curva algébrica F(z,y) =
0, produzem uma variedade tangente & curva algébrica no ponto (a,b) que é
dada por

OF OF
i l@n (@ =)+ Z-l@n(y —b) (194)
Deduzi a equagao (eq. 194) da equagao (eq. 191) sob a hipétese de que a solugao

(a,b); F(a,b) = 0 exista e a equacao (eq. 194) é um polinémio do primeiro grau
em z,y o que define uma reta.

Este calculo pode ser considerado uma demonstracao de que as curvas algébricas,

como definidas acima, sao variedades de dimensao 1 porque suas variedades tan-
gentes sao retas. Isto porque a tangéncia é uma relacao de equivaléncia, entao
se a tangente num ponto de F(z,y) = 0 for uma variedade de dimensao 1, entdao
F(z,y) =0 ¢ uma variedade com a mesma dimensao 1.

- curva de Jordan é um tipo de curva fechada, diferenciavel, que nao se corta
a si mesma. Se define o indice de um ponto relativamente a uma curva como o
numero de vezes que a curva circula em torno do ponto. Em variaveis complexas
isto pode ser obtido como o valor da integral

1 1
Ind(a) = i / P (195)
¥

Se a curva ~ for de Jordan, a integral na equa¢ao (195) somente poderd valer
0 oun # 0. Se valer n # 0 entdo o ponto a é um ponto interior de + e valera
0 se a for um ponto exterior, nada se podendo dizer se a estiver sobre a curva.
Observe a logica do nome da equacao (195), ela expressa o nimero de voltas
que a curva y der em volta do ponto a, em inglés winding number, nimero de
voltas. Esta integral é estudada em varidveis complexas e faz parte da férmula
integral de Cauchy.

A fronteira de um retangulo ainda é uma curva de Jordan porque se extende
o conceito as curvas que nao sejam diferencidveis em um nimero finito de pontos.
O céleulo da integral na equagao (195) pode ser facilmente feito neste caso, do
retangulo ou de um quadrado com lados paralelos aos eixos. No grafico (29) hd
pontos cujos indices relativamente a 7 ¢ dois, portantanto nao se trata de uma
curva de Jordan. As curvas de Jordan dividem o plano em duas regioes disjuntas
chamadas de interior e exterior da curva. E um teorema, que levou anos para
ser demonstrado, que leva o nome de Jordan, estabelece que se ligarmos um
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Figura 29: Um curva que nio é de Jordan

ponto do interior de uma curva de Jordan, v com um ponto do exterior da
mesma curva, por meio de uma curva 3 entao havera um ponto do plano que
serd comum as duas curvas 7y e f3, elas se interceptam. Uma reta é uma curva
de Jordan! resta apenas a decisao da escolha da regiao interior, ¢ um ponto de
vista!

- derivada Se uma fungao real y = f(x) de varidvel real tiver retas tangentes
ao seu grafico numa vizinhanga do ponto a, entao dizemos que f ¢ diferencidvel
em a e o coeficiente angular da reta tangente ao ponto (a, f(a)), designado com
o simbolo f’(a), ¢ a derivada de f no ponto a. A fung¢io y = f'(z) que fornece o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(x)) se chama
derivada de f.

gnuplot é um programa para fazer graficos e ele entende um pouco de Ma-
temadtica, podemos fazer algumas operagoes algébricas com ele. Os graficos na
figura (fig 30), pdgina 79, foram feitos com gnuplot para ilustrar a frase anterior.
Foi este o programa escrito em gnuplot que eu rodei:

pow(x,n) = x**n; ## uma expressfo melhor para potencia
f(x) = pow(x,2) - x - 6; ## a equagdo da fungio
df (x) = 2xx -1; ## a derivada atualize se alterar f

al = -3; Al = df(al); Bl = f(al); ## o valor de a, A, B - troque apenas "a"

a2 = 3; A2 = df(a2); B2 = f(a2);

ri(x) = Al*(x-al) + Bl ## uma reta tangente
r2(x) = A2x(x-a2) + B2 ## outra reta tangente
plot f£(x), ri(x), 0, r2(x);

Se vocé souber calcular a derivada de f vocé pode fazer experiéncias com este
programinha do gnuplot. O objetivo lhe mostrando logo este programa ¢é o
de traduzir o poder da derivada. Se vocé souber calcular a derivada de uma
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Figura 30: tangentes ao grafico de f(z) =a? —2 — 6

funcao entao vocé tem o poder de colocar uma reta tangente ao grafico de f em
qualquer ponto que vocé desejar.

Se vocé souber calcular a derivada de uma fungao pode imediatamente usar
este programa para fazer graficos de fungoes. Raspe, cole, e se divirta!

Observe que 71(z) é a equagao de uma reta apenas os coeficientes Ay, By
foram calculados usando f, o coeficiente angular da reta foi calculado usando
a derivada de f. Este ¢ o significado da derivada: f’(a) é coeficiente angular
instaneo do gréfico de f no ponto (a, f(a)).

A equacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto (a, f(a)) se deduz direto
da equagao da reta que passa no ponto (a, f(a)) e tem coeficiente angular m

y=P(z) =b+m(z —a);(a,b) = (a, f(a));m = f'(a); (196)
P(x) = f(a) + f'(a)(x - a); (197)

que ¢ a expressao do polinomio de Taylor do primeiro grau desenvolvido no
ponto x=a.

Para que vocé entenda melhor esta questao do coeficiente angular instantanneo
um exemplo da Fisica é bem instrutivo. Considere a seguinte situacao, repre-
sentada no grafico da figura (fig 31), pagina 80. Neste gréfico estou simulando
0 que aconteceria se eu estivesse rodando uma pedra presa a um cordao que,
num determinado instante, se quebrasse. A pedra, enquanto presa & minha mao
pelo cordao, em movimento, muda de direcao a cada instante. Mas quando o
cordao se quebra ela se mantem numa direcao fixa, a da tangente. Obviamente
que em seguida ela vai mudar de diregao porque passa a ficar presa a Terra pela
forga de gravidade. Mas, se nao houvesse a for¢a de gravidade, entao, sim, ela
seguiria por uma reta - movimento uniforme nao acelerado como diz a Fisica.

A verdade é que, em todo o Universo, nao existe um sé corpo em movimento
uniforme nao acelerado, todos os corpos sofrem a agao da gravidade dos outros
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Figura 31: o corddo se quebra, a reta sai pela tangente

corpos no Universo e assim em todo o Universo nao existe uma tnica reta. . . mas
na Geometria Euclidiana existem retas e disso que estamos falando para discutir
a derivada.

Observe que neste simples exemplo, estou mostrando que Geometria Eucli-
diana, que parece tao concreta, na verdade ¢ uma grande abstra¢io da mente
humana.

Retornando & figura (fig 31), o coeficiente angular da reta que ali aparece,
é a derivada do circulo naquele ponto. Vocé pode ver logo aqui um método
geométrico para o calculo de derivadas:

e coloque uma regua tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a));
e calcule o coeficiente angular, m, desta reta;
o f'(a)=m.

Outra vez usando gnuplot, com os comandos abaixo, que vocé pode raspar
e colar num terminal do gnuplot,

f(x) = (x+3)*(x-5)*sin(x/5.0);

df (x) = (x-5)*sin(x/5.0) +\
(x+3)*sin(x/5.0)+0.2* (x+3) * (x-5) *cos (x/5.0) ;

P(x) = f(a) + df(a)*(x-a)

a = 4;

plot £(x),P(x),0

vocé pode repetir a figura (32) pdgina 81, em que estd representada a reta

tangente ao gréfico de f(z) = (z + 3)(x — 5) sin(x/5.0) no ponto (4, f(4)).
Apenas trocando valor de a vocé pode obter gréficos de outras retas tan-

gentes ao grafico desta mesma fungio ou outra de sua escolha (redefina f e df
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Figura 32: Reta tangente ao gréifico de uma fungao - derivada

no programa), escolha distintos valores para a e repita o comando plot para
ver tangentes em diversos pontos do grafico. Por exemplo, raspe e cole num
terminal do gnuplot este programa:

f(x) = (x+3)*(x-5)*sin(x/5.0);

df (x) = (x-5)*sin(x/5.0) +\
(x+3)*sin(x/5.0)+0. 2% (x+3)* (x-5) *cos (x/5.0) ;

P(x) = f(a) + df(a)*(x-a)

a = -4;

plot f(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"

a = -2;

plot f(x),P(x),0;

pause -2 "Aperte enter para continuar"
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a= 0;

plot £(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"
a= 1;

plot £(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"
a= 2;

plot £(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"
a= 3;

plot f(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"
a= 5;

plot £(x),P(x),0 ;

pause -2 "Aperte enter para continuar"

e vocé vai ver sucessivos graficos de retas tangentes ao grafico da fungao y = f(x)

Até este momento adotei um ponto de vista que pode ser constrangedor para
voceé, leitora. Estou usando a derivada, e supondo que vocé ja sabe derivar, mas
eu lhe pedi que aceitasse esta forma de comunicagao com paciéncia, e agora vou
mostrar-lhe o caminho para aprender a derivar. Vou ser resumido do contrério
eu iria escrever um capitulo do livro de Calculo, e nao é este o objetivo aqui.
Vocé pode ler o livro de Célculo na biblioteca, aqui estou apenas tentando
estimuld-la a fazer isto.

A definicao da derivada para funcoes reais

A derivada mede uma taxa de variacao instantanea, portanto um calculo
de limite. Mas deixe-me comegar do comego, taxa de variagao quer dizer um
quociente de diferengas que vocé pode ver indicado no grafico na figura (fig 33),
pagina 83. O quociente entre duas diferengas:

Ao(f) = W (198)

é a tangente do angulo « no triangulo retangulo que vocé pode ver na figura
(fig 33).

Mas eu quero o coeficiente angular da reta tangente no ponto (a, f(a)) que
é f'(a). Se a curva graf(f) fosse a tragetéria de uma nave que fosse liberar
no ponto (a, f(a)) um foguete, este foguete seguiria pela reta tangente com
coeficiente angular f’(a). E uma situagio semelhante a da pedra presa ao cordao
que se quebra na figura (fig 31).

Eu vou agora mostrar-lhe o cdlculo deste limite.

Dada uma fungio y = f(z) podemos aplicar-lhe o operador diferenca carac-
terizado pelo simbolo A, seguido do operador quociente para o qual nao hd um
simbolo padrao. A sequéncia de operagoes é esta:
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reta
tangente
em (a,f(a)

Af = fla+Ax) —f(a)

taxa de variagao A
de a ate _aAx

Figura 33: taxa de variacio de f no intervalo [a,a + Ax]

Aanl(f) = fla+h) = f(a) (199)
Qun(f) = 2 (200)
lim Qan(f)=f(a) (201)

Se soubermos o significado da tltima linha, calculamos a derivada. Para
“decifrar” a tltima linha algumas vezes ¢ preciso muito pratica. Entretanto,
salvo alguns casos muito especiais que inclusive sao chamados de limites notaveis
a grande maioria dos casos simples do dia-a-dia sao resolvidos com as regras de
derivacao descritas abaixo e mais um banco de derivadas conhecidas, e alguma
prdtica de cdlculo. . .

Um exemplo simples

A derivada da fungdo f(x) = 2% é f'(x) = 322 e vou calcular esta derivada
usando quociente de diferengas seguido do limite. Acompanhe a sequéncia de
operagoes para a qual vou fazer uma legenda em seguida, e vocé pode saltar da
legenda para a sequéncias de operagoes para procurar entender as passagens.
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flx) =23 Aun(f) = fla+h) — f(a) = 3a®h + 3ah® + h®; (202)
Qun(f) = 222U = 302 4 3ah + h%; (203)
lim Qun(f) = 3a? = f'(a) (204)

Na equagao (eq. 202) calculei a diferenca com auxilio do triangulo de
Pascal, confira no tridngulo a linha de ordem 3, cancelei o termo em a?
quando subtrai f(a);

Na equagao (eq. 203) calculei o quociente de f no ponto a com a diferenca
h. No quociente Qq 1 (f) as poténcias de h cairam de uma unidade, ficando
um termo livre de h.

Na equacao (eq. 204) calculei o limite de Q1 (f) quando h = 0 que neste
caso é simples, os termos que tem h se anulam. Resta o termo que nao
tem h com a conclusdo f’(a) = 3a.

Para todas as fung¢oes polinomiais ¢ assim simples, o célculo vai ter mais
termos e ficar um pouco mais complicado de fazer a redagao, mas tem alguns
truques redacionais que vou mostrar-lhe.

Considere apenas f(z) = 2™ e confira que é semelhante ao caso acima. A
diferenga ¢ calculada com a linha de ordem n do tridngulo de Pascal que comega
com a” seguido de (7_;)a""'h e termina com h"™. Coloque reticéncias no meio
que é tudo “irrelevante”. Se convenca!

Quando calcular A, ,(f) vai se cancelar o termo de maior grau, em « ficando
de ("_;)a" 'h e terminando com h". Coloque reticéncias no meio que ¢ tudo
“irrelevante”. Se convengal!

(_)a"th = na""h

Quando calcularmos o quociente Qg 5 (f) caem de uma unidade todas as
poténcias de h ficando de na” ! e terminando com h™~!. Coloque reticéncias
no meio que ¢é tudo “irrelevante”. Se convenca!

Todos os termos, exceto o primeito, na™ ! se anulam. Conclusdo:

fa) =" = ['(@) = na""!

que ¢é a regra de derivacao da enésima poténcia.

Logo vocé vai ver as regras de derivagao, abaixo, e como calcular a derivada
de um polinémio qualquer.

O célculo da derivada

A derivada nao é uma operacao aritmética, ela é o resultado da aplicacao
do operador limite a uma sucessao de quocientes de diferencas isto torna pouco
provavel que se consiga implementar a derivagao em Computagio Algébrica ou
seja “calcular a derivada automaticamente com um programa de cmputador”.



Vocé pode ver facilmente que procede o que foi dito no pardgrafo anterior
analisando as contas que fiz para determinar a derivada de f(z) = 2™. Observe
a passagem da equacao (eq. 205) para a equagao (eq. 206) . Nao foi uma
passagem algébrica, houve um salto légico que se traduziu na frase “todos termos
que contém h se anulam exceto o primeiro”. Este raciocinio nao é algébrico
e nés apenas sabemos dizer que aplicamos o operador limite ,lzh%' Sabemos
fazer este cdlculo, mas nao sabemos traduzi-lo com um algoritmo o que torna
impossivel, no momento pelo menos, traduzir esta passagem para um programa
de computador.

Ainda assim os programas de Computagao Algébrica conseguem calcular de-
rivadas de forma mais efetiva que o humano ao aplicar as regras do Célculo para
diferenciacao que se podem resumir nas seguintes:

e A derivada de uma fungao constante é zero.

e Se uma fungao for linear ela é a sua prépria fungao linear tangente portanto
a derivada de uma funcao linear é ela mesma;

derivada da soma Se f e g forem derivdveis, entao f + g é derivavel e
(f+9)=f+g"
derivada do produto que se f, g forem duas fungoes diferencidveis, entao

(fo) =fg+1d

derivada de uma fun¢ao multiplicada por um nimero esté contida na pri-
meira regra e na regra da derivada do produto, mas merece destaque. Se r
for um nimero, e se f for derivdvel, entao (rf)" = rf’. Aplique a derivada
do produto e vocé verd que obtém esta regra.

derivada de fungdes polindmiais a derivada de f(z) = 2™ é f'(z) =nx 2™

para fungoes reais de varidvel real (ou complexa);. B uma aplicacao direta
do operador diferenga ao monémio f(x) = 2™ seguido do célculo do limite.

Para um polinémio qualquer se aplica a regra da soma de derivadas, e
para cada um dos monomios da soma, arz” se aplica a regras derivada da
multiplicagao pelo nimero real aj.

derivada da %

S N flatA
Taian — T _ fla) = fla+Ax) Lo faioe)
Ax Azf(a+ Az)f(a)  fla+ Azx)f(a)
na ultima equagao tanto o numerador como denominador tém limite e o li-
mite do denominador é diferente de zero entao podemos aplicar o operador
limite lim Az = 0 tendo por resultado

1 ;o
(F@)'=

(205)

f'(a)
f(a)?

(206)

86

e derivada do quociente quando g(z) nao se anular no ponto a, entdo numa
vizinhanga de a
! y = 919

g g*

(

e aregra da cadéia, a derivada da fungao composta, que se f, g forem duas
fungoes diferencidveis e se a composta f(g(x)) existir entao

(flg@))" = f'(g(x))g' ()

A regra da cadeia se aplica ipsis literis em qualquer dimensao em que as
compostas estejam definidas.

Estas regras junto com um banco de derivadas conhecidas permitem que os
programas de Computagao Algébrica calculem derivadas de forma muito mais
efetiva que o ser humano sugerindo a existéncia de inteligéncia artificial.

Uma alternativa a Computacao Algébrica é a diferenciagao algoritmica que
tem conseguido alguns avangos, mais ainda nao se pode comparar com as pos-
sibilidades da Computagao Algébrica, e como esta, esbarra no salto légico entre
operagoes aritméticas e operador limite.

Dois exemplos, um deles dificil

Mostro-lhe um exemplo, alids, dois:

e Uma derivada dificil: f(z) = sin(z); f'(z) = cos(z); Esta derivada ¢é
obtida uma uma desigualdade geométrica e mais algumas propriedades do
limite.

Mas cos(z) = sin(z — §);

g(z) = cos(z); entao podemos calcular ¢’(z) usando uma propriedade da
trigonometria, junto com a derivada do sin.
9'(x) = lim Qz.n(9); (207)
Qunle) = cos(zﬁ»h}:fcos(z) _ sin(r+1L—1’z—sin(z—4):
Qu,n(9) = Qu—z n(f);
g'(z) = f'(x — §) = cos(x — §) = sin(z);

cos(z) = sin(z);

(208)
(209)
(210)
(211)

Conclusao, ha algumas derivadas que sdo dificeis de serem calculadas, como
é o caso da derivada do sin(z), mas na medida em que aumentarmos o banco de
dados de derivadas conhecidas, e ampliarmos a lista de regras com novas propri-
edades, conseguimos ampliar muito rapidamente o banco de dados. Esta é uma
breve descrigao da metodologia com que os programas de Computagao Algébrica
calculam derivadas e consequentemente também integrais, ou seja apenas eles
representam uma automatizagao dos métodos que nds, os humanos, usamos para
calcular derivadas, e conseguem fazer o trabalho com muito mais rapidez e sem
o0s erros que os humanos frequentemente cometem. . .
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Que é mesmo a derivada?

A comparagao da derivada de fungoes univariadas com a jacobiana das
fungoes multivariadas levou a uma generalizagdo do conceito de derivada. Ob-
serve como isto foi feito, obviamente, olhando depois que tudo aconteceu. . . Quem
nos da o fio da meada é a derivada implicita. Se z = F(z,y) for diferencidvel
entao podemos obter, derivando implicitamente:

dz = Z—I:dz + %—5dy = (212)
- o dx .
dz:(fg—; %)(dy> (213)

Na equagao (eq. 213) deduzi da equagao (eq. 212) um produto de matrizes em
que aparecem as extranhas variaveis dzx, dy, dz nas quais nao ha nem x nem y e
nem z. Isto é uma outra histéria que criou um tremendo drama na Matematica
numa tentativa de explicar o que seriam os infinitesimos com que os matematicos
até o inicio do século 20 identificavam os simbolos dz, dy, dz.

Para entender como o drama foi resolvido, vou derivar implicitamente, coisa
que ninguém faz, uma fungao univariada: y — f(z) = 0. Para fazé-lo escrevi a
fungao univariada de forma implicita. . .

y—fl)=0 = dy— f(x)dz = dy= f'(z)dz; (214)

Se considerarmos o ponto (a, f(a)) do gréfico da func¢ao diferencidvel y = f(x)
podemos obter da equagdo (eq. 214) a equagdo da reta tangente ao gréfico da
fungao no ponto (a, f(a)) = (a,b)

(a, f(a)) = (a,b);  (215)
dr == (z — a);dy = (y — b); (216)
dy = f'(x)dz = y—b= f'(a)(z — a); (217)

um novo produto de matrizes na equagao (eq. 217). Apenas agora uma matriz
1 x 1 que se identifica com um niimero. Matrizes sao identificadas com fungoes
lineares e f’(a) ¢ o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de y = f(x)
no ponto (a, f(a)).

Com isto resolvemos o significado das varidveis extranhas, agora dz,dy no
caso univariado. Quando derivamos encontramos o modelo para o objeto linear
tangete, nao o préprio objeto linear tangente. Entao a derivada ¢ uma fungao
linear que serve como modelo para o objeto linear tangente. Observe o grafico
na figura (fig 34), pagina 88.

Podiamos ter feito dois graficos, um num espago identificado pelas varidveis
dz,dy e outro onde se encontra o grafico de y = f(x). Simplesmente nio
precisamos de infitesimais, dx,dy sdo os nomes de duas varidveis em relagao
4s quais represntamos a fungao linear tangente em parte devido a um defeito
de linguagem e comunicagao porque é complicado falar da fungao linear f’(a)
¢ mais natural falar da fungao linear que associa a varidvel dz a sua imagem
f'(a)dx = dy. Entao, como

FiR—Rievs f(r) R f'R — LR, R);2 &5 f(@)L(R,R)  (218)
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A reta tangente no ponto (a,f(.

(a.f(@)

A derivada dy = f(a)dx

Figura 34: a reta tangente e o gréfico da derivada

a derivada é uma funcao que associa a cada ponto do dominio uma fungao linear
cujo gréfico ¢ paralelo ao grifico da reta tangente, no caso univariado ou em
qualquer outra dimensao finita.

Esta formulagao estd pronta para a generalizacao para espagos de dimensao
nao finita. O Célculo que fazemos com espagos de dimensao finita pode ser
generalizado para os espagos abstratos, no caso dos espagos vetoriais normados
praticamente podemos repetir as relagoes existentes nos livros de Calculo evi-
tando as questoes dimensionais, e Henri Cartan escreveu, na década de 60, um
livrinho intitulado Calcul différentiel dans les espaces de Banach.

E isto que é jacobiana de uma fungio multivariada, a fungao linear que
serve de modelo para a variedade linear tangente ao grafico de uma funcao dife-
rencidvel em cada um dos pontos de seu grafico. O nome jacobiana surgiu pela
falta de claro entendimento do que seria o conjunto de derivadas parciais que
aparecem quando derivamos uma fun¢ao multivariada e que a derivada impli-
cita, claramente, mostra que se trata de uma funcao linear sendo a jacobiana a
matriz da mesma.

E os infinitésimos? como muita coisa em ciéncia, foi trabalho perdido e muita
pesquisa feita para justifica-los até mesmo sendo criada uma teoria complicada
de expansao dos nimeros reais onde eles aparecem.

- derivada complexa O conjunto dos niimeros complexos tem as mesmas pro-
priedades que o conjunto dos niimeros reais (exceto a ordem) e assim é um corpo.
Desta forma podemos aplicar a defini¢ao de derivada usual das fungoes reais de
varidvel real as fung¢oes complexas de varidvel complexa que é o que se costuma
chamar de derivada compleza, e neste momento surge um dos resultados mais
intrigantes da andlise: se uma fun¢do complexa de varidvel compleza tiver de-
rivada complezxa ela serd infinitamente diferencidvel. Sao as fungoes analiticas,
as fungoes complexas que tém derivada compleza.
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Uma forma simples de chegarmos a este resultado pode ser esquematizada
na seguinte sequéncia em que estamos usando derivagao implicita para fazer
aparecer as equagoes de  Cauchy-Riemann, também estamos usando a dualidade

de interpretagio C 7. ¢, R? L5 R?, conforme for conveniente:

f uma fungao complexa de variavel complexa; (219)
[ = u+iv;u,v fungoes reais de varidvel complexa; (220)
J(f) = ( Yo Uy ) —a+if=f(z)€C; (221)
Vg Uy
& = J(f) ( Z ) — (a+ Bi)(da + idy) = (adz — Bdy) + i(ady + Ada(R22)
g, (@ B\ ([ d= ‘
a=reie=(5 0 () (228)
Uy = Vyi Uy = —Up (224)

A igualdade na equacio (221) vem da afirmacdo inicial, C ¢ um corpo,
como R, a derivacao das fungées reais de varidvel real, se aplica verbatim ao
caso complero, portanto, como no caso real, f/(z) € C, a derivada compleza ¢
o nimero complexo a + 3.

Este fato volta a ser usado na equagao (222) para identificar um tipo particu-
lar de matriz jacobiana, a derivada de f, agora vista como funcio de R* — R?,
na equacio (223). Vamos poder assim destacar, entre as fungoes R? — R2,
uma classe particular de fungoes cuja matriz jacobiana tem o formato apresen-
tado na equagio (223), as fungoes analiticas.

A equagao (ou sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira or-
dem), equagdo (224), obtida quando igualamos as matrizes nas equacoes (221)
e (223), é conhecida como equagoes de Cauchy-Riemann, e elas caracterizam
quando uma fungao f = u + iv é andlitica e sao usadas com frequéncia como
definigdo de funcao analitica.

A derivada complexa de f, se existir, é uma nova fungao complexa de variavel
complexa e se calcularmos sua derivada veremos aparecer novamente as equagoes
de Cauchy-Riemann. Por indugao se conclue que se f for uma func¢ao complexa,
de variavel complexa, entao serd infinitamente diferencidvel se for derivavel no
sentido complexo.

Quer dizer que se voltarmos a olhar para as fungdes vetoriais de varidvel
vetorial de dimensao dois havera duas classes disjuntas de fungoes, aquelas que
satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, as fungoes analiticas, e as outras
que podem ser de classe C°*° mas que nao sao analiticas. Por exemplo

g(w,y) = (z,—y) = (w@,y),v(z,9));9(2) =7 ue =1# v, = —1(225)

nao ¢ uma fung¢ao analitica mas ¢ de classe C*.

Uma das implicacoes mais fortes da analiticidade é que se f for analitica
ird transformar abertos do plano complezo em abertos do plano complero mas
nao é uma propriedade ficil de ser demonstrada. Esta propriedade fundamental
caracteriza as fungoes analiticas como aplicagoes abertas.
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A derivada complexa de f pode ser escrita numa das formas alternativas
seguintes, usando as equagoes de Cauchy-Riemann:
Uy + Vg = Uy — Ty = Vy + 10 = Uy — iUy (226)

em outras palavras, o ntmero f’(a + ib) = « + i8 pode ser obtido com um
qualquer das expressoes da equagao (226). Se usarmos o conceito de operador
diferencial, podemos deduzir das expressoes na equagao (226) as expressoes,
usando sempre a mesma notagao:

227
228

(& i) () = (& +i)w) = (=ig + £&)(v) = (& —iZ)(iv) (227)
; i) (iv) = a+i8 = f'(a+ib) (228)
& — i) = 2(a +ip) (229)

) u+iv) = 2(a +if) (230)

(%~ 7ay)(f) = (a+if) = f'(a+ib) (231)
(232)

(233)

(234)

(235)

§o
|
Sk
=
&S
I
I
§o
|
!

ol

(&~ i) w) — (& —iZ)(iv) =0 232
(Z-id)u—iv)=0 233
(

(2 761/) u+iv) =0 234

9 ;0 — (- (9 4 ;0 — B
T2 () =0 (& +iZ)(f) =0 235
Destes célculos surgiram duas expressoes mais simples que se tornaram dois
operadores diferenciais classicos permitindo uma forma concisa de expressar
tanto as equagoes de Cauchy-Riemann como a definicdo da derivada de uma
funcao analitica:

0= 3(gs ~iz;) = 3(gz +i3;) (236)
I=SE+id)=3(Z-1&) (237)
If)=a+iB = f'(a+ib) (238)

A(f) =0 <= f satisfaz as equacdes de Cauchy-Rieman (239)

Embora a formulagio a direita, nas equagoes (236) e (237) sejam mais
didéticas (ligadas & defini¢ao de conjugado), a expressao que parece ser a mais
comum sao as que ficam & esquerda, para definir os operadores 9, 0.

E interessante observar que as equagoes de Cauchy-Riemann siao um exemplo
de equagao diferencial parcial que foi resolvida ao longo de mais de um século,
resultando na construcao do que se chamava de teoria das fungées que se pode
dizer, com alguma dose de exagero, que é a solucao das equacoes de Cauchy-
Riemann, ou, a solugao destas equagoes ¢ uma fungao analitica e vice-versa. As
fungoes analiticas sao também chamadas de funcoes holomorfas.
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E interessante observar que se f = u+ v for analitica, entao as duas fungoes
reais u,v sdo harmonicas, quer dizer, satisfazem & equacdo homogénea de La-
place A(u) = A(v) = 0, isto é consequéncia direta das equagoes de Cauchy-
Riemann e do teorema de Schwarz-Clairaut das derivadas mistas.. As fungoes
u, v chamam-se conjugados harménicos. A reciproca é verdadeira e passa pela
solugao da equagao diferencial de Cauchy-Riemann (as equacoes de Cauchy-
Riemann) em que uma das duas fungoes, u ou v, ¢ um dado do problema. A
solugio ¢ unica a menos de uma constante. Para resolver a equagdo diferencial
parcial A(F) = 0 foi preciso montar toda a teria das fungoes analiticas.

- derivada parcial

Quando uma fungao, F for multivariada, ha derivadas “parciais” que podem
ser calculadas relativamente a cada uma de suas variaveis considerando entao
as demais varidveis como constantes. Notagoes:

oF

= F,
ox v

indica que a derivada foi calculada relativamente a varidvel x considerando as
demais varidveis “constantes”. E uma contradicdo dificil de resolver (a ndo ser
com uma notagao mais complicada e pouco usada, de multindices), porque Fj
é uma funcao das mesmas varidveis que F.

Quando se fala, “considerando as demais varidveis constantes”, isto vale
apenas para efeito do cdlculo da derivada. Por exemplo, se

F(x,y,2) = 2® + 2xyz + y> + 2°
entao
Fu(z,y, 2) = 22+ 2yz; Fy(z,y,2) = 222 + 2y; Fa(x,y,2) = 2zy + 32%

que sao, respectivamente as derivadas

OF OF LOF
G @002 G (@2 G . 2)
A jacobiana ¢ a matriz (funcional) das derivadas parciais.

A letra “z” que aparece no simbolo do operador derivada, é apenas um indice
indicando relativamente a que variavel a derivada foi calculada. Se eu quiser
calcular o valor da derivada, por exemplo, no ponto (—1,2,3) eu vou escrever:

%(*L 2,3) = 22 + 2y2|o=—1,y=2.2=3 (240)
98(-1,2,3) = —2412=10 (241)
F,(~1,2,3) =10 (242)

- desigualdade de Hardy Ha duas formas desta desigualdade que foi enunci-
ada em 1920 por Hardy. Na forma discreta ele estabelece que se a = (a;)52, for
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uma sucessao de nimeros positivos entao para todo p > 1

5 (;) < (%)Z = el (243)

i=1 p

Ha alguns casos triviais desta desigualdade que mostram mostram como ela era
um resultado dificil em 1920:
e se a for uma sucessao convergente a série 4 esquerda converge para o limite

de a, que é a convergéncia & Cesaro, convergéncia em média aritmética
g
que nada acrescenta a uma sucessao convergente (séries sao sucessoes).

se a for limitada, a série 4 direita tem limite que é menor do que o sup(a),
mas a série & esquerda nao precisa ter limite, e em geral nao tem, (uma
condicao ne dria (nao suficiente) para que uma série seja convergente
é que a sucessao do “termo geral” convirja para zero).

se a € [(NP, a direita se tem |[|[|lal||p?, como valor da série, e como a
convergéncia a Cesaro coincide com a convergéncia no caso de series con-
vergentes, entdo também & esquerda se tem ||[|al[|pP. Porém ;25 > 1
valendo portanto a desigualdade com a observagao de que para grandes
valores de p decai a diferenga do segundo membro da desigualdade, mas
com isto nos aproximamos do segundo caso ...

A forma integral estabelece que se f for uma funcdo integravel e positiva,
entao
oo z P 0o
1 P
[ [row) aw< 2o [rara=uing e
0 0 0

Por alto valem as consideragoes feitas para o caso discreto com as devidas di-
ferencas valendo portanto a desigualde sempre exceto no caso trivial, quando f
for quase sempre zero, quando as integrais valem zero nos dois lados da desi-
gualdade.

- determinante , Algebra‘ Linear e Multilinear. Determinante é um ntdmero
que aparece associado a uma matriz retangular n x n. A solugao dum sistema
de equagoes lineares ¢ muito semelhante, formalmente, a solucao da equagao do
primeiro grau ax + b = c¢. Ignore a comutatividade, e vocé tem dois tipos de
equagao do primeiro grau:

ar+b=c = x=a"'(c—b); inverso & esquerda de a (245)
za+b=c = x=(c—b)a"!; inverso a direita de a (246)
(247)

num anel ndo comutativo em que a tenha por inverso a~!. Se o inverso existir,
ele é tnico, mas na equagcao (245) ou (246) eu usei o inverso de a multiplicando
a direita ou a esquerda porque assumi que estrutura nao era comutativa. Isto
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significa que numa estrutura nao comutativa ha duas solugoes, possivelmente,
para uma equagao como esta da equagao (245). E o caso das equagoes matriciais,
confira matrizes.

Em N, Z, Q, R, C estas equagoes sao idénticas e se tem o hébito de escrever

como solucio, devido & comutatividade!® da multiplicacao.

Mas a, b, ¢ forem matrizes e estas equagoes forem possiveis (as dimensoes
envolvidas forem compativeis) a solucio do sistema seria expressa por uma das
equacdes (245) ou (246). A razao é que a multiplicagdo de matrizes nao é
comutativa.

Para que se possa escrever as solugdes que aparecem na equacao (eq. 245)
ou (246) é suficiente'® que det(a) # 0 e neste caso podemos aplicar a férmula
para o inverso de uma matriz para calcular a~!, confira matriz. Porém esta
forma de resolver um sistema linear é muito pouco préatica e apenas serve para
introduzir o conceito de determinante no célculo da matriz inversa.

O determinante duma matriz n x n é uma forma n-linear alternada apli-
cada aos vetores-coluna (ou vetores-linha) da matriz. Este assunto ¢ estudado
na disciplina dlgebra multilinear e o determinante é uma forma multilinear al-
ternada. O adjetivo “alternada” vem de uma propriedade dos determinantes:
se trocarmos duas colunas (ou duas linhas) o determinante muda de sinal. O
adjetivo “multilinear vem da propriedade de que se uma coluna (ou linha) for
substituida por uma combinagao linear de vetores se terd a combinacao linear
dos determinantes obtidos usando, em cada caso, um dos vetores desta com-
binacéo e usando os mesmo coeficientes para combinar os determinantes. Como
isto vale para qualquer coluna (ou linha) entdo o determinante é “multi”-linear.

Os determinantes de matrizes 2 X 2 e 3 X 3 sao fdceis de calcular, mas a
expressao geral para o célculo de um determinante envolve o conceito de per-
muta¢do como é relativamente fécil de mostrar, mas nao de calcular. Suponha
que

ayy ... Q... Qi
A=(aij);i,j=1,....niA=| ap ... aij... Gin (248)
Qnl oo Qpj... Qpp

e que ¢ € sim(n), um elemento, o, do grupo das permutagoes de n elementos,

entao
det(A) = Z sinal(o)

oesim(n)

(249)

ou seja a soma sobre todos as possiveis permutacoes o de n elementos dos
produtos das entradas da matriz A obtidos quando se permutam os elementos

10A notagio % somente pode ser usada em estruturas comutativas.

!1Mas ndo é necessario. . .
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que aparecem no produto. Um exemplo de termo da soma seria
15(1)026(2) - - - Gna(n); 0 € sim(n); (250)
ou para visualizar melhor, considere a matriz

[ P TP S AP

(i) (251)

Ao | Go(yr -+ dio(j)

[ P A R

que foi obtida da matriz A aplicando a permutagao o em sua coluna de ordem
j entdo o nimero que aparece na equacao (eq. 250) é o produto dos termos da
diagonal de A, entdo, para obter o det(A) se calculam todas as imagens de A
pela permutagoes o € sim(n) e se somam estes produtos usando sinal(sigma)
como coeficiente. Este ¢ o método usado para o calculo do determinante duma
matriz 3 x 3, observe que sim(3) tem 3! = 6 elementos portanto haveria 6 termos
na soma da equagao (eq. 249) que podem ser obtidos com esquema

ai; a2 a3 Al a2
a1 G2z a3 a1 (22 (252)
azy azz dazz azr  asz

em que as duas primeiras colunas foram repetidas. Esta expressao nao é compu-
tacional, entretanto. O método para resolver sistema de n equagoes lineares com
n incéginitas passa por triangularizar as matrizes quando o cédlculo do determi-
nante se transforma no produto dos termos da diagonal. Este assunto pertence
a algebra linear computacional, ao cdlculo numérico ou a andlise numérica.

- diagrama confira:
e Hasse, diagrama. Teoria dos conjuntos.

e Venn, diagrama. Teoria dos conjuntos.

- diferenciabilidade E uma propriedade das funcoes, estudadas no Célculo
Diferencial e Integral que diz respeito a possibilidade do grafico de uma funcao
poder ter retas tangentes nas vizinhangas dum ponto. O coeficiente angular de
qualquer uma tal reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) ¢ a derivada
de f no ponto a designada com o simbolo f’(a). E um conceito importante da
geometria diferencial que estuda as propriedades dos objetos geométricos sufi-
cientemente macios a ponto de poderem ter tangentes. A geometria diferencial
é uma divisao da topologia diferencial.

A possibilidade de ter variedades lineares afins tangentes (objetos lineares
tangentes) permite que se calcule o coeficiente angular instantaneo (local) de
uma variedade nao linear. Observe que o coeficiente angular pode ser uma
matriz de coeficientes angulares.



Ea propriedade de uma variedade ter derivada.

- diferencidvel Uma propriedade de certas fungoes. Diz-se que uma fungao f
é diferenciavel em um ponto a, se for possivel encontrar uma reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)), e neste caso a equacio desta reta tangente é

fla) + f'(a)(z - a)

Por exemplo, a fun¢ao y = f(z) = ||z| nao ¢ diferencidvel no ponto a = 0
porque neste ponto hé duas retas tangente ao gréfico de f, as retas

Y

y=—ay=

como hd duas retas tangentes, entao dizemos que f nao ¢é diferencidvel neste
ponto. Observe que esta funcao y = f(z) = ||z|| é diferencidvel em qualquer
ponto diferente de a = 0. Dizemos que a diferenciabilidade é uma caracteristica
avancada de continuidade, porque é preciso que a funcio seja continua para ser
diferencidvel (a reciproca é falsa, y = f(z) = ||z|| é continua na reta inteira).
De forma mais ampla ser diferencidvel significa ter uma fungao linear tangente.
Para espagos de dimensao diferente de 1 é preciso contornar o quociente na
definigao de tangéncia com uma relagao de equivaléncia.

JAuy = f(a) + Au(z — a) (253)
y+ R = f(a) +rd.(z —a) (254)
(255)

A, é a derivada de f no ponto a e esta forma de falar conduz a definigdo de
derivada em espagos de dimensdo diferente de 1: f é diferencidvel se f(x)— f(a)
for tangente a uma fungao linear A,.

e A funcao identicamente nula ¢ diferencidvel e sua derivada e ela mesma.

e Mais geral, se f for linear entdo é a tangente a si prépria, porque a
tangéncia ¢ uma relacao de equivaléncia, logo é a sua prépria derivada.

Como a transla¢ao de uma fungao linear, uma fungao linear afim, tem a
funcao linear tangente, entao as funcoes constantes podem ser vistas como
lineares afins tendo por derivada a funcao indenticamente nula. Isto poe
em evidéncia uma propriedade de inversao da deriva¢ao: ha uma infini-
dade de func¢oes com a mesma derivada, aquelas cuja diferenca seja uma
constante, todas as constantes tém a mesma derivada, a fungao identica-
mente nula, que é linear.

e Se [ — g =r, uma constante, entdo ¢ derivavel. Se f for derivdvel entdao

g é derivavel e ¢ = f’.

- dimensao E um conceito da estrutura de espagos vetoriais. Intuitivamente
falando é o
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e nimero exato de informagoes,
e independentes,
e para gerar um espaco vetorial.

Para concretizar estes conceitos precisamos de um pouco de Algebra Linear.
Vou comegar pela independéncia linear porque é facil criar um caminho intuitivo,
baseado na geometria, para defini-la, num espago bidimensional, o plano, apenas
vocé precisa de fazer algum esforgo para entender.

Com dois vetores podemos “gerar um plano”, que é um espaco vetorial de
dimensao dois, mas estes vetores nao podem ser colineares. Esta afirmacao
vem direto da Geometria estudada no Ensino Médio porque dois vetores sao
determinados por trés pontos. Se nao forem colineares determinam um triangulo
que é uma figura plana, assim dois vetores nao colineares determinam um plano.

Aqui estou usando um conceito que é preciso explicitar: os vetores tem uma
origem comum, é por esta razao que fiz a afirmacao: dois vetores, correspondem
a trés pontos, a figura(fig 35) o mostra , pagina 96,

A4
Figura 35: Dois vetores correspondem a trés pontos

Se os dois vetores forem colineares, quaisquer operagoes entre eles dois re-
sultaria noutro vetor em cima da mesma reta em que eles se encontram. Isto
significa que eles “apenas geram um espaco de dimensao 1”7 - uma reta. Ou
ainda, eles estdo sobre uma mesma reta. Dois vetores colineares sdo vetores que
sao, um, multiplo do outro. Vou colocar isto em simbolos:

dois vetores u, v (256)
sao colineares: u = Av; A € R; \ # 0; (257)
deduzimos: u — v = 0; (258)

Na equagiao (257) eu impuz a condigio, A # 0 porque, caso contrario, u = 0
e apenas teriamos um vetor nao nulo gerando uma reta.
Da equagao (258) podemos concluir que existem dois escalares, o = 1, 3 =
—A tal que
au+ v =0;a # 0;5 # 0; (259)
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e 6 possivel reescrever (258) assim
N
porque ja vimos que nao teria sentido que A fosse zero.

Isto nos permite completar a equacao (259) dizendo que, se os vetores u, v
forem colineares, é possivel encontrar um par de escalares «, /3, ambos diferentes
de zero de modo a obter uma combinagcao linear nula com u, v, que é o contetido
da equagao (259).

Definimos, formalmente, colinearidade que é sinonimo de dependéncia linear
1o plano, num espaco de dimensao dois.

O contrario disto ¢ independéncia linear de dois vetores que na linguagem
da geometria é nao colinearidade.

Resumindo, dois vetores, u, v, ndo sao colineares se nao for possivel encontrar
dois ntimeros reais a # 0, 3 # 0 tal que

yu+v=0;7= (260)

au+ v =0 (261)

isto ¢ a defini¢ao de vetores linearmente independentes.

Vou agora dar o salto para a dimensao trés que serd definitivo para qualquer
outra dimensao. Se trés vetores forem linearmente independentes entao eles
geram um espaco de dimensao trés, se nao forem, no maximo geram um espago
de dimensao dois.

Aqui vale lembrar uma questao de Fisica do Ensino Médio: trés forcas estao
em equilibrio estatico se os vetores que as representarem formarem um triangulo
o que significa: a soma delas ¢é zero, consequéncia da Lei de Chasles.

Vamos considerar trés vetores: u,v,w elas podem nao representar um sis-
tema em equilibrio, mas se pudermos encontrar os escalares a, 3,7 tal que

au+ v+ yw = 0;alpha # 0,3 # 0,7 # 0 (262)

entdo elas formam um triangulo que é uma figura plana.

Repetimos a expressao contida na equagao (259) agora para trés vetores
que sao linearmente dependentes. Descobrimos assim a definicao geral da de-
pendéncia linear, e independéncia linear é a sua negagao.

Defini¢ao 8 () independéncia linear
Os vetores
ULy ooy Un

sao linearmente independentes se dados os escalares
AMyeos An

tivermos
Ay + - 4 Apun =0

entao todos A\, sao nulos. Algumas vezes isto é resumido na frase: os vetores
(ug .n) s@o li. se a dnica combinagdo linear nula é a trivial, com todos os
escalares nulos.
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Parece ser muito forte a exigéncia de que todos A\j, sejam nulos, mas suponha
que apenas um deles seja nulo, por exemplo o primeiro, entdo elimine A, u,
e vocé conclui que o restante nao pode ser linearmente indepente, portanto
repetindo, sucessivamente vamos chegar ao caso do plano.

Um exemplo que também faz parte do Ensino Médio ajudaria até mesmo
para mostrar-lhe que os espagos de dimensao alta fazem parte da sua experiéncia.

Um polinémio do grau n que seja identicamente nulo tem todos os co-
eficientes nulos, reza um teorema sobre polinémios. Por que os mondmios
1,2,2%,...,2" sido vetores linearmente independentes. .. Os polinémios sio ve-
tores.

O espago dos polinémios de grau menor ou igual a n é um espago vetorial
de dimensao n + 1, porque os vetores

1,22, ... 2" (263)

sao linearmente independentes. Este conjunto de geradores se chama de uma
base do espago.

1. Eles fornecem o ntimero exato de informagoes para obtermos qualquer
polinémio de grau menor ou igual a n;

2. eles sao linearmente independentes;
3. eles geram um espago de dimensao n + 1.

E assim obtivemos as trés condigoes iniciais para compreender dimensao.

E qual seria a dimensao do conjunto de todos os polindémios? Uma resposta
répida seria: nao pode ser finita, porque sempre haverd um polinémio de grau
maior do que um que escolhermos. E isto que significa que ha espagos de
dimensao infinita.

Vocé poderia testar este conceito pedindo que eu escrevesse um (vetor) po-
lindmio de dimensao infinita e isto é impossivel! Esta impossibilidade, entre-
tanto, nao serve para negar que exista, pelo menos um espago de dimensao
infinita, o dos polinémios. O infinito na verdade é uma abstragao Matemética e
serve para fechar a teoria e neste ponto se criam discussoes bizantinas negando
a existéncia daquilo que nao podemos exibir.

H4 vérios espagos de dimensao infinita & nossa volta, um deles é o espaco
das ondas eletromagnéticas, aquelas que permitem as telecomunicagoes e que
na pratica garantem a poluicao dos telefones celulares: serd sempre possivel
ter mais um celular porque a cada celular corresponde, de uma certa forma,
uma unica frequéncia eletromagnética, a frequéncia especifica em que o aparelho
funciona. Os parametros que identificam os vetores, neste espaco, se chamam
frequéncias

Os vetores bésicos, linearmente independentes, para gerar este espago sao

sin(kz), cos(kx); k € N (264)

e eles aparecem na teoria dos polinémios trigonométricos de Fourier associados
as séries de Fourier.  Os vetores na equacio (264) formam uma base para
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o espaco das ondas eletromagnéticas, ou para as séries de Fourier. .. E outro
espago de dimensao infinita, mas nunca sera possivel espalhar numa calgada um
numero infinito de aparelhos celulares, apenas, sempre serd possivel acrescentar
mais um! Como no caso dos polinémios.

Dimensao e cardinalidade

A dimensao finita corresponde a cardinalidade dum conjunto de vetores cha-
mado de base do espago vetorial.  Para os espagos de dimensao infinita esta
correspondéncia parece que “desaparece” porque hd diversas classes de infinito.
Os dois exemplos de espagos vetoriais de dimensao infinita, dos polinémios ou
dos polinomios trigonométricos tem uma mesma classe de infinito para a “quan-
tidade de vetores” da base. Aqui a palavra “quantidade” perde sentido, a forma
correta de falar é cardinalidade. O que podemos dizer é que eles tém uma base
enumerdvel que é a cardinalidade de N.

Se a dimensao for finita n um exemplo de espago é R™, o espago das énuplas
ordenadas de nimeros reais. Esta notagao de poténcia foi muito bem explorada
para generalizagoes.

R™ é o espago das fungoes

(fifeR Y}y ={f:{1,2....n} L5 R}

se convenga disto. O conjunto de todas as fungoes definidas no conjunto X
com valores no conjunto Y~ é representado com o simbolo Y porque, se os dois
conjuntos forem finitos:

e Se card(X) =n;

o se card(Y) =m;

n

o cntdo card(YX) =m

Tsto ¢ um resultado de analise combinatdria simples, este conjunto YX é dos
arranjos com repeticao dos elementos de Y tomados n a n. Sao as énuplas de
elementos de Y. No caso de R™ tém-se também arranjos apenas nao podemos
mais falar da quantidade deles que é um cardinal nao finito, infinito, que per-
tence a uma classe diferente dos dois outros mencionados no caso dos polinémios
algébricos ou dos polinémios trigonométricos (ou celulares . ..). Entao

R" — R{1:2n} (265)

Assim poderiamos nos referir a diversos espagos vetoriais:

RI%; das funcdes reais definidas em [0, 1] (266)
RY; das funcdes reais definidas em X (267)

RN; das sucessdes de niimeros reais (268)
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O estudo da dimensao de tais espacos, ou para falar mais exato, de su-
bespagos destes, ¢ assunto de artigos de pesquisa. . . para determinar a classe a
que pertencem!

- Dirac, medida Ver medida de Dirac.
- Dirichlet, nicleo ver nicleo de Dirichlet.

- distancia Havia apenas uma distancia, euclidiana, que vem do teorema de
Pitdgoras

d(P,Q) = V/(a—m)*+ (b—m)* P = (a,b); Q = (m,n) (269)

e que serve para medir o comprimento da diagonal de um retangulo ou da
hipotenusa no triangulo retangulo, como vocé pode ver na figura (fig 36), pagina
100,

distancia euclidiana

Q=(m,n)

P =(a,b)

_ 2 2
ae. Q) = (a—m) +  (b—m)

Figura 36: O comprimento da diagonal dum retangulo

Esta férmula também serve para calcular a distancia entre dois pontos, no
plano ou no espago:

P,Q €R* P = (a1,02);Q = (b1, ba); (270)

d(P,Q) = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)?%; (271)
P,QEeR™P=(a1,...,0,);Q = (b1,...,bpn); (272)

d(P,Q) = )’:i:((lk —bi)%; (273)

O conceito de distancia se generaliza para qualquer fun¢ao de duas varidveis
que tenham as mesmas propriedades que a distancia euclidiana.
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Quando pudermos definir uma distancia d em um conjunto X, diremos que
se trata de um espago métrico (X, d)

Definicao 9 (distancia) Distincia ou métrica
Uma distancia é wma fungio postiva, d, definida para todos os pares (x,vy)
de elementos de um conjunto X satisfazendo as propriedades

1. positiva d(xz,y) > 0 e d(z,y) =0 se e somente se x = y;

idade d(z,y) = d(y,x);

2. refle

3. desigualdade triangular d(z,y) + d(y, z) > d(z, z);

Um exemplo bem sim-

ples, da wida real, pode ex- A distancia da caixa geral

de telefones para as residéncias

plicar necessidade de dife- tem que ser medidas com a soma
rentes formas de distancia: dos lados

uma firma que esteja insta-

lando fios de telefone'? pre-

cisa de uma forma diferente D D D

para o célculo da distancia.
A distancia da central te-
lefonica para uma residéncia
nao pode ser medida com

a distdncia geométrica, do Figura 37: vizinhanga, soma das medidas dos
lados

compasso, que corresponde
a distancia euclidiana, tem que ser usada a somas dos lados (ou fragao dos lados)
do retangulo, como pode ser visto na figura (??), pdgina ?7.

Se a medida fosse calculada com a métrica euclidiana

d(P,Q) = v/(a —m)?+ (b—m)?; P(a,b); Q = (m,n) (274)
iria faltar cabo para chegar da caixa telefonica até as residéncias. A distancia
euclidiana é menor do que a distancia-1, da soma dos lados.

Podemos também medir a distancia entre duas fungoes, vocé pode ver isto
lendo a respeito de wizinhangas, ha outras necessidades mais complexas que
conduzem a distancias mais envolvidas até porque as fungoes, algumas vezes
tem uma quantidade muito grande de informacoes.

Foi feita referéncia a “distancia-1” no exemplo do cabo telefonico, o sistema
de equagoes (260), mostra algumas variagoes que generalizam a distancia eucli-
diana:

dyi (P, Q) = |(a—m)|+ |(b—m)]; P(a,b); Q = (m,n);

\ (275)

da(P,Q) = v/ (a—m)* + (b —m)* P(a,b); Q = (m,n); (276)
(277)

(278)

+
ds(P,Q) = ¥/(a —m)* + (b —m)* P(a,b); @ = (m,n);
dy(P,Q) = {/(a —m)P + (b — m)P; P(a,b); Q = (m,n);

2isto ainda existe e seguird existindo, d& mais seguranca do que a auséncia de fios.
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em que a equagao (278) mostra o modelo geral que vale para as equagdes ante-
riores. Se p > 1 a expressao tem as trés propriedades caracterizam a distancia
euclidiana, generalizando o conceito de distancia.

Quando p = 1 vocé tem a distdncia necessaria para medir a quantidade de
cabo telefonico.

Mas p pode ser oo, apenas a equagao tem que ser expressa de forma intera-
mente diferente do modelo na equacao (278)

A (P, Q) = Max{|a —m|,|b—m|}; P(a,b); Q = (m,n); (279)

que é chamada de “distancia do sup” porque algumas vezes temos que usar o
“supremo” porque nem sempre existe o0 maximo. A medida que p cresce, fica
menor a distancia entre dois pontos, inversamente as bolas definidas com estas
distancias aumentam, geometricamente, a medida que p cresce. A figura (38),
pagina 102,
mostra a bola calculada com
as distancias-p, p € {1,2, 00}
sendo a maior delas a que
foi obtida com a distancia
do sup, p = 00, e a que “pe
rece” uma bola, é a bola eu-
clidiana.

A generalizagao de um
conceito perturba os nossos
conceitos intuitivos, o con- o A i anciaa oy oo caleuladas
ceito de distancia generali-
zado altera a nossa concepgao  Figura 38: Bolas com as distéancias dp(P,Q)
do que pode ser uma bola
como na figura (38). Compare com as bolas que podemos definir num espago
de fungoes. . .

Se os técnicos que colocam os fios, usassem a distancia do supremo, os fios
ficaram se dobrando dentro dos conduites e fio em excesso seria gasto.

Tudo que foi dito acima para pontos do R? vale, com as mesmas palavras,
para os pontos do R"™ e até mesmo para os espagos de sucessoes que sao espagos
de dimensao infinita.

- distancia da reta a origem A equagao cartesiana da reta no plano é Az +
By + C =0 e nao tem sentido que os numeros A, B sejam ambos zero.

Se A =0 entdao y = 7% e a reta é paralela ao eixo OX. Se B = 0 entao
T = —% e a reta é paralela ao eixo OY. O vetor (A, B) é perpendicular & reta

Az + By+C =0.

A reta Az + By + C = 0;C # 0 ndo passa na origem, confira na figura
(fig 39), pagina 103, a posicio relativa da reta r de equagio Az + By +C =0
relativamente a origem dos eixos.

O vetor (4, B) ¢ perpendicular & reta Az + By+C = 0 e isto é consequéncia
do produto escalar < (4, B), (z,y) >= 0 significar que os vetores (A, B), (z,y)
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P =(xy) Ax+By+C=0

P =)

1y
NEIZEEN

{ cos(y ) x +sin(y|)y =D

distancia dareta r @ origem dos eixos = <(cos( ),sin( ), P >)

Figura 39: equacio normal da reta e distancia & origem

sao perpendiculares, aplique no caso C' = 0 que corresponde a uma reta paralela
passando na origem.
Observe que qualquer valor para C' produz uma reta paralela a reta

Az + By+C =0;

e o caso C' = 0 corresponde a reta que passa na origem.
Como VA2 + B2 = D # 0, podemos “normalizar” a equagao da reta:

VA2 + B?=D; (280)
%x + %y + % = 0; equagao normal da reta;
entao o vetor (%, %) é um vetor unitario e o produto escalar dele por qualquer
vetor descrevendo a reta produz a distancia da reta r a origem:

<G phey)>=-2

A figura (fig 40), pdgina 104, mostra um vetor unitdrio na dire¢ao da perpen-
dicular 4 reta r e que existe uma tinica reta perpendicular ao vetor (cos(7), sin(7y))
cuja distancia a origem seja — % entdo a combinagao linear x cos(y) +ysin(y) =
7% identifica esta reta sendo sua equagao em cooordenadas polares. Mas as
coordenadas polares sao interessantes quando o lugar geométrico for radial. No
caso de retas, daquelas que passam na origem.

Esta figura, (fig 40), pdgina 104, é interessante porque permite generalizar
o resultado da distancia duma variedade linear para qualquer dimentsao: existe
uma tnica esfera, de centro na origem, tangente a variedade linear cujo raio
mede a distancia da variedade linear a origem. O vetor unitéario da diregao do
raio no ponto de tangéncia é o que aparece nas contas dentro do produto escalar.
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ov/

OX

(cos(y ), sinty )

vetor unitario na direcéo,
erpendicular & rt

Figura 40: circulo unitario e distancia a origem

Estes calculos podem ser imediatamente generalizados para a equacao do
plano, Az + By + Cz + D = 0 no espago R?:

{ A=+VA2+ B2+ D?£0;

%z + %y + %2 + % = 0 equagao normal do plano; (281)

entao a distancia do plano Az + By + Cz + D = 0 a origem dos eixos é dada
pelo produto escalar

A B C D
<(Z7Z‘,Z)7<]"7y7‘2) TEIRA (282)

- distancia do plano & origem A equacao cartesiana do plano no plano no
espaco R* é Az + By + Cz + D = 0 e niio tem sentido que os ntimeros A, B, C'
sejam todos zero. Compare com a distancia da reta a origem.

O plano Az + By + Cz + D = 0; D # 0 nao passa na origem, confira na
figura (fig 39), pagina 103, por comparagao, a posigao relativa do plano 7 de
equacao Az + By + Cz + D = 0 relativamente a origem dos eixos.

O vetor (4, B,C) é perpendicular ao plano Az + By + Cz 4+ D = 0 e isto
é consequéncia do produto escalar < (A, B,C), (z,y,z) >= 0 significar que os
vetores (A, B,C), (x,y, z) sdo perpendiculares.

Qualquer valor para D produz um plano paralelo ao plano

Az +By+Cz+D =0

e o caso D = 0 corresponde ao plano que passa na origem.
Como VA? + B? + C? = A # 0, podemos “normalizar” a equagao do plano:

{ VAZ+ B2+ C2 = A;

. 2
%w + %y + %z + % = 0; equagao normal do plano; (283)
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3 A B Cyq4 o itATL scals P
entdo o vetor (%, 3, %) ¢ um vetor umAtarlo eo produto esLdldr}dele por qualquer
vetor descrevendo o plano produz a distancia do plano 7 a origem:

A B C

D
< (Z’ A Z)V(‘l‘vyﬁz) >=—=

A

Observe que este calculos podem ser imediatamente generalizados para qual-
quer dimensao, a equagao da variedade linear

Az + . Ape, + D, =0

A=, A2,
V= (284)

"
> %&zk + Uf = 0 equacao normal da variedade;
k=1

no espago R™.

A ¢é diferente de zero e pode ser calculado porque pelo menos um dos coeficientes

Ay, tem que ser diferente de zero. A distancia da variedade a origem dos eixos,

DA” . é dada pelo produto escalar

< (%)k (ki) >= —%; (285)

- distancia entre dois pontos é conceito da Geometria Analitica generali-
zado na teoria dos espagos métricos que define distancia abstraindo o sentido
geométrico mas guardando as propriedades fundamentais da distancia. Confira
distancia.

A Geometria Analitica digitalizou o espaco e a geometria euclidiana, tor-
nando possivel a algebriza¢io da geometria. Assim (z,y) para dois nimeros
reais dados representam um ponto do espago R?, que é um plano ou um espago
bidimensional, ou (z,y, z), para trés ntimeros reais dados representam um ponto
do espaco R?, um espaco tridimensional, ou

P = (z1,22,...25);2r € Ry P € R"™ um espago de dimensao n; (286)

Dados dois pontos no P,Q € R?, confira a figura (fig 79), pagina 197,
podemos calcular a distancia entre eles usando o teorema de Pitdagoras,

d(P,Q) =+/(m—a)?+ (n—-b)2=+/(a —m)?+ (b—n)?;

Observe que o médulo das diferencas que aparecem na equagao (eq. 287) medem
o comprimento dos lados do triangulo retangulo que o segmento PQ determina
com retas paralelas aos eixos coordenados.

As propriedades da distancia sao

(287)

1. reflexividade d(P,Q) > 0e d(P,Q) =0 < P=Q
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v Teorema de
P=(ab) Pitagoras

Q= (mn)

dP.Q)=\ m-B + (-

Figura 41: Distancia entre dois pontos e o teorema de Pitdgoras

2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);
3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q)

Qualquer fungao de duas varidveis que tenha estas propriedades define uma
distancia num conjunto M e é quando se diz que (M, d) é um espago métrico.

A distancia é uma propriedade bidimensional porque envolve em suas pro-
priedades no maximo trés elementos do espago que determinam um plano deste
espago, o que facilita muito nas demonstragoes das propriedades mais gerais da
distancia. Para o R™ a férmula na equagao (eq. 287) fica

(288)
P=(p1,...,pn); Q= (a1, an);

Uma forma de definir a distancia passa pelo produto interno ou produto
escalar que estd definido em todos os espacos de dimensao finita e também
em espagos de dimensao nao finita. O produto escalar, como meio de definir
distancia também pode ser definido de vérias maneiras. A defini¢do usual no
R" é

n
<PQ>=) prak = | PQ cos(); (289)
k=1
em que 7y é o angulo entre P e Q.

A primeira expressao na (eq. 289) é uma forma bilinear definida em R™ e
a segunda é a expressao bidimensional da mesma no plano determinado pelos
dois vetores.

Observe que a equacao (eq. 289) nos oferece a oportunidade de definir angulo
entre dois vetores dum espago qualquer em que esteja definido um produto
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escalar, usando a fungao acos(). Tais espagos se chamam espago com produto
interno.
Confira produto escalar ou produto interno.

Observagao 3 triedro positivo

A ordenagdo de vetores no espago é uma questao importante e apenas traduz as leis da
Fisica ou da Natureza. Observe como isto € feito usando a regra do sacarolhas que também
poderia ser chamada de regra do parafuso.

Como dois vetores no R™ determinam um plano do R"™, entdo o angulo é um conceito
geométrico claro, é o menor segmento do circulo trigonométrico que os dois vetores determi-
nam. Na figura (fig 80), pdgina 199, vocé vé dois vetores do R™ que determinam wm plano

7

circulo trigonomeétrico
no plano determinado por dois vetoreg

Figura 42: o angulo entre dois vetores do R"

e tomando a origem comum aos dois vetores como centro de um circulo de raio 1 um dos
vetores corta o circulo trigonométrico na origem do circulo.

Aqui parece haver alguns conceitos difusos, mas nao é bem assim. Erxiste wma orientagio
padrdo para os vetores no espago, dada pela regra do sacarolha. O sacarolha segue a ori-
entacao dos parafusos, para enfid-lo na rolha a rotacao € negativa, € a mesma orientag¢io
para enfiar wm parafuso numa pega. Com esta regra a figura (fig 80), mostra no circulo
trigonométrico o ponto inicial marcado pela reta suporte do vetor U, estando os vetores U, U
orientados positivamente pela regra do sacarolhas. Se houver um terceiro vetor ele vai ocupar
a posicdo do sacarolhas pronto para “sacar uma rolha” mostrando a posi¢io de tres vetores
formando wm triedro com ordenacao positiva.

Para que vocé se convenga de que esta regra estd consistente, deize-me sugerir-lhe um
experimento: considere dois vetores perpendiculares, tome a figura (fig 80) como padrao,
pensando nos dois vetores ¥, @ cortando o circulo trigonométrico na quarta parte, 7.

Mas agora considere que |T] = |i| = 1, por construcio, vocé selecionou ¥,@ € S', no
circulo trigonométrico.

O sacarolhas na origem dos eizos, o ponto comum dos vetores U, 1, representando um
terceiro vetor “arrancando a rolha”, na dire¢io positiva, € o vetor Z e também |Z] = 1, tudo
por construgao.

Os dois vetores i, Z, determinam um plano e o vetor ¥ é o sacarolhas nesta nova situagao.
O produto vetorial de vetores executa, algebricamente, esta operagdo:

X = 20X = (290)

ou ainda, como na Fisica: I,
ixj=kigx k=1 (291)

sendo que esta opera¢ao nao é comutativa. . .

Exj=—1 (292)
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A eletricidade se comporta de acordo com esta regra para definir o sentido da corrente
positiva gerada por gerador montado com imans eletromagnéticos. A regra do sacarolhas
apenas traduz o que se passa no mundo eletromagnético. Se vocé inverter as conexdes nos
polos duma bateria, o eletroima vai rodar no sentido inverso:

Fxk=1kxj=—7 (293)

Uma propriedade que tem uso intenso ¢é a desigualdade de Cauchy-Bunyakov-
sky-Schwarz

[<PQ>[<[PllI (294)

que tem uma demonstrac¢ao simples no plano, mas eu ja observei que, dados dois
vetores, eles determinam um plano do espago a que eles pertencem portanto
demonstra-la num plano nao é uma restrigao.

Para isto preciso mostrar que a forma trigonométrica da definicao na equagao
(eq. 289) ¢ idéntica & expressao da soma de produtos na mesma equagao porque

| <P.Q>|=|PllQllcos(x)] < [IPIIQl;

Se n = 2 é consequéncia direta da férmula de Euler porque, dividindo pelo médulo dos
vetores teremos:

< T TeT >= eriar <L (20%)
< 1B 135 >=< (cos(a), sin(a)), (cos(8), sin(8)) >; (296)
< o7 T8 >= cos(a — B) = cos(3); (207)

Na equagao (eq. 295) usei a propriedade das formas bilineares que permite a distribuigao dos
coeficientes ||P||,||Q|| entre os dois fatores!'3.

Na equagdo(eq. 296) usei uma representacio plana dos dois vetores que podem ser
expressos como pontos do circulo trigonétrico sendo a, 8 os seus angulos e v é o angulo entre
eles. Na passagem da equagao(eq. 296) para a equagao(eq. 297) usei a expressao do produto
escalar

(), (cos(B),sin(3)) >= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a — B);  (298)

Os calculos mostram que posso me reduzir, na demonstragao, ao caso dos vetores unitarios.
Entao, na sequéncia vou supor que [|[P|| = ||Q = 1.

A passagem critica, na demonstragio por indugao que estd na passagem de n — 1 para
n que ¢ semelhante a passagem da dimensao 2 para 3, mas esta ¢ mais intuitiva. Deixe-me
agora considerar P,Q € R?, vetores unitarios, portanto pontos de S? a esfera unitaria do R3.
Mas estes dois vetores determinam um plano que corta S? segundo um circulo unitdrio, uma
curva plana, e, pela demonstragao anterior, cos(y) ¢ o valor do produto escalar entre eles, em
que 7 ¢ angulo entre os vetores.

Mas esta demonstragdo nao seria necessaria dentro do escopo duma demonstragao por
indugdo, ela é simplesmente tomada como verdadeira para todo N < n — 1 e temos que
considerar agora P,Q € R", dois vetores unitdrios. Mas estes vetores definem um plano do
R™ e o valor do produto escalar para dois vetores, no plano, em dimensao N < n, por hipétese
de inducao, é cos(7y), em que 7 é o angulo entre os vetores, o que termina a demonstragao.

< (cos(a), sin

- distribui¢ao Em 1945, aproximadamente, Laurent Schwartz, um matematico
francés, conseguiu sintetizar, simultaneamente com um matematico portugués,

13as forma bilineares generalizam o produto de nimeros que um exemplo de forma bilinear.
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Sebastido e Silva, a Teoria das'* Distribuigdes, resolvendo uma situagio incomoda
criada pelo fisico Paul Adrien Maurice Dirac, que, ao formular a mecdnica

quantica precisou de criar uma unidade para o produto de convolugao que tinha

que ser uma funcao nula em todos os pontos da reta, exceto na origem onde

seria infinita, e com integral igual a 1, que durante muito tempo se chamou de

“fungao de Dirac”.

A fungdo de Dirac, com esta propriedades, nao pode ser uma fun¢ao sem
colocar em cheque todas as teorias de integracao existentes, mas Dirac respondia
que isto nao era seu problema, que os matemdticos corrigissem as teorias de
integracao porque para ele tudo funcionava perfeitamente bem.

A descoberta de Schwartz e de Sebastiao e Silva, ambos pesquisadores de
equacoes diferenciais parciais, resolveu o problema criado por Dirac criando um
novo objeto matematico, a distribuicio mostrando que a chamada fun¢ao de
Dirac, é uma distribuicao que ¢ a derivada da funcao de Rademacher Hy , a
funcao que é zerose x <0 e lsex >0

0 =<0
mio={{ 750 (209)

No seu livro intitulado Téorie des Distributions, Laurent Schwartz, construiu
uma generalizacao do Célculo Diferencial e Integral usando as distribui¢oes como
elemento em lugar das fungoes e é em funcao deste livro que o trabalho de
Sebastiao e Silva ficou na sombra durante muito tempo.

Embora Laurent Schwartz tenha durante algum tempo carregado sozinho
os louros da construcao da teoria, e possivelmente ele tenha sido o “inventor”
do nome, a ideia ja estava latente desde o século 19 e a teoria recupera nomes
como de Cauchy que ja havia pensado em um objeto que atuasse sobre classes
de fun¢oes, uma distribui¢do é um funcional linear, criando uma distribuicao
chamada valor principal que era o nome que Cauchy dava um certo de integral
que nao teria sentido usual de uma integral e que, como a “funcao de Dirac”,
encontrou um lugar preciso dentro da teoria das distribuigoes.

A teoria das distribui¢oes, durante algum tempo eletrizou todas as atengoes
dos que estudavam equagoes diferenciais parciais porque parece que se havia
descoberto a teoria final... nao foi, mas marcou profundamente toda a linguagem
com que se falam hoje as equagoes diferenciais parciais, criando uma forma nova
de resové-las, as solugdes fracas que é uma solugao-distribuigao.

- divisao euclidiana é a forma tradicional que temos para dividir um ntimero
natural, p, chamado dividendo por outro, d, chamado divisor

p=dq+mrip.d,qr e N;r <d;qg>0 (300)

Esta equagao gera um método em que divisdes sucessivas nos permitem encon-
trar ¢, e algumas vezes é este método que é designado como algoritmo da
divisao euclidiana.

14 Uma distribuigio é também chamada de funcdo generalizada e esta denominagao remonta
a Euler, Cauchy e outros.
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- divisdes da Matemadtica Nao hd um consenso sobre as grandes divisoes da
Matemdtica que alguns consideram como sendo, Algebra, Andlise, Estatistica,
Geometria, Logica, Topologia

Tao pouco estas divisdes conseguiriam descrever o escopo muito grande que
a Matematica atingiu nos tltimos 100 anos, e basta ver o grande projeto, falido,
infelizmente, Bourbaki, que um grupo de matemdticos franceses encetou na
década de 40, quando, prudentemente, criaram uma figura, Nicolas Bourbaki,
sob a qual se esconderam para reescrever toda a Matematica. Dizer que o projeto
¢é falido nao significa que ele nao tenha tido uma influéncia significativa no
desenvolvimento da Matemaética, mas significa que ele nao conseguiu preencher
seus objetivos. De certa forma o projeto nasceu morto, um poco antes, 1931,
Godel havia demonstrado que seria impossivel “descrever” de forma completa os
numeros naturais que foi a base do monumental tratado de Russel e Whitehead,
Principia Mathematica, escrito em 1910.

A American Mathematical Society mantém uma tabela das dreas da Ma-
temética, 1991 Mathematics Subject Classification, [1] que é quase universal-
mente utilizada como descritiva de toda a Matematica contendo 100 grandes
itens com os quais pretende descrever toda a atividade Matemética hoje conhe-
cida.

- dominio é um conjunto aberto e conexo de um espago topolégico. Uma bola
aberta B(a, p);p > 0 é um exemplo de dominio num espago métrico. Uma
reuniao de bolas que se interceptem duas a duas, com interse¢ao diferente do
vazio, é um outro exemplo num espago métrico. A figura (fig 43), pagina 110,
mostra dois exemplos de dominio num espago métrico.

Dois exemplos de dominio
num espago meétrico

aberto e conexo

Figura 43: dominio num espaco métrico

- ¢ o numero “e” uma das constantes cldssicas, e ~ 2.71828182845904523536,
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valor obtido com calc executando, num terminal, exp(1). Este nimero é a
base do logaritmo neperiano ¢ as duas fungoes

y = In(z);y = €*; um par de fungdes inversas ; (301)
R — R;z — In(z); (302)
R— Rz e =exp(z) (303)

Este nimero aparece na férmula de Euler
e’ = cos(t) +isin(t);t € R; (304)
que é um caso particular da exponencial complexa,
z=x+iy;e” = e"e'; (305)

confira ezponencial compleza.
A definicao deste niimero pode ser

e t

dx dx

— =1Ln(t)= | —;
[5 =ume = [ (306)
1 1

e o seu cdlculo é um dos limites notdveis porque podemos demonstrar, usando o
sistema de equagoes (eq. 306) que In é uma fungio indefinidamente diferencidvel
e portanto também a sua inversa o é. Como exp tem por dominio R entao tem
uma série de Taylor cujo raio de convergéncia ¢ infinito entao a série converge
em qualquer ponto da reta e assim podemos escrever

k
z (307)

ela) =3

1M

e qualquer reduzida desta série produz uma aproximacao para e”, quando x = 1
podemos calcular exp(1). Fazendo esta soma com calc

define expo(x){
local k=0, soma =0, n=100;
while (k<=n){
soma = soma + power(x,k)/fact(k);

k +=1;
}
return soma;
}
expo(1);

define expon(x){
local n = 10000;
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return power(1l + 1/n, n);

}

expon(1);

expo(x) defined
~2.71828182845904523536
expon(x) defined
2.71814592682522486404

Coloque este texto no arquivo E.calc e execute num terminal

calc < E.calc
supondo que a linguagem calc esteja instalada, o que ¢é facil de ser verdade uma
vez que se trata duma linguagem livremente distribuida. Confira programacao.

Em calc a funcdo fact estd definida e parando em k£ = 100 obtive o
valor aproximado 2.71828182845904523536 para e atingindo a precisao com que
calc excreve exp(1). Porém esta série converge muito lentamente uma vez que
o calculo do fatorial consume muito tempo de computagao mesmo que o fatorial
seja uma funcgao natural da linguagem, como é o caso de linguagem calc.

O argumento do raio de convergéncia pode ser substituido pelo célculo do
limite notavel

lim(1+1/n)" = e;lim(x 4+ z/n)" = €* (308)
n n

- EDO ¢ uma sigla que representa equagoes diferenciais ordindrias um tipo de
equagao em que uma das operagoes ¢ a derivada e portanto a “incégnita” é uma
funcgao. E uma equagao funcional.

As equagoes diferenciais aparecem logo nas primeiras aulas de um curso de
Célculo Diferencial quando se procura saber qual é a fun¢ao F' que corresponde
a f tal que F' = f. Neste contexto estas duas fungoes recebem os nomes

e F ¢ uma primitiva de f, ou ainda F' = f;
e f éaderivada de F'

Ha vérias formas de entender a “indefini¢ao” da frase F' € uma primitiva de
f, significando que f tem muitas primitivas. A mais simples vem das expressoes

T f(tyit = Fy(2); (309)
T £(tydt = Fy(a); (310)

b
a<b; (311)
(312)

cuja interpretagao grafica aparece na figura (44) pdgina 113. A equacao (309)
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Figura 44: Diferenca entre duas primitivas é uma constante

define a funcio I e a equacao (310) define a fungao F». Estas duas dreas
diferem pela condi¢ao inicial, Fy esta definida com a condi¢ao inicial a e F5 esté
definida com a condigao inicial b e a diferenga entre as duas dreas é a constante

b
/ f(t)dt = Oy Fy (z) = Fy(z) + C; (313)

a

Partindo deste exemplo simples de equacao diferencial ordindria podemos
entender que as equagoes diferenciais tem uma infinidade de solug¢oes como con-
sequéncia da escolha da condigao inicial.

Ainda um outro exemplo de equagao diferencial ordindria pode ser a curva
de crescimento biolégico.

Cada espécie dos seres vivos tem uma curva especifica de crescimento, é uma
primitiva da “velocidade de crescimento” especifica da espécie.

Dois seres da mesma espécie podem ter curvas diferentes, mas, se o “cresci-
mento de ambos for normal”, ambos tiverem a velocidade de crescimento nor-
mal de sua espécie,f, a diferenga entre as curvas de crescimento vai ser uma
constante, a figura (45), pdgina 114, mostra alguns exemplos de curvas de cres-
cimento partindo de um ponto no eixo vértical que é o tamanho ao nascer do
ser vivo a que corresponde a curva.
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Curvas de crescimento

fim da

inicfo da
vida ...

vid

—
Tamanho ao nascer
define a curva de crescimentg.

Figura 45: Curvas de crescimento diferem de uma constante

Este exemplo mostra a importancia das equagoes diferenciais no
dos seres vivos e de certa forma dramdtico do ponto de vista social: do:
res humanos que ao nascer tenham tido condigoes diferentes de gestagao, ali-
mentagao diferenciada da mae, condi¢oes habitacionais da mae, entre muitas
outras condigoes, resultam em criangas que vao nascer com tamanhos diferentes:
vao ter selecionada, ao nascerem, sua curva de crescimento, mas nao apenas esta,
a curva de conhecimento, as diversas curvas de desenvolvimento. As condigoes
iniciais determinam de forma inexorével o resto da vida, porque a “derivada ¢é a
mesma’, uma caracteristica da espécie, mas as curvas de desenvolvimento, sao
as primitivas que dependem das condi¢ies iniciais.

Este exemplo da biologia mostra que existem equagoes diferenciais cujas
solugoes dependem de vdrias varidveis, cada uma das varidveis com “velocida-
des” distintas, as derivadas parciais do crescimento.

A denominagao, equacao diferencial ordindria, se deve a que neste tipo de
equacao as solugoes sao fungoes univariadas, dependem de uma tnica variavel.
Existem também as equacdes diferenciais parciais que descrevem o comporta-
mento de fun¢des multivariadas.

Embora estas equagoes ja aparecam muito cedo no estudo de Matematica, no
primeiro ano de Calculo, quando surgem no cdlculo de primitivas, a referéncia
as equagoes diferenciais em geral nao ¢ feita neste momento ficando adiada para
um terceiro curso de Célculo.

Uma forma aparentemente simples de definir uma equacgao diferencial or-
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dindria é expressé-la sob a forma

Plz,yy,....y"™) =0 (314)

em que P ¢é uma expressao envolvendo as operagoes da algebra, tendo como
“coeficientes” constantes (nimeros reais ou complexos) ou fungoes elementares
e as derivadas de uma funcao que é a incognita da equacao representada na
equagao (314) pelo sfmbolo y.

Se os coeficientes forem constantes, se fala de uma equagao diferencial a coe-
ficientes constantes, e no outro caso se diz uma equagcao diferencial a coefic
varidveis.

O teorema da funcao implicita estabelece as condigoes para que se possa
escrever esta equagao explicitando a maior derivada o que pode conduzir a uma
expressao conhecida (solugao conhecida).

A maior derivada caracteriza a ordem da equagao. Podemos transformar e
equagao (314) num sistema de n equagoes de primeira ordem e desta forma uma
equacao diferencial ordindria de ordem n é equivalente a um sistema de equagoes
de primeira ordem. Se nesta transformagao se obtiver um sistema linear entao
a equagao se chama equacao diferencial linear . Se o sistema assim resultante
nao for linear, temos uma equacao diferencial nao linear .

Sabemos tudo sobre as equagées diferenciais lineares exceto resolvé-las! A
teoria das equagoes diferenciais lineares esta praticamente pronta e a dificuldade
na solugao depende de que outras teorias nao estejam prontas ou dificilmente
algum dia estarao, como a teoria das equagoes algébricas, ou a Algebra Linear.
Obviamente, o defeito nao se encontra na teoria das equagoes diferenciais line-
ares...

Como é possivel transformar a equagao (314) num sistema de equagoes de
primeira ordem, torna-se importante saber resolver as equagoes de primeira
ordem. Mesmo aqui o problema nao é facil e ainda estd muito longe de ser
resolvido, uma simples troca de “coeficiente varidvel” altera completamente o
comportamento da equagao. Este problema é bem descrito numa teoria que
vem se desenvolvendo muito e que tem representagao significativa dentro da
Matematica brasileira, chamada de sistemas dinamicos.

Se considerarmos os casos simples da teoria, exatamente os que sao consi-
derados nos cursos de Célculo, podemos descrever de maneira muito elegante o
que acontece com uma equacao diferencial. Esta descricao terd que ser ajustada
posteriormente, mas serve como descrigao inicial.

Toda funcao razoavelmente bem comportada, f, é uma derivada e o célculo
de uma primitiva ¢ feita com a férmula

/f(t)dt = F(a); (315)

em que F' ¢é a primitiva de f associada & condicao inicial a. A figura 44 que
pode ser vista na pagina 113, mostra que a diferenca entre duas primitivas

é uma constante neste caso. Mas, em geral, nem sempre é uma translacao
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como no caso do Célculo, porque podem surgir pontos criticos que mascaram
esta propriedade. Isto se consegue entender bem dentro da teoria dos sistemas
dindmicos.

Entretanto podemos dizer que as equagdes diferenciais ordinérias de primeira
ordem tem wma condigdo inicial e a escolha desta condicao inicial seleciona as
distintas primitivas.

A denominagao ordindria é um exemplo de preconceito, ou de vocabulério
mal utilizado que domina a linguagem cientifica que esperamos que seja impar-
cial mas nao pode ser uma vez que é produzida por seres que tem sentimento e
individualidade. £ possivel que a palavra ordindria aqui tenha tido um signifi-
cado de mais fdcil ou simples com alguma razao porque a solugao das equagoes
diferenciais parciais com frequéncia depende da solugao de alguma equacao di-
ferencial ordindria e elas podem ser consideradas mais dificeis.

Um exemplo, y — ¢’ = 0 esta equagao é resolvida no célculo por um longo
circuito que passa pela funcao logaritmo. Uma outra forma de resolvé-la passa
pela transformagao

’ d ds
y-y=y-g = y=¢ (316
— dy

de = G (317
O algebrismo contido na passagem da equagio (316) para a equagdo (317) é
muito controverso. No Célculo com frequéncia as professores dizem que que
o simbolo % a notagao de Leibnz é indivisivel e nao se deve nele ver uma
fragao e nem dois termos. Neste momento estou fazendo o contrario, e funciona!
mas obtive uma nova expressao que se for colocado sob o sinal de integracao,

integrando ambos os membros na equagio (317) nos conduz a

t t d t d
Y z B
- [ = 1
/dz /dy . (318)
o a @

que temos resolver de formas diferentes. No primeiro membro vemos a integral
da funcao constante 1 e no segundo membro vemos a integral que resulta no
logaritmo quando a = 1. Também reescrevi a integral no segundo membro
usando a “letra x”, observe que ela representa a mesma integral. Usando a
condigao inicial @ = 1 temos (318)

ftdx =t—1= i % =1In(t) — In(1) = In(t) (319)
1 1

t=eap(t—1) =< (320)

y="5 (321)

¢ uma solugao da equagao diferencial. Como (Ky)' = Ky’ = Ky entao vemos
que a constante, e que surgiu na equagao poderia ser qualquer uma, e na verdade
esta que apareceu é consequéncia da condi¢do inicial usada. Vemos que as
solugoes desta equagao sao da forma

y=Ke" (322)
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Apenas temos que analisar se realmente K pode ser qualquer. K = 0, por
exemplo serve. A que encontramos, e é postiva, e qualquer constante positiva
também serve. Se K < 0 também funciona e a figura (fig 46), pagina 117,

y =y

Trés solucdes de y = y'
y() = K { }
y(1) = Ke

I
D

Figura 46: trés solugdes dd y —y' = 0

Este exemplo mostra bem as dificuldades que envolveram as solugoes das
equagoes diferenciais no século 18 e que ainda faziam parte da dificuldade
linguistica dos textos de Matemética até a metade do século passado. Hoje
nds temos vérios métodos para enfrentar a contradicao registrada na passagem
da equagao (316) para a equagao (317) e que nao estd sendo considerada aqui.
Ela serd melhor entendida quando vocé passar pela derivada implicita, neste
dicionério.

- EDP Equagoes a derivadas parciais. Uma grande quantidade de fenémenos
que nos rodeiam podem ser descritos como solugoes de equagoes a derivadas
parciais, o que torna este ramo do conhecimento de grande importancia. Um
exemplo simples foi descrito em equagoes diferenciais ordindrias das curvas
de desenvolvimento de uma espécie, alids, mostrando a relagao entre equagoes
diferenciais ordindrias e parciais.

Um outro exemplo bem ligado & vida real é a difusao do calor, uma boa
geladeira seria aquela em que apenas se perdesse calor ao se lhe abrir a porta,
o que depende de uma boa isolagao. Uma geladeira é um tubo, €2, rodeado de
calor por todos os lados com um material isolante protegendo sua fronteira, 02,
que impede que o calor se difunda para dentro do tubo.

Neste exemplo vocé encontra alguns dos termos mais comuns no estudo das
equagoes diferenciais parciais: o dominio (o tubo), ©, a fronteira do dominio,
990. A equagao que nos interessa aqui (neste exemplo) é a equagao de Laplace
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ainda chamada equac¢do do calor
(z,y,2) € 5 Au(z,y,2)) =k

(x,y,2) € 0% u(x,y,z) = f(z,y,2);
k é a temperatura constante dentro da geladeira;

323)
324)
325)
[ ¢ a temperatura variavel em volta da geladeira; 326)
O sistema de equagoes (323)- (326) é chamado de um problema. A equagio (326)
se chama de condicao de fronteira, e a fungéo (obtida experimentalmente) que
descreve a distribui¢ao do calor na fronteira da geladeira, Q. A equacao (323)
¢é a distribuicao do calor dentro da geladeira, que neste exemplo se espera que
seja uma constante (ou tenha dois valores constantes, um deles no congelador).
Mas este exemplo precisa ser complicado um pouquinho mais para tornar-
se mais reall Observe que o calor em volta da geladeira €2, nao é constante,
depende do tempo, e assim, para chegarmos a um modelo mais preciso para o
problema da geladeira temos que considerar a variacao da temperatura ao longo
do tempo: % e consequentemente também a funcao que descreve a temperatura
& volta da geladeira 2 seria w = f(t,,y, z) e desta forma chegamos a equagiao
do calor,

(t,2,9,2) € [a,b] x Q; 2 = A(u(z,y,2)); (327)
(@, y,2) € 00t € [a,b]; u(t,z,y,2) = f(t,z,y,2); (328)

Resolver esta equagao significa encontrar uma descri¢ao, uma equagao, para
a funcdo u. Com frequéncia isto somente é possivel aproximadamente, entao
u pode ser representada por um programa de computador que é obtido expe-
rimentalmente. O problema estd agora mais bem colocado nas equagoes (327)-
(328).  Este é um problema de valor na fronteira representado nas equagoes
(327)- (328), (PVF), usualmente referido pela cigla em inglés, BVP - boundary
wvalue problem . Na literatura se complica'® um pouco mais a notagao colocando
u em evidéncia escrevendo-se

(t,z,y,2) € [a,b] x Q; F(u) = % = A) (u) =0; (329)
(z,y,2) € 00, t € [a,b]; u(t,z,y,z) = f(t,z,y,2); (330)

em que nds entendemos que um operador F' foi aplicado a funcao u. Esta
abstracao tem utilidade, existe uma teoria de operadores em que se conhecem
diversas propriedades dos operadores tornando mais dgil o estudo das equagoes
diferenciais, ou pelo menos criando uma linguagem mais padronizada em que
elas possam ser expressas, ou, mesmo ainda, permitindo que os algoritmos sejam
mais uniformes e portanto se consiga melhores programas de computador para
representar as solugoes coisa que de fato vem acontecendo: as equagoes diferen-
ciais parciais, hoje, estdo sendo resolvidas computacionalmente e na década de
80 havia apenas o sentimento da impossibilidade de resolvé-las.

15Complicar ndao é um defeito, consiste realmente em acrescentar mais dados para obter
uma expressao mais geral, se houver uma teoria que abrigue esta formulagdo, e neste caso
tem. E uma abstragao, ou classificagao.
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No caso da equagao do calor é bem simples mostrar como esta generalizacao
representa uma linguagem adequada. Observe que na equagao (329) ocorrem
trés tipos de operacao, derivadas parciais de segunda ordem, derivada parcial
de primeira ordem, e a adigao. Estas trés operacoes podem ser concatenadas
na expressio P(t,x,y,z) =t — 22 — y? — 2% e se “codificarmos” derivada com
poténcia podemos “recodificar” o operador F' usando o polinomio P, escrevendo
F(D) = P(D) o que nos permite rescrever a equa¢ao (329) na forma

F(u) = P(D)(u) =0; (t,x,y,2) € [a,b] x Q (331)
u(t,z,y,2) = f(t,z,y,2); (x,y,2) € Ot € [a,b] (332)

Voceé poderia argumentar que apenas houve uma complicagao initil com esta
“codificagao”, e, aparentemente, teria razao. Entretanto, observe agora que
sabemos do Célculo que a operagao de derivacao é linear, e com isto queremos
dizer que (f+9) = f'+¢'; (af) = af’, propriedades fundamentais da Algebra
Linear aparecem aqui! Como o polinémio P é uma soma de operagoes linear,
entdo o operador P(D) herda a linearidade se tornando um operador linear.
Quando o operador que define uma equacao diferencial for linear, diremos que
se trata de uma equacdo diferencial linear. Com isto derrubei sua argumentacao
de que se tratava de uma complica¢ao initil, porque toda a Algebra Linear vem
em nossa ajuda para resolver as equagoes parciais diferenciais lineares, LPDE,
EDPL tornando muito vélida esta complicagdo. Este é um pequeno exemplo
mostrando a linguagem com que estudamos as equagoes diferenciais parciais
hoje, com auxilio da teoria dos operadores. Melhor, até no estudo das equagoes
nao lineares esta codifica¢io nos traz bons resultados! Nés continuamos sem
resolver as equagoes diferenciais, mas as entendemos muito melhor e avangos
considerdveis foram feitos nas solugoes aproximadas usando esta complicada
codificagao.

Um adendo, as equagbes que realmente nos interessam nao sao lineares,
como as importantes equagoes de Navier-Stokes que sao nao lineares. Mas como
no caso do Célculo, uma equagao nao linear é aproximada por uma equagao
linear. Isto nem sempre ajuda, mas é um primeiro passo no processo de solugao
aproximada.

Tépicos importantes de EDP, sao, equacao do calor, equagoes de Maxwell,
equacao da onda, equagao de Poisson, equacoes de Navier-Stokes, problema de
Cauchy, problema de Dirichlet ...

As equagoes de Navier-Stokes se encontram em grande evidéncia, hoje, por-
que elas descrevem o movimento dos flilidos e se encontram por tras do estudo
das variagoes climaticas. Esta lista esta longe de ser completa!

- eixos coordenados ¢ um tépico da Geometria Analitica plana, também cha-
mado de Plano Coordenado ou Plano Cartesiano. O plano é um ente geométrico
de dimensio dois, dimensiio é um conceito estudado em Algebra Linear, mas ¢
possivel criar uma visdo intuitiva do que pode significar “dimensao dois” com
auxilio de exemplos.

1. dimensao 0 O ponto é o mais elementar dos objetos geométricos e sua
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dimensao é zero. Apoie um ldpis numa folha de papel e vocé tem uma
visdo, falsa, dum ponto. . . é falso porque vocé imprimiu no papel um objeto
tridimensional, tem altura, largura e comprimento! Mas estamos tratando
intuitivamente, e a intui¢ao passa por erros!
2. dimensao 1 Se agora vocé mover o lapis, “o ponto se movendo” vai tragar

uma curva. Se voceé fizer isto com auxilio duma régua o resultado serd um
segmento de reta. Exemplos de curvas sao circulos, pardbolas, retas. Sao
os objetos de dimensdo um e apenas algumas curvas mais importantes é
que tem nomes.

3. areta numérica. H4 uma diferenca entre segmento de reta e uma reta.
A reta é uma curva infinita, coisa impossivel de obter com papel e l4pis!
Mas estamos trabalhando intuitivamente, imagine entao que o segmento
de reta que vocé tragou com lapis e régua se expande indefinidamente.

e Nesta reta escolha um ponto, chame-o de 0, e estamos formatando a
reta que agora ficou dividida em duas semiretas.

Numa das semiretas selecione outro ponto, chame-o de 1 e vocé defi-
niu qual é a semireta positiva. Vocé também definiu um segmento de
reta com medida 1. Usando este segmento de medida 1, vocé pode
identificar na reta todos os inteiros positivos, na mesma semireta
positiva em que vocé marcou 1, e os inteiros negativos, na semireta
negativa. Esta reta é a reta numérica, confira a figura (fig 47), pagina
121.

Usando semelhanga de triangulos é possivel também encontrar a
posicao de qualquer niimero racional na reta numérica.

4. dimensao 2 Deixe-me supor que vocé usou uma régua e construiu a reta
numeérica, agora coloque a régua perpendicularmente ao segmento de reta
tracado e trace outra reta. Vocé tem agora um sistema de duas retas
perpendiculares como na figura (fig 47), pdgina 121, Este conjunto deixa
de ser simplesmente um plano da geometria, agora é uma representa¢ao
do produto cartesiano R x R ou como também é comum dizermos R?, é
o plano numerizado ou seria o plano digitalizado. Na linguagem técnica
dizemos plano numérico. Na figura (fig 47) vocé pode ver os pontos

(—2,-2),(=1,-1),(3,-3),(1,1),(3,3),(3,—3),(5,1)

representados no plano cartesiano.

O plano ¢ um objeto de dimensao dois que contém curvas e pontos.

5. dimensao 3 O espago em que vivemos ¢ de dimensao trés e nele se podem
conter planos, curvas e pontos. Podemos também numerisar também
o espago tridimensional se acrescentarmos uma reta numérica, passando
pela origem (0, 0), perpendicular ao plano numérico. Com isto associamos
enderecos no formato (x,y, z) para qualquer ponto do espago.
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/
Eixos Coordenados
ou
Plano Cartesiano
1 (3.3)
o (5.1)
-4 -3
t t t t =
3 a 5
@E,-3)

Figura 47: O plano cartesiano ou eixos coordenados

6. dimensao 4 e nds vivemos imersos n’algum espago de dimensao 4 cujos ob-
jetos fogem a nossa compreensao ou capacidade fisica de perceber comple-
tamente. Poderiamos ter uma ideia distorcida d’alguma intersegao destes
objetos com o espago em que vivemos. Por exemplo, uma esfera da di-
mensao 4 entrando em nosso espago seria visivel para nés como uma esfera,
mas um paraboldide da dimensao 4, também poderia ter como interse¢ao
uma esfera, na nossa dimensao, dependendo da forma como se desse esta
intersegao. Nao saberiamos se teria sido um esfera ou um paraboldide de
dimensao 4 que teria entrado no nosso espaco. . . Poderiamos também nu-
merisar o espaco se conseguissemos descobrir a direcao perpendicular ao
(0,0,0) para neste ponto colocarmos uma reta perpendicular e assim asso-
ciarmos enderegos no formato (x,y, z, w) para qualquer ponto do espago
R

Na verdade somente podemos perceber os objetos tridimensionais, foi por
esta razao que acima estd dito que o ponto é uma falsidade. .. Um ponto, de ver-
dade, nao ¢ visivel para nds, entes tridimensionais, como também nao podemos
perceber nenhuma curva ...QOs pontos e curvas que representamos numa folha
de papel sao todos objetos tridimensionais que imaginamos perceber os objetos
de dimensao dois, um ou de dimensdo zero. Somente a Matemética é capaz de
nos libertar da prisao tridimensional em que vivemos.

Se diz que René Descartes teria sido o idealizador da Geometria Analitica
ao criar esta representacao algébrica para os pontos do plano e muitas vezes
chamamos este plano numerizado de plano cartesiano

No plano cartesiano podemos identificar objetos geométricos e descobrir a
equacao algébrica de alguns destes objetos. Confira

1. equacao do circulo;
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2. equagao da elipse
3. equacao da hipérbole
4. equagao da parabola

5. equagao do plano;

- equacao da elipse, é uma expressao polinomial do segundo grau que des-
, no plano, uma elipse. E um item da geometria analitica.

A geometria analitica pode ser vista como uma introdugao a geometria
algébrica que é a parte da Matemética que estuda os objetos geométricos que
pode ser obtidos por equagoes algébricas. A geometria analitica se especializa
nas conicas que sao as curvas que podemos obter quando fazemos intersegoes
dum plano com um cone.

A elipse é uma das conicas e sua importancia se encontra na Astronomia
uma vez que é, aproximadamente, a forma das curvas descritas pelos astros em
seus movimentos em torno dum polo de gravidade, como a Terra em volta do Sol
ou da Lua em volta da Terra. Foi Kepler que corrigiu a teoria heliocéntrica de
Copérnico analisando os dados que herdou de Tycho Brae. Copérnico afirmou
que os astros percorriam uma érbita circular em volta do Sol.

Ha vérias formas de definir esta curva chamada elipse. Kepler, se bene-
ficiando das medigoes que Tycho Brae fez ao longo de toda sua vida, conse-
guiu matar a charada que Copernico havia deixado quando criou a teoria he-
liocéntrica, que quase lhe custou a vida nas maos da cipula da igreja catélica,
que impunha a “teoria” geocéntrica. Copernico propoz que a rota dos plane-
tas seriam circulos tendo o Sol como centro. Em sua teoria, entretanto, ficou
o problema do movimento de Marte que parecia ter uma velocidade negativa
relativamente a dos demais planetas, andava para tras. Analisando os dados co-
letados por Tycho Brae, Kepler concluiu que seriam elipses as rotas dos planetas
em volta do Sol, e assim conseguiu resolver o problema deixado por Copérnico
com a rota de Marte que é uma elipse com ezcentricidade um pouco maior do
que a da Terra'®, e, em sua segunda lei, estabeleceu que “se um planeta esti-
vesse ligado ao Sol por uma linha, esta linha cobriria iguais dreas durante iguais
intervalos de tempo”. Observou também que o Sol estaria colocado num ponto
fora do centro do movimento. Na figura (fig 48), pagina 123, vocé vé o caminho
da Terra em volta do Sol, uma elipse em que o Sol ocupa um dos focos.

Um feito relativamente recente, pode motivé-la a compreender a equagao
da elipse. O médulo espacial Rosetta da agéncia espacial europeia, fez grande
parte de sua viagem que durou 10 anos, para depositar um robot na superficie
do cometa 67P/Churyumov-Gerasimenko, usando a gravitacio universal como
forga de propulsao. Este feito, que pode ser visto no link

creve

16 A excentricidade é a medida de como uma elipse distorce um circulo a ela relacionado, é
a razao % = %, em que 2a ¢ soma das distancias dum ponto sobre a elipse aos focos e 2c é
a distancia entre os focos. No circulo ¢ = 0 zerando a excentricidade do circulo visto como
elipse.
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Figura 48: elipse é a rota da Terra em volta do Sol

http://wp.me/psvm-2fu
mostra como uma nave espacial pode obter propulsao da gravidade de um pla-
neta para seguir sua viagem pelo Universo. Para fazer uso da gravidade é preciso
compreender, entre outras coisas, a equagao da trajetéria dos astros e a elipse
é um caso comumn.

A definicao geométrica da elipse é “o lugar geométrico dos pontos do plano
cuja soma das distancias a dois pontos fizos, chamados focos, é constante”.
Entao, vocé pode construir uma elipse com auxilio dum cordao com extremos
fixos em dois pontos, os focos, fazendo a ponta dum lapis se movimentar man-
tendo o cordao esticado.

Cendrio geométrico das conicas

Vou mostrar que as conicas se alteram na passagem entre circulos e pardbolas.
Por exemplo, uma elipse é apenas um circulo deformado e uma pequena de-
formacao dada a um elipse faz surgir uma parébola. Inclusive isto tem aplicagao
na Astronomia ou melhor na exploracao espacial em que uma nave espacial
pode ser deixada hibernando numa série de elipses e repentinamente sair da
elipse para uma parabola mudando a trajetéria como foi o caso do projeto com
a nave espacial Rosetta da agéncia espacial europeia. Uma pequena alteracao
num plano que produz uma parabola e o resultado é uma hipérbole. Vocé vai
ver, também, que existem hipérboles degeneradas.

Vou comegar discutindo a origem dos circulos e das pardabolas.

Para estabelecer um cendrio deixe-me fixar alguns “quadros” da geometria
envolvendo um cone de duas folhas. Ha duas classes de planos que delimitam os
acontecimentos produzindo circulos e pardbolas e depois vocé vera que elipses e
hipérboles sao variagoes destas duas curvas, na verdade eventos estdveis cujos
limites sao os eventos instdveis circulos e das pardbolas. .. mas vocé nao precisa
dar muita importancia a esta frase se ainda nao souber o que sao sistemas
dinamicos.
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Vou também definir um plano codificador de onde vou deduzir um circulo
codificador obtendo uma codificagdo mais efetiva e mais simples porque vai
classificar melhor os eventos e descrever todas as possibilidade de conicas.

e circulo qualquer plano perpendicular ao eixo do cone, eles cortam o cone
segundo um circulo;

parabola um plano tangente a superficie do cone, que contém uma imagem
da diretriz, e qualquer plano paralelo a ele. Um tal plano corta a superficie
do cone segundo uma parabola se nao contiver a diretriz. O caso do plano
tangente a superficie do cone que sao aqueles que contém a diretriz, ¢ uma
situagao limite que pertence ao “caso da hipérbole”. Eu vou discutir este
caso sob o titulo hipérboles degeneradas.

Estes dois pequenos exemplos mostram que preciso relacionar angulos entre
planos. Vou agora precisar de fazer referéncia aos angulos que um plano faria
com os planos das duas classes descritas com as etiquetas circulo e pardbola.
Determinamos o angulo entre dois planos usando duas retas perpendiculares,
cada uma delas, a um dos planos. Eo angulo entre estas retas que define o
angulo entre os planos.

Mas tem uma outra forma de codificar o cendrio com uma linguagem que
dominamos melhor, projetando num plano.

Existe ezatamente um plano, deixe-me chama-lo plano codificador, que é
determinado pela geratriz e pelo eixo do cone. Posso codificar todo o cendrio
usando este plano como vou passar a fazer agora. O plano codificador é o que
aparece na figura (fig 55), pgina 136, com a etiqueta 0 para a classe do circulo e
a etiqueta 1 para a classe da pardbola, contendo as imagens da geratriz e do eixo
do cone. A geratriz é nica, mas ela roda no espago produzindo duas imagens
no plano codificador.

Deixe-me descrever a figura (fig 55), pagina 136, e partir para uma especia-
lizagao da codificagao que vai agora ficar restrita apenas ao circulo que aparece
na figura (fig 55), o circulo codificador. Este circulo tem o centro em um ponto
@ do eixo do cone e raio qualquer. Apenas para obter uma figura menos poluida
¢ bom selecionar o raio menor do que d(Q, O) em que O é ponto de concorréncia
da diretriz e o eixo do cone.

Nela voceé pode identificar seis pontos que foram etiquetados com os niimeros
{0,1,3,4,5} e que vou agora associar as conicas que se podem obter.

e circulo a classe dos planos perpendiculares ao eixo marcada com os nimeros
0,3 e reduzida a uma reta perpendicular ao eixo do cone passando pelo
centro do circulo codificador que aparece na figura (fig 55).

Qualquer reta perpendicular ao eixo do cone, na figura (fig 55) representa
um plano desta classe que estd agora reduzida as etiquetas 0,3 do circulo
codificador.



125

Yerg,, -

eixo do cone

Figura 49: o circulo codificador

e pardbola a classe dos planos cuja interse¢ao produzem pardabolas, marcada
com os numeros 1,2,4,5 e reduzida as duas retas paralelas a alguma das
representagoes da geratriz, passando pelo centro do circulo codificador que
aparece na figura (fig 55). A geratriz é tnica, mas ela roda no espago e
assim aparece no plano da figura (fig 55) duas vezes.

As imagens das diretrizes nao pertencem a esta classe porque elas vao
gerar hipérboles degeneradas de que vou tratar mais a frente. Observe
que circulos e pardbolas sao determinados por pontos isolados do circulo
codificador em comparacao com as elipses e hipérboles que vao ficar de-
trerminadas por intervalos.

o universo dos planos que nos interessam sao os planos perpendiculares ao
plano da (fig 55). Outra forma forma de fixar os planos interessantes é
considerando a reta perpendicular ao plano codificador, (fig 55), passando
pelo centro do circulo codificador: sao os planos do espaco que contenham
esta reta ou planos paralelos a estes.

O conjunto dos planos que contem um reta se chama um feize de planos,
portanto nos interessam todos os planos paralelos a um dos planos do feixe
determinado pela reta perpendicular ao circulo codificador passando pelo
seu centro.

Entenda os nimeros 0, 1, 2, 3,4, 5 como etiquetas no circulo codificador que se
vé na figura (fig 55). E agora estou partindo para forma ainda mais especializada
(e simples) de codificar usando apenas pontos ou setores do circulo codificador
que aparece na (fig 55).

Estes numeros, 0, 1,2, 3,4, 5 nao seriam as melhores escolhas para etiquetar,
talvez melhor fosse usar o angulo da diretriz com o eixo do cone, entretanto
isto dependeria da escolha da diretriz e implicaaria numa maior complexidade

126

da linguagem. A escolha que fiz usa a figura (fig 55) e portanto mostra, por
semelhanga de triangulos a dependéncia do dngulo que a diretriz faz com o eixo
do cone. Enfim, fazer uma codifica¢io implica em tomar uma decisdo para
escolher o cédigo.

Todos os planos do universo que nos interessa, agora ficam classificados
assim, usando apenas pontos ou segmentos de arco do circulo codificador:

e Os planos que produzem conicass sao os planos do feixe de planos deter-
minado pela reta perpendicular ao circulo codificador passando pelo centro
mesmo, ou planos paralelos a algum dos planos deste feixe.

circulo os planos que determinam a reta etiquetada com 0,3 ou uma sua
paralela.

parabola os planos que determinam as retas etiquetadas com 1,2,4, 5, ou
uma pararela a ela, excetuando as imagens da geratriz, confira o item
hipérbole.

elipse os planos que determinarem com o centro do circulo codificador
uma reta nos intervalos (0, 1), (2,3), (3,4), (0,5) Estas etiquetas significam
mesmo um intervalo aberto porque os extremos do intervalo ficam para
circulo ou pardbola. Como observei acima, circulos e parabolas ficam
determinadas por pontos do circulo codificador. Estas figuras sao muito
instaveis, por exemplo um objeto astronémico raramente se encontra sobre
uma trajetéria do tipo circulo ou pardbola. .. se isto ocorrer serd por uma
instabilidade que deve ser corrigida.

e hipérbole os planos do feixe que pertencerem ao complementar das opgoes
anteriores, ou ainda, quando um plano determinar uma reta que passando
pelo centro do circulo que nao esteja nas classes anteriores. Um plano da
classe pardbola, representa uma situagao limite exatamente representado
pelos planos tangentes ao cone, eles determina hipérboles degeneradas que
se reduzem a duas semiretas representadas por qualquer das diretrizes.
Eu vou voltar a esta questao na construcao da equagao da hipérbole.

e retas A intersegao dum plano com o cone pode ser uma reta, se ele for
tangente a superficie do cone. Tecnicamente, tais retas seriam hipérboles
degeneradas. Observe que as hipérboles tém dois ramos disconexos, neste
caso seriam duas semiretas conetadas na origem...os dois ramos duma
hipérbole degerada.

E um bom exercicio corrigir as etiquetas deste modelo transformando-as em
angulos no forma m—radianos usando o angulo « entre uma das imagens da
diretriz e o eixo do cone. O autor agradece se vocé lhe enviar esta a proposta e
promete analisa-la para alteragao do texto como uma contribuicao sua.

O plano que corta o cone, na figura (fig 52), pagina 130, foi selecionado
no feixe de planos de modo que a reta com que ele corta o circulo codificador
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determine neste circulo um angulo no intervalo (0,1), confira o plano codificador
que aparece na figura (fig 55), pagina 136.

Para obter clipses basta alterar a posicao do plano da posicao 0.

Na figura (fig 52), pdgina 130, vocé vé o corte do plano produzindo uma

Figura 50: Plano corta cone segundo uma elipse

elipse.

Uma elipse é um circulo deformado, e vou mostrar como podemos desfazer
a deformagao para obter dados da elipse, como por exemplo a sua drea. Entao
¢ importante comprender como se vai e volta duma elipse para um circulo, um
exemplo de codificagao e decodificagao.

Vou considerar uma elipse desenhada com os dois focos sobre o eixo OX
com a origem dos eixos no ponto médio dos pontos focais, como vocé pode ver
na figura (fig 51), pdgina 128. Na figura vocé também vé dois circulos, um deles
inscrito na elipse, com raio b e a elipse estd inscrita no outro com raio B.

Com esta defini¢do vou obter os dados de medicao da elipse.

e Chamando Fy = (—¢,0),F> = (¢,0);¢ > 0, aos dois pontos focais, que se
encontram sobre o eixo OX e considerando P = (z,y) um ponto genérico
que descreve a elipse inicialmente localizado sobre o eixo OY'.

Nesta localizagao inicial escolhida, o ponto P = (z,y) que descreve a
elipse, se encontra numa posi¢ao de simetria determinando dois triangulos
retangulos semelhantes, com a origem e qualquer dos focos. A hipotenusa
mede a e os dois catetos medem, respectivamente, b,c. O cateto que
mede ¢ é a metade da distancia entre os focos, entao a distancia focal
é convenientemente chamada de 2¢. Como o outro cateto mede b, pelo
teorema de Pitagéras,

a? =0+
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(cos t, sen t)

Figura 51: As medidas da elipse

e Se o ponto P estiver sobre o eixo OX, se conclui que a soma das distancias
de P aos focos é 2B, o diametro do circulo de raio maior:

d(Fi, P) + d(P, F;) = 1O + OP + PFy; (333)
c+B+|B—-cl= (334)

¢+ B+ B—c=2B; (335)

d(Fy, P) + d(P, Fy) = 2B; (336)

e Suponha agora que o ponto P = (z,y) se encontra numa posi¢ao ar-
bitrdria. Posso calcular a expressao da soma das distancias aos focos:

d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2B; (337)
Vi +e)?+ 2+ /(e —c)? +y? =2B; (338)

VTP =28 /@ 7% (339)

Elevando ao quadrado ambos os membros e simplificando os termos seme-
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lhantes vem:

(z+c)2+y2=4B2 —4B\/(x— 2 + 2+ (x — )2 + 42 (340)
@+ +y? = (=0 —y? —4B> = ~4B/[z — P + 4% (341)
dxc —4B? = —4B\/m; (342)

ze— B2 = -B\/(c — 0 + ¢ (343)

(zc = B%)? = B*((z — ¢)* +4°); (344)

@*¢? = 2B+ Bl = B (2 — ¢ +9%); (345)

a®c? = 2B%xc+ B' = B*(c® + 2% +y” — 2ca); (346)

@?c? + BY = B2 + B22? + By (347)

(L'ZCQ — 7B4 +BZC2 +BZZ2 +BZy2 ( )

2% — B%? = —B'+ B2 + B (349)

22(c? — B?) = B3(c* +y* — B?); (350)

BB =) = BB — ¢ - ) (351)

Deixe-me chamar o nimero positivo B% — ¢ de r%:
=B~ =(B-¢)(B+¢)>0

Posso simplificar a expressio na equagio (eq. 351), repetida abaixo, com
os seguintes cédlculos:

;I;Q(BQ _ CZ) — B‘Z(BQ . c2 _ y2):
2202 = B2(r2 — y?);

Esta nao é a forma comum como aparece a equagao da elipse na literatura,
e sim com a seguinte expressao:

p=DB%q=DB%-¢% (359)
2? v .
st =1 (360)
em que p,q sdo dois nimeros positivos, aqui vocé estd vendo de onde

vém estes dois niimeros postivos associando-os aos dois circulos que elipse
tangencia, por fora, o de menor raio, e por dentro o de maior raio.
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Posso expressar y como funcao de x obtendo entao duas equagoes de

fungoes
f@)= 1= 55 ]al < B (361)

g(x) = =1 Z5]a] < ; (362)

e usar gnuplot para ober o grifico da elipse dando valores para B,p que
pode ser vista na figura (fig 52), pagina 130,

Figura 52: gréfico duma elipse com gnuplot

Se fosse possivel associar botoes controlando potenciometros que alteras-
sem o tamanho de b € (0, B) poderiamos

— ver a elipse colapsar para um segmento de reta e coincidir com o
diametro do circulo maior, quando b = 0 e neste caso ¢ = a,

— ou, quando b = B, e neste caso ¢ = 0, a elipse coincidiria com o
circulo maior, e a equagdo (eq. 369) se transformaria na equagao do
circulo de raio B

2 2

%+%:lzw2+y2:B2 (363)

e excentricidade da elipse. Ainda observando a figura (fig 51), se ¢ = 0 entdao
os dois circulos ficam coincidentes e a elipse se transforma num circulo.
A excentricidade é definida pela razao £, usando a hipotenusa e um dos
catetos do triangulo retangulo. E uma convengao a escolha do cateto que
mede ¢, bem conveniente. ¢ € [0,a] e quando ¢ = 0, os dois circulos na
figura (fig 51) ficam coincidentes. O cateto que mede b nao oferece esta
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variacao e certamente foi esta razao da escolha que se tem para a definigao
da excentricidade.

Um circulo é uma elipse com excentricidade nula. A excentricidade da
rota da Terra em volta do Sol fica préximo de zero variando préximo do
numero 0.016710 ou seja é uma dérbita quase circular.

Uma forma de perceber a excentricidade duma elipse se dd quando vocé
desenhar um circulo numa folha de papel. Ao olhar para figura com o papel
perpendicular ao eixo do seu cone de visao vocé verda um circulo, produzindo
um angulo diferente do angulo reto, vocé terd a impressao de ver uma elipse.
Esta experiéncia tem o que ver com a préxima.

Um cone, em geometria, é uma figura espacial que se obtém quando se fizer
girar uma reta, chamada geratriz do cone, em torno de outra que lhe seja obliqua,
chamada eizo do cone. O resultado serd um cone de duas folhas como aparece
na figura (fig 55), pagina 136.

Uma terceira forma de obter uma elipse consiste em cortar um cone de forma
que o plano de corte nao seja perpendicular ao eixo do cone. Vocé pode ter uma
visao disto se desenhar um circulo sobre uma folha de papel e olhar o desenho
com o papel inclinado em relagao ao eizo do cone de sua visao. Se a inclinagao
for de 90 graus, o papel estiver perpendicular ao eixo do cone de sua visao, vocé
estard vendo um circulo, com qualquer outro angulo, até zero, verd uma elipse.
Esta defini¢ao ainda tem um outro grande interesse: o plano que corta o cone
ird produzir todas as conicas dependendo do angulo do corte.

Nao ¢ facil passar da forma geométrica para a forma algébrica na definigao
da elipse, as contas sao muito complicadas.

Vou mostrar como se pode obter a equacao duma elipse que esteja colocada
numa posi¢ao arbitraria, mas com dados conhecidos, no plano, como trans-
formagao da equagao obtida com os eixos da elipse sobre os eixos coordenados.

Primeiro deixe-me aplicar uma translacao a elipse usando o vetor (r,s)
tramsformo, assim, a equagao

2 2

Bt a (364)

na equagao
@—r? (y—s? ;
T Tpoe b (365)

®

esta é a equagdo da elipse com polos Fy = (—¢,r) e Fy = (¢, s) obtidos com a
soma do vetor de translagao aos focos anteriores. Observe que a translagao é
(r,s), mas aparece dentro da equagao (z —r,y — s).

- equagao do circulo, ¢ um item da geometria analitica. Usando uma lin-
guagem moderna, podemos dizer que a geometria analitica digitaliza algumas
figuras geométricas criando equagoes o que torna possivel, por exemplo, usar es-
tas figuras em programas de computagiao. A geometria analitica pode ser vista
como uma introdugao a geometria algébrica no sentido em que esta disciplina
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da Matemadtica trata os entes geométricos que podem ser definidos através de
equagoes algébricas, mais precisamente como expressoes polinomiais.

H4 um erro neste texto que sera corrigido mais a frente, mas procure des-
cobri-lo vocé mesma.

A definicao geométrica de circulo é “o lugar geométrico dos pontos do plano
que equidistam dum ponto chamado centro”. Deixe-me identificar o centro com
as coordenadas C' = (a,b) e um ponto genérico, P, do plano com as coorde-
nadas (z,y). A frase geométrica que define circulo pode entao ser traduzida
algébricamente como

d(P,C)=r;\/(z—a)?+(y—b2=r (366)

em que r é a distancia constante entre P e C. A figura (fig 65), pagina 156, lhe

circulo de raio r e centro (a,b)

2 2 2
(x-a) +(y-b) =r

Figura 53: circulo de raio r e centro (a, b)

apresenta a ideia geométrica contida na definicao do circulo.

A expressao na equacao (eq. 366) poderia ser considerada a equagio do
circulo, mas nao é nesta forma que vamos encontra-la, habitualmente, mas sim
na forma

Pley)=(r—a)’+(y-0)?>= (367)

entretanto qualquer uma das duas equagoes é perfeita para representar o circulo
apenas 1no primeiro caso podem surgir problemas se for usada num programa de
computador pela presenca da raiz que exige que o seu “parametro” seja positivo.

O objetivo da geometria analitica é duplo, por um lado, codificar em equagoes
algumas figuras geométricas, as conicas, e por outro lado, identificar numa ex-
pressao algébrica “geral” que tipo de figura algébrica se encontra codificada na
expressao. Este segundo problema nao é nada facil e na verdade me-lhor faz
parte do ambiente matemdtico mais amplo que é a geometria algébrica, mas
é exatamente este segundo problema que aparece na maioria dos exercicios de
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geometria analitica: “dado o polinémio

P(a,y) = Ax* + Boy + Cy* + Do + Ey + F =0 (368)

em que A, B,C, D, E, F sao constantes dadas, identifique qual é a conica que a
equagao (eq. 368) representa”.

No caso do circulo posso encontrar as regras para fazer esta identificagao se
expandir a equacao (eq. 367) quando vou encontrar a expressao

P(z,y) = 2% + 20z + a® + y* + 2by + b* —r* =0 (369)

e comparando as duas equagoes deduzo que A = C' e se A # C' a expressao pode
representar uma elipse, uma hipérbole ou nenhuma conica. Também

B=0;D =2a;E =2b;F = a® + V> — r?; (370)

e desta forma, se a equacao (eq. 368) representar um circulo é entao possivel
encontrar o centro, C', e o raio, r. Analise um exemplo, considere a sequéncia
de célculos, que vou considerar “validados” porque A = C, entao poderd ser um
circulo.

Pa,y) = a* — 4z +y* + 6y — 3 =0;
Pla,y) =a® —dz+4— 4+ +6y+9-9—3=0;
Pla,y)=a% —dz+4+ 9> +6y+9-9-3-4=0;

P(a,y) = 2% — 4z +4+y>+6y+9—16=

Pa,y) = (x—2)% + (y+3)2 — 4%

(x =2+ (y = (=3))* = 4%

)
)
)
)
)
)

que ¢ a representacio algébrica do circulo de centro C' = (2, —3) e raio r = 4.
Na sequéncia de contas das equagdes (eq. 371) -(eq. 376) usei uma técnica
denominada completagao de quadrados em vez de procurar identificar os coefi-
cientes da equagao geral (eq. 368). Quando identificamos A = C, é mais prético
seguir por este método para verificar se a expressao representa um circulo. Para
dominar as técnicas envolvidas no trabalho com geometria analitica, como em
qualquer disciplina ou atividade humana, a regra é bem simples: fazer uns mil
exercicios...e vocé os encontra aos milhares em textos livres distribuidos na
Internet.

O erro mencionado incialmente se encontra em que, ao escrever-se uma ex-
pressao P(z,y) nio estd implicitamente identificada a dimensao do espago em
que esta expressao “codifica” algum objeto. Por exemplo, no espaco de dimensao
3, 2% +y? = 1 representa o cilindro cuja base é o circulo unitério do plano XOY
e a geratriz ¢ o eixo OZ. Apenas mencionar esta equacao sem identificar o
universo em que ela estiver sendo considerada deixa uma indefinicao. Este erro
é muito comum nos textos, mas ¢ dificil de ser corrigido sem criar uma redagao
muito complexa, em geral se admite implicitamente que se houver apenas duas
varidveis, entao a dimensao do universo é dois.

134

E interessante responder a uma pergunta que sempre ¢é feita. Porque a
P(z,y) = 0 é que representa a equaciio do circulo e ndo apenas P(x,y)? E
que escrevendo “apenas P(z,y) vocé tem uma expressao livre que pode assumir
qualquer valor em funcao dos valores dados as varidveis z, y e consequentemente
P(x,y) se refere a qualquer ponto (z,y,2) do R® em que z = P(z,y). A
restri¢do P(z,y) = 0 limita esta expressao a z = 0. Outra forma de dizé-lo, é
que P(z,y) = 0 corresponde ao sistema de equagoes

= P(x,y);

em que a primeira equagao representa o grafico da fungao bivariada z = P(z,y)
e a segunda equacao representa o grafico da funcao bivariada z = 0 cuja gréfico
é 0 plano XOY ou seja, a equagdo (eq. 377) representa a intersecao de duas
superficies o que pode ser uma curva. As curvas num espago de dimensao maior,
como aqui seria o R?, sdo determinadas por intersecao de superficies. Assim,
o erro mencionado acima fica amenizado com um sistema de equagdes como a
equagdo (eq. 377). Mas indefinicdo persiste...uma curva ¢ uma variedade de
dimensdo 1 e a expressao P(x,y) = 0 apenas sugere que existam duas varidveis o
que daria para calcular a dimensao por uma regra pratica que diz que a dimensao
é uma unidade menor do que o nimero de varidveis. Mas escrever

2’ —dz+y’ +6y—3=0

nao contém nenhuma informagao sobre a variavel z ou significa que ela pode
ter qualquer valor entdo esta expressio no R3 é um cilindro uma vez que nio
estd estabelecida nenhuma restrigdo sobre a mesma e existe restrigoes sobre os
valores de z, y.

Entre escrever textos extremamente complicados termina valendo o bom
senso que ¢ determinado pelo contexto.

- equagao da hipérbole é um item da geometria analitica. Usando uma lin-
guagem moderna, podemos dizer que a geometria analitica “digitaliza” algumas
figuras geométricas criando equagdes o que torna possivel, por exemplo, usar
estas figuras em programas de computagao.

A geometria analitica pode ser vista como uma introducao & geometria
algébrica no sentido em que esta disciplina da Matematica trata os entes geométri-
cos que podem ser definidos através de equagoes algébricas, mais precisamente
como expressoes polinomiais. Porém a geometria analitica se especializa nas
coOnicas que sao curvas, ou superficies que podemos destacar dum cone de duas
folhas.

Deixe-me introduzir a nomenclatura do cone que é uma superficie gerada no
espago quando uma reta, chamada diretriz, que é obliqua a uma outra chamada
eizo do cone, gira no espago em torno do eizo do cone. O resultado é um cone
de duas folhas que se conectam por um ponto.

Confira a figura (fig 54), pgina 135, em que se pode ver a interse¢ao dum
plano paralelo ao eixo, produzindo os ramos duma hipérbole.
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Figura 54: Plano paralelo ao eixo do cone: hipérbole

Cendrio geométrico das conicas

Vou mostrar que as conicas se alteram na passagem entre circulos e pardbolas.
Por exemplo, uma elipse é apenas um circulo deformado e uma pequena de-
formacao dada a um elipse faz surgir uma pardbola. Inclusive isto tem aplicagao
na Astronomia ou melhor na exploracao espacial em que uma nave espacial
pode ser deixada hibernando numa série de elipses e repentinamente sair da
elipse para uma pardbola mudando a trajetéria como foi o caso do projeto com
a nave espacial Rosetta da ageéncia espacial europeia. Uma pequena alteracao
num plano que produz uma pardbola e o resultado é uma hipérbole. Vocé vai
ver, também, que existem hipérboles degeneradas.

Vou comegar discutindo a origem dos circulos e das pardbolas.

Para estabelecer um cendrio deixe-me fixar alguns “quadros” da geometria
envolvendo um cone de duas folhas. Hd duas classes de planos que delimitam os
acontecimentos produzindo circulos e parabolas e depois vocé vera que elipses e
hipérboles sao variagoes destas duas curvas, na verdade eventos estdveis cujos
limites sao os eventos instdveis circulos e das pardbolas. .. mas vocé nao precisa
dar muita importancia a esta frase se ainda nao souber o que sao sistemas
dindmicos.

Vou também definir um plano codificador de onde vou deduzir um circulo
codificador obtendo uma codificacio mais efetiva e mais simples porque vai
classificar melhor os eventos e descrever todas as possibilidade de conicas.

e circulo qualquer plano perpendicular ao eixo do cone, eles cortam o cone
segundo um circulo;

e pardbola um plano tangente a superficie do cone, que contém uma imagem
da diretriz, e qualquer plano paralelo a ele. Um tal plano corta a superficie
do cone segundo uma parébola se nao contiver a diretriz. O caso do plano

136

tangente a superficie do cone que sao aqueles que contém a diretriz, ¢ uma
situagdo limite que pertence ao “caso da hipérbole”. Eu vou discutir este
caso sob o titulo hipérboles degeneradas.

Estes dois pequenos exemplos mostram que preciso relacionar angulos entre
planos. Vou agora precisar de fazer referéncia aos angulos que um plano faria
com os planos das duas classes descritas com as etiquetas circulo e pardbola.
Determinamos o angulo entre dois planos usando duas retas perpendiculares,
cada uma delas, a um dos planos. Eo angulo entre estas retas que define o
angulo entre os planos.

Mas tem uma outra forma de codificar o cendrio com uma linguagem que
dominamos melhor, projetando num plano.

Existe ezatamente um plano, deixe-me chama-lo plano codificador, que é
determinado pela geratriz e pelo eixo do cone. Posso codificar todo o cendrio
usando este plano como vou passar a fazer agora. O plano codificador é o que
aparece na figura (fig 55), pdgina 136, com a etiqueta 0 para a classe do circulo e
a etiqueta 1 para a classe da pardbola, contendo as imagens da geratriz e do eixo
do cone. A geratriz é unica, mas ela roda no espago produzindo duas imagens
no plano codificador.

Ger, Qtrjz

eixo do cone

Figura 55: o circulo codificador

Deixe-me descrever a figura (fig 55), pagina 136, e partir para uma especia-
lizagao da codificacao que vai agora ficar restrita apenas ao circulo que aparece
na figura (fig 55), o circulo codificador. Este circulo tem o centro em um ponto
Q@ do eixo do cone e raio qualquer. Apenas para obter uma figura menos poluida
é bom selecionar o raio menor do que d(Q, O) em que O é ponto de concorréncia
da diretriz e o eixo do cone.

Nela voceé pode identificar seis pontos que foram etiquetados com os niimeros
{0,1,3,4,5} e que vou agora associar as conicas que se podem obter.
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e circulo a classe dos planos perpendiculares ao eixo marcada com os niimeros
0,3 e reduzida a uma reta perpendicular ao eixo do cone passando pelo
centro do circulo codificador que aparece na figura (fig 55).

Qualquer reta perpendicular ao eixo do cone, na figura (fig 55) representa
um plano desta classe que esta agora reduzida as etiquetas 0,3 do circulo
codificador.

parabola a classe dos planos cuja intersegao produzem pardbolas, marcada
com os numeros 1,2,4,5 e reduzida as duas retas paralelas a alguma das
representagoes da geratriz, passando pelo centro do circulo codificador que
aparece na figura (fig 55). A geratriz é unica, mas ela roda no espago e
assim aparece no plano da figura (fig 55) duas vezes.

As imagens das diretrizes nao pertencem a esta classe porque elas vao
gerar hipérboles degeneradas de que vou tratar mais a frente. Observe
que circulos e pardbolas sao determinados por pontos isolados do circulo
codificador em comparacao com as elipses ¢ hipérboles que vao ficar de-
trerminadas por intervalos.

o universo dos planos que nos interessam sao os planos perpendiculares ao
plano da (fig 55). Outra forma forma de fixar os planos interessantes ¢
considerando a reta perpendicular ao plano codificador, (fig 55), passando
pelo centro do circulo codificador: sao os planos do espago que contenham
esta reta ou planos paralelos a estes.

O conjunto dos planos que contem um reta se chama um feize de planos,
portanto nos interessam todos os planos paralelos a um dos planos do feixe
determinado pela reta perpendicular ao circulo codificador passando pelo
seu centro.

Entenda os nimeros 0, 1, 2, 3,4, 5 como etiquetas no circulo codificador que se
veé na figura (fig 55). E agora estou partindo para forma ainda mais especializada
(e simples) de codificar usando apenas pontos ou setores do circulo codificador
que aparece na (fig 55).

Estes numeros, 0, 1,2, 3,4, 5 nao seriam as melhores escolhas para etiquetar,
talvez melhor fosse usar o angulo da diretriz com o eixo do cone, entretanto
isto dependeria da escolha da diretriz e implicaaria numa maior complexidade
da linguagem. A escolha que fiz usa a figura (fig 55) e portanto mostra, por
semelhanga de triangulos a dependéncia do angulo que a diretriz faz com o eixo
do cone. Enfim, fazer uma codificagio implica em tomar uma decisao para
escolher o cédigo.

Todos os planos do universo que nos interessa, agora ficam classificados
assim, usando apenas pontos ou segmentos de arco do circulo codificador:

e Os planos que produzem conicass sao os planos do feixe de planos deter-
minado pela reta perpendicular ao circulo codificador passando pelo centro
mesmo, ou planos paralelos a algum dos planos deste feixe.
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e circulo os planos que determinam a reta etiquetada com 0,3 ou uma sua
paralela.

parabola os planos que determinam as retas etiquetadas com 1, 2,4, 5, ou
uma pararela a ela, excetuando as imagens da geratriz, confira o item
hipérbole.

elipse os planos que determinarem com o centro do circulo codificador
uma reta nos intervalos (0, 1), (2,3), (3,4), (0,5) Estas etiquetas significam
mesmo um intervalo aberto porque os extremos do intervalo ficam para
circulo ou pardbola. Como observei acima, circulos e pardbolas ficam
determinadas por pontos do circulo codificador. Estas figuras sao muito
instaveis, por exemplo um objeto astronomico raramente se encontra sobre
uma trajetéria do tipo circulo ou pardbola. . . se isto ocorrer serda por uma
instabilidade que deve ser corrigida.

hipérbole os planos do feixe que pertencerem ao complementar das opgoes
anteriores, ou ainda, quando um plano determinar uma reta que passando
pelo centro do circulo que nao esteja nas classes anteriores. Um plano da
classe pardbola, representa uma situagao limite exatamente representado
pelos planos tangentes ao cone, eles determina hipérboles degeneradas que
se reduzem a duas semiretas representadas por qualquer das diretrizes.
Eu vou voltar a esta questao na construcao da equagao da hipérbole.

retas A intersecao dum plano com o cone pode ser uma reta, se ele for
tangente a superficie do cone. Tecnicamente, tais retas seriam hipérboles
degeneradas. Observe que as hipérboles tém dois ramos disconexos, neste
caso seriam duas semiretas conetadas na origem...os dois ramos duma
hipérbole degerada.

E um bom exercicio corrigir as etiquetas deste modelo transformando-as em
angulos no forma m—radianos usando o angulo « entre uma das imagens da
diretriz e o eixo do cone. O autor agradece se vocé lhe enviar esta a proposta e
promete analisd-la para alteragdo do texto como uma contribuicao sua.

Embora estas curvas sejam espaciais, uma vez sao o resultado da interse¢ao
de duas superficies, um cone e um plano, eu vou aqui estudar a hiperbole que é a
projecao desta interse¢ao no plano X OY, portanto vou me restringir ao estudo
duma curva plana.

Confira a equagao da parabola que é obtida quando o plano que intercepta
o cone se encontra exatamente na direcao de uma das imagens da diretriz no
plano XOY.

A figura (fig 56), pdgina 139, lhe mostra o resultado do corte que o plano
produziu no cone quando estiver num angulo, relativamente ao eixo do cone, que
fique entre os angulos determinados pelas imagens da diretriz no plano XOY,
ou ainda nos intervalos [1,2], [4,5] do circulo codificador, na figura (fig 55).

As imagens da diretriz sao duas retas concorrentes num ponto do plano, e
aqui vou introduzir uma particularizacao que nao ird prejudicar o desenvolvi-
mento geral da teoria, mas ird simplificar as contas. Vou escolher a origem dos
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hipérbole

Figura 56: hipérbole com suas assintotas

eixos no plano XOY como o ponto de concorréncia das imagens da diretriz e do
eixo do cone. As imagens da diretriz sdo as assintotas ao grafico da hiperbole:
quer dizer, o grafico da hipérbole se aproxima indefinidamente das assintotas,
ou ainda as assintotas sao uma posi¢ao limite para a qual tendem os ramos da
hipérbole. Observe que as duas imagens da diretriz sao também as hipérboles
degeneradas.

As hipérboles tém uma definicio da geometria, é o lugar geométrico dos
pontos P tal que o valor absoluto da diferenga entre as distancias do ponto P a
dois pontos chamados focos, é constante. Compare com a definigao da elipse.

Posso formalizar esta definigao para obter a equagao da hipérbole. Vou usar
uma propriedade da geometria que é a invariancia das propriedades das figuras
geométricas sob os movimentos rigidos: rotacao, translagdo.  Na verdade eu
ja usel esta propriedade de invariancia quando selecionei a origem como ponto
de concorréncia das imagens da diretriz.

Isto me permite escolher a posicao dos referénciais para construir a equagao
da hipérbole de forma mais simples. Entao vou selecionar os dois pontos, os
focos, como: Fy = (—¢,0); F» = (¢,0). Estou considerando os focos sobre o eixo
O0X.

Anélise geométrica

Antes de calcular a equagao, vou explorar os aspectos geométricos e com eles
construir alguns pontos da hipérbole a guisa de motivac¢ao para os célculos.

Observe, e ao final vou tirar uma conclusao a respeito, eu poderia ter sele-
cionado os focos sobre o eixo OY', o resultado seria uma hipérbole com rotacao
de 7.

E facil deduzir que se um ponto P do plano satisfizer & definigao, entio um
ponto simétrico a ele, em relagao ao eixo OY também satisfaria a defini¢ao, por-
que, posso construir um triangulo semelhante com a mesma base Fj F5, usando
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um ponto simétrico a P relativamente ao eixo OY'.

Isto significa que as duas componentes da hipérbole sao duas curvas simétricas
em relacao ao eixo OY. Também a mesma semelhanca de triangulos nos per-
mite concluir que cada ponto da hipérbole tem um simétrico em relacao ao eixo
OX e assim o gréfico da hipérbole é simétrico relativamente aos dois eixos OY

e OX.

Se um ponto estiver sobre a hipérbole, e fora do eixo OY, a diferenga
d(P,Fy) — d(P, Fy) é necessariamente diferente de zero o que garante que ne-
nhum ponto da hipérbole pode se encontrar sobre o eixo OY’, mas vou mostrar
que é possivel que P esteja sobre o eixo OX entéo o eixo OY divide o plano em
dois semiplanos cada um contendo um ramo da hipérbole.

Ha dois pontos sobre o eixo OX, sejam eles P;, P», simétricos relativamente
ao eixo OY, que pertencem, cada um deles, a um dos ramos da hipérbole. Sao
os dois pontos de menor distancia entre os dois ramos da hipérbole, eles fazem
parte a construgao da hipérbole no sentido de que a cada selecao de Py, P,
corresponde uma hipérbole.

Entao a hipérbole fica definida pela selecao de

Py, Py, Fy, By (378)

Usando estes dois pontos posso calcular a diferenga constante

d(P,Fy) — d(P. Fy);

confira a figura (fig 57), pagina 141,

|[d(Py, Fy) —d(Py, Fp)| =d(P, Py) =7 (379)

porque ¢ uma subtragao de segmentos de reta sobre a mesma reta suporte OX.

Vou chamar estes dois pontos em que os ramos da hipérbole cortam o eixo
OX de vértices, de cada um dos ramos, eles sao, pela simétria, os dois pontos
mais préximos dos dois ramos da hipérbole.

A figura (fig 57), pagina 141, lhe mostra um resumo da andlise geometrica:
a hipérbole é uma curva plana que se compoe de dois ramos, cada um deles se
encontra num dos semiplanos em que OY divide o plano, é uma curva simétrica
em relagao aos dois eixos coordenados e os dois pontos mais préximos dos dois
ramos sao os pontos P, P> que se encontram sobre o eixo OX e a hipérbole
fica inteiramente determinada pela escolha dos pontos {Pi, P2, Fi, F»} de uma
forma que ficard bem clara ao final das contas seguintes.
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Figura 57: definicio da hipérbole

A(P,F) — d(P.Fy) = = d(Py, P) < 2¢ = d(F\, Fy); (380)
0<r <24 —r2=52>0;c2 -2 = & (381)

AP, F) —d(P,B) = \/(w+ 02 + 4% — /(z — 0)* + % (382)
Ve+o)Z+y2 =z - +y2=mn; (383)

Vet P+ = - +y+n (384)

(@t +y*=(w - +y2+1)% (385)

dex — 12 =2r\/(z — )2 + y% (386)

16c2a? — 8car? + 1t = 4r? (- ¢)* +¢?) (387)
(388)

(389)

(390)

(391)

(392)

(393)

166222 — 8car? + ' = 412 (22 — 2cx + 2 + 42);
16c%2? — 4r22% = —r* + 4r2c? + 4r?y? = 0;
A(4e? = r)a? = r?(de? — 1% + 4y?);
46222 = r2(5° + 4y?); 40%2% = 126% + Ary?
fatorando r?§?; La? — ‘%yQ —1

2 2,82 2.2yt _ .
T=at T =05 — 1;

a? vz

O ntimero positivo ¢ é a metade da distancia entre os focos, r é a distancia
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entre os vértices,

e (399
5o oo (395)
az%;b:g: cz—§; (396)
— P
a=15b=c2—a% ?7}77:1; (397)

Para construir a hipérbole, como jé disse anteriormente, basta-nos selecionar
{P1, P>, F1, F>} com os quais podemos calcular a distancia entre os focos,2c e
a distancia r < 2¢ entre os ramos da hipérbole. Posso expressar qualquer uma
das varidveis, z,y em funcao da outra para concluir que

w::&:a\/1+b72 (398)

onde podemos ver que para grandes valores de |y|, como a,b > 0
|| *l||H<*H||>*bH (399)
T~ ks yl: x); 99
Y b yiily ;

que mostra que as retas y = igx se encontram abitrariamente proximas do
grafico da hiperbole, e que os ramos da hipérbole ficam situados acima ou abaixo
dos graficos destas retas. Estas retas se chamam de assintotas e sao as imagens
das diretrizes da hipérbole e para obter um rapido borrao do grafico da mesma
basta tragar estas retas limitando os dois ramos da hipérbole como assintotas.
A figura (fig 58), pdgina 142, mostra uma hipérbole desenhada usando xfig

Y

Figura 58: hipérbole desenhada a mio com xfig

a partir das quatro informagoes { Py, P, Fy, F>} selecionadas sobre o eixo OX,
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Figura 59: hipérbole com os polos sobre o eixo OY

enquanto a figura (fig 59), pagina 143, mostra uma rotaciao de 7 dada & figura
(fig 58) transformando os quatro pontos, { Py, P», Fy, F»}, para localiza-los sobre
o eixo OY.

As equagoes (eq. 394)-(eq.399) podem ser reaproveitadas, apenas trocando
x por y para obter:

(400)

- (401)

a:%;b:%: [e2 — 2. (402)
) 1/2 I?

a=Lib=vVeE—a il t (403)

y=ta\/1+% (404)

Como a,b sao obtidos em fun¢ao dos pontos {Py, P, F1, F>} posso agora
definir duas fungoes

pow(x,n) = x**n;

r=1.0; c =2.0; a=r1/2; delta = 2xsqrt(pow(c,2) - pow(r,2)/4);
b = sqrt(pow(c,2) - pow(a,2));

£(x) = a*sqrt(l + pow(x,2)/pow(b,2));

g(x) = -a*sqrt(1 + pow(x,2)/pow(b,2));

ri(x) = (a/b)*x; r2(x) = -(a/b)*x;

plot f(x),g(x),0,r1(x),r2(x);

para obter o grafico na figura (fig 60), pdgina 144, com gnuplot.

- equagao da reta, ¢ um tépico da Geometria Analitica. Usando uma lin-
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Figura 60: gréfico da hipérbole feito com gnuplot

guagem moderna, podemos dizer que Geometria Analitica digitaliza algumas
figuras geométricas criando equagoes o que torna possivel, por exemplo, usar es-
tas figuras em programas de computagao. A Geometria Analitica pode ser vista
como uma introdugao a geometria algébrica no sentido em que esta disciplina
da Matemadtica trata os entes geométricos que podem ser definidos através de
equagoes algébricas, mais precisamente, como expressoes polinomiais.

A reta é uma figura bdsica da geometria euclidiana e nao teria sentid dar-lhe
uma defini¢do. Vou estabelecer algumas relagoes que vao abrir caminho para
construir a equagao da reta repetindo alguns postulados da geometria eucli-
diana. Ao mesmo tempo ¢ preciso que vocé se alerte para o fato de que é a
geometria e na que se encontra nos fundamentos da Geometria Analitica
e que existem outras geometrias nao euclidianas.

A geometria euclidiana estabelece como determinar retas:

3 (axioma) dos dois pontos

Dados dois pontos, P,Q, eles determinam uma reta r e podemos dizer que
P,Q € r entendendo que retas sao conjuntos de pontos.

Confira a figura (fig 62), pdgina 148, e considere os pontos P, Q. A geometria
cuclidiana também afirma que as retas sao conjuntos infinitos de pontos:

4 (axioma) infinidade de pontos na reta

Dados dois pontos diferentes, P,(Q, na reta r, existe um terceiro ponto entre
os pontos P, Q) e um quarto ponto X fora do segmento determinado pelos pontos

P,Q.

Com esta afirmacao a geometria euclidiana garante que numa reta existe
uma infinidade de pontos entre os pontos P, assim como também fora do
segmento de reta que eles determinam .. ..
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Finalmente a geometria euclidiana'” garante existéncia de paralelas:

5 (axioma) da paralela da geometria euclidiana
Dado um ponto QQ e uma reta r, existe wma unica reta paralela a esta reta
passando pelo ponto Q,

Na figura (fig 62), pigina 148 selecionei os pontos P, @, X € r e baseado no
axioma 5, eu posso tragar retas paralelas ao eixo OX passando por X e por @
assim como posso tracar retas parelalas ao eixo OY passando por P e por @
construindo assim dois tridngulos retangulos semelhantes, confira a figura (fig
62). Esta construgao me permite escrever a proporgao:

r—a p—a

]/7}):[17[) (405)

se a reta r nao for paralela com o eixo OX, porque neste caso
y—b=q—-0b=0

e logo vou discutir este caso.
Aplicando a lei das proporgoes produto dos meios € igual ao produto dos
exrtremos POSso escrever, sucessivamente:

(z—a)(g=b)=(y = b)(p—a); )

(g=bz—alg—b)=(p—a)y—(p—a)b; )

A=(q-b):B=—-(p—a);C=(p—a)b—alg—b); )

Az +By+C =0; )

Considerando agora o caso da reta paralela com o eixo OX, ela vai cortar o

eixo OY num tnico ponto em que y = yo numa aplica¢ao reversa do axioma 5.
E qualquer ponto sobre esta reta tem yy por ordenada entao a equagao

Y=o (410)

identifica esta reta no sentido que permite encontrar qualquer ponto sobre a
mesma ¢ ela tem o formato da equagao (eq. 406) se fizermos A =0; B = 1;C =
—Yo-

A afirmacao “Az + By + C = 0 é a equagao da reta” é, infelizmente, falsa,
poderia ser a equagao dum plano ou dum hiperplano. Para evitar esta ambi-
guidade ¢ preciso acrescentar “no plano”,

“Az + By + C = 0 é a equagao da reta no plano” é a afirmagao correta
porque num espaco de dimensao trés esta equagao representa um plano.

A Geometria Analitica trata basicamente das conicas, no plano, sao reta,
circulo, elipse, pardbola e hiperbole e no espago tridimensional, plano, esfera,
elipsdide, paraboldide e hiperboldide.

Vou restringir-me ao plano, aqui. Entao uma equagao como y = x que
também pode ser escrita como y — x = 0 representa uma reta. Se vocé rodar
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gréfico da equacdo
y=x

no plano

@33)

@2

(L1

Figura 61: gréfico da equagio y = = no plano

algum programa que produza gréficos, com esta equagao vocé vai visualizar o
que a figura (fig 61), pdgina 146, lhe mostra. Esta figura foi desenhada com
xfig que é um editor grafico. Vocé pode obter um grafico semelhante a este
usando gnuplot. Num terminal do gnuplot execute os comandos:

f(x) =x
plot f(x), O
pause -2 "Aperte para terminar"

para ver um gréifico semelhante ao da figura (fig 61).
Explicando, gnuplot “ndo sabe” fazer graficos de equagoes, mas sabe gréficos
de fungdes. Entao defini f(z) = x ou ainda

y=f() =2 (a11)

e depois o comando
plot £(x), O
pede que gnuplot faca os graficos das duas fungoes

y=fla)=zy=0 (412)

a segunda funcao ¢é o eixo OX. Confira eizos coordenados.

Ha viérias formas de representar algébricamente uma reta, equacao vetorial,
equagdo paramétrica da reta. Confira equagoes paramétricas.

A equagao vetorial, ou paramétrica da reta, é mais precisa. Uma reta é
uma curva, confira curva, que é a imagem de uma fungiao que depende de um
parametro, o que caracteriza sua dimensao como sendo 1. Genericamente uma
curva « seria um objeto definido por

at) = (@1(t),...,za(t)); n ¢ a dimensao do espago; (413)

17Esta é a “verdade” que separa a geometria euclidiana das geometrias nao euclidianas. . .
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Este é a equa¢ao duma curva definida no R™, é uma variedade de dimensao 1
imersa num espago de dimensao n.

O que caracteriza uma reta ¢ que todas as equagoes (t) sejam do primeiro
grau. Assim

alt) =t 1) = (21(t), ..., 2a(t)) (414)

¢ a equagao da primeira bissetriz no R", assim como
a(t) = (t,t) (415)

é a equagao da primeira bissetriz do plano. As equagoes que aparecem nas
equagoes (eq. 414), (eq. 415) passam na origem. A equagdo paramétrica da
reta na diregao do vetor @ passando pelo ponto P é

P+ tu; (416)

Escolha P e @ para obter a equacao paramétrica da reta na dimensao que
voceé desejar. Por exemplo, se vocé escolher

7= (1,2,1) € R} P =(0,0,0)

o resultado da equagdo, (eq. 416), serd o grafico duma reta paralela ao vetor
@ = (1,2,1) passando pelo ponto P = (0,0,0), portanto uma reta paralela ao
vetor @ = (1,2, 1) passando na origem no espaco tridimensional R?.

Se vocé escolher

i=(1,2,0,1) € R, P =(-1,2,3,-2)

o resultado serda uma reta do espaco de dimensao 4 passando pelo ponto P =
(-1,2,3,-2).

Esta equacao é também chamada de equagao vetorial da reta.

A equacao cartesiana da reta, no plano, é uma expressao do primeiro grau
envolvendo duas varidveis:

Az +By+C=0 (417)

se aceitarmos que ¢é a equacao duma figura plana, o resultado é uma reta. Aqui

vocé pode observar a indefinigao das equagoes cartesianas, é preciso indicar em

que dimensdo estamos para saber o que uma equagao cartesiana representa.
Podemos isolar y, escrevendo

C
y=——x— —; quando B # 0; 418
y=-pr-pd # (418)
Se calcularmos, fazendo = = 0, ainda supondo que B # 0, vamos obter o
ponto (0, —%) na equagao (eq. 418) e assim sabemos que esta reta passa neste
ponto.
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Pontos sobre uma reta r
satisfazem a uma proporgap

X= (xy)

Figura 62: Coeficiente angular e coeficiente linear

O coeficiente de z na equagao (eq. 418) é o coeficiente angular da reta, 7%,
é a tangente trigonométrica'® do angulo « que a reta faz com o eixo OX. Confira

o significado geométrico na figura (fig 62), pagina 148,

Os pontos sobre a reta satisfazem a uma propor¢io porque com eles monta-
mos razoes iguais entre os lados homoldgos dos triangulos semelhantes que eles
determinam com uma reta que lhe seja obliqua. Na figura (fig 62) a reta r é
obliqua ao eixo OX e determina com ele o angulo « cuja tangente ¢ a razao
entre os catetos oposto e adjacente de qualquer um dos triangulos que vocé pode

ver nesta figura.

Na figura (fig 62) marquei os pontos (a,b), (p,q) que determinam a reta e
mais um ponto genérico, (x,y) que é a varidvel que vai permitir-me montar uma
equacgao. Os lados homélogos sdo proporcionais:

tg(a) = m; (419)

é a proporgao obtida fazendo uso dos catetos do triangulo de vértices (a, b), (p, q)
juntamente com triangulo formado pelos pontos (z,y) e (a,b). Desta proporgao

18Se B = 0 entdao & = —% porque nao tem sentido que também A = 0. Se A = 0 nao tem
sentido que B = 0.
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saem alguma das expressoes que sao bem conhecidas como “equacdao da reta”:

(q=b)(x —a)=(p—a)y—b);
(g=bz—(g—ba=@®—-ay—@-—akb;
p#a = y—b= q’b(mfa);

p—a

g=b .
=2 = y=m(z—a)+b

(420)
(421)
(422)
(423)
(g=b)z—(p—a)y—(¢-bla+ (p—a)b; (424)
(425)
(426)
(427)
(428)

m=

faga: A= (q—0);B=—-(p—a)C=—(¢g=ba+(p-a)
Az + By+C=0;
B;é();y:—%z—%;m:—%;n:—%;
Y =mx+n;

e Na equagao (eq. 423) obtive a equacio na forma y = m(z — a) + b que
evidencia que esta reta passa no ponto (a,b) e tem coeficiente angular
m. Esta é uma das melhores formas de apresentar a equagao da reta
em situagoes em que vocé precise dum ponto onde a reta passe com uma
inclinagao adequada. Seria por exemplo o caso do médulo espacial Rosetta
da Agéncia Espacial Européia que no momento certo despachou um robot
para aterrisar na superficie do cometa 67P/Churyumov-Gerasimenko. O
médulo contendo o robot deve ter sido langado num trajetéria tangencial a
trajetéria da nave Rosetta para otimizar energia usando a dire¢ao em que
trafegava a nave mae que seguia numa rota sob atracao gravitacional do
cometa. Este é o formato requerido por muitas das aplicagoes do Célculo
Diferencial e Integral.

Por exemplo, a equagao da reta tangente ao grdfico da fungao diferencidvel
y = f(x) no ponto (a, f(a)) é

y = f'(a)(z —a) + fla)ym = f'(a);b = f(a); (429)

A equacao (eq. 426) é comumente chamada de equacdo geral da reta
porque apresenta a reta como consequéncia da combinacao linear de dois
numeros dados A, B. Observe o desprezo dado ao C' que é apenas um
coeficiente posicional: se C' = 0 a reta passa na origem ...

Na equagao (eq. 428) ficaram expressos dois coeficientes, o coeficiente
angular, m e o coeficiente linear n. O coeficiente angular expressa a
inclinagao relativa da reta com o eico OX e o coeficiente linear mostra em
que ponto do eixo OY a reta passa.

O coeficiente angular ¢ um conceito preso ao sistema de coordenadas car-
tesiano e de certo forma restritivo. Por exemplo, as retas paralelas ao eixo
OY nao tem coeficiente angular. Nao teria sentido, também, falar no coefici-
ente angular com que a nave Rosetta expeliu o mdédulo em dire¢ao ao cometa
67P/Churyumov-Gerasimenko.

Na verdade o caso da nave Rosetta e dos eventos espaciais caem no estudo
vetorial das equagoes com o qual se resolve a deficiéncia do geométrica do coe-
ficiente angular

Entretanto o coeficiente angular, pese sua restri¢ao, ele tem usos e deixe-me
mostrar algumas retas associadas aos seus coeficientes angulares

y = —x + 1; coeficiente angular — 1, passando em (0, 1); (430)
y =z + 1; coeficiente angular 1, passando em (0,1); (431)
y = 2z — 1; coeficiente angular 2, passando em (0, —1); (432)
y = —2x — 1; coeficiente angular 2, passando em (0, —1); (433)
y = 0.5z — 2; coeficiente angular %, passando em (0, —2); (434)
Vocé pode ver os grificos destas retas na figura (fig 63), pagina 150,
\
J=05x-2
yzox+1
yEx+1
y=-2x-1
y=2x-1
Figura 63: retas e suas equagoes no plano
O padrao para todas estas equagoes sao as equagoes
y = mx + n coeficiente angular m, passando em (0,n); (435)
y =m(z — a) + b; coeficiente angular m, passando em (a,b);  (436)
y —b=m(x — a); coeficiente angular m, passando em (a,b);  (437)

e os dois nimeros m, n recebem os nomes coeficiente angular e coeficiente linear,
respectivamente.

Se vocé deslizar estas figuras, paralelamente, usando um esquadro, para que
passem no ponto (0,0), na origem dos eixos, a equagao das retas assim obtidas,
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y = —u; cocficiente angular — 1, passando em (0,0); (438)
y = x; coeficiente angular 1, passando em (0,0); (439)
y = 2x; coeficiente angular 2, passando em (0,0); (440)
y = —2z; coeficiente angular 2, passando em (0, 0); (441)
y = 0.5; coeficiente angular 3, passando em (0,0); (442)

e vocé pode ver o resultado obtido com xfig na figura (fig 64), pagina 151,

y=0.5x

y=x

y=2x

Figura 64: retas e coeficiente angular

Vocé pode repetir os graficos que se encontram nas figuras (fig 63) e (fig 64)
com este cédigo do gnuplot:

m=1; a=-2; b = -3; f(x) = mx(x-a);
set arrow from 0,-15 to 0,15 nohead;
plot £(x),0;

trocando os valores de a,b, m para ver distintas retas. Se vocé quiser ver os
gréficos simultancos, inclua indices, observe como:

ml = 1; al=-2; bl = -3; f1(x) = ml*x(x-al);

set arrow from 0,-15 to 0,15 nohead;

plot £1(x),0;

m2 = 2; a2=-2; b2 = -3; f2(x) = m2*(x-a2);

plot £f2(x), f1(x), 0;

m3 = 3; a3=-2; b3 = -3; £3(x) = m3*(x-a3);

plot £3(x),f2(x), f1(x), 0;

e vocé pode alterar o ponto onde passa algumas das retas, raspe o texto e cole
num terminal do gnuplot ou num arquivo para depois chamar este arquivo com
gnuplot.

- equagdo diferencial E uma equacio em que a principal operagio ¢ a di-
ferenciabilidade e consequentemente a varidvel é uma fungao, é portanto uma
equacao funcional. Estas equagoes, quando tiverem solugao, em geral tém um
conjunto infinito de solugoes.

e Se as fungoes-solucgao destas equagoes forem univariadas, elas sdo chama-
das equagées diferenciais ordindrias, resumidamente EDO. Ver EDO.

e se as funcoes-solugao forem multivariadas, elas sao chamadas equagoes
diferenciais parciais, resumidamente EDP. Ver EDP

Uma equagao diferencial é uma expressao envolvendo uma fungao, y, a in-
cognita

y=y(@1,... an); (443)
F(z1,..., 20, yj6) = 0; (444)
Yik = %% derivadas parciais de y; (445)

as operagoes usuais da Algebra, representada pela func¢ao F, no caso das equagoes
diferenciais parciais, ou

y=y(z); (446)
F(z,yn,- - yn) =0 (447)
yj = derivada de ordem j de y; (448)

e F' é uma expressao “algébrica” envolvendo estas variaveis.

Os coeficientes podem ser constantes ou outras fungdes e assim separamos em
equagoes a coeficiente constantes ou varidveis. O mais alto indice de derivagao
é dito a ordem da equagao diferencial.

Se y for uma fungao de vérias varidveis, as derivadas envolvidas serao as
parciais, e equagao é chamada EDP, equagao diferencial parcial, ver EDP,

Se y for uma funcao univariada, as derivadas envolvidas serdo as ordindrias,
e equagao é chamada EDO, equagao diferencial ordindria, ver EDO,

O adjetivo parcial tem o que ver com as derivadas parciais envolvidas na
definigao da equagao e serve para colocar em oposicao as equagoes diferenciais
ordindrias, ver EDO.

Aplicando o teorema da fungdao implicita & equagao (444) ou (447) é, em
principio, possivel explicitar a maior ordem de derivagao.

Embora seja possivel identificar equagoes diferenciais ordindrias dentro de
um problema de equagoes diferenciais parciais, as metodologias para encontrar
solucoes diferem de forma fundamental. Um pouco desta ideia pode ser apre-
sentada aqui.

As equagoes diferenciais ordindrias podem ser inicialmente descritas de uma
forma muito simples, que embora nao represente completamente estas equagoes
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servem como uma forma inicial de descri¢ao: toda funcao univariada bem com-
portada é uma derivada, ou dito em outras palavras, tem uma primitiva que
pode ser obtida usando-se o teorema fundamental do Cdlculo com uma condi¢do
inicial. Isto é absolutamente falso quando se passa ao caso multivariado.

A maneira mais ficil de entender esta diferenga passa por dos mais bonitos
teoremas da Anadlise, o teorema de Green, que tem duas versoes: a trivial e a
nao triviall Na versao trivial, aplicada a fungoes bivariadas, o teorema de Green
descreve duas integrais nulas:

L2 dndy; y = 09 (449)

OF OF / °F  0°F
Ox dy

Eriaaar ydx  dxdy

em que v é uma curva fechada que é a fronteira da regiao Q,y = 9(Q2), e desta
forma separa as fungoes em duas classes:

e 10 caso trivial as fungoes cujas integrais (de linha) nao dependem do ca-
minho escolhido entre dois pontos do dominio, ou equivalentemente, suas
integrais (de linha) se anulam sobre qualquer caminho fechado. Estas
fungoes tém primitivas que podem ser calculadas com uma integral de li-
nha. Quando uma integral de linha nao depende do caminho v que una
dois pontos do plano,

/ P, y)dz + Q(z, y)dy

5

N _(oF . . . e
dl{etnos que~(P,Q) = (5 ay) ¢ um campo vetorial conservativo. Como
a integral ndo depende do caminho, ela se anula sobre qualquer curva
fechada e corresponde, na Fisica, a lei de conservacao da energia: a cir-
culagao sobre um contorno fechado qualquer, é nula.

1o caso nao trivial as fungdes cujas integrais (de linha) dependem do ca-
minho escolhido entre dois pontos do dominio, ou equivalentemente, suas
integrais (de linha) ndo se anulam sobre algum caminho fechado ~

a—PdT+ d1 *// op de1 09 (450)
or ydr  owoy W T o

A curva v é a fronteira, J9, da regiao . Estas funces nao tém primi-
tivas, ou ainda, nao é possivel encontrar-se z = F(z,y) diferencidvel duas
vezes continuamente, tal que

oF

3 = P@y) 5= Q. y); (451)

IF
"oy
Diz-se, neste caso, que (P, Q) nao define um potencial, ou ainda que é um
campo vetorial nao conservativo.

As primeiras tem primitiva e a expressao da integral de linha do teorema de
Green, na sua versao trivial ¢ uma generalizagao direta do calculo de primitivas
de fungoes univariadas ou do teorema fundamental do Célculo.

A segunda forma do teorema de Green diz que integral depende do contérno
e neste caso a fungao (z,y) — (P(z,y), Q(z,y) ndo tem primitiva. Este e um
primeiro exemplo de equacao diferencial parcial

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0; (452)
5 = Pla.y); 55 = Qa.y); (453)

que é chamada ezata e que se puder ter solugao, se for exata, tem como solugao

a familia das curvas de nivel de z = F(z,y). Como a solugdo é uma familia
de curvas esta equagao ¢ considerada uma equagao diferencial ordinéria sendo
estudada como tal.

O teorema de Green separa as fungoes vetoriais de varidvel vetorial, (P, Q)
em duas classes: (1) as que sao derivadas e entao % = ‘Z—g e (2) as que nao
sao derivadas, % #* %CT)‘ E estaa diferenga com o caso univariado mencionado
acima, no caso univariado “qualquer fun¢ao que nao seja muito descontinua”
tem primitiva. As fungdes vetoriais, por exemplo as que forem da forma (P, Q),
podem ser continuas sem terem uma primitiva, elas podem nao ser derivadas.
O teste é feito pelo Teorema de Green.

Este exemplo de equagio a derivadas parciais tem um significado especial de
mostrar que a solugao de uma equacgao diferencial parcial depende da fronteira
de uma regiao, esta é outra das diferencas entre equagoes diferenciais ordindrias
e parciais, a dependéncia da fronteiras ou ainda como se diz, dependéncia das
condigoes de contorno.

H4 algumas poucas equagoes diferenciais parciais de facil solugao e que tem
importancia pratica porque sempre aparecem nas temtivas de resolver as mais
dificeis:

uy =G =0ule,y) = f(@); usy = 0iulz,y) = f) +gly) (454)
em ambos os caso, f, g sao fungoes arbitrarias, diferencidveis, univariadas. Es-
tas duas equagoes sao do tipo homogénea e linear e podemos ver, neste caso,
facilmente a influéncia da Algebra Linear na solugao das equagoes diferenciais.
Para isto considere a equacao mais dificil

Uy = h(,y) (455)

Sua solugao geral é a solugdo geral da equagio homogénea, u,,, = 0 mais uma
solugao particular da geral que é a expressao da solucao geral de um sistema
linear (da Algebra Linear):

u(x,y) = //h(s,t)dsdt + f(z)+g(y) (456)
a b



basta calcular u., na equagao (456) para verificar que esta é de fato uma solugao
da equagao (455).

As equagoes diferenciais parciais lineares (EDPL ou LPDE) se classificam
com nomes tirados da Geometria Analitica, em hiperbélicas, parabdlicas, elipticas
porque podem ser expressas com operadores lineares que tem o aspecto das
equacoes destas conicas.

Este ramo da Matemética é possivelmente o mais profundamente estudado e
por uma quantidade muito grande de matematicos. Por um lado, porque apre-
senta dificuldades muito grandes, e por outro lado, por seu envolvimento com
todos os ramos das ciéncias onde se possa verificar uma dindmica ou variagao,
ou seja pela enorme influéncia junto as demais ciéncias.

Para desenvolver as diversas teorias dentro deste campo do conhecimento
matematico, é necessdrio usar ferramentas avangadas da Algebra, como Teoria
dos grupos, dos semi-grupos, anel e médulos assim como da Geometria Diferen-
cial.

Em 1945 Laurent Schwartz, um matemadtico francés, conseguiu sintetizar, si-
multaneamente com um matemético portugués, Sebastiao e Silva, a Teoria das
Distribuigoes, criando um novo objeto matemadtico, diferente de fungoes, e por
algum tempo se teve a quase certeza de que se havia encontrado uma metodo-
logia para resolver as equagoes diferencias parciais. As distribui¢ées sao ainda
chamadas de fung¢oes generalizadas. Ainda nao sabemos resolver equagoes dife-
renciais parciais com as distribui¢oes, mas este método abstrato tem se mostrado
muito prético nas solugoes aproximadas de equagoes diferenciais.

As equagoes a derivadas parciais se classificam em duas grandes classes, as
lineares e as nao lineares. Uma forma de determinar se a equagao é linear ou
ndo linear consiste em transformar a equagao (444) ou (447) em um sistema de
m equagoes em que m é a ordem da equagao diferencial. Se a equagao for linear o
resultante sistema serd um sistema linear nas incognitas g, ou respectivamente
Yk-

Como no caso das equagées diferenciais ordindrias, nés sabemos tudo so-
bre as lineares, exceto resolvé-las, porque dependemos de outros ramos da Ma-
temadtica que ainda nao conseguiram desenvolver os métodos necessérios... J& as
equagoes nao lineares quase que formam, cada uma delas, a sua prépria teoria.

Com a transformada de Fourier, que alterna derivada em produto por con-
volugao, ¢ possivel identificar as equagoes diferenciais lineares parciais com
expressoes vindas da Geometria Analitica que definem as conicas, pardbolas,
hipérboles e elipses estabelecendo uma grande classificagdo das equagoes linea-
res ou nao lineares.

Desde o advento da computagao cientifica, na década de 50, avangou muito a
pesquisa de solugoes aproximadas de equacoes diferenciais com alguns resultados
tedricos que surgiram com a possibilidade de compreender computacionalmente
algumas solugoes. O método dos elementos finitos ¢ um dos métodos computa-
cionais que mais tem se mostrado promissor quanto a construir aproximagoes
de solugoes e na construgao de visualizagoes graficas das mesmas.

- equagao diferencial ordinaria. Ver EDO.

- equagao diferencial parcial Ver EDP

- equacgao do circulo, ¢ um item da geometria analitica. Usando uma lin-
guagem moderna, podemos dizer que a geometria analitica “digitaliza” algumas
figuras geométricas criando equagoes o que torna possivel, por exemplo, usar es-
tas figuras em programas de computagao. A geometria analitica pode ser vista
como uma introdugao a geometria algébrica no sentido em que esta disciplina
da Matemadtica trata os entes geométricos que podem ser definidos através de
equagoes algébricas, mais precisamente como expressoes polinomiais.

O circulo é uma conica, quer dizer uma curva determinada pela interse¢ao
dum plano com um cone de duas folhas, e aqui estou me referindo a uma curva
espacial. Confira também a equagdo da elipse para uma andlise destas intesegoes
que geral elipses, pardbolas, hipérboles ou retas. . .

H4 um erro neste texto que serda corrigido mais a frente, mas procure des-
cobri-lo vocé mesma.

Equacgao geral do circulo

A definigao , da geometria, de circulo é “o lugar geométrico dos pontos
do plano que equidistam dum ponto chamado centro”. Deixe-me identificar o
centro com as coordenadas C' = (a,b) e um ponto genérico, P, do plano com
as coordenadas (z,y). A frase da geometria que define circulo pode entdo ser
traduzida algébricamente como

d(P,C)=r;\/(x—a)>+y—0b2=r (457)

em que 7 é a distdncia constante entre P e C. A figura (fig 65), pagina 156,
lhe apresenta a ideia , da geometria, contida na defini¢ao do circulo.

circulo de raio r e centro (a,b)

2 2 2
(x-a) +(y-b) =r

Figura 65: circulo de raio r e centro (a, b)

A expressao na equagao (eq. 457) poderia ser considerada a equacao do
circulo, mas nio é nesta forma que vamos encontra-la, habitualmente, mas sim
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na forma
P(e,y) = (@—a)? + (y—b)? = 1% (458)

entretanto qualquer uma das duas equagoes é perfeita para representar o circulo
apenas no primeiro caso podem surgir problemas se for usada num programa de
computador pela presenga da raiz que exige que o seu “parametro” seja positivo.

Um caso importante da equagao do circulo é quando a origem é o centro do
circulo quando a equagao fica

P(x,y) = 2> +y> =712 (459)

Basta que vocé substitua a =: 0,b =: 0 na equacao (eq. 458).

Identificando um lugar geométrico

O objetivo da geometria analitica é duplo, por um lado, codificar em equagoes
algumas figuras geométricas, as conicas, e por outro lado, identificar numa ex-
pressao algébrica “geral” que tipo de figura algébrica se encontra codificada na
expressao. Este segundo problema nao é nada facil e na verdade melhor faz
parte do ambiente matemédtico mais amplo que ¢é a geometria algébrica, mas
¢ exatamente este segundo problema que aparece na maioria dos exercicios de
geometria analitica: “dado o polinémio

P(x,y) = Az® + Boy +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (460)

em que A, B,C, D, E, F sao constantes dadas, identifique qual é a cénica que a
equagao (eq. 460) representa”.

No caso do circulo posso encontrar as regras para fazer esta identificagao se
expandir a equagio (eq. 458) quando vou encontrar a expressio

P(x,y) = a” +2ax +a® + y* + 20y +b* —r2 =0 (461)

e comparando as duas equagoes deduzo que A = C' e se A # C' a expressao pode
representar uma elipse, uma hipérbole ou nenhuma conica. Também

B=0;D=2a;E=2bF=a>+b>—r> (462)

e desta forma, se a equagio (eq. 461) representar um circulo ¢ entdo possivel
encontrar o centro, C', e o raio, r. Analise um exemplo, considere a sequéncia
de célculos, que vou considerar “validados” porque A = C, entao poderd ser um
circulo.

P(r,y) =2 —do+y*+ 6y —3=0; (463)
P(r,y) =2 —dz+4—4+y>+6y+9-9-3=0; (464)
Ple,y) =a2® —4e+4+y> +6y+9-9-3-4=0; (465)

P(z,y) =2 —dz+4+ 9> +6y+9—-16=0; (466)

Pla,y) = (x=2)* + (y +3)* — 4% (467)

(r =2+ (y— (=3))* = 4% (468)

que é a representacao algébrica do circulo de centro C' = (2, —3) e raio r = 4.
Na sequéncia de contas das equagoes (eq. 463) -(eq. 468) usei uma técenica
denominada completagio de quadrados em vez de procurar identificar os coefi-
cientes da equagao geral (eq. 460). Quando identificamos A = C, é mais prético
seguir por este método para verificar se a expressao representa um circulo. Para
dominar as técnicas envolvidas no trabalho com geometria analitica, como em
qualquer disciplina ou atividade humana, a regra ¢ bem simples: fazer uns mil
exercicios. ..e vocé os encontra aos milhares em textos livres distribuidos na
Internet.

O erro mencionado incialmente se encontra em que, ao escrever-se uma ex-
pressao P(z,y) ndo estd implicitamente identificada a dimensdo do espago em
que esta expressao “codifica” algum objeto. Por exemplo, no espago de dimensao
3,

P4y =1;

representa o cilindro cuja base é o circulo unitario do plano XOY e a geratriz
é 0 eixo OZ. Apenas mencionar esta equagao sem identificar o universo em que
ela estiver sendo considerada deixa uma indefini¢ao. Este erro é muito comum
nos textos, mas ¢ dificil de ser corrigido sem criar uma redagao muito complexa,
em geral se admite implicitamente que se houver apenas duas varidveis, entao
a dimensao do universo é dois.

E interessante responder a uma pergunta que sempre ¢ feita. Porque a
P(z,y) = 0 é que representa a equagio do circulo e nio apenas P(z,y)? B
que escrevendo “apenas P(z,y) vocé tem uma expressio livre que pode assumir
qualquer valor em funcao dos valores dados as variaveis z, y e consequentemente
P(z,y) se refere a qualquer ponto (z,y,z) do R* em que z = P(z,y). A
restrigio P(z,y) = 0 limita esta expressio a z = 0. Outra forma de dizé-lo, é
que P(z,y) = 0 corresponde ao sistema de equagoes

2= P(z,y):
{ o Y (469)

em que a primeira equagao representa o grafico da fungao bivariada z = P(x,y)
e a segunda equagao representa o gréafico da fungao bivariada z = 0 cuja grafico
é 0 plano XOY ou seja, a equagao (eq. 469) representa a intersecao de duas
superficies o que pode ser uma curva. As curvas num espago de dimensao maior,
como aqui seria o R?, sdo determinadas por intersecio de superficies. Assim,
o erro mencionado acima fica amenizado com um sistema de equagoes como a
equagao (eq. 469). Mas indefini¢ao persiste...uma curva é uma variedade de
dimensdo 1 e a expressiao P(x,y) = 0 apenas sugere que existam duas varidveis o
que daria para calcular a dimensao por uma regra pratica que diz que a dimensao
é uma unidade menor do que o nimero de varidveis. Mas escrever

22 —dr 4> +6y—3=0

nao contém nenhuma informacao sobre a variavel z ou significa que ela pode

ter qualquer valor entdo esta expressio no R? é um cilindro uma vez que nio
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estd estabelecida nenhuma restricao sobre a mesma e existe restricoes sobre os
valores de x,y.

Entre escrever textos extremamente complicados termina valendo o bom
senso que ¢ determinado pelo contexto.

O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico, ou circulo unitdrio, é uma figura geométrica que
aparece em muitas situagoes merecendo assim um tratamento especial. Posso
partir da equagao (eq. 459), basta dar o valor 1 ao r =1

P(z,y) =a2® +y* =1, (470)

@ = cos(0); y = sin(0); (x,y) = (cos(0),sin(0)); (471)

A afirmacao contida na equagao (eq. 471) ¢ a da relagdo fundamental da

trigonometria e vale sempre que a soma de dois quadrados for 1. Explicando

melhor, se a soma de dois quadrados for 1, como na equagao (eq. 470) entao os

numeros , y sao, respectivamente coseno e seno de algum angulo. Temos assim
a forma polar do circulo.

- equagao do plano ¢ um tépico da Geometria Analitica.

E comum a afirmagio de que Az + By + Cz+ D =0 é a equagio do plano.
Infelizmente isto ¢ falso, poderia ser a equagao dum hiperplano. Para evitar
esta ambiguidade é preciso acrescentar “no espago de dimensao 3” porque, num
espago de dimensao n;n > 3, por exemplo num espaco de dimensao quatro, esta
equagao representa um hiperplano.

Entenda porque, = 4 ndo é a equacio duma reta! se for no R?, é verdade,
é uma reta, mas se for no R é um plano formado dos pontos {(4,v, 2);y, z € R}
uma vez que a Unica restri¢Go imposta pela equagao é sobre a variavel .

Uma equagao deste tipo, combinacao linear de coeficientes e varidveis, um
polinémio do primeiro grau, representa uma variedade linear, retas, planos,
hiperplanos sao exemplos de variedades lineares. Representa a variedade linear
maximal que as restri¢des permitirem.

A equagao paramétrica do plano, é mais precisa por deixar claro a dimensao.
Um plano é uma superficie, confira superficie, que é a imagem de uma fungao
que depende de dois parametros, o que caracteriza sua dimensao como sendo 2.
Genericamente, uma superficie a seria um objeto definido por

a(s,t) = (z1(s,t),...,2,(s,t));n é a dimensdo do espago; (472)

na equagao (eq. 472), uma superficie definida no R", ¢ uma variedade de di-
mensao 2 imersa no R™. Por exemplo

a(s,t) = (s,t...,zn(s,t)); (473)
z1(s,t) = 53 (474)

(s, t) =t (475)

(476)
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Plano é a imagem de uma superficie cujas equagoes,zi(s,t), sejam todas do
primeiro grau.
Assim

als,t) = (a1s + bit, ..., ans + byt);ar, by € R;
B(s.t) = (s,t,3,3s + 4t); € RY;
v(s,t) = (s,t,3s + 4t); € R3;
n(s,t) = (a15 + bit + c1, @28 + bal + c2,a38 + bt + c3) € R

sao equagoes dos planos, variedades lineares de dimensao 2
e «x imerso no R"™;
o (x imerso no R%;
o 7, 1% imersos no R?;

Observe que na equagao (eq. 480) temos a expressao de todas as coor-
denadas com equagoes do primeiro grau, logo uma variedade linear, um lugar
geométrico do R? que depende de dois pardmetros portanto uma variedade
linear de dimensao 2 que é o mesmo que podemos ver nas duas equagoes ante-
riores.

Usamos o mesmo nome da func¢ao que define a variedade acrescentando-lhe
asterisco para designar a imagem geométrica da variedade, em outras palavras

graf(a) = ax;graf(8) = pxigraf(v) = v

O plano vx definido na equagao (479) “passa” na origem, enquanto que
o0 plano Bx definido na equagao (478) passa no ponto (0,0,3,0) € R? e nio
passa na origem.

Vamos fazer uma comparacao com a reta cuja visualizagao ¢é facil, para
depois extrapolarmos para o caso do plano. Reta é uma curva que tem um
unico coeficiente angular, e sua dire¢ao ¢é uma reta paralela a um vetor dado
que define os coeficientes diretores desta reta. Um plano tem coeficiente angular
em qualquer dire¢ao que escolhermos, uma infinidade de coeficientes angulares,
mas tem um vetor que lhe é perpendicular e quaisquer outros planos que sejam
perpendiculares a este vetor sao paralelos entre si.

Portanto é importante determinar um vetor que seja perpendicular a um
plano, ele determina uma classe de planos paralelos num determinado espago e
é a forma de construir sua equagao.

A Geometria Fuclidiana nos diz que dado uma dire¢ao r, e um ponto, P,
existe um unico plano, m passando por P e perpendicular a 7. E diffcil de ver-se
isto graficamente, mas ¢ facil ver o caso da reta, no R?, a figura (fig 66), pagina
161, mostra a dire¢ao representada pelo vetor 7 e um ponto do plano por onde
passa uma Unica reta que é perpendicular a 7. Também had um tnico plano
passando por P e perpendicular 7.
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A reta t passa no ponto |
é perpendicular ao
P vetor T

Figura 66: A reta t passa no ponto P é perpendicular 7

E neste ponto em que as geometrias ndo euclidianas se separam da geome-
tria euclidiana'®. Por exemplo, na geometria esférica as retas sio os circulos
maximos, ¢ as paralelas todas elas se encontram nos polos. Na geometria eucli-
diana elas se encontram no infinito. . .

Mas estamos falando da Geometria Analitica Fuclidiana!

Retornando a equagao do plano, precisamos identificar um vetor perpendi-
cular ao plano para podermos construir sua equagao, ou, vice-versa, identificar
na equagao o vetor perpendicular para poder imaginar o plano!

Na equacao Az + By + Cz = 0 podemos identificar um produto escalar:

Az + By+ Cz =< (A,B,0), (z,y,z) >=0; (481)
(4,B,C) L (x,y,2); (482)

Az —a)+ By —b)+C(z —c) =0; (483)
<(A4,B,C),(x —a,y—b,z—c) >=0; (484)
(A,B,C) L (x—a,y—b,z—c); (485)

Na equagao (eq. 481) estamos traduzindo uma soma nula com o produto

9F se registra um famoso erro de um famoso e importante matematico, Lagrange, que
tentou provar o axioma das paralelas.
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escalar e concluindo que o vetor (A, B, C') é perpendicular a um vetor genérico do
lugar geométrico estudado. Esta propriedade caracteriza as variedades lineares
elas sao o lugar geométrico dos pontos do espago perpendiculares a um vetor
dado. Na equacio (eq. 483) aplicamos uma translagao por (a, b, ¢) concluindo
que o vetor (A, B,C) é perpendicular ao vetor (z —a,y — b,z — ¢).

Vamos interpretar esta equacdo defininindo um lugar geométrico do R3,
entao um plano.

e no plano isto significa reta;

e no espaco tridimensional, significa plano;

e num espago de dimensao n > 4 significa um hiperplano;
Na equagao (eq. 482) aplicamos uma translagao

Az +By+Cz=0 (a&ﬁc)

Az —a)+Bly—b)+C(z—¢) =0

um movimento rigido do plano, sem rotagao, ou com rotacao zero. Esta equacao
representa um plano paralelo ao da equagao anterior, (eq. 481). Se fizermos
(z,y,2) = (a,b,c) vemos que o ponto (a,b,c) satisfaz & equacao (eq. 482)
portanto (a, b, ¢) pertence & variedade definida por esta equagao que é um plano
que passa no ponto (a, b, ¢). Demonstramos o teorema

6 (Equagao do plano) Equagdo do plano
No R? a equagio do plano perpendicular ao vetor (A, B,C) passando pelo
ponto (a,b,c) é

A(x—a)+Bly—b)+C(z—c)=0=Ax+ By+Cz=D;D = Aa+ Bb+ Cg;

Para obter uma equagao parametrica do plano, partindo da equagao (eq.
481), explicite z como funcao de (z,y):

p=—p - = fay) = (v fl2.y) (486)
(5,1, f(s,1) = (s,t,— 42 — Bb; (487)

A expressao se diz equacao paramétrica do plano, e habitualmente é escrita com
os simbolos s, t representando os parametros e obtivemos por outro caminho a
equagao (eq. 479).

Para compreender a terminologia hiperplano observe as semelhancas:

e Uma reta, um espago de dimensao 1, ¢ dividido por um ponto, em dois
semi-espagos chamados semi-retas, porque um ponto é um objeto mazimal
das retas;

e Num plano, as retas dividem o espa¢o em dois semi-espacos chamados
semi-planos significando que as retas sao os objetos maximais dos planos;
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e num espaco tridimensional, os planos dividem o espago em dois semi-
espagos para os quais nao temos terminologia geométrica devido ao fato
de sermos, culturalemente, prisioneiros da terceira dimensdo. Os planos
sao as variedades lineares maximais dos espacos tridimensionais.

num espago de dimensao n < 4 chamos de hiperplano as variedades li-
neares maximais que dividem estes espagos em dois semi-espagos para os
quais a nossa linguagem tridimensional nao tem vocabulos.

- equagao linear, indexequagao linear confira sistema linear.

- equacao normal da reta A equagado cartesiana da reta é a expressao

Az + By +C =0; (488)

que também pode representar qualquer variedade linear portanto é preciso que
se diga que é a equagdo duma figura plana. Associada a esta equagao temos a
equacao da reta, variedade linear, que passa na origem

Az + By = 0; (489)
em que podemos claramente identificar o produto escalar
< (z,y),(A,B) >=0 (490)

dum vetor genérico, (zﬂy) do lugar geométrico que esta equagao representa,
pelo vetor dado (AaB) Como o nenhum desses vetores deve ser nulo?’, entao
quem é zero é o coseno do angulo entre os vetores, conduzindo, sucessivamente,
a conclusao de que eles sao perpendiculares e que este lugar geométrico ¢ uma
reta, r, que passa na origem.
O lugar geométrico correspondente & equagao (eq. 488) ¢ uma reta paralela
a esta da equagdo (eq. 489).
Como o vetor (A,-‘ B) ¢é perpendicular & r podemos calcular o vetor unitdrio
de sua dire¢ao .
N ( A . ‘B
VA B AT B
produzindo assim um vetor normal & reta r ou, de forma mais geral, a uma reta
qualquer como esta da equagao (eq. 488).
Vetor normal é qualquer vetor unitario que é perpendicular a alguma va-
riedade, linear ou nao. Como eles se encontram dentro duma esfera unitaria de
algum espaco, entao suas coordenadas séo do tipo sin, cos e neste caso sao

)i (491)

N= (cos(a)?sin(a)); (492)

em que « ¢ angulo entre a reta r ¢ o eixo OX. A figura (fig 67), pagina 164,
ilustra o significado do vetor normal para o célculo da distancia duma reta a

20Salvo algum ponto quando o zero pertencer ao lugar geométrico.
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Circulo trigonométrico e a reta
(AB)

5
%, /
5 «
o T
“o

Equagdo normal da reta

Figura 67: vetor normal e distancia da reta & origem

origem dos eixos.
Uma tal equagdo é importante porque se dividirmos a equacao (eq. 488)
pelo médulo do vetor (A, B) encontramos a férmula da distancia da reta

Az + By+C=0

a origem:
Tam v vare = 0 (493)
cos(a)x + sin(a)y + ﬁ =0; (494)
- ‘/ﬁ = cos(a)z + sin(a)y; (495)

Na equagio (eq. 495) se encontra uma constante no primeiro membro e no se-
gundo membro a projecao do vetor genérico da reta na dire¢ao do vetor normal,
portanto esta constante, em médulo

C

b

\ (496)

é a distancia da reta Az + By + C = 0 a origem.

Considerando a observagao inicial que Az + By + C' = 0 é uma variedade
linear portanto sua dimensao depende do espago em que ela estiver considerada,
estes célculos servem ipsis literis como demonstragao da férmula da distancia
de qualquer variedade linear a origem dos eixos, apenas considerando o médulo
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do vetor perpendicular:

3 Apxp + Apyr = 0; (497)
k=1
(A1, Ay) = (498)
N = L(4,. (499)
d(V,0) = |45 (500)

e aparece na equagao (eq. 497) a expressao que generaliza a distancia da reta
a origem agora representando a distancia duma variedade linear de dimensao n
a origem.

Podemos obter também a distancia dum ponto P que se encontre sobre uma
variedade P € S, por exemplo uma superficie, & origem usando célculos seme-
lhantes a estes. Para isto precisamos que o ponto P em questao admita uma
variedade linear tangente e sendo assim basta calcularmos a distancia desta va-
riedade linear tangente a origem. Mas observe que esta distancia somente pode
ser considerada a distancia da variedade S & origem nas seguintes condigoes:

e S for convexa;

e O variedade linear tangente no ponto P divide o espago em dois semi-
espagos, isto sempre serd verdadeiro, e a variedade S esteja no semi-espaco
diferente daquele em que estiver a origem.

Esta questao se situa no estudo da convezidade e de variedade diferencidvel.

Embora na literatura se ponha algumas vezes énfase no vetor unitdrio e
que se chama esta expressao como equagao normal da reta a real importancia
da “equa¢ao normal da reta” vem do fato de que ela oferece um substituto ao
conceito de coeficiente angular que nem sempre existe oferecendo um vetor per-
pendicular, ou um vetor normal a reta. Esta equagao estd pronta para ser usada
em qualquer dimensao e para oferecer um vetor tangente a uma variedade num
espago qualquer. Aplicagoes: obter a dire¢ao que tangencia uma variedade no
espago, direcao tangencial para expelir um mddulo duma nave espacial. Confira
Rosetta, a nave espacial.

- equagao polar da reta Uma reta paralela ao eixo OY nao tem coefici-
ente angular quando discutimos sua equagdo cartesiana o que mostra que este
conceito, coeficiente angular, é limitado. A soluc¢do sao os chamados cosenos
diretores que produzem a equagdo polar da reta.

N
Considere uma reta r que seja paralela ao vetor @ =(a,b) e passe pelo ponto
P = (p,q). Ela é também paralela ao vetor unitdrio da dire¢ao do vetor u que
é o vetor -
(cos(a),sin(a)) = (cos(a), cos(B));a + 8 = 3 (501)
« ¢é o angulo entre o vetor i e o eixo OX.
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X = P+ tii; (503)
);teR; (504)

21 X é um wetor posi¢do sobre a reta: um ponto genérico sobre a reta. Confira
a figura (fig 68), pagina 166, as coordenadas de X sao determinadas como um
Y, equacdo vetorial da reta r

que passa no ponto P = (a,b)
e tem cosenos diretores

(cosa , ser

P = (ab)

X -P=tn

Figura 68: equacdo vetorial da reta: cosenos diretores

multiplo dos cosenos diretores da reta somados ao vetor P por onde a reta passa,
confira a equacao (503), detalhada na equagao (504).

A generalizacao desta equagao para retas num espago de dimensao n > 2 é
pura questao de aumentar o nimero de coordenadas e agora sim a expressao
cosenos diretores aquirem o seu sentido mais completo.

Dado um vetor @ € R™, a divisao pelo nimero || produz um vetor da esfera
unitdria do R™ que é designada com o simbolo, S"~! indicando que se trata
duma variedade de dimensao n — 1 do espago R"™, sendo uma generalizacao do
circulo trigonométrico®? S', e um ponto qualquer X € S"~! satisfaz a identi-
dade fundamental da trigonometria

n
X=(z1,,mn); Yy 2f=1; (505)
k=1

21 Aqui h& um vicio de notagio contrariando um hébito estabelecido, o simbolo 7 é reservado
para o vetor normal a uma variedade sendo impréprio o uso deste simbolo aqui.

220s indices usados como expoente caracterizam a dimensdo destas variedades. O circulo
trigonométrico é uma variedade de dimensao 1, uma curva.
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e como temos apenas dois nomes para as funcoes trigonométricas fundamentais,
fruto de nossa prisao tridimensional, a saida ¢ chamé-las, todas as coordenadas,
de “cos”, como algumas vezes fazemos no plano designando

sin(a) = cos(az); o + g = §; (506)
X = (cos(ay, cos(az) € Shyoq + o = I3 (507)
n
X = (cos(ay,cos(as, ..., cos(ay)) ;2:(:os(¢)¢k)2 =1 (508)

k=1

O método consiste em

sucessivamente cortando 8"~ com planos perpendiculares;

no primeiro selecionamos a dire¢ao OX; e determinamos a; como o angulo
que a projecao de X fizer com OX;

se selecionarmos OX como a dire¢ao de X o processo estd terminado!

selecionamos a dire¢ao que for perpendicular a OX; chamada OX; e cal-
culamos a projecao de X nesta dire¢io encontrando cos(asz) e assim su-
cessivamente até encontrarmos cos(cy, .

Este processo esta perfeitamente descrito no algoritmo de Gram-Schmidt
para ortonormalizagao dum vetor cuja apresentagao informal é a sucessao de
passos acima.

- equivaléncia é uma generalizacao do conceito de igualdade. A igualdade é
muito restrita, a equivaléncia ¢ mais ampla: é possivel ter uma infinidade de
objetos equivalentes mas que de alguma forma nés tenhamos o interesse em vé-
los como iguais. Por exemplo, os niimeros racionais se agrupam em classes de
equivaléncia, sdo equivalentes quando estiverem numa propor¢ao:

g g = == (509)

em que o segundo membro, na equivaléncia, ¢ uma propor¢ao, (o produto dos
extremos € igual ao produto dos meios), e nés precisamos que eles representem
o mesmo resultado.

A soma e o produto de niimeros racionais respeitam as classes desta relagao
de equivaléncia (ou, sdo compativeis com esta relagao de equivaléncia) no sentido
de que as duas acoes,

e somar ou multiplicar dois niimeros racionais e depois identificar a classe
de equivaléncia do resultado;

e somar ou multiplicar os representantes de classe de dois niimeros racionais
e depois identificar a classe a que pertence este resultado.
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produzem o mesmo resultado.
O que caracteriza uma relagao de equivaléncia sdo as propriedades:

1. a = a, reflexividade.
2.a=b = b=a, simetria.
3.a=beb=c = a=c, transitividade .

Estas trés propriedades, reflezividade, simetria, transitividade sao importan-
tes por si proprias e aparecem em outras relagoes, parcialmente. Por exemplo, a
implicagao ldgica nao tem a propriedade 2 mas tem as propriedades 1,3. Conse-
quentemente a implica¢do l6gica nao é uma relagdo de equivaléncia e nem seria
desejavel que o fosse.

A congruéncia, definida pelos restos na divisao por um niimero inteiro maior
ou igual que 2, é uma relagao de equivaléncia.

Dado um conjunto A e uma relagao de equivaléncia R(x,y) definida entre os
elementos de A, chamamos de classes quociente aos subjuntos definidos em A
formados por todos os elementos equivalentes entre si. Por exemplo, os niimeros
inteiros positivos que deixam o mesmo resto na divisao por um inteiro n > 2
sao as classes quociente na divisao por n em N.

Nas escolas primdrias, antigamente, as alunas aprendiam a prova dos 9, que é
relativamente inutil mas jd representava um comego de discussao de um assunto
importante, a congruéncia. Ela se baseia na equivaléncia entre os nimeros na
divisao por 9 porque a soma e a multiplica¢ao sendo compativeis com as classes
na divisao por 9, podemos verificar se a conta foi feita corretamente. Deixe-
me introduzir a linguagem adequada, para simplificar o discurso. Dizemos que
z = y(mod 9) se eles pertencerem a mesma classe dos restos na divisao por 9.

Assim 1234343 = 2(mod 9) e 234244243 = 1(mod 9) e o produto destes
restos é 2.

Fazendo a multiplicacdo entres os dois niimeros encontrei

289137741637349 = 2(mod 9)
entdo sei que nao errei na conta®® | porque 1% 2 = 2, o produto dos restos.
Entao conclio que muito provavelmente nao errei na conta. Como sao iguais os
resultados testados pela congruéncia, a probabilidade é grande de que a conta
tenha sido feita corretamente.

A prova dos nove nao é exata, mas a probabilidade de erro é muito pequena.
Se ao calcular eu tivesse cometido o erro, encontrando 289137741637439 =
289137741637349 + 90 a prova dos nove nao verificaria o meu erro, porque

289137741637439 = 2(mod 9)
mas este “erro” seria, evidentemente muito raro. A probabilidade de erro na
multiplicagdo é maior do que na adi¢do, porque 9 = 3 x 3. Melhor seria a
prova dos 11 que é um nimero primo, entretanto nao temos meios simples para
encontrar o resto na divisao por 11 como temos para com a divisao por 9. Este
assunto supera muito a questao cultural importante de manter a prova dos nove

23Nio errei, com certeza porque usei calc que uma linguagem de programacao de dominio
publico que tenho instalada no computador.
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na Escola, estd ligada com encriptacao de dados, mas neste caso o “mddulo” na
divisdo tem que ser um nimero primo e bastante grande para que as classes de
equivaléncia também possam ser grandes. Manter a prova dos nove na Escola
significa preparar as estudantes para entender melhor a aritmética.

Um outro exemplo de relacao de equivaléncia é equivaléncia de triangulos,
confira triangulos semelhantes.

- Eratéstenes , o crivo de Eratdstenes é uma listagem em sequéncia dos
numeros primos até um certo ponto, uma vez que o conjunto dos nimeros
primos ¢ infinito. . .

crivo de Eratéstenes

1 2 3 5 7 11
13 (17 |19 |23 |31 |37
41 |43 |47 |53 | 59 |61
67 |71 |73 [ 79 |83 |89
97 | 101 | 103 | 107 | 109 | 113
127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151

Aqui o crivo de Eratdstenes construido com auxilo do factor até 151 em
que vocé pode ver alguns dos fatos curiosos, os nimeros primos gémeos , que
sa0 os nimeros primos seguidos pela soma de dois: (3, 5), (5, 7), (11, 13),(17,
19),(29, 31),(41, 43),(59, 61), (71,73), (101, 103), (107, 109), (137, 139), (149,
151) ...

Segundo a Wikipédia, existem cerca de mil ntimeros primos gémeos abaixo
de cem mil e oito mil abaixo de um milhao.

Os nimeros primos foram e continuam sendo alvo de pesquisa, para aumen-
tar a tabela dos primos conhecidos que hoje se encontra na casa dos bilhoes
havendo clusters de computadores que ficam dedicados nos finais de semana
nesta busca. Por exemplo, a questao dos gémeos merece atengao com proble-
mas abertos envolvendo a sua distribuigao.

Os nimeros primos sao importantes em criptografia por uma razao bem
simples, que os restos na divisao por um ndimero primo forma uma &lgebra
finita muito parecida com algebra dos nimeros inteiro positivos ou o corpo dos
numeros racionais. Esta possibilidade algébrica permite um processo simples de
encriptagao que foi usado pelos alemaes na segunda guerra com sua maquina de
encriptacao cujo segredo foi desvendado pelo matemaético inglés Alan Turin. Na
tabela operatéria dos restos por um nimero primo, a multiplicagao por qualquer
nimero primo, provoca uma permutacao dos elementos da linha representando
assim um método algébrico que pode ser usado num programa de computagao,
para produzir permutagoes e portanto encriptar dados.

A tabela seguinte ¢ da multiplicagao dos restos na divisao por 7 em que cada
linha é uma permutagao da primeira obtida pela multiplicagao pelo resto que
se encontra na primeira coluna.
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e a proxima ¢ a tabela da adigao dos restos na divisao por 7

+
(=]
—_
[N
w
S
S
[N

oo efwlv|=|o
ooy | wlo| =
o|lo|a| el w o=
—| oo k| w| o
| = o|o| o k| w
w|no|=olo| e e
| || = oo ot
| wl| oo

Usando estas duas tabelas vocé pode resolver a equacao apenas usando as
propriedades fundamentais da aritmética dos niimeros inteiros, como existéncia
do neutro multiplicativo ou neutro aditivo, existéncia do inverso aditivo ou
multiplicativo e a propriedade associativa,

dr+3=2
dxx+3=2 510)
dxx4+3+4=24+4 = 4x2+0=24+4=6 511)
vz =6 512)
2% (dxx)=2%6=5 513

wt

14
15

16

)
2k (4xx)=(2*x4)xx=5 )
1%z =x =5 a solucao da equacao

testando 45 +3=6+3=2 <« 4dxx+3=2

ot

ot

)

)
Considere um exercicio identificar onde foi usada, cada uma das proprieda-

des, para obter a linha seguinte no sistema de equagoes (eq. 510)-(eq. 516).

Assim se pode encriptar ou desencriptar qualquer informagao baseada nesta
tabela de multiplicacao e adigao dos restos na divisao por 7.

Aqui vocé a importancia de descobrir nimeros inteiros primos muito grandes:
eles permitem uma algebra mais generosa o que justifica a generosidade de certos
financiadores que garantem computadores para mateméticos fazerem a pesquisa
de nimeros primos muito grandes. Nao é exatamente porque eles sejam mecenas
da ciéncia ...

As tabelas da adigao e multiplicagao médulo 7 foram construidas por um
programa em C++ que vou voltar a usar para construir a maior tabela que for
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possivel colocar na pagina que é a tabela seguinte, da adicao dos inteiros médulo
19, foi produzida por um programa em C++ que calculou os dados da tabela e
construiu o layout da tabela em ITEX .

A tabela da adigao médulo 19

Um programa como este pode ser usado para encriptar dados com valores
grande para o nimero primo p, mas 19 foi o maior nimero primo que eu pude
usar para que ainda fosse possivel apresentar, de maneira decente, estas tabelas,
numa pagina de texto. Estas sas as tabela da adicdo e do produto médulo 19.
Testei a tabela para o nimero primo 23 mas nao foi possivel apresentd-la na
pagina.

Vale a pena estudar o assunto!

- esfera. Confira equacao da esfera.

- espago vetorial topolégico B uma generalizagao do conceito de espago ve-
torial que se aplica naturalmente aos espagos de fungoes. O exemplo comum
de espago vetorial é o R™ estudado nos cursos de Algebra Linear, seus elemen-
tos sdo as énuplas de nimeros reais P = (z1,...,2,). Mas P pode ser vista
como uma fungao definida no conjunto {1,...,n} com valores em R, quer dizer
que R"™ é o espago das fungoes definidas no conjunto {1,...,n} portanto os

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
o o [ [2 |3 & 5 [ 1o [ [t [ 15 [ 1a [ 15 [ 16 [ v [ s
T T 7 FEC I I I U A
2 2 3 5 6 8 0 1 12 13 1. 15 1 17 18 0
5 |5 [ 1 c o O 1 12 [ 15 [1a [ 15 [ 16 17 [ [0 |1
4 4 5 7 10 1 2 1 14 15 1 17 1. 0 1 2
5 15 [o B o 1 12 13 14 15 [ 16 [1r [1s [0 [ 1 [ 2 [
6 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 1 2 3 g 5
7 FRCI I I A A U A Tz T G
2 3 L 5 6 7 8 7
(B A 5
0 0 7 8 9
T s o
T 1o O )
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espagos vetoriais da Algebra Linear sao espagos de fungoes. O que torna dis-
tintos os diferentes espacos de fungoes ¢é a topologia que estiver definida neles.
A Algebra Linear usa como primeiro exemplo de topologia para espago vetorial
aquela que ¢ induzida pela norma euclidiana. H4 possibilidade de definir diver-
sas normas para R™ mas se pode provar que todas sao equivalentes ou seja, na
pratica os espacos vetoriais topoldgicos de dimensao finita sao todos idénticos.
Saindo da dimensao finita comegam a acontecer eventos interessantes, uma mul-
titude de topologias. Algumas destas topologias pode ser deduzida de alguma
norma, mais geral um pouco, algumas podem ser induzidas por uma distancia
(ou métrica) e finalmente, o caso mais geral ¢ quando se pode encontrar uma to-
pologia que seja compativel com a estrutura de espago vetorial fazendo continuas
as duas operagoes, adi¢ao e multiplicacao por um escalar, neste cado se tem um
espago vetorial topoldgico que é o caso destes outros ja citados. E uma genera-
lizacao do conceito. As generalizagbes criam um ambiente em que, com menos
propriedades, se consegue abranger mais objetos ou resolver problemas de outra
que de outra forma seria muito dificil. Os espagos vetoriais topoldgicos surgem
de forma natural no estudo das equagoes diferenciais parciais quando definigoes
adequadas de topologias permitem criar condigoes para a construcao de solugoes
aproximadas.

- existéncia, teorema de

Os teoremas de erxisténcia sao instrumentos poderosos da Matemadtica e ao
mesmo tempo muito disputados. Ha escolas de matemdticos que nao aceitam
os teoremas de existéncia considerando-os algoritmicamente impossiveis, isto é,
representam afirmagoes para as quais nao seja possivel construir um algoritmo
com tempo de execugao finito. Mas sem eles a Matemética iria se reduzir muito,
¢ o raciocinio de algoritmicidade é fraco porque a Matemadtica nao pretende ser
algoritmica, esta é uma pretensao (bem sucedida) da Matemdtica Computacio-
nal que contém a Computagao Algébrica.

A importancia dos teoremas de existéncia consiste em provar, com alguma
l6gica, e aqui temos que considerar as limitagoes impostas pelo teorema de
Godel, a existéncia de um objeto mateméatico criando condigoes, entao sim, para
que produzem algoritmos que devem chegar a pelo menos uma aproximagao do
objeto.

Alguns teorema de existéncia sao enunciados em equagoes diferenciais garan-
tindo a existéncia das solugoes para uma certa classe de equacoes, o teorema da
fungao implicita é um teorema de existéncia, o axioma da escolha teorema do
valor médio da derivada, teorema de Rolle, sao exemplos bem conhecidos de
teoremas de existéncia.

- fatoragao ¢é a busca dos fatores primos dum inteiro positivo. Vale também
para inteiros negativos, mas é um complicagao initil. Entre os inteiros positivos
existe uma classe de niimeros chamados primos. Confira primo, nimero.

Dado um inteiro qualquer ele pode se decompor de forma tnica como um
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produto de ntmeros primos. Exemplo

12=2%2%3;3600 =2%2% 2% 2% 3%3%5*D5; (517)
em que usei o simbolo “*” para representar multiplicac¢ao e obtive os resultados
digitando

factor 3600
3600: 22223355

num terminal da minha caixinha Linux, porque factor é um utilitdrio que vem
junto com os programas da distribui¢ao Linux que uso. Mas eu posso editar os
resultados escrevendo

12 = 22 % 3;3600 = 2* % 3% % 5%; (518)
e assim eu chego na notagao habitual da fatoragao: dado um nimero inteiro
positivo qualquer, P, existem ntumeros primos pi,...,p; € numeros naturais
aq, ..., tal que
P =pits, ... xprt (519)
no caso de

3600;p1 = 2,01 =4;p2 = 3,00 = 2;p3 =5, 3 = 2;

Claro, P pode ser um nimero primo, entao p; = P,a; = 1 e por af vai uma
demonstracao por inducao finita que vocé pode encontrar em qualquer livro
bom de Algebra, do Jacy Monteiro, por exemplo.

Existe um algoritmo para determina¢ao dos fatores primos que passa pela
listagem dos primos e um teste de divisao de P:

2 3 5 7 11 13...
3600 | 2
1800 | 2
900 | 2
450 | 2
225 | 3
753
25 | 5
515
1

Se baseia nas divisoes sucessivas dos primos que aparecem no crivo de Eratds-
tenes que uma listagem dos niimeros primos até um certo ponto...porque o
conjunto dos niimeros primos é infinito, outro teorema que vocé pode demons-
trar por indugao ou encontrar a demonstra¢ao num bom livro de Algebra. Nao
é dificil construir a demonstragao, ¢ um bom exercicio de indugdo finita.

Na tabela acima, em que aparece o algoritmo aplicado a 3600 vocé pode
ver o crivo de Eratdostenes desenvolvido até o nimero primo 13 e de onde fui
selecionando os fatores para testar ¢ construir a fatoragao de 3600.

Use factor na sua caixinha Linux e se divirta vendo a fatoracao de grandes
numeros:
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factor 123343123

123343123: 4561 27043

factor 12334312334400

12334312334400: 2 2 2 2 2 2 3 5 5 7 367092629
factor 12334312334400334

12334312334400334: 2 89 113 51721 11856311
factor 11856311

11856311: 11856311

A Algebra generaliza a definigdo de ndmero primo para a classe dos ideais
dum anel, definindo os ideais primos. Nesta forma de ver os nimeros primos
da Aritmética definem os ideais primos do anel dos inteiros. Dado um nimero
inteiro p, pZ, o conjunto dos multiplos de p é um ideal de Z e se p for primo, pZ
é um ideal primo, e além disto maximal da classe de todos os ideais de Z. Os
restos na divisao por p, quando p for primo, representam as classes quocientes
de Z pelo ideal pZ sendo entao um corpo. Confira o crivo de Erastétenes e
nuimero primo.

- Fermat, o ultimo teorema de O advogado, e matematico Pierre de Fermat,
afirmou, nas margens de um seus livros que a” +b" = ¢" nao poderia ter solugoes
inteiras quando n > 2 e que ele tinha uma simples demonstracao para esta
afirmagao que infelizmente nao cabia na margem do livro, por volta de 1632.
Um caso bem conhecido, em que esta afirmagao é verdadeira, é o Teorema de
Pitdgoras expresso para alguns inteiros quando n = 2 o que define os chamados
niimeros pitagdricos, por exemplo, 3,4, 5; 32442 = 52, Em 1993 Wiles anunciou
a demonstragao do ultimo teorema de Fermat, mas um erro foi descoberto em
sua demonstragao que foi finalmente corrigida em 1995 num artigo publicado
por ele e Taylor.

- filtro crescente, em topologia, se X for um espago localmente compacto um
filtro crescente é uma familia nao vazia ® de fungoes definidas em X e tomando
valores na reta extendida, (—oo, 0], com a propriedade

f.g€® 3h e Dysup(f.g) <h; (520)

propriedade esta que pode ser iterada para garantir um majorante para uma
enupla de elementos da familia ®. Esta familia se chama filtro crescente sobre
o conjunto das fungoes reais definidas em X e definimos o limite ao longo deste

- =X
filtro para um operador S definido em ® C R™ como

Defini¢ao 10 (generalizacao do limite) limite ao longo do filtro ®
SeS:®—R 1i<£n S(f) = ¢, se existir, significa que

(Ve>0) (Ghe®) (fed& f>h) = [S(f)—c[<e

Vou apresentar trés exemplos para atestar a efetividade desta generalizagdao
do limite. O exemplo mais comum, embora geralmente mal entendido no mo-
mento em que surge nas primeiras versoes do Calculo, ¢ a integral no sentido
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de Riemann que é usualmente apresentada, erroneamente, como um limite, um
erro compreensivel uma vez que nao haveria maturidade da audiéncia para usar
a linguagem correta que seria o limite ao longo do filtro das funcoes escada,
definidas a seguir no primeiro exemplo. Depois vou generalizar a integral de
Riemann definindo a integracdo no sentido de Lebesgue mostrando que ela é
apenas uma selegao de um novo filtro com a adigao de uma generalizagao da
medida geométrica que se encontra a base da integral de Riemann. O terceiro
exemplo serda bem simples, é o préprio limite de sucessoes ao qual vou aplicar
limite ao longo de um filtro mostrando que a generalizagao se aplica ao caso
primitivo.

Exemplo 1 (integral de Riemann) A integral de Riemann
Considere wma fun¢ao real £ positiva e um intervalo I fechado e limitado.
Associadas a cada particao (IL,(I))nen existe uma infinidade de fungoes

F=>"cxn; (521)
k=1

resultado da combinagao linear das fun¢oes caracteristicas dos subintervalos de
I com os coeficientes cj.
Como nos interessa associar as fungoes f a fun¢dao £ consideramos

cp, = f(ay) (522)

para escolhas arbitrdrias de xy, € Iy, que formam a classe @ deste exemplo, mas
logo em seguida vocé verd que somos obrigados a fazer uma associagao indireta
com f para obter a propriedade definidora na equagio (520).

Observe que f ¢ uma constante dada, € a fungdao cuja integral, no sentido de
Riemann, deve ser calculada, se existir.

Uma fungio do tipo definido na equagao (521) é usualmente chamada de
funcao escada, embora seja uma escada que pode subir e descer ao sabor dos
coeficientes tirados de f e o seu conjunto forma o filtro ® deste exemplo.

Antes de caracterizarmos a familia ® como wm filtro teriamos que provar
que a propriedade expressa na equagio (520) se verifica. A existéncia de h >
sup(f,9); f,9 € ® que majore duas fungoes escadas ¢ obtida considerando o
refinamento comum as duas particoes definidoras de f,g substituindo cj, pelo
supremo de £ no novo subintervalo que corresponder a combinacao linear depois
de calculado o refinamento das particoes. Observe que estamos sempre tratando
com um numero n € N de subintervalos, apenas este supremo pode ser oo o
que pode forcar a busca de técnicas apropriadas para tratar um subintervalo
em que f tenha pontos criticos desta natureza, lembre-se que a funcao log é
integravel a Riemann num intervalo contendo o zero, ela tem wma primitiva
num tal intervalo, por exzemplo F(z) = zlog|z| — x.

O operador S definido na classe ® ¢ obtido com as somas de Riemann cal-
culadas a partir de cada fungao escada f € @,
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S() =3 cum(li); (523)
k=1
zk € Iy e m(I,) a medida do subintervalo Iy; (524)

O limite de S ao longo do filtro ®, se pudermos provar que existe, é a
S() = / f(z)da (525)

¢ a forma de provar a existéncia deste limite consiste em construirmos dois
operadores, S(f) < S(f) em que ci, € tomado, respectivamente, como o supremo
ou infimo de f em cada subintervalo I, e provar que todas as cadéias de ® sio
equivalentes porque definem o mesmo nimero real, ou ainda que para qualquer
cadéia em ® a diferenca

S(f) - 8(f)
€ arbitrariamente pequena.

Observe que neste momento estamos fazendo novamente associagées indire-
tas dos operadores S(f) e S(f) com f usando os operadores sup e inf.

Ou seja, uma fungio ¢ integrdvel ¢ Riemann sobre um intervalo limitado T
se houver o limite para o operador S relativamente ao filtro ® e neste caso este
limite é denotado com a expressao da equagio (525), e este método de integragao
é chamado de integracao a Riemann.

Vocé deve ter observado que definimos apenas a integral de fung¢oes positivas

e portanto vem a pergunta: e a integral das outras funcoes. Como no Célculo

isto ¢ feito trocando o sinal se f for negativa e no caso geral considerando a
identidade

f=f"—f" (526)

em que f+,f~ sdo, respectivamente a parte positiva ou a parte negativa de f,
com a linearidade da integral aplicada & equagao (526).

No préximo exemplo vou alterar um pouco o filtro @ tendo como resultado a
integral no sentido de Lebesgue, na verdade a altera¢ao nao serd pequena por-
que sera considerada uma classe muito mais ampla de fungoes cujas integrais
existem, e também outra alteracao, conceito de integrabilidade muda. Se estabe-
leceu a ruptura entre a compreensao de integral que tinham os matematicos até
a época de Lebesgue, mas parece que o préprio Lebesgue nao entendeu o salto
que ele mesmo produziu e que somente ficou claro com o passar dos tempos em
que a integral se afastou de sua interpretagao geométrica como drea (ou volume,
hipervolume) para se tornar num operador linear definido num espago de fungoes
deixando a concep¢ao anterior como um caso particular em que a integral podia
ser interpretada como uma medida geométrica, drea, volume, hipervolume.

Na verdade Lebesgue escreveu uma variante do que poderia ter sido a con-
tinuacao da integral de Riemann-Stieltjes que é a real predecessora da integral
como operador linear.
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De forma idéntica, como limite ao longo de um filtro, a alteracao se da no
filtro, que podemos identificar como uma classe elementar de fungées integraveis.
Para a integracao a Riemann seriam as fungoes caracteristicas de retangulos, e
agora serao as fungoes simples que vou definir no préximo exemplo. Como no
caso da construcao da integral & Riemann vamos definir a integral de Lebesgue
de uma fungao positiva f e posteriormente expandir a qualquer fun¢ao com a
identidade expressa na equagao (526).

Exemplo 2 (integral de Lebesgue) Funcdo integrdvel no sentido de Lebes-
que
As modificacoes introduzidas por Lebesgue foram:

1. Medida O primeiro aspecto da generalizagao € considerar I um conjunto
mesuravel, que pode ser um intervalo da reta ou um conjunto arbitrdrio.
Aqui mesuravel se refere a existéncia de uma familia de subconjuntos de
I que formam uwma algebra de conjuntos relativamente as operagoes de
unido, intersecao ou diferenga de conjuntos e neste ponto hd diversas pos-
sibilidades tornando a teoria de Lebesgue muito rica, estou falando da
teoria das medidas. Por exemplo, I pode ser uma regiao do plano ou do
espago 3D ou de qualquer outra dimensao e os conjuntos mesurdveis uma
algebra de conjuntos de I. A teoria das medidas define uma fungio que se
chama ‘“medida”, e podem ser maltiplas, criando uma grande variedade
de integrais.

2. funcoes simples a familia ® é formada das fungoes simples positivas, seme-
lhantes a construcao do exemplo 1 a diferenca é que a particao de I €
tomada entre os conjuntos mesurdveis e nao subintervalos, outro aspecto
da generalizag¢io. A defini¢ao de fungao simples é uma fun¢ao mesurdvel
que assume exatamente n valores, aqui estou usando o nimero n para
crirar a compatibilidade entre os dois exemplos de que vou fazer uso em
sequida.

Estas dois novos aspectos sao fundamentais e alteraram profundamente o
curso da andlise matemdtica, embora elas ja viessem sendo fermentadas antes
de Lebesgue, foi ele que, em sua tese de doutorado, montou a teoria das medidas.

Com estas duas alteragoes praticamente se aproveita o restante da cons-
trugao do exemplo 1:

1. temos uma familia que é um filtro crescente e a propriedade definidora
expressa na equagdo (520) se verifica de forma similar porque a algebra
de conguntos € fechada para interseg¢io e assim podemos calcular um refi-
namento das parti¢oes que definem os dois elementos f,g € ® para obter
o majorante h € ® exatamente como fizemos com os intervalos, apenas
que agora estamos operando com os elementos da dlgebra de conjuntos e
uma familia de subintervalos de um intervalo I também é uma algebra de
conjuntos, estamos numa generaliza¢ao;
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2. a metodologia para garantir a existéncia do limite € semelhante a que
usamos no exemplo 1, trabalhamos com os dois operadores S, S e nos dois
casos se trabalha com o cone das fungoes positivas e assim calculamos a
integral de uma fungao positiva, se o limite existir.

A integral de Lebesque de fungao positiva £ € o limite, se existir, da integral
S das fungoes simples alteradas com os coeficientes f(xy);xp € Iy Uply = 1
sobre o filtro das fungoes simples.

Como era o meu objetivo, mostrei que a integragao a Riemann ou a Lebesgue
sao construidas de forma semelhante como limite ao longo de um filtro, o que
as distingue ¢ o filtro crescente utilizado que por sua vez, na integral no sentido
de Lebesgue agora se extende para uma variedade imensa de espagos X sendo
poristo algumas vezes chamada de integracao abstrata.

No terceiro exemplo vou mostrar que o limite corriqueiro do Célculo é
também uma aplicacao do limite ao longo de um filtro crescente e portanto
o método é uma generalizagao do limite. A metodologia que vou usar consiste
da anélise de um exemplo que depois vou mostrar que se aplica em qualquer
caso.

Exemplo 3 (o limite do Calculo) Limite de sucessoes
Suponha que a sucessio s = (zp)reN tenha limite:

li‘lcn ) = a; (527)

Como s é convergente, entdo existe uma sucessao t, crescente, que é equiva-
lente a s, elas tem o mesmo limite. Entao vou considerar s :==t. O que estou
fazendo aqui é semelhante a suposicao feita nos dois exemplos de integragao
considerando f positiva. O caso das sucessoes decrescentes € construido com
uma simples simetria. Como hd sucessoes convergentes que nao sao mondtonas
precisamos aqui de uma técnica que vou apenas citar: € possivel construir a
partir de uma sucessao nao mondtona uma sucessio crescente (ou decrescente)
que lhe € equivalente, usando liminf ou limsup.

Vou continuar sob a suposicao de que s € crescente. e definir uma sucessao
de sucessoes

(Xk)k€N§Xk':(1707»»-11'k11'1c1--<71k~,<»») (528)

uma sucessao de sucessoes construidas a partir da primitiva sucessdao s tornando
constante os termos a partir do termo de ordem k. Esta é a familia que vou
usar como dos elementos da bdsico dos filtros ®.

Agora vem a condi¢ao definidora da equagio (520). Como dadas duas su-
cessoes, f,f], sao crescentes, entao héa que tiver mais elementos. Desta forma
a familia de sucessoes a suporte compacto assim construida é um filtro crescente
formado de sucessoes convergentes cujos limites se aprozimam arbitrariamente
de a = hllcn . satisfazendo a condi¢ao de limite do filtro crescente.
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Nao hé duvida de que o terceiro exemplo tem apenas o objetivo de mos-
trar que o calculo do limite usando uma familia filtrante também se aplica as
sucessoes mas ¢ uma forma complicada de calcular um limite simples mas que
serve para provar que o processo de convergéncia ao longo de um filtro generaliza
o caso simples.

- férmula de Euler é uma expressao envolvendo os nimeros e, i,0, 1, 7 numa
tnica igualdade:
eT=—-1 = e"4+1=0
Aceite como uma notagdo que um nimero complexo unitdrio seja chamado
de e'* em que « é o seu argumento.

€' = cos(@) +isin(a); o € R; (529)

Podemos demonstrar, usando um raciocinio geometrico e apenas com as
téenicas da Geometria Analitica, que

el — gilatp) (530)

Para comegar é muito provavel, porque como é o produto de dois nimeros
de médulo 1 o resultado teria de ser um ntimero de médulo 1. Isto tem uma
tradugao interessante: o produto de dois niimeros que estejam no circulo unitario
é novamente um elemento do circulo unitario, e o conteido da formula de Euler
diz que vocé pode obter um, somando o argumento do outro.

Se isto puder ser provado, e pode, entdao a fdrmula de Euler é mais do que
uma notagao ou uma férmula, ¢ uma auténtica expressao de fun¢ao exponencial.

Selecione a = 0 e o resultado ¢ o nimero complexo 1 que também é o mesmo
nimero real 1, um elemento do circulo unitério.

- férmula trigonométrica

cos(a)? +sin(a)? = 1; (531)
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B); (532)
sin(a + 8) = cos(a) sin(83) + sin(a) cos(B); (533)
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B); (534)
sin(a — B8) = sin(a) cos(3) — cos(a) sin(B); (535)
f _ _tan(B)+tan(a)
tan(a + ) = % (536)
tan(a — §) = RS (537)
sin(—x) = — sin(x); cos(—x) = cos(x); (538)
sin(z + 2km) = sin(z); cos(z + 2km) = cos(x); (539)
sin(x) = cos(z — §);sin(z — 7) = —sin(x); cos(z — m) = —cos(x); (540)
—dSid';(z) = cos(x); —dzzi;z(z) = —sin(z); —HKZ:;(I = —cos(z); _44;:14@) = sin(affid1)
—dcgi(’”) = —sin(z); & cos(x) ;;?m = —cos(z); & cos(x) ;‘;i(z) = sin(z); ﬁ—d‘. g‘f(z) = cos(£)42)
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estas formulas podem ser deduzidas com auxilio da férmula de Euler
€' = cos(a) +isin(a); o € R; (543)

que tem as propriedades®* da exponencial

A (eq. 531) é a expressio do médulo do raio do circulo trigonométrico,
porque a férmula de Euler descreve o niimero complexo unitério que o angulo
a determina no circulo trigonométrico S', ela afirma que [|e’|| = 1.

Para demonstrar as equagoes (eq. 532) e (eq. 533) vou mostrar que

1. el = e = (cos(y) +isin(y)) € S*, o produto de dois nimeros com-
plexo de médulo 1 é um niimero complexo de médulo 1,

2. e preciso provar é que v = « + 3.

inicialmente observe que dados dois arcos «, 8 ficam determinados dois
niimeros complexos e, ¢? € 8! dois pontos do circulo trigonométrico,
dois ntimeros complexos de médulo 1. O produto de dois ntimeros de
médulo 1 também tem médulo 1, é um elemento do circulo trigonométrico
pela propriedade do mddulo do produto:

L=llzwl = llz[llw] < [z = [lwl] =1 (544)

a demonstracio se faz calculando o médulo de e™e’?, ao fatorar a ex-
pressio aplique a equacao (eq. 531). Provei que e*e = ¢?7 € S e quero
provar que v = « + .

i3

O produto dos niimeros complexos €', e”? é o niimero complexo €7 e vou

mostrar que y = o + .
(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + i(cos(c) sin(B) + sin() cos(8)) =  (545)
a + ib; (546)
a = cos(a) cos(f) — sin(a) sin(3) = (547)
= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(—3) = (548)
= cos(a) cos(—f3) + sin(a) sin(—f); (549)
a = cos(a) cos() — sin(a) sin(3) =< (cos(a), sin(a)), (cos(—73),sin(—03)) 550)
)
)
)
)
)

—

a = cos(a) cos(f) — sin(a) sin(f) = cos(a + B3); (55
b = cos(a) sin(B) + sin(a) cos(f) =< (cos(a),sin(w)), (sin(S3), cos(B)); (552
b =< (cos(a),sin(a)), (cos(d), sin(d)); (553
b = cos(a — 0) = cos(a + f — §) = sin(a + fB); (554
a+bi = e = cos(a+ ) +isin(a+ B) (
— na equagao (eq. 549) porque cos é uma fun¢do par e sin ¢ uma
fungao fmpar.

24Por que é realmente uma exponencial, a base é o nimero e & 2.71828182845904523536,
um ndmero irracional, mais exatamente, transcendente.
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— na equacao (eq. 551) estou usando a defini¢ao geométrica do produto
escalar que também estd sendo usada na equagao (eq. 554)

— 0, na equagdo (eq. 553) sao simétricos em relagao ao arco §, em

outras palavras em relacao a primeira bissetriz dos eixos. Logo

T ow .o

B——=—=§ = 6==--0
4 4 2
— Para demonstrar as equacoes (eq. 534) e (eq. 535) vou considerar

o produto e~ que j4 sabemos que resulta num novo ntmero
complexo de médulo 1 entdo e'®e™? = ¢/ ¢ temos que mostrar que
4 = a — f. Basta analisar um caso particular ¢’Pe="% =1 = % =
€” que implica que e~ # = tlﬁ Os célculos seguintes encerram a
demonstragao:

iBe=if — 1.~ = _1
e”al’/jth 157515

556)
557)
558)
559)

eilatB)e—iB — (emez@)e—i;ﬁ — eia(ezﬂe—iﬂ) = i,
eilatB)e=if = giap=iBeif = ¢iveif = ¢ic,

TtHb=a = y=a-p

1. Na equacao (eq. 557) usei a equagdo (eq. 532) e a propriedade
associativa do produto de niimeros complexos.
2. Na equagao (eq. 558) wusei as propriedades associativa e a
comutativa do produto de nimeros complexos.
3. Na equacao (eq. 559) usei a equagdo (eq. 532) .
— Na demonstragao da equagao (eq. 536) use a defini¢io de tan e as
equagoes (eq. 532) e (eq. 533) e elimine os fatores comuns.

As demonstragoes das equagoes (eq. 532) e (eq. 533) tém consequéncias
mais profundas, elas mostram que o grupo aditivo dos nimeros reais esta em
correspondéncia com o grupo multiplicativo dos nimeros complexos unitérios,
S!, e que esta correspondéncia é6 um morfismo de grupos. Isto é, para “localizar
o produto de dois nimeros complexos, some seus argumentos’ o que leva a
construgao do logaritmo complexo.

A figura (fig 69), pagina 182, sugere um método para obter a regra do coseno
usando o Céleulo da distancia h = d(e'®, e~7).

h?* = (cos(a) — cos(—f3))% + (sin(a) — sin(—3))? = (560)
141 —2cos(a) cos(—8) + 2sin(a) sin(—f3) = (561)
llwl? + |v)? — 2 < e, e >= (562)

l[ull® + [vll* = 2[lullllv]| cos(a — £); (563)
u=e%p=eP; (564)

Uma transformagao da (fig 69) pode ser vista na figura (fig 70), pagina 183,
mostrando como obter a lei coseno num triangulo qualquer. Os dois lados do
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Calculo da distan:
dd e®)

Jda

Figura 69: seno da soma de arcos

novo triangulo foram obtidos multiplicando u por p, para obter o segmento OP
e v por o, para obter o segmento O() resultando na lei do coseno

llull® + o]l = 2lullljvlcos (e — 5) (565)

- Fourier, transformada de -. Ver transformada de Fourier.

- fragao ¢ a referancia a nimero que significa uma parte dum inteiro, designada
como fragdo propria >°. E um exemplo de defeito do linguajar matemadtico
oriundo de uma época em que as fragoes nao eram consideradas nimeros em
todos os seus direitos.

Uma fragao é um objeto da forma % em que p,q € N; g # 0 e que representa
um numero racional.

A histéria é uma arte muito dificil e um exemplo disto ¢ o triangulo de
Pascal, denominado em homenagem a Blaise Pascal que viveu no século 16,
mas, aparentemente, os matematicos chineses ja conheciam este algoritmo dois
mil anos antes de Pascal. Também parece que a geometria, dita dos gregos, era
conhecida por outros povos anteriores aos helenos que, apenas teriam compilado
de forma organizada aquilo que chegou até nés como geometria euclidiana.

Isto para afirmar, sem me sentir obrigado a grandes justificativas que, num
certo momento da histéria humana, provavelmente na Idade Média, se comegou
a conceber que objetos como % seriam numeros. O uso do condicional tem
sentido porque até recentemente as escolas ensinavam que % seria uma fragdo
imprdpria sugerindo que nao seria bem uma fragao! Os niimeros negativos ainda

25em oposigao as fragoes impréprias que sdo fragdes tdo boas como as préprias apenas
chamadas assim porque representam nimeros racionais que nao sao inteiros mas que sao em

moédulo maior do que 1.
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Figura 70: Lei do coseno

hoje sao tratados negativamente e os nimeros complexos nem sempre fazem
parte do curriculo do Ensino Médio ...para nao mencionar os quarternions
que, possivelmente, ha gente que nem sabe que existem.

Entao fazendo uma histéria romanceada, digamos que inventamos os objetos
do tipo % quando n € N;n # 0 para representar os inversos multiplicativos dos
nimero naturais, com exce¢ao do zero, e aos poucos construimos uma aritmética
com estes novos objetos com as seguintes regras:

1.

wt

O simbolos f—; representam numeros sempre que ¢ 7 0 em que os membros
p,q € N. Temos o hébito de designar p como numerador e ¢ como de-
nominador. A razao destes nomes vem da ideia intuitiva da invengao das
fracoes em que % sifnificaria a quantidade 2 de uma coisa chamada “terco”
donde o 2 é o “numerador” enquanto que 3 dd o nome, “denominador”.

. O inverso aditivo do nimero £ é o niimero —# que também pode ser escrito
(6] ditivo d ’q’ q” tamby d t

como 75 e entao entendemos que o sinal — é um modificador de tal modo
que a + (—a) =0.

. Vale regra —(—a) = a;

0

. O zero Sempre que g # 0, = =0 € N e aqui guarde como observagao para

. - L, a . >
uso posterior, entao existe uma quantidade imensa de representantes do

zero e isto é um problema que preciso resolver!

. Sempre podemos reduzir uma fragao a sua expressao mais simples elimi-

nando fatores comuns ao numerador e ao denominador. Assim

8 23 1 1 L
025 " 3x5 10 (566)
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ou seja, fatoramos numerador e denominador e eliminamos os fatores co-
muns para obter a forma irredutivel duma fracao. Esta operacao cria um
problema de que vou tratar ao final criticando todo o processo. Agora
temos pelos menos dois objetos representando a mesma coisa, a fragao
simplificada e anterior que pode ser simplificada:

8 1
80 10

. Esta regra de simplificacio pode ser usada ao reverso para permitir a

definigao da soma de fragoes. Se quisermos somar
1 1
— + —
rp g

vamos acrescentar fatores comuns até obter denominadores iguais:

1, 1_494p

liloayz (567)
1.1_49_ p _1
sto=dtE=lat+p) (568)

1 1 _ g+p

T e= 5 (569)

porque temos g objetos do tipo ﬁ e p objetos do tipo ﬁA Estou usando, a
comutatividade da multiplicagao de niimeros naturais, na lista de operagoes
acima junto a regra que nos permite eliminar ou incluir fatores comuns e
finalmente, silenciosamene, estou usando distributividade da mulplicacao
em relagao a adi¢ao que vou incluir como a préxima regra.

. Vale a distributividade da multiplicacao relativamente & soma.

. Podemos agora deduzir da regra anterior uma regra geral para soma de

fragoes
THL=4n+ 0t (570)
— gm+
By g i 6T

sendo a regra:

multiplicamos os denominadores para formar o novo denominador;

multiplicamos em cruz, os numeradores e denominadores e os soma-
mos para formar o novo numerador.

o resultado nem sempre serd uma fracao na forma mais simples, e
este um problema de que tenho que tratar em seguida.

A figura (71), pagina 185, apresenta um algoritmo grafico para ilustrar a
regra de soma de fragoes.



a soma de fragoes

multiplicamos em cruz, os numeradores e denominador:
e os somamos para formar o novo numerador

)
T

multiplicamos os denominadores
para formar o novo denominador;

IZ3
mq + np
ng

N

Figura 71: grifico mostrando a soma de fragdes

O principal objetivo era conseguir que toda fracao tivesse um inverso multi-

plicativo:
nA0 = LIy (572)
mn mn

nao sendo necessério indicar que m # 0 porque ja excluimos a possibilidade de
haver fragoes com denominador nulo.

O conjunto das fragoes é o conjunto dos nimeros racionais ¢ é designado
com o simbolo Q.

Resumindo, valem para este novo conjunto de objetos,Q, todas as proprie-
dades

1. A-1 No conjunto Q existe um elemento neutro relativamente & adigao.

2. A-2 Existe um inverso para todo niimero racional, relativamente a adigao
(inverso aditivo).

|>

-3 A adi¢do é comutativa.

W
|3>

-4 A adigdo é associativa.

[
=

I-1 Existe um elemento neutrorelativamente a multiplicacao.

6. M-2 Para todo nimero racional diferente de zero existe um inverso multi-
plicativo.

7. M-3 A multiplica¢do é comutativa.
8. M-4 A multiplicagao é associativa.

9. AM-10 elemento neutro da adigao, zero, multiplicado por qualquer niimero
natural resulta em zero.
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10. AM-2 a multiplicacao ¢ distributiva relativamente a adigao.

Agrupei as propriedades em trés classes, da adigao (A), da multiplicagio
(M), e relativas a adigao e multiplicagao (AM). Observe que as propriedades da
adi¢ao sao as mesmas que da multiplicagdo com um pequeno detalhe sobre a
excecao do zero na multiplicagao. Estas quatro propriedades sao as que definem
a estrutura de grupo. Temos aqui um grupo aditivo, um grupo multiplicativo e
as duas propriedades relativas a estes dois grupos. Sao estas propriedades que
fazem de (Q, +, ) um corpo comutativo, porque a multiplicagdo é comutativa.

Relagao de equivaléncia

As relagoes de equivaléncia resolvem problemas formais de unicidade e ou-
tros problemas de identifica¢ao como é o caso de poligonos semelhantes que a
geometria precisa de identificar. Sao objetos diferentes mas eles precisam ser
“equivalentes”. A relagao de equivaléncia é uma generalizagao da igualdade.

No caso das fra¢oes temos uma infinidade de fragoes que representam o mes
nimero, & = 1;n # zero, por exemplo. Isto cria problemas para a Algebm que
precisa que o inverso dum nimero seja inico, entao como no caso dos triangulos
semelhantes, precisamos de identificar as fracoes que representarem o mesmo
nimero coloncando-as todas numa mesma classe de equivaléncia. Mas duas
fragoes iguais forma o que chamamos de propor¢ao entao o o produto dos meios
€ igual ao produto dos extremos e assim chegamos a regra de equivaléncia de
fracoes:

LAY APEIN ng =mp (573)

m

é interessante observar que todas as fracoes equivalentes ficam sobre uma mesma
reta determinada pela representagao mais simples, pela fragao irredutivel, a
figura (72) pégina 186, mostra as classes de equivaléncia das fragoes como

fragdes equivalentes
determinam uma ret: A

10/14

12/4

Figura 72: retas do plano de Gauss sio classes de equivaléncia de fracdes

pontos das retas contidas no plano de Gauss, o produto cartesiano Z x Z.
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Representagao geométrica de Q
Os ntimeros racionais tem uma propridade de “densidade” que os inteiros
nao tém:

1. entre dois niimeros racionais, sempre tem outro nimero racional;
2. dados dois ntimero racionais, sempre tem outro a esquerda;
3. dados dois numero racionais, sempre tem outro a direita;

A figura (73), pagina 187, compara com o que acontece na reta a propriedade

sempre tem outro
a esquerda

N

entre dois nUmeros racionais
sempre tem outro nimero racional;

Figura 73: entre dois pontos, na reta ...

de densidade dos nimeros racionais. Esta comparagao sugere fazer uma inter-
pretagao geométrica dos nimeros racionais.

1. Selecionamos um ponto na reta para a dividirmos em duas semiretas: a
semireta positiva e a semireta negativa. E o representante do zero.

2. Depois, com um compasso selecionamos os inteiros a distancias iguais, os
inteiro positivos na semireta positiva, e os inteiros negativos na semireta
negativa.

3. O espaco que sobra ¢ para as fragdes que nao sao inteiros.
4. Depois veremos que que na reta ainda tem nimeros que nao sao racionais,

os numeros irracionais, que também encontram lugar na reta.

Aqui, novamente, estamos ante uma multitude de exemplares de retas re-
presentando Q e simplesmente diremos que todas estas sao equivalentes como
representacao de Q, e isto vai nos permitir a definicao geométrica das operagoes
aritméticas de Q. Por exemplo, a figura (74) pagina 188, ilustra o produto
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A multiplicagdo geométrica

Figura 74: A multiplicacio geométrica

1.5 x 2 usando semelhanca de triangulos. Escolhi duas retas para representar Q
e encontrei o resultado da multiplicacdo em uma das retas.

- fungao é um tipo de relagao f entre dois objetos satisfazendo as propriedades

1. Existem dois conjuntos 2 € A e y € B designados, respectivamente,
dominio de f e contradominio de f.

2. Todo elemento z € A, do dominio, tem um unico elemento y € B, do
contradominio, tal que y = f(z), a notagao para indicar que z,y estiao

. P ~ f
relacionados, com frequéncia se usa a notagao x + y.

Nota éo:ALB;ABx»—)y:f(x)EBA

Observe que nao hd a condigao de usar de todos os elementos do contra-
dominio B, em particular, a fun¢dao constante, que associa todos os elementos
do dominio A com um tnico elemento do contradominio B é uma fungao de
grande importancia.

O subconjunto de B formado por todas as imagens f(.
de conjuntos dos valores de f.

Se todos os elementos do contradominio forem utilizados, cabe pensar numa
fungao inversa e ela existe de em dois casos:

€ A é chamado

1. se f for injetiva,

r#y = f(x)#f(y)ouf
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neste caso f é também bijetiva representando uma forma de identificar os
dois conjuntos A, B.

Podemos usar isto para identificar duas estruturas algébricas, como (R, +)
e (RT,-) porque a fungao log ¢ uma bijegao entre os dois conjuntos
subjacentes a estas duas estruturas.

2. Se o conjunto B for todo utilizado, mas f nao for injetiva confundindo
elementos que tenha a mesma imagem, podemos definir uma relagao de
equivaléncia (mod f) e definir uma funcio bijetiva do conjunto quociente
(mod f) em B que entao serd bijetiva. E isto que ocorre na congruéncia,
nos restos da divisao por um nimero inteiro maior ou igual a 2. As classes
de equivaléncia (mod f) sdo definidas como os subconjuntos de A, do
dominio, que tenham a mesma imagem em B.

As fungoes que utilizam todos os elementos do contradominio, portanto
quando contradominio e conjunto de valores coincidem, se chamam sobrejetivas.
Estas fungoes podem ser “corrigidas” quando definirmos uma fungao semelhante
a f sobre as classes quociente (mod f).

- fungao aritmética é uma fungao f definida de N em C tal que

f(1) =1; m,n primos entre si f(mn) = f(m)f(n); (574)

Uma funcao ¢é dita ser totalmente aritmética se nao houver a restrigao de que
m,n sejam primos entre si.

Este tipo de fungao ¢ muito importante em teoria dos nimeros e alguns
exemplos sao:

e 7(n) o nimero de divisores positivos de n;

e o(n) a soma dos divisores de n;

e w(n) o nimero de fatores primos distintos de n;
e Q(n) o nimero de fatores primos de n;

e A funcao de Euler,

o(n)card ({m;m < n;(m,n) =1})

- fungao generalizada Ver distribui¢ao.

- funcional Um funcional é uma func¢ao definida num conjunto de fungoes. A
palavra foi inventada para evitar que falassames de uma func¢ao tomando valor
numa fungao, leia também sobre funtor. Mas a importancia deste conceito vai
muito além da semantica que pode estar por trds de sua invencao, os funcionais
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sao hoje um caso particular de operadores que também sao funcoes definidas
em conjuntos de fungoes e a teoria dos operadores ¢ uma vasta drea de inves-
tigagdo em Matemética que oferece boas possibilidades para resolver um tipo
de equagoes, as equagoes diferenciais.

Podemos fazer uma classificacao preliminar dos funcionais entre funcionais
lineares e funcionais nao lineares .

Alguns dos seguintes exemplos se encontram em [4, pagina 1].

e No conjunto das curvas do plano, podemos selecionar um subconjunto,
daquelas que possamos calcular o comprimento, chamadas retificdveis .
F pode ser o funcional que associa a cada curva retificivel o seu com-
primento. Pode-se ver que este funcional é uma medida semelhante &
medida que fazemos, por exemplo, de figuras planas, o comprimento da
unido de duas curvas retificiveis é a soma dos comprimentos destas cur-
vas, se elas forem disjuntas, como fariamos com drea de figuras planas
disjuntas, quando as dreas forem finitas. Isto mostra o nosso interesse em
reagrupar conceitos com o objetivo de sistematizar a teoria, as medidas
sao uma classe de funcionais e elas podem ser redefinidas para ser vistas
como funcionais lineares.

Um segundo exemplo de [4, pagina 1] anexa um conceito auxiliar. Pode-
mos ver as curvas como arames de um material, cobre por exemplo, ou
fibra de vidro, com isto surge uma modificagdo do conceito de medida,
porque tais arames deixam de ser uniformes, quer dizer que a medida de
dois pedagos do mesmo “tamanho” nao precisa ser a mesma, a densidade
muda. Isto mostra que as medidas sao um conceito que generaliza a me-
dida geométrica com uma “densidade” multiplicativa. Para que vocé veja
que o objetivo nao é simples complicar, quando generalizamos, o préximo
exemplo vai mostrar-lhe um caso bem concreto que é semelhante a este,
tirado da vida real. As medidas sao funcionais, aqui, vistas como funcio-
nais definidos em ”subconjuntos de curvas”, e uma curva ¢ uma funcao,
portanto a definigao estd preservada.

Ha duas formas de medirmos um terreno, um pedago de terra. Uma delas
é simplesmente geométrico, sua drea. Outra consiste no prego que é uma
deformacao econémica da drea. O preco usa a area como um coeficiente
multiplicativo (ou vice-versa), este exemplo é semelhante ao anterior em
que medimos arames considerando uma distor¢ao produzida pela densi-
dade nao uniforme do material de que eles sao feitos.

O exemplo do comprimento de curva, ou do prego de terrenos, pode ser
expresso como uma integral o que pode tornar mais claro para que servem
medidas. Do Célculo, o comprimento de uma curva é dado pela integral

b
/ 15 FaPde (575)

a
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. . . f
este ¢ o caso particular em que a curva é o graf(f);[a,b] — R e agora
podemos recuperar o exemplo do arame escrevendo

b
[ VITTER @) (576)

em que ¢’(z), escrito como derivada de uma fungio g representa a variagao
(instanténea) da densidade do material de que é feito o arame. E como o
objetivo de um diciondrio é exatamente complicar, para criar curiosidades
podemos dizer que esta integral nao é exatamente mais uma integral de
Riemann, mas uma integral de Riemann-Stieltjes em que vocé encontra
o peso ¢'(x) alterando a integral e criando uma forma diferente de medir.
A teoria das medidas é a generalizagao da integral de Riemann estudada
no Célculo.

Quero terminar este verbete com uma bonita féormula que também pode
ser encontrada em [4, p4gina 2], e vou partir da equagao (575) em que posso
interpretar a fungao, o integrando, como F(z, f(z), f'(z)) = /1 + f'(z)?
0 que me leva a escrever

b
I = [ P g £ @) (577)

Observe a notagiao J(f), se trata de um funcional, ndo me interesso por
valores de = e até mesmo posso usar uma linguagem correta, mas “intri-
gante”, dizendo que nas equagoes (575), (576) e (577) nao tem “x”! A
equagao (577), assim como as equagoes (575), (576), define um funcional
em que a variavel é f. A integral que se estuda no Célculo é um funcional,
é o primeiro exemplo, mas em geral nao ¢ apresentada assim!

Funcionais deste tipo foram estudados por por alguns dos Bernouilli, New-
ton e L'Hopital portanto no século 15, é o caso do célebre problema da
braquistocrona em que se procurava o caminho minimo que um corpo des-
creveria entre dois pontos do espago em que se busca minimizar o funcional
definido na equagao (577), melhor, no caso da equagao (576), porque ela
mede o comprimento de curvas. Problemas deste tipo se chamam proble-
mas variacionais

- geometria analitica foi criada para aplicar os métodos da dlgebra e da ari-
tmética as relagoes geométricas, comumente ligada ao nome de René Descartes
que teria sido o idealizador do sistema de coordenadas cartesianas.
A Geometria Analitica define as equagdes de alguns lugares geométricos,
como retas, planos, circulos, elipses, parabolas, hipérboles, as chamadas conicas.
Confira
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equacao do circulo, equagao da elipse, equagao da hipérbole, equacao da
parabola,

equacao da reta;
e plano coordenado, eixos coordenados;

O sistema de coordenadas cartesianas basicamente identifica os pontos da
reta numérica com um numero real e é isto que chamamos de coordenada dum
ponto na reta.

Se identificarmos um ponto, numa reta qualquer, como sendo o zero, a direita
do qual, por convencao se identifica um outro ponto como sendo o 1 como vocé
pode ver na figura (fig 132), pagina 352, entdao criamos uma sistema para

f - >
19 1 2 3 4

Fig‘ura 75: reta numérica, representacio geométrica de R,

“numerizar a reta” ou “digitalizar a reta”. Desta forma a reta deixa de ser
apenas um ente geométrico e passa agora a ser uma representac¢ao do conjunto
dos ntimeros reais R.

e A escolha dum ponto para representar o zero dividiu a reta em duas se-
miretas.

e A escolha dum ponto para representar o ntimero 1 selecionou uma das
semiretas como a semireta positiva, mas fez mais do que isto definiu um
segmento de reta com medida 1 o que nos permite propagar pela reta
numérica todos os nimeros inteiros usando, por exemplo, um compasso
para marcar os inteiros positivos e negativos.

e Os numeros negativos sao marcados na semireta negativa, naturalmente.

A semelhanga de triangulos nos permite registrar a posicao dos nimeros
racionais que nao sejam inteiros, confira a figura (fig 76), pagina 193, onde vocé
pode ver as fragdes da forma %; 0<p<T.

A reta numérica herda da reta geométrica uma propriedade importante dos
segmentos de reta, confira a figura (fig 77), pagina 193,

e dois pontos diferentes, A, B determinam um segmento de reta,
e no segmento de reta AB tem um ponto, C' diferente dos extremos
e ¢ um quarto ponto D fica fora do segmento.

e Como a reta real é orientada entao o ponto que fica fora do segmento de
reta, que agora chamamos de intervalo, pode ser maior do que B ou menor
do que A, confira a figura (fig 77).
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/ 7 pedagos iguais

Figura 76: fragoes triangulos semelhantes

Figura 77: segmentos de reta na reta orientada

Para os nimeros a propriedade adquire a redagao “entre dois nimeros dife-
rentes quaisquer, sempre tem outro entre eles, um terceiro que € maior dos que
estes dois e um quarto que é menor do que eles todos”.
Isto é consequéncia da escolha do 0 e do 1 criando uma ordem na reta.
Em simbolos ficaria assim, em que R representa a reta numérica

a,beR;a<b; = (FceR)(a<c<b); (578)
abeR;a<h; = (FdeR)(a<b<d); (579)
abeRja<h; = (FJeeR)(e<a<b<d); (580)

e podemos iterar esta propriedade indefinidamente porque a reta € infinita.

Todas as propriedades da reta geométrica se aplicam a reta numérica, mas
a reta numérica é uma reta especializada que tem mais propriedades o que a
tranforma no conjunto dos ntimeros reais.

Se além disto considerarmos um par de retas numeéricas concorrentes no zero
como mostra a figura (fig 78), pagina 194, podemos agora “numerisar” o plano.
Com trés retas podemos numerizar o espago 3D e assim por diante. A figura
(fig 78) é uma representacio do produto cartesiano R x R = R? criando o plano
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-2

Figura 78: Sistema de coordenadas cartesianas

numérico. Mas esta denominagao nao é usada, dizemos o plano coordenado, a
reta numeérica.

Com trés retas numerizadas se cortando perpendicularmente na origem, po-
deriamos representar geométricamente R?, ou numerizar o espago R

Na figura (fig 78) estdo representados vérios pontos do plano, os pontos

{(727())‘, (717())‘, (1,0), (2,0), (3~0)}

todos no que chamamos eizo OX, o eixo horizontal. Também estao marcados

0s pontos
{(0,-2),(0,-1),(0,1),(0,2)}

no eixo OY, e o ponto (3,2), que nao pertence a nenhum dos eixos, também
estd marcado.

Agora é possivel fazer referéncia a conjuntos geométricos com equagoes. Por
exemplo, se estabelecermos a convengao de que a primeira coordenada ficard
representada pela varidvel x e que a segunda coordenada serd representada pela
varidvel y entao a equagao da primeira bissetriz dos eixos, a reta que divide ao
meio o angulo determinado pelos eixos OX e OY, é y = z, porque todos os
pontos sobre a primeira bissetriz tem as duas coordenadas iguais.

As duas coordenadas dum ponto no plano algumas vezes sao chamadas de
abcissa, a primeira coordenada, e ordenada, a segunda coordenada. Entao sobre
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a primeira bissetriz dos eixos qualquer ponto tem abcissa igual a ordenada.

Reciprocamente, se um ponto do plano tiver abcissa igual & ordenada, entao
é um ponto da forma (z, z), quer dizer que satisfaz & equagio y = z.

Com exemplo estou mostrando que o lugar geométrico do plano designado
como primeira bissetriz fica inequivocamente identificado pela equacao y = x.
Vocé pode traduzir a equacao y = x com a frase € o lugar geométrico dos pontos
P = (z,y) do plano tal que a abcissa de P € igual a ordenada de de P.

Observagao 4 As cénicas no Universo

Qualquer lugar geométrico do plano, ou do espago, poderia, em principio ser identificado
com uma equagdo, mas nem sempre seria fdcil encontrar uma equagdo para wm conjunto
arbitrdrio do plano. As cénicas, retas, planos, circulos, elipses, hipérboles e pardbolas sio
bem conhecidas e sabemos encontrar as equagées destes lugares geométricos.

Também estes entes geométricos, as conicas, respondem de forma muito boa as nossas
necessidades de descrever a Natureza.

A forma esférica ¢ um bom exemplo para comegar. As circunferéncias ou esferas, sio
as formas geométricas naturais quando todas as forcas estiverem equilibradas. No espago,
afastado de fortes influéncias gravitacionais, qualquer liquido toma a forma esférica.

A trajetéria dos planetas no espago tende a ser do tipo elipse que podemos entender como
uma deformagao do circulo. Se um corpo no espago ndo estiver numa trajetdria eliptica €
quase certo que estard sobre uma pardbola.

Retas € que praticamente ndo existem em nenhum ponto do Universo, devido forca gra-
vitacional entre os planetas da qual nem mesmo a luz escapa.

Podemos identificar o coeficiente angular de algumas retas®® estabelecendo
uma propor¢ao entre as coordenadas horizontais e verticais de cada ponto sobre
ela. No caso da reta y = 2 esta proporgao é 1 e entdo escrevemos y = la e neste
caso se segue a convencao da algebra nao escrevendo 1.

A outra reta que aparece na figura (fig 78) teria um coeficiente angular
positivo e menor do que 1 porque a coordenada vertical serd sempre, em méodulo,
menor do que a coordenada horizontal, escrevemos y = mx em que o nimero
m < 1.

Este coeficiente pode ser calculado, considerando a reta que aparece na fi-
gura, podemos medir o comprimento do segmento de reta que parte do ponto
(1,0) até encontrar a reta e este valor é m, no caso da reta r este valor é m = 0.56
aproximadamente. Entao a equagao da reta r é y = 0.56z. Observe que o plano,
agora, é uma regiao “métrica”, podemos medir as distancias entre os pontos do
plano, neste caso usamos uma régua para fazé-lo.

Isto vale para as retas que passem na origem. Para outra reta qualquer,
que nao passe na origem, confira na figura (fig 78), ¢ o caso da reta t, podemos
encontrar-lhe uma paralela passando na origem e aplicar o mesmo método para
encontrar m porém a equagao que podemos escrever facilmente seria a da reta
paralela passando na origem: y = mzx. E o caso da reta t que ¢ paralela a reta
r, na figura (fig 78).

Vocé pode ver que precisamos duma metodologia mais avangada para escre-
ver a equacao de qualquer reta. Podemos construir um método sem grandes
dificuldades se aceitarmos algumas afirmagoes como ébvias, por exemplo, que a

260 coeficiente angular tem um defeito importante: as retas perpendiculares ao eixo OX
nao tém coeficiente angular.
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equacao de quase todas®” as retas seria da forma y = ma + b entdo o ntimero b
é a distancia ao longo do eixo OY entre as duas paralelas que no caso da reta ¢
é 2 entao a equagao da reta t é y = 0.56x + 2.

Estes dois coeficientes recebem os nomes de coeficiente angular e coeficiente
linear e na construcao que acabei de fazer vocé viu as razoes dos nomes escolhi-
dos: m,coeficiente angular, é a razao de proporcionalidade entre as coordenadas
horizontal e vertical, quando a reta passa na origem, mas ainda tem o mesmo
sentido em qualquer reta paralela a elas. b é a distancia de uma reta, ao longo
do eixo OY a paralela que passa na origem, o coeficiente linear.

Agora, com uma expressao do tipo y = maz + b, em que vocé escolhe os
valores de m e de b vocé pode facilmente fazer o grifico da reta que tenha esta
equacao. Experimente com gnuplot, e aqui estd o cddigo

ml =0.5; m2=1; m3=1.5; m4d =-0.5; mb =-1; m6 = -1.5;
b=05 b=1; b=1.5; b=-0.5; b=-1; b =-1.5
r1(x) = mi*x + b; r2(x) = m2*x + b; r3(x) = m3*x +
r4(x) = md*x + b; r5(x) = mb*x + b; r6(x) = mb*x +
plot ri(x), r2(x), r3(x), r4(x), r5(x), r6(x), 0;
pause -2 "Aperte enter para terminar "

5

raspe e cole num terminal do gnuplot e vocé vai ver o grafico das retas. gnuplot
vai ler todos os valores da segunda linha mas vai usar o ultimo apenas. Basta
vocé apagar o tltimo para ver novos graficos. Ou digite, no terminal do gnuplot

b = 3;
replot;

e novos graficos de retas, agora b = 3 serao desenhados. Identifique os coefici-
entes angulares em cada gréafico para adquirir intui¢ao a respeito do coeficiente
angular.

Mais uma corregao corregao pode ser introduzida na equagao da reta para
encontrarmos sua equagao usando duas informagoes:

e a reta pelo ponto (a,b);
e 0 seu coeficiente angular é m
esta reta tem por equagao
y=m(z —a)+b; (581)

esta é a formulagao ideal para trabalhar com equagoes de retas tangentes aos
gréficos de fungoes no Célculo.

O método que descrevi nao vale para as retas que sejam perpendiculares
ao eixo OX, mas a equacao duma reta deste tipo ¢ facil de ser obtida, nelas
a primeira coordenada serd sempre constante, o valor, no eixo OX onde elas

27Este método ndo serve para as retas paralelas ao eixo OY, voltarei a seguir a este questo.
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passam. Por exemplo z = 0 é a equagao do eixo OY, e x = 4 é a equacao de
uma reta paralela ao eixo OY passando no ponto 4 do eixo OX. Mais geral, se
a reta passa pelo ponto (a,b) e é paralela ao eixo OY entdo sua equagao serd
T =a.

- distancia entre dois pontos é conceito da Geometria Analitica generali-
zado na teoria dos espagos métricos que define distancia abstraindo o sentido
geométrico mas guardando as propriedades fundamentais da distancia. Confira
distancia.

A Geometria Analitica digitalizou o espago e a geometria euclidiana, tor-
nando possivel a algebriza¢io da geometria. Assim (z,y) para dois nimeros
reais dados representam um ponto do espaco R?, que é um plano ou um espago
bidimensional, ou (z,y, z), para trés niimeros reais dados representam um ponto
do espago R?, um espaco tridimensional, ou

P = (2z1,22,...2,);2; € R; P € R" um espago de dimensao n; (582)

Dados dois pontos no P,Q € R?, confira a figura (fig 79), pigina 197,
podemos calcular a distancia entre eles usando o teorema de Pitdgoras,

Y Teorema de
P= (@b Pitagoras

b

Q= (mn)

a(P.Q)=\ M-+ (n-b

Figura 79: Distancia entre dois pontos e o teorema de Pitagoras

A(P.Q)=(m—aP+(n—b2=(a—mP+(b-n3?  (58)

Observe que o médulo das diferencas que aparecem na equagao (eq. 583) medem
o comprimento dos lados do triangulo retangulo que o segmento PQ) determina
com retas paralelas aos eixos coordenados.

As propriedades da distancia sao

1. reflexividade d(P,Q) > 0e d(P,Q) =0 < P=Q
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2. simetria d(P, Q) = d(Q, P);
3. desigualdade triangular d(P, Q) < d(P,R) + d(R, Q)

Qualquer fungao de duas variaveis que tenha estas propriedades define uma
distancia num conjunto M e é quando se diz que (M, d) é um espago métrico.

A distancia ¢ uma propriedade bidimensional porque envolve em suas pro-
priedades no maximo trés elementos do espago que determinam um plano deste
espago, o que facilita muito nas demonstragoes das propriedades mais gerais da
distancia. Para o R a férmula na equacao (eq. 583) fica

k;(pqu)?:, (584)
P=pi00); Q= (g1, an);

Uma forma de definir a distancia passa pelo produto interno ou produto
escalar que estd definido em todos os espagos de dimenséao finita e também
em espagos de dimensao nao finita. O produto escalar, como meio de definir
distancia também pode ser definido de vérias maneiras. A defini¢ao usual no
R" ¢

n
<P.Q>=) gk = ||PIlIQ] cos(~): (585)
k=1
em que 7 é o angulo entre P e Q.

A primeira expressao na (eq. 585) é uma forma bilinear definida em R™ e
a segunda ¢ a expressao bidimensional da mesma no plano determinado pelos
dois vetores.

Observe que a equagao (eq. 585) nos oferece a oportunidade de definir angulo
entre dois vetores dum espago qualquer em que esteja definido um produto
escalar, usando a funcio acos(). Tais espacos se chamam espagco com produto
interno.

Confira produto escalar ou produto interno.

Observagao 5 triedro positivo

A ordenagdo de vetores no espago € uma questdo importante e apenas traduz as leis da
Fisica ou da Natureza. Observe como isto € feito usando a regra do sacarolhas que também
poderia ser chamada de regra do parafuso.

Como dois vetores no R™ determinam um plano do R™, entdo o dngulo é um conceito
geométrico claro, é o menor to do circulo tri Strico que os dois vetores determi-
nam. Na figura (fig 80), pdgina 199, vocé vé dois vetores do R™ que determinam wm plano
e tomando a origem comum aos dois vetores como centro de um circulo de raio 1 um dos
vetores corta o circulo trigonométrico na origem do circulo.

Aqui parece haver alguns conceitos difusos, mas nao é bem assim. Eziste uma orientagio
padrdo para os vetores no espago, dada pela regra do sacarolha. O sacarolha segue a ori-
entagao dos parafusos, para enfid-lo na rolha a rotagao € negativa, € a mesma orientag¢io
para enfiar um parafuso numa peca. Com esta regra a figura (fig 80), mostra no circulo
trigonométrico o ponto inicial marcado pela reta suporte do vetor v, estando os vetores U, U
orientados positivamente pela regra do sacarolhas. Se houver um terceiro vetor ele vai ocupar
a posi¢ao do sacarolhas pronto para “sacar uma rolha” mostrando a posicdo de tres vetores
formando um triedro com ordenagao positiva.
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circulo trigonométrico
no plano determinado por dois vetoreg

Figura 80: o angulo entre dois vetores do R™

Para que vocé se convenga de que esta regra estd consistente, deize-me sugerir-lhe um
experimento: considere dois vetores perpendiculares, tome a figura (fig 80) como padrdo,

pensando nos dois vetores U,d cortando o circulo trigonométrico na quarta parte, 7.
Mas agora considere que |¥] = |i| = 1, por construgdo, vocé selecionou ¥, € S, no

circulo trigonométrico.

O sacarolhas na origem dos 0s, o ponto comum dos vetores U, 1, representando um
terceiro vetor “arrancando a rolha”, na dire¢io positiva, € o vetor Z e também |Z] = 1, tudo
por construgao.

Os dois vetores i, Z, determinam um plano e o vetor ¥ € o sacarolhas nesta nova situagdo.
O produto vetorial de vetores executa, algebricamente, esta operagdo:

ou ainda, como na Fisica:

xj=-% (588)

A eletricidade se comporta de acordo com esta regra para definir o sentido da corrente
positiva gerada por gerador montado com imans eletromagnéticos. A regra do sacarolhas
apenas traduz o que se passa no mundo eletromagnético. Se vocé inverter as conexdes nos
polos duma bateria, o eletroima vai rodar no sentido inverso:

Fxk

(589)

Uma propriedade que tem uso intenso ¢é a desigualdade de Cauchy-Bunyakov-
sky-Schwarz
[<PQ>|<|Pllel (590)

que tem uma demonstrac¢ao simples no plano, mas eu ja observei que, dados dois
vetores, eles determinam um plano do espaco a que eles pertencem portanto
demonstra-la num plano nao é uma restrigao.

Para isto preciso mostrar que a forma trigonométrica da definicao na equagao
(eq. 585) ¢ idéntica & expressao da soma de produtos na mesma equagao porque

| <P,Q> =Pl cos(v)] < [IPIQl;
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Se n = 2 ¢ consequéncia direta da férmula de Euler porque, dividindo pelo médulo dos
vetores teremos:

el <y (591)
,sin(a)), (cos(8),sin(3)) >; (592)
>= cos(a — f3) = cos(7); (593)

Na equacio (eq. 591) usei a propriedade das formas bilineares que permite a distribuigao dos
coeficientes ||P||,||Q|| entre os dois fatoresS.

Na equagdo(eq. 592) usei uma representaciao plana dos dois vetores que podem ser
expressos como pontos do circulo trigonétrico sendo a, 8 os seus angulos e v é o angulo entre
eles. Na passagem da equacao(eq. 592) para a equagao(eq. 593) usei a expressao do produto
escalar

(@), (cos(B),sin(B)) >= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a — B);  (594)

Os calculos mostram que posso me reduzir, na demonstragao, ao caso dos vetores unitarios.
Entdo, na sequéncia vou supor que | P|| = [|Q| = 1.

A passagem critica, na demonstragao por indugao que estd na passagem de n — 1 para
n que é semelhante & passagem da dimensdo 2 para 3, mas esta é mais intuitiva. Deixe-me
agora considerar P,Q € R?, vetores unitarios, portanto pontos de S a esfera unitaria do R3.
Mas estes dois vetores determinam um plano que corta S? segundo um circulo unitdrio, uma
curva plana, e, pela demonstragao anterior, cos(y) é o valor do produto escalar entre eles, em
que 7 é angulo entre os vetores.

Mas esta demonstragiao nao seria necessaria dentro do escopo duma demonstragao por
indugdo, ela é simplesmente tomada como verdadeira para todo N < n — 1 e temos que
considerar agora P,Q € R", dois vetores unitdrios. Mas estes vetores definem um plano do
R™ e o valor do produto escalar para dois vetores, no plano, em dimensao N < n, por hipétese
de indugao, é cos(7), em que 7 é o angulo entre os vetores, o que termina a demonstragao.

< (cos(a), sin

m outro exemplo simples de lugar geométrico é o circulo. A geometria o
define como ¢ o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja distancia a um
ponto fizo C € constante. Esta distancia constante de P a C' é o raio r.

A equagao do circulo que aparece na figura (fig. 78) ¢ simples de ser obtida.
Observe que é o circulo trigonométrico. Qualquer ponto em cima deste circulo
fica & distancia 1 da origem (0,0) dos eizos. Chamando de (z,y) um ponto
genérico sobre o circulo e aplicando o teorema de Pitdgoras para representar a
distancia dele até a origem encontramos /2 + y? = 1 ou ainda:

2?2 +y? = 1 equacio do circulo trigonométrico (595)
A equagao de um circulo de raio R com centro no ponto (a, b) do plano seria
d((x,y), (a,)) = Ry d((z,y), (a,b))* =

que vocé pode obter usando novamente o teorema de Pitdgoras e a definicao de
circulo.
Muito mais dificil seria, dada uma equagao, como

—a)? 4 (y —b)* = R? (596)

2243y +ay® +y° =4 (597)

28as forma bilineares generalizam o produto de nimeros que um exemplo de forma bilinear.
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descobrir que figura seria representada por esta equacao. Mas é possivel com um
programa de computador encontrar alguns pontos que satisfagam esta equacao
e obter um gréfico de uma parte da tal figura, aproximadamente, se for possivel,
se a equagao representar alguma figura “real”. A geometria algébrica ¢ a parte
da Matemética que tenta responder a esta questdo para caso das expressoes
algébricas. Na figura (fig 81), pagina 201, vocé pode ver parte da curva algébrica

a T T T T T T T T T
“dados"

Figura 81: Parte da curva algébrica

cuja equagdo se encontra na (eq.597). Ela foi obtida com um programa escrito
em Python que varreu um retangulo do plano procurando por pontos que esti-
vessem proximos desta equagao. Do grafico se pode produzir a pergunta: “teria

este grafico uma reta assintota ?”. Uma tal pergunta se pode resolver com

métodos avancados do Célculo.

O programa pode ser visto na figura (fig 82), pagina 202, E vocé pode alterar
a equacao de F(x,y) para visualizar o gréafico de outra equagdo, se este gréfico
puder ser feito.

Entenda como funciona o programa e modifique-o para obter outras visua-
lizagoes desta curva ou de outras. Na figura (fig 82), hd uma indicacao sobre
"terminal”o programa estd preparado para produzir um arquivo ”postscript”,
se vocé quiser que gnuplot exiba o gréifico na tela, simplesmente comente as
linhas:

# transfere.write( "set terminal postscript eps enhanced color \n");
# transfere.write( "set output \"GeometriaAnalitica_03.eps\" \n");

isto ¢é feito colocando o sinal do “jogo da velha na primeira posi¢ao da linha, em
python, respeitando a tabulacao.

Na imagem do programa, ha mais duas setas indicando os pontos onde sele-
cionar a precisao do gréfico, passo é a precisao da malha, e delta é a precisao
com a desigualdade vai ser resolvida. Experimente que nao ha riscos. Tente o
valor grande, por exemplo, 0.5 para delta e vocé verd uma “faixa” no centro da
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#1 fusrfbinfpython
- codi GEES %o

import sys

from posix import popen

from math import *

def F(x,y)
return pow(x,3) + 3*pow (x.2)*y + x*pow(y.2) + pow(y.3);

whilety <fim):
if (abs(F(x.y) - A) < delta)
dados. write(strx) +" " +str(y) +"\n");
y +=passo;
x +=passo;
dados.close(;

def cria_transfere( i
transfere — open(transfere.'w’) Tepminal

write
transfere write
transfere.write

et p 0.1 \n");

ot \"dados\" with points\n’)

et terminal postscript eps enhanced color \n");
transfere write( "set output "G eomatriaAnalitica_03. eps\" \n");
transfere. write(‘plot \"dados\" with pointsin’)

transfere.write( “pause -2 \"Aperte enter para terminan\” \n");
transfere. close();

def principal(3:
La

axprassso F(x.y) =
valor de A = ")
cria_dados(inicio. fim, passo. delta.A);
cria_transfara();
popen(‘gnuplot transfere™);

Figura 82: programa para tragar curvas de nivel

qual se encontra a curva. Na verdade, para qualquer valor escolhido o resultado
serd uma “faixa”.

Manipule os valores da precisao onde estéd indicado na figura para conseguir
melhor resultado mas comece com valores ndo muito pequenos, tente algo em
torno de 0 = 0.1 para comegar, depois use um ¢ menor. O tempo de processa-
mento ¢ consequéncia do incremento dado a x e a y guardado na varidvel passo,
o valor dado a esta varidvel serd o responsével pelo tempo de processamento. Se
vocé escolher um valor muito pequeno prepare-se para aguardar algumas horas
até que o grafico aparega na tela.

Vocé pode baixar o programa da pagina

http://calculo-numerico.sobralmatematica.org/programas//CurvaAlgebrica.py

Algebricamente, e com algum trabalho, podemos escrever as equagoes de
muitos dos subconjuntos do plano, em particular circulos, hipérboles e pardbolas
sdo estudadas na Geometria Analitica, sdo as chamadas conicas.

Esta curvas se originam geometricamente de cortes de um cone com duas
folhas. Na figura (83) pagina 203, vocé vé um cone cortado por um plano
paralelo ao eixo do cone, mas nao precisava que o plano fosse paralelo ao eixo,
apenas nao podia chegar a ser paralelo a geratriz do cone. Este detalhe pode ser
melhor discutido na construcao da equacao da hipérbole, confira esta equacao
em outro lugar.
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Figura 83: Plano paralelo ao eixo do cone: hipérboles

Se o plano for paralelo & geratriz o resultado é uma parabola que pode ser
vista na figura (84) pagina 203, Mas também aqui se tem variantes, o plano

Figura 84: Quando o plano é paralelo i geratriz: parabola

pode cortar a folha do cone em vérios pontos resultando numa parabola mais
ou menos aberta, vou discutir isto quando construir a equacao da pardbola na
dltima segao.

Se o plano tiver inclina¢ao maior do que a da geratriz o resultado serd uma
curva fechada que pode ir de elipse até circulo, vou discutir isto na préxima
se¢ao com a equagao do circulo quando vou mostrar que o circulo é uma elipse
degenerada que é o contréario do que todo mundo diz. .. a figura (85) pagina 204,
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Figura 85: A elipse degenerada: circulo

As fotos das intersegoes do cone foram copiadas, com autorizagio, da pagina
do Dr. Anthony Rynne, University of Limerick

http://www3.ul.ie/ rynnet/swconics/planes cutting coneA.htm

Na figura (86) pagina 205, vocé vé plano XOY e o eixo do cone que aparece
nas figuras 83-85 é perpendicular ao plano X OY passando pelo ponto (0,0). No
plano ZOY se podem ver duas retas que se cruzam no ponto (0, 0, 0) a interse¢ao
do cone com este plano. Andlise que corresponde as figuras 83-85 é relativa as
possiveis forma como um plano intercepte o plano com o plano ZOY que estao
representadas na figura (87) pigina 206,

A regiao hachuriada ¢é a projegao do cone no plano ZOY. Se um plano
cortar perpendicularmente ZOY com inclinacao entre os limites da regiao ha-
churiada, corta o cone segundo uma hipérbole. Se o plano tiver exatamente a
inclinagao das retas que limitam a regiao hachuriada iré cortar uma das folhas
do cone segundo uma parébola. Se a inclinagao do plano estiver fora da regiao
hachuriada ird cortar uma das folhas do cone segundo um curva fechada, elipse
ou circulo e o caso do circulo corresponde exatamente ao eixo OZ.

H4 uma infinidade de variantes para as equagoes de conicas que podem ser
assim obtidas, mas basicamente elas dependem da inclinagéo da geratriz do cone
e do ponto (0, a,b) por onde passa o eixo do cone e isto pode dar um livro de 400
paginas como o livro de Lehmann, ou qualquer outro que se tenha ao trabalho
de descrever estas possibilidades. A minha opgao é descrever o caso que vou
chamar de “padrao” em que a intersegao do cone que aparece na figura 87 sao
as bissetrizes dos eixos do plano YOZ. Qualquer outra variante pode ser obtida
com uma mudanca de coordenadas da forma

()0 ()-(7) e

em que z,y sdo as coordenadas usada pela equagdo padrao e 2/, y’ sio as novas
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Figura 86: imagem das cénicas no plano XOY

coordenadas depois da transformacao. A matriz quadrada deve ter determinante
diferente de zero para que seja possivel desfazer a mudanga. O resultado desta
mudanga de varidveis serd uma forma quadratica

Az + By? + Ca'y' + Da' + By + F =0 (599)

e existe uma andlise da relacao dos coeficientes que expressa qual é a forma
padrao que originou esta forma quadratica. B importante repetir esta analise
rigorosamente porque a expressao na equagao (599) serve também de padriao
para classificagao das equacgoes diferenciais parciais entre parabdlicas, elipticas
ou hiperbélicas.

- geometria algébrica ¢ o estudo das variedades geométricas que possam ser
obtidas como os zeros de expressoes algébricas. Por exemplo,

Fr,y) =2 +9y> - L, F(z,y) =0=2>+4> = 1; (600)

o circulo unitdrio ¢ conjunto dos zeros do polindémio w = F(x,y). Qualquer
circulo é uma wvariedade algébrica, isto é uma variedade que corresponde aos

zeros dum polinémio.

Todas as conicas, da Geometria Analitica, sio exemplos de variedades algébricas

fazendo da Geometria Analitica um caso particular da geometria algébrica.
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oZ

Intersecdes do plano ZOY com S
o cone

Figura 87: Intersecdes do plano ZOY com o cone

Como curiosidade, hd nimeros algébricos, sao pontos da reta, variedades de
dimensao zero, que sao solugoes de equagoes algébricas cujos coeficientes sejam
racionais, e o nimero 7 nao é algébrico pois nao é solucao de nenhuma equagao
algébrica com coeficientes racionais. E o caso do nimero de Euler, e, também.
Nuimeros algébricos sao assim um caso particular de variedades algébricas, as
de dimensao zero.

A geometria algébrica pode ser vista como o estudo de um caso particular de
aneis, o dos polindémios com coeficientes racionais. Parte dos métodos usados por
Andrew Wiles para demonstrar o tltimo teorema de Fermat vém da geometria
algébrica, mas isto ja deu um livro de mil paginas e primeira demonstragao de
Andrew Wiles continha um erro que levou mais dois anos para ser corrigido.

O caso mais geral da geometria algébrica retira esta restrigao sobre os coe-
ficientes e poderia descrever qualquer tipo de variedade?

- gnuplot é um programa que tem por objetivo fazer gréificos de fungoes ou
curvas definidas parametricamente. E distribuido livremente, mas, apesar do
nome, nao faz parte do projeto GNU. A pégina do gnuplot é
http://www.gnuplot.info
E interessante observar que gnuplot pode ser usado como uma linguagem
de programagao, pois admite fungoes recursivas e assim é possivel fazerem-se
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programas em gnuplot, [7].

- gradiente ¢ o vetor funcional formado pelas derivadas parciais de uma fungao
multivariada. Por exemplo, se z = F(x,y) entao

grad(F) = (?75 %5); (601)

Ao calcularmos a derivada implicita de z = F(x,y) o gradiente de F aparece
naturalmente:

oF oF
dz = —d —d 602
2=t 5, (602)
de onde podemos deduzir a equacao do plano tangente com as substituigoes
dr =2z —a;dy =y —b;dz =2 —¢; (603)
z—c= 8 omaym(z — a) + G omay=slz = b); (604)
dx
dz = grad(F) ( dy ) (605)

Na equagdo (eq. 603) as varidveis dz, dy, dz foram interpretada como dife-
rengas permitindo-nos obter a equagao dum polinémio do primeiro grau, ob-
serve que %\,:a,y:h é um numero, o valor desta derivada calculada quando
x = a,y = b, 0o mesmo signficando %—’;\m:a,y:b que ¢ um nimero.

Na equacio (eq. 604) foi feita uma nova interpretacio da equaco (eq. 603)
em que grad(F) aparece como uma matriz aplicada a um vetor de dimensio
dois. Comparada esta equac¢ao com a derivagao de fungdes univariadas, vemos
que o valor da derivada de fun¢ées multivariadas, em cada ponto onde forem cal-
culadas, representam funcoes lineares que conduzem a variedade linear tangente.
No caso univariado a reta tangente, no caso bivariado ao plano tangente.

Se calcularmos a derivada implicita da expressdo F(z,y) = ¢ podemos de-
duzir a seguinte sucessao de afirmacoes:

e [(x,y) = ¢ é uma curva de nivel, se existir.

o da equacio (eq. 604) que o gradiente ¢ perpendicular & curva de nivel no
ponto (a,b) se F(a,b) = ¢;

e (a,b) for uma solugao da equagao F(z,y) = ¢, ou, em outras palavras, se o
ponto (a, b, ¢) pertencer ao grafico da fungao z = F(z,y), entao o graf(F)
¢é perpendicular & curva de nivel no ponto (a, b).

- Gram-Schmidt ¢ um algoritmo para completar a base dum espago vetorial a
partir de alguns vetores dados, ou de um vetor dado. A ideia do algoritmo pode
ser assim descrita:

e Um espago vetorial de dimensao n, E;
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e Vocé tem uma colecao de vetores linearmente independentes, uy, ..., u,;, €
E;m <mn;

e quer uma base ortonormal para E constuida a partir deste vetores dados.

O processo de Gram-Schmidt constréi a base ey, ..., ¢,

— u: .
Loer =y

2. €9 = us— < U, €1 > ey;

§ e
3 2=
4. kE>2
k=1
(a) ex=ur— 3 <uje;>e;;
=1
(b) € =
Se m < n a partir de k = m + 1 defina u, sendo qualquer vetor linearmente
independente dos vetores {ey, ... e, } e existe algum porque a dim(E) = n > m.

Ou seja, o processo se inicia pela substituicao de u; por um vetor unitdrio
da direcao de u;. Constréi e; em dois passos, primeiro define e; subtraindo de
uy a componente na direcao de e, em seguida normaliza ep dividindo-o pelo
seu médulo.

Segue-se o processo sempre eliminando de uy as componentes na diregao dos
ej;j < k; e depois normaliza o vetor u dividindo-o pelo seu médulo.

O resultado ¢ uma lista de n vetores todos de médulo 1 perpendiculares a
todos os anteriores jd construidos. Como o resultado é uma base ortonormal para
0 espago F, este processo também é chamado de processo de ortonormalizagao
de Gram-Schmidt.

- Green, teorema de Este teorema é um dos resultados mais importantes do
Cdlculo multivariado junto com outros teoremas que podem ser considerados ex-
tensdes ou complementagoes dele: teorema de Stokes e o teorema da divergéncia
de Gauss.

O teorema de Green tem uma versao trivial pela qual vou comegar e que
serve para classificar os campos vetoriais que vou usar ao final na expressao do
teorema.

Se F for uma campo vetorial, uma fun¢ao de duas varidveis, por exemplo,
continuamente diferencidvel, entdo, pelo teorema de Schwartz-Clairaut , as de-
rivadas mistas sao iguais

IF? IF?

dzdy = ey = fye = dyox

o que torna a integral
//(FW — Fyy)dzdy =0
D
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nula. Como podemos calcular as primitivas destas funcoes, é possivel deduzir
desta integral a integral de linha

% Fpdx + F,dy
oD

em que agora o simbolo 9D representa a fronteira do dominio D e esta integral
é também nula. Se eu alterar um pouquinho a notacao vou obter a expressao
comum nos livros de Célculo.

P(x,y) = Folz,y); Qz,y) = Fy(a,y); (606)
dfg P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 1{ J(Qz — Py)dxdy (607)

que é a expressao (trivial) do teorema de Green quando partimos de uma funcao
diferencidvel F', porque todas as integrais envolvidas sdo nulas. Se (P, Q) for um
campo vetorial diferencidvel continuamente, ainda vale o teorema de Green mas
as integrais nao precisam ser nulas sobre um dominio D qualquer. A integral
de linha, por exemplo, separa os campos vetoriais em duas classes:

e Campos conservativos, ¢ o caso trivial, quando o campo vetorial ¢ a de-
rivada de um campo escalar. Entao a integral de linha sobre qualquer
curva fechada é zero, é uma aplicacao direta do teorema fundamental do
Cllculo.

e Campos nao conservativos, quando houver uma curva fechada, fronteira
de um dominio D sobre a qual a integral de linha na equagao (607) ¢é
diferente de zero.

o valor da integral de linha é entdo a perda (ou ganho) de energia que o campo

escalar sofre ao longo da curva 9D. Neste caso o campo vetorial (P, Q) nao tem
primitiva. Esta formula¢ao permite ainda explicar dois tipos de integrais,

e integrais independentes do caminho aquelas, da forma

fP(ac, y)dz + Q(z,y)dy

oD

que sao nulas sobre qualquer curva fechada. O campo escalar é conserva-
tivo, tem primitiva (vem da derivada de um campo escalar diferencidvel).

e integrais que dependem do caminho aquelas, da forma

§ Paie + QG

oD
que podem ser nao nulas sobre uma curva fechada. O campo escalar é
ndo conservativo e nao tem primitiva (niao vem da derivada de um campo
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um dominio n&o convexo no plano

AL

Figura 88: duas curvas ligando um ponto

escalar diferencidvel). Dizemos que integral depende do caminho porque,
escolhidos dois caminhos entre dois pontos dados Py, P, como se pode ver
na figura (88) pédgina 210, se o valor da integral sobre um dos caminhos,
de P, até P, for diferente do valor da integral sobre o outro caminho,
também de P, até P, podemos definir uma curva fechada, indo de P,
até Py, entdo a integral sera diferente zero sobre esta curva fechada. Isto
equivale a dizer-se que o campo vetoria (P, Q) ndo tem primitiva, ndo é a
derivada de um campo escalar.

- grupo E uma das estruturas algébricas da Matemadtica.

Defini¢ao 11 (grupo) (G, *)
Considere G um conjunto no qual esteja definida uma relagio bindria * tal
que

(Va,beG)axbe G
(Ya,b,c € G) ax* (bxc) = (axb)*c;
(FeeqG) VaeG)axe=exa=a
Vae@G) (A e@)axb=bxa=c¢

Enao dizemos que (G, *) é um grupo.
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Com frequéncia os autores usam uma frase mais simples dizendo apenas "G
é um grupo” quando ¢é possivel deixar implicito qual ¢ a operacao binédria que
estd definida em G.

O axioma expresso na equagao (608) estabelece a existéncia de uma relagao
bindria, *, e que G ¢é fechado para a mesma. A equagao (609) estabelece que
* ¢ associativa. A equacdo (610) estabelece que para a operagao * existe um
tnico elemento de G, chamado identidade e aqui designado com o simbolo e.
A equagio (611) estabelece a existéncia de um inverso para todo elemento de
G relativamente & operagao *.

A equagao (611) também garante a existéncia de dois tipos de bije¢ao: para
cada elemento z € G, de uma solugao tnica para a equacao = * b = e cuja
demonstragao é consequéncia das equagoes:

z +— b x é uma bije¢ao de G; (612)
2+ x* ¢ é uma bije¢ao de Gj (613)

1. A sentenga na equagio (612) é verdadeira porque, por absurdo, falhando
a sobrejetividade, b * x = ¢ nao teria solu¢ao para algum elemento de G
mas como b tem inverso chega-se ao abusurdo: = = b~' % ¢. Falhando
a injetividade haveria duas solugoes para b * 2 = ¢ o que contradiz a
unicidade do inverso.

2. A sentenca na equaciao (613) tem uma demonstracio simétrica.

Estas duas equacoes (612) (613), implicam na existéncia de bijecoes obtidas
na multiplicac@o por um elemento fixo, a direita ou a esquerda. Uma das formas
de trabalhar com grupos finitos consiste em analisar as tabelas operatorias,
estas bijegdes tem um efeito importante: em cada coluna ou linha da tabela
temos a presenca de todos os elementos de G, (sobrejetividade) sem repetigao
(injetividade).

Uma outra forma de parafrasear a setenga acima é a seguinte: As equagoes
(612) e (613), tém uma importancia particular: elas criam permutagoes dos
elementos de G indexadas pelo elemento multiplicador?®. Se G for finito a
quantidade de tais permutagoes é n = card(G) = ordem(G). Se n > 2 es-
tas permutagoes formam um subconjunto préprio de todas as permutagoes dos
elementos de G.

Interpretando G como um conjunto, como as permutagoes sao bijegoes de
@G, portanto fungoes inversiveis cuja composi¢ao ¢ outra permutagao, entao o
conjunto das permutagoes de G tem também a estrutura de grupo designado
com o simbolo Sim(n) e a indexagdo mencionada acima identifica G como um
subconjunto de Sim(n).

Isto sugere pensar em subgrupo.

Defini¢ao 12 (subgrupo) Se H C G for fechado para a tranformagdo
(x,9) EHx H waxy™! (614)

290s operadores multiplicagio e translagio aparecem em praticamente todas as estruturas
em Matemadtica.
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entao (H,x) é também um grupo, e dizemos que H € subgrupo de G.

Em particular a equacao (614) vale para G que é entao um subgrupo de si
préprio. Se H for subgrupo de G, diferente de G, observamos isto dizendo que
H é um subgrupo proprio de G.

Também podemos usar a equagao (614) considerando G' como subconjunto
de Sim(n);n = card(G) o que prova que G pode ser identificado como um
subgrupo das permutagoes de G.

Consequentemente, encontraremos todos os grupos finitos dentro dos grupos
de permutagoes.

Ha diversos desenvolvimentos que podem seguir esta trilha, num deles se
associa ao grupo das matrizes quadradas inversiveis de ordem n (entradas reais,
complexas ...) com a operagao de multiplicacao de matrizes, este é um grupo
multiplicativo de matrizes que nao é comutativo. As permutagoes das colunas
da matriz idéntidade produz uma imagem matricial de Sim(n). O resultado é a
teoria da representacao de grupos finitos, com uso em codificagao, por exemplo.

Existe interesse em considerar G como um subgrupo de si mesmo, em alguns
problemas se consegue realcar propriedades significaticas com auxilio da trans-
formagdo h : x + a * x * a~', chamada conjugacdo, quando se considera um
elemento fixo a € G. Por exemplo, é possivel descobrir pares de subgrupos que
tem as mesmas propriedades, subgrupos conjugados e isomorfos. A conjugacao
é um endomorfismo de G.

Uma outra transformacao importante é inversao

reGra! (615)

que é uma bije¢ao de G preservando todas as propriedades (608)-(611). Esta
fungao é uma “reparamentrizacao” de G sendo um endomorfismo de G.

Vou usar na continuac¢ao a notagao multiplicativa para a operagao de G o
que implica na suposicao de que G nao é comutativo, como se faz usualmente.

O conjunto de todos os endomorfismo de G tem naturalmente a estrutura de
anel e podemos identificar G como subconjunto deste anel. Notagao: End(G) é
o anel de todos os endomorfismo de G em que a adicao é definida ponto-a-ponto
e a multiplica¢do é a composicao de morfimos: (End(G),+,0).

Existe um endomorphismo considerado candnico de G' que é construido da
seguinte forma.

e Considere a permutagao dos elementos de G que equivale a multiplicagao
de G por um elemento dado g € G

bg € (End(G); dg(x) = 2g; (616)
e ¢ obviamente também teriamos

40 € (End(G);q ¢(x) = ga; (617)
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e cabe discutir quando 4¢ = ¢, 0 que leva & definicao de centro(G), que é o
subgrupo de G dos elementos que comutam com todos os elementos de G.
Entao as permutagoes de G' sao morfismo de grupo de G' quando obtidas
via um elemento do centro(G).

Mas se definirmos

6 € End(G); ¢(x) = g 'zg (618)

entdo temos o endomorphismo candnico de G, sendo um simples célculo a
verificacao de que valem as propriedades dos morfismo de grupo para ¢.

Entao, dado um elemento g € G ele identifica um endomorfismo de G, o
endmorphismo canénico de G, dado pela equagao (eq.618) e assim vemos uma
imersdo de G no anel (End(G),+,0) o que produz o resultado surpreendente
de que a estrutura de anel pode substituir em simplicidade a estrura de grupo
uma vez que todo grupo se identifica canonicamente com um anel.

Um questao que se pode levantar neste contexto é se a imagem de G seria
o centro de End(G) e a resposta ¢ nao o que alids mostra que esta imersao
preserva uma propriedade importante de G' porque a imagem do centro de G
estd estritamente contida no centro de End(G).

- grupo comutativo Se (G, *) for um grupo e a operacao bindria for comutativa
(Va,be G) axb="bxa; (619)

entdo dizemos que (G, *) é um grupo comutativo. Nao havendo dubiedade dize-
mos apenas que G é um grupo comutativo. H4 uma tradigao de usar a notagao
aditiva quando se tratar de grupos comutativos: (G, +) é um grupo comutativo:

(Va,b € G) a+b € G;+ é uma operacao binaria (620)

(Ya,b,c € G) a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢; propriedade associativa  (621)
(30 € G) (Va € G) a+0=0+ a = a; existéncia do elemento neutro(622)
(Ya,b € G) a+b=0b+a; propriedade comutativa (623)

(Vae G) 3 eG)a+b=>b+a=0; existéncia do inverso (624)

e neste caso o elemento neutro é usualmente designado pelo simbolo 0.

Entretanto hd exemplos de grupos multiplicativos comutativos, portanto esta
forma simplista de ver grupos multiplicativos como nao comutativos nao é um
padrao embora seja usada.

Exemplo 4 (Exemplos) de grupos
1. Os mimeros inteiros com a adi¢ao usual € um grupo comutativo: (Z,+).

2. Os niumeros racionais, os reais e 0os complezos eliminados do zero, com a
multiplicagao usual sao grupos comutativos, e a notagao para estes grupos
é

(Q",); (R”,); (C

214

observe que nos dois primeiros casos, o cone formado pelos elementos
estritamente positivos sao subgrupos. Os logaritmos identificam estes sub-
grupos com os grupos aditivos dos reais (ou de Q). No caso dos complezos
isto também € possivel fazer quando se chega ao logaritmo complexo pas-

sando pela formula de Euler
ei()

3. My (K) em que K € Q,R,C das matrizes quadradas de ordem n sdo
grupos aditivos (comutativos). Os produtos cartesianos de qualquer quan-
tidade dos grupos K também sao grupos comutativos com a soma definida
cordenada a coordenada como no caso M,(K), estes produtos cartesia-
nos sao apenas um caso particulares de matrizes nao quadradas sobre I .
O caso genérico sendo se considerarmos a dimensao fiza m X n entao
My (K) € também um grupo comutativo com a adi¢ao definida coorde-
nada a coordenada.

4. Um grupo ndo comutativo é obtido quando se considera em M, (K) a mul-
tiplicagao de matrizes, entao o conjunto dos elementos inversiveis, com
determinante diferente de zero, em M, (K), relativamente a multiplica¢io
de matrizes é um grupo. Este grupo designado por GL,(K); K € Q,R,C
ou o grupo geral linear.

[

Um caso bem simples mostra a importancia de GL,(R), quando n = 2,
as matrizes da forma

cos(0) —sen(0)

sen(f)  cos(0) (625)

em que 0 ¢é um nimero real qualquer (usualmente chamado de dangulo).
Ao multiplicar matrizes deste tipo, se conclui, com auzilio da relagio
de soma de angulos da trigonometria, que este conjunto € fechado para
a multiplicagao com o inverso obtido pela troca de sinal de 6 portanto
um subgrupo® de GLa(R). Essas sdo as matrizes de rotacio da Geome-
tria Analitica plana. De forma semelhante podemos obter as matrizes de
rotag¢ao da Geometria Analitica em 3D.

6. O conjunto das permutagoes de um nimero finito, n, de objetos também
pode ser visto como um grupo chamado Sim(n) que é um exemplo de grupo
finito, nao comutativo quando n > 2.

Trabalhar com permutagoes é muito complicado e inclusive os progra-
mas para construir permutagoes, diretamente, sao dificeis de serem cons-
truidos. Como a multiplicacao de um grupo finito, por um seu elemento
fizo, produz uma permutagio dos seus n entio Sim(n) pode ser represen-
tado, e facilmente manipulado, ao ser identificado as permutagées das co-
lunas (ou linhas) da matriz identidade de GL,(R) reduzindo as operagoes

308e A, B forem duas matrizes de rotagao, entdo AB~! é uma matriz de rotagio.
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de Sim(n) a multiplicagoes de matrizes e jd existem vdrios pacotes com-
putacionais em que a multiplicagio de matrizes estd programada. FEsta é
uma breve introducao a representagiao de grupos finitos porque qualquer
grupo finito se encontra representado n’algum Sim(n).

7. Os restos na divisao por wm inteiro fito n, com a adi¢ao de restos, é um
grupo comutativo designado por Z,, em que cada elemento representa uma
classe de equivaléncia (mod n).

- grupo normal assunto da teoria dos grupos nao comutativos. Se um grupo
for comutativo, todos os seus subgrupos sao normais. Os grupos nao comuta-
tivos sao todos isomorfos a algum subgrupo de permutacoes porque qualquer
elemento do grupo induz uma permutagao no conjunto dos elementos do grupo,
os conceitos elemento do grupo e permuta¢ao se confundem, uma vez que todo
elemento dum grupo pode ser considerado como uma permutagao dos elementos
do grupo.

Na teoria dos grupos existe o habito de designar por multiplicativos os grupos
nao comutativos, estou aderindo a esta convengao.

Seja (G, *) um grupo e H um subgrupo de G, H ¢ dito normal se for inva-
riante por conjugacao:

(Va€@G)aHat =co(H) = Hyco(h) = a(ha™t); (626)
co:G—G;G 39— aga

a funcao, ou permutacao, definida na equagao (627) é chamada de conjugacao.

A equagao (626) pode ser escrita como, axH = Hxa, que sao duas translagoes
de H chamadas classe lateral a esquerda e classe lateral a direita, respectiva-
mente. Um grupo ¢é normal se estas classes concidirem para qualquer elemento
a € G permitindo a defini¢do de uma classe de equivaléncia médulo H. Se um
grupo nao for normal as classes a direita e & esquerda serao diferentes mas ainda
é possivel definir duas relagoes de equivaléncia médulo H, chamadas de a direita
e & esquerda. A vantagem dos grupos normais é a unificacao das classes que
permite a defini¢ao do grupo quociente G/H.

grupo finito normal O simbolo |G| representa a ordem de G é o card(G). Se
|G| for finita (grupo finito) entdo |H| divide |G| (porque todas as classes tem

. . G - L
0 mesmo nimero de elementos) e hd m = ﬁ “translacoes” distintas de H. O

conjunto destas translagdes®! é o conjunto G/H, das classes modH. Em geral
estes dois conjuntos sao distintos, no caso dos subgrupos normais eles coincidem
e representam uma particdao de G definindo uma tinica relagio de equivaléncia’
em G dita mdédulo H

Dadas duas translagoes de H, h;, hj € G, afirmo que

31Na literatura, as classes sio com frequéncia chamadas de translagoes de H pensando no
caso aditivo.

32Quando H néo for normal, definem relacdes de equivaléncia, ou classes de equivaléncia,
ditas a esquerda ou a direita.
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e N+ H e hj+ H coincidem, ou
e hix H e hjx H sao disjuntas,
e entao posso representar

G/H ={h1,....hm} = {h1 = H,... hp+ H} (628)

usando um subconjunto de m elementos de G como “representantes” das possiveis
classes.

7 (Grupo quociente) G/H

Se H for um subgrupo normal de G, nota¢io: H <G, as classes formadas
pelas translacgoes de H pelos elementos de G tem a estrutura de grupo, designado
pelo simbolo G/H, é o grupo quociente de G pelo subgrupo normal H.

1 (a relagao de subgrupo) isomorfismo com um subgrupo de G

bservando que G/H = {h1,..., hp} estd representado como um subconjunto de G (iso-
morfismo de conjuntos) e como H € normal entdo € verdade que

abeG/H = axb-leG/H;

onsidere os sequintes cdlculos em que estou usando distintos elementos
h,W b € H

para representar um elemento de wma classe porque nem sempre seria o mesmo elemento de
H wma vez que o grupo G ndo € necessariamente comutativo.

abeG/H +—= (629)

G=axH;b-1 =b~1«H; (630)

axb L= {(axh)x (b~ *h" )V} piem = (631)
={(axh)x (hxb"")}npen = {ax (W +h) x b}y hen = (632)
={ax(hxb"}hen ={axb™") xh'}yen = (633)
< axbleG/H (634)

Estou usando a associatividade, implicitamente, nas equagées (632), (633).

Pelo lema, a relagio para G/H seja um grupo € satisfeita o que demonstra o teorema.

Exemplo 5 (Grupo quociente) casos comutativo e nao comutativo

1. (Z,+) sendo comutativo todos os seus subgrupos sao normais e todos sio
da forma nZ para algum inteiro positivo n (vale para zero). Entdao Z/n’Z
sao as classes dos restos na divisao por n e no caso n = 0 resulta no
proprio Z, mas usualmente nao se considera este caso pela perturbagao
que ele causa na aritmética....

Ainda assim € interessante considerar estes dois casos:
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e quando n = 0, nZ = 0 portanto as classes sao todas unitdrias o e (12) (54) (12)(34)
que faz de Z/nZ = Z ¢ o resultado fica coeherente com a discussio ce (12) (34) (12)(34)
feita anteriormente. Entretanto se fica impedido em falar de resto na e(1254) | (234) (12]) (21)
divisao por n. o(1243) | (243) (123) (23)

e(1324) | (13)(24) | (14)(23) | (1425)

e(1842) | (134) (142) (14)

repetida | e(1423) | (14)(23) | (13)(24) | (1324)

e quando n =1 existe uma tnica classe ¢ Z/nZ = {0} o que dd uma
Justificativa para que ndo se considere o nimero 1 como primo.

ANENENENEN

v e(1432) | (143) (132) (13)
As contas foram feitas com scilab, eis a operagao feita para obter a ultima
G = Zo; H = 2Zy0; (635) linha da tabela acima:

Z10/2Z10 = Zy = 5Z10 C Zo; (636)
I_12%I_1432, I_34%I_1432, (I_12+I_34)*I_1432
2. G = Sim(4) € o grupo das permutagoes de quatro elementos,

basta raspar, colar no terminal do scilab e interpretar o resultado lendo

{1,2,3,4};|Sim(4)| = 4! = 24; (637) as permutagoes das linhas da matriz identidade.

Possivelmente se pode automatizar todo este processo fazendo um pro-

Usando a notagao de permutagoes considere o subgrupo ’ 1o )
grama na linguagem do scilab que reconhega o resultado e jd identifique

H = {e, (12), (34), (12)(34)} (638) as permutagoes como um produto de ciclos.
Observe que usei os 4-ciclos porque eles sao os mais faceis de serem es-
entio a ordem de H é j e se for wm grupo normal de Sim(4) haverd 6 critos e agora tenho uma descrigao completa de sim(4):

classes a direita que serdo idénticas as classes a esquerda, ou simplesmente

classes quociente, que formardo o grupo quociente G/H. = (e,(12), (13;1(71":;1’)(;3)1 (24), (34} U Egzz;
Verificando se H é normal, ou nao U{(12)(34), (13)(24), (14)(23)} U (641)
T K U{(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)} U (642)
Primeiro caberia mostrar que H é um subgrupo e a construgao da tabela U{(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)} (643)
€ simples pela quantidade de elementos:
e (12) (54) (12)(54)
e e (12) (34) (12)(34) Vou agora multiplicar H & esquerda, para obter as classes a esquerda, se
(12) (12) e (12)(34) | (34) forem as mesmas classes entdo H é normal.
(34) (34) (12)(34) | e (12) -
()G | (12)B) [ (58)__| (17 |e 1 ‘ (19 | (5) (1204
v ee (12) (34) (12)(34)
que € uma tabela de grupos. Como, em qualquer linha desta tabela tenho v (1234)e | (134) (123) (13)
uwma listagem dos elementos de H, vou copiar esta linha formando ou- v (1243)e | (143) (124) (14)
tra tabela multiplicando-a, sucessivamente por elementos de sim(4). Apds v (1324)e | (14)(23) | (13)(24) | (1423)
algumas multiplicagdes irdo aparecer todos os elementos de sim(4) totali- v (1342)e | (234) (132) (23)
zando seis “transla¢ées™> e vou parar assim que eu obtiver seis conjuntos repetida | (1423)e | (13)(24) | (14)(23) | (1324)
distintos: as seis classes possiveis. v (1432)e | (243) (142) (24)
Na primeira coluna vou deizar o multiplicador e vou usar a marca “v'” v (124)e (14) (1243) (143)
para indicar um conjunto diferente de H, uma nova classe. A operagio para obter a iltima coluna:

33Continua-se a usar a linguagem dos grupos comutativos para fazer referéncia as classes

laterais como “translagoes”. I_124%I_12, I_124%I_34, I_124%(I_12%I_34)
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Coletando os elementos tenho:

e, (12), (13), (14), (23), (24), (34); - 7 (644)
(12)(34), (13)(24), (14)(23); < 3 (645)

(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243); -8 (646)
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432); < 6 (647)

foram obtidos todos os elementos de sim(4) e resta verificar se as classes
sao idénticas: nao sio, a classe a direita de (1234) é composta por

{(1234), (234), (124), (24)} (648)

e a classe a esquerda de de (1234) ¢é composta por
{(1234), (134), (123), (13)} (649)

entao H nao € um subgrupo normal de sim(3).

No quadro sequinte vocé tem a representa¢ao matricial, ou representagao
linear do grupo sim(4) com a qual eu fiz a verificagio das contas apli-
cando as permutagoes do grupo a linhas da matriz identidade. Eu obtive a
expressio dos ciclos dos elementos de sim(4) quando coletei os dados da
tabela 2 colocados nas equagoes (eq. 639)-(eq. 642).

1=[1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1]

1_12 = [0,1,0,0; 1,0,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1]
1_13 = [0,0,1,0; 0,1,0,0; 1,0,0,0; 0,0,0,1]
1_14 = [0,0,0,1; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 1,0,0,0]
1.23 = [1,0,0,0; 0,0,1,0; 0,1,0,0; 0,0,0,1]
1.24 = [1,0,0,0; 0,0,0,1; 0,0,1,0; 0,1,0,0]
1.34 = [1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,0,1; 0,0,1,0]
I_12_34 = [0,1,0,0; 1,0,0,0; 0,0,0,1; 0,0,1,0]
1_13_24 = [0,0,1,0; 0,0,0,1; 1,0,0,0; 0,1,0,0]
1_14_23 = [0,0,0,1; 0,0,1,0; 0,1,0,0; 1,0,0,0]
1_123 = [0,0,1,0; 1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,0,1]
1_124 = [0,0,0,1; 1,0,0,0; 0,0,1,0; 0,1,0,0]
1_132 = [0,1,0,0; 0,0,1,0; 1,0,0,0; 0,0,0,1]
1_134 = [0,0,0,1; 0,1,0,0; 1,0,0,0; 0,0,1,0]
1_142 = [0,1,0,0; 0,0,0,1; 0,0,1,0; 1,0,0,0]
1_143 = [0,0,1,0; 0,1,0,0; 0,0,0,1; 1,0,0,0]
1_234 = [1,0,0,0; 0,0,0,1; 0,1,0,0; 0,0,1,0]
1_243 = [1,0,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1; 0,1,0,0]
I_1234 = [0,0,0,1; 1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0]
I_1243 = [0,0,1,0; 1,0,0,0; 0,0,0,1; 0,1,0,0]
1_1324 = [0,0,0,1; 0,0,1,0; 1,0,0,0; 0,1,0,0]
1_1342 = [0,1,0,0; 0,0,0,1; 1,0,0,0; 0,0,1,0]
I_1423 = [0,0,1,0; 0,0,0,1; 0,1,0,0; 1,0,0,0]
1_1432 =[0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1; 1,0,0,0]
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Raspe e cole num terminal do scilab ou octave para obter a repre-
sentagdo matricial de sim(4).

3. Verificando se o subgrupo H gerado pelo elemento (12345) € sim(5) é

normal.
H = {e, (12345), (13524), (14253), (15432) } (650)

1 (12345) | (13524) | (14253) | (15432)
1 1 (12345) | (13524) | (14253) | (15432)
(12345) | (12345) | (13524) | (14253) | (15432) | I
(13524) | (13524) | (14253) | (15452) | I (12345)
(14253) | (14253) | (15432) | 1 (12345) | (13524)
(15452) | (15432) | I (12345) | (13524) | (14253)
H 1 (12345) | (13524) | (14253) | (15432)
1 1 (12345) | (13524) | (14253) | (15432)
(12845) | (12345) | (13524) | (14253) | (15432) | I
(13524) | (13524) | (14253) | (15452) | I (12345)
(14253) | (14253) | (15432) | 1 (12345) | (13524)
(15452) | (15432) | I (12345) | (13524) | (14253)

O sim(5) tem 5! elementos e vai ser dificil colocd-los todos, de forma
decente, numa pdgina de texto. Como |H| =5 entdo hd apenas 4! classes
laterais a direita. Calculando as classes laterais a direita de H em sim(5):
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v I (12545) | (13524) | (14253) | (15432)
% T921345) | (14)(35) | (15423) | (243) (125)
% T%(21354) | (143) (15)(23) | (245) (1253])
repetida | 1%(21354) | (143) (15)(23) | (245) (1253/)
% T%(21]53) | (15}) (23]) (12435) | (13)(25)
% 17(2153]) | (354) (123) (13245) | (14)(25)
% T7(12354) | (13)(2]) | (143%5) | (152) (345)
repetida | 17(13542) | (143) (15)(23) | (245) (1255})
v 1%(12) (1345) (14)(352) | (153)(24) | (2543)
v (*(13) (145)(23) | (1524) (2534) (12)(354)
v 1*(14) (15)(234) | (2435) (1253) (132)(45)
v I(15) (2345) | (124)(35) | (13)(254) | (1432)
7 T7(23) (1245) | (134)(25) | (142)(35) | (1543)
% 1%(2]) (125)(37) | (1352) (1453) (154)(23)
repetida | 1%(25) (12)(345) | (135}) (1423) (15)(243)
repetida | 17(52) (1245) (134)(25) | (142)(35) | (1543)
v T*(34) (1295) | (13)(245) | (14)(253) | (1542)
v T%(35) (123)(35) | (1528) | (1425) | (152)(54)
% 1%(15423) | (524) (125) (13452) | (14)(35)
% T%(12)(34) | (135) (17523) | (15524] | (2543)
T%(13{25) | (14352) | (153) (23)(45) | (124)

métodologia crie novo elemento, memorize no scilab troque acima pelo
novo execute a linha no scilab e identifique as permutagoes copie no lizo e
transforme numa coluna para organizar passe sort no lizo ; lizo2 verifique
lizo2 se ha repeticoes, se nao houver guarde no lizo coloque v' ou repetida,
conforme apropriado. recomece o trabalho

(12345), (12354), (12435), (12534), (13245), (13524), (14253)
(15423), (15432), (21345), (21354), (21453), (21534)

(13)(25), (13)(24), (14)(25), (14)(35), (15)(23),5
(12)(354), (14)(352), (145)(23),
(123), (125), (143), (152), (154), (234), (243

e 1

(1345), (2543), 2

153)(24), 4
,(245), (345), (354), 14655)

14325(687)

(
6 (658)

o o ©
°
°
=
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1_23 = [1,0,0,0,0;0,0,1,0,0;0,1,0,0,0;0,0,0,1,0; 0,0,0,0,1]

1_24 = [1,0,0,0,0;0,0,0,1,0;0,0,1,0,0;0,1,0,0,0;0,0,0,0,1]

1_25 = [1,0,0,0,0;0,0,0,0,1;0,0,1,0,0; 0,0,0,1,0;0,1,0,0,0]

1.31 = [0,0,1,0,0; 0,1,0,0,0; 1,0,0,0,0; 0,0,0,1,0; 0 ,0,1]
1.32 = [1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,1,0; 0 ,0,1]
I_34 = [1,0,0,0,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,1,0; 0,0,1,0,0; O ,0,1]
1.35 = [1,0,0,0,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1; 0,0,0,1,0; 0 ,0,0]
1_45 = [1,0,0,0,0; 0,1,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,0,0,0,1; 0 ,1,0]
1_15423 = [0,0,1,0,0; 0,0,0,1,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1; 1,0,0,0,0]
1_324 = [1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,0,0,1,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1]
1_12.34 = [0,1,0,0,0;1,0,0,0,0;0,0,0,1,0;0,0,1,0,0;0,0,0,0,1]
1.14.35 = [0,0,0,1,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1; 1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0]
1_243 = [1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,0,0,1,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1]
1_125 = [0,0,0,0,1; 1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,0,0,1,0; 0,1,0,0,0]
1_153 = [0,0,1,0,0; 0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1; 0,0,0,1,0; 1,0,0,0,0]
1.23_45

1_12345 = [0,0,0,0,1;1,0,0,0,0;0,1,0,0,0;0,0,1,0,0;0,0,0,1,0]
1_12354 = [0,0,0,1,0;1,0,0,0,0;0,1,0,0,0;0,0,0,0,1;0,0,1,0,0]
1_13425 = [0,0,0,0,1; 0,0,0,1,0; 1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0; 0,1,0,0,0]
1_13524 = [0,0,0,1,0;0,0,0,0,1;1,0,0,0,0;0,1,0,0,0;0,0,1,0,0]
1_13542 = [0,1,0,0,0;0,0,0,1,0;1,0,0,0,0;0,0,0,0,1;0,0,1,0,0]
1_14253 = [0,0,1,0,0;0,0,0,1,0;0,0,0,0,1;1,0,0,0,0;0,1,0,0,0]
1_14352 = [0,1,0,0,0; 0,0,0,0,1; 0,0,0,1,0; 1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0]
1_15432 = [0,1,0,0,0;0,0,1,0,0;0,0,0,1,0;0,0,0,0,1;1,0,0,0,0]
1_21345 = [0,1,0,0,0;0,0,0,0,1;1,0,0,0,0;0,0,1,0,0;0,0,0,1,0]
1_21354 = [0,1,0,0,0;0,0,0,1,0;1,0,0,0,0;0,0,0,0,1;0,0,1,0,0]
1_21435 = [0,1,0,0,0;0,0,0,0,1;0,0,0,1,0;1,0,0,0,0;0,0,1,0,0]
1_21453 = [0,1,0,0,0;0,0,1,0,0;0,0,0,0,1;1,0,0,0,0;0,0,0,1,0]
1_21534 = [0,1,0,0,0;0,0,0,1,0;0,0,0,0,1;0,0,1,0,0;1,0,0,0,0]

Verficando se H é normal. Considerando g € sim(5) vou calcular a classe
a direita duma das classes a esquerda obtida na tabela 3 e tem que resultar

numa das classes da referida tabela.

Tiza25 = {T13425, T1ass2, L153, Tos Las, 114659)

g = lalss; (660)

TaI35 % Tisazs = {1523, Toas, Ti3a, Tiasos } (661)
Do13as, Ialss, Iisa2s, Ioas, Tios (662)

(663)

O cddigo para scilab é

I_14_35%I_13425, I_14_35%I_14352, I_14_35%I_153,

I_14_35%I1_23_45,1_14_35%I_124
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e a classe a direita de 1,5423 sendo
{21345, T14135, T15423, I243, 1125}

a conclusio é que H nao € normal. Na verdade H é um grupo ciclico e a
teoria dos grupos, que vale a pena estudar para evitar contas initeis, nos
ensina que se o conjugado do gerador nao pertencer ao grupo entao H nao

é normal:
H = [(12345)); (664)
Lia Q35 % Iiasas * ialss = Tizazs (665)
(13425) ¢ H; (666)

que portanto gera um grupo diferente de H e aqui entra outra teorema da
teoria dos grupos finitos, qualquer elemento dum grupo ciclico finito, é
um gerador do grupo, portanto como (13425) ¢ H entdo (13425) gera um
grupo diferente de H.

4. Um exemplo de grupo normal Seria interessante que entre os exemplo vi-
esse um que nao fosse um contra-ezemplo, embora os contra-exemplos
formem uma classe interessante de exemplos, inclusive ao mostrarem per-
calgos que podem ser evitados com um estudo mais aprofundado da teo-
a. ..

8 (ordem de subgrupo) grupo de ordem %
Se ordem do grupo G for o niimero par n, qualquer subgrupo H de ordem %
serd_normal.

Considere g1,9> ¢ H entio as classes laterais  esquerda H,giH formam
uma parligao de G, assim como também as classes laterais o direita H, Hgs. Mas

card(H) = card(g1 H) = card(Hgz) (667)

porque g1, g2 sdo permutagoes dos elementos de G e qualquer duas dessas classes podem ser
tomadas, duas a duas, como dois ciclos. Devido & cardinalidade, na equagdo (eq. 667) nio
resta outra saida que g1 H = Hgs para quaisquer dois elementos de G que ndo pertencam a
H logo

gH=Hgg¢ H; = gHg '=H (668)
Como a relagio na equagio (eq. 668) € trivial para g € H entdo vale para todo elemento de
G que € a defini¢ao de subgrupo normal.

- grupo quociente Seja G, H um subgrupo de G elemento a € G, notagao:
aG, Ga simbolizam as permutagoes de G obtidas pela multiplicagao a esquerda
ou a direita, respectivamente, pelo elemento a.

- grupo topoldgico Se (G, ) for um grupo e (G, 7) for um espaco topoldgico
e se a operagao bindria * for continua na topologia produto induzida por 7 em
G x G entao diremos que (G, *,7) é um grupo topoldgico. Se nao houver divida
quanto a sele¢ao da topoldgia e da operagao bindria, diremos simplesmente que
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G é um grupo topoldgico. Exemplos de grupos topolégicos sao os grupos linea-
reas GL,(K); K € {R, C} a topologia natural sendo a induzida de K no grupo
das matrizes. Como GL,,(K) é definido por uma desigualdade algébrica (deter-
minante diferente de zero) entao é um aberto do grupo das matrizes quadradas
de ordem n. Como os grupos tem propriedades diferentes quando X = R ou
K = C, vamos nos restringir ao caso K = R na sequéncia, sao duas teorias com
diferengas importantes.

Um subgrupo de GL,(R) é SL,(R) definido como o conjuntos das matri-
zes cujo determinante vale 1. Exemplos de subgrupos de SL, (R) sao obtidos
considerados matrizes triangulares superiores ou inferiores cujos elementos da
diagonal sejam todos 1.

- HTML** E uma das ‘markup languages’. Junto com TeX, Postscript, PDF
e outras variantes destas, ¢ uma das linguagens para automatizar a produgao
de textos. HTML estd voltada para processar textos e imagens no video com
particular uso na Internet.

- Hasse, diagrama. E uma expressao grafica da relacao de inclusao entre con-
juntos. Teoria dos conjuntos.
O conjunto A = {a, e,i,0,u} tem

5. C5,C3,C3,C5.CF (669)

subconjuntos distribuidos pela quantidade de elementos e cada uma dessas
quantidades indicadas com um nimero combinatérios, porque conjunto é com-
binagao.

Com um diagrama de Hasse posso exibir, neste caso, todos os subconjuntos
de A ={a,e,i,o,u}

{e,i,0,u},{a,i,0,u},{a, e, 0,u},{a,e,i,u},{a,e, i, o0}

{i,0,u},{e,0,u},{e,i,u},{e,i,0},{a,0,u}

(670)
(671)

{a,i,u},{a,i,0},{a,e,u},{a, e 0}, {a e, i} {a,e},{a,i},{a,o},{a, u}, (@72}

{e, o}, {e,u}, {i, o}, {i,u},{o,u}
{a}, {e}. {i}. {0}, {u}
0

que vocé pode ver na figura (fig 89), pagina 225,

- Hausdorff, espago de Diz-se dum espago topoldgico X em que dados dois
pontos distintos, a,b € X existem vizinhancas abertas V(a) de a, e V(b) de b, que
sao disjuntas. Ou ainda, podemos separar os pontos do espago com conjuntos
abertos disjuntos.

O conjunto dos numeros reais com sua topologia usual induzida pela fungao
valor absoluto, ¢ a topologia da norma, tem esta propriedade sendo assim um
espago de Hausdorff. O caso de R se enquadra nos espacos métricos: se dois

(673)
(674)
(675)
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A={aejou}

{ejou} {aiou} {aeou} {aeiu} {ae,o}

u} {aeo} f{ae)}

=

Figura 89: diagrama de Hasse

pontos, a,b, forem diferentes entao r = d(a,b) # 0 e B(a,r/3),B(b,7/3) sdo
abertos que separam a, b. Se a métrica for discreta entao

B(a,r/3) = {a}; B(b,r/3) = {b}

9 (Espago métrico) espaco de Hausdorff Todo espago métrico é
um espago de Hausdorff. :

Seja (B, d) um espago métrico e tome dois pontos diferentes a,b € E entdo d(a,b) = ¢ # 0
e as bolas B(a, ¢/3) e B(b, ¢/3) sio disjuntas.

O espaco vetorial normado das funcoes continuas definidas num intervalo
fechado [a, b] da reta é um espago de Hausdorff, confira Stone- Weierstrass, teo-
rema de.

Esta propriedade garante que a topologia do espaco seja suficientemente
rica em abertos e a demonstragao, no caso do C([a, b]) é representante dum tipo
particular de espaco, os espagos vetoriais topoldgicos em que as vizinhancas sao
obtidas por translacao duma classe particular de vizinhancas, as vizinhancas da
origem.

Este exemplo nos permite ver que os espagos C([a,b]) e C((a,b)) sao pro-
fundamente diferentes e vai me permitir de mostrar a existéncia dum espago
vetorial topoldgico que nao seja de Hausdorff.

Primeiro observe que C([a, b]) C C((a,b)) e basta um exemplo para mostra-
lo, defina f identicamente nula exceto em nos pontos a,b onde f vale 1, é um
exemplo de funcao continua em (a,b) que nao pertence a C([a,b]).

Se vocé estiver registrando um defeito l6gico no pardgrafo acima, tem razao,
mas ele pode ser sanado uma vez que é um erro de linguagem comum, considere
C(la,b]),C((a,b)) duas “etiquetas” representando dois subconjuntos de todas as
fungdes reais e agora vale a inclusao C([a,b]) C C((a,b)).
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Considere a topologia usual de C([a,b]) e defina os abertos de C((a, b)) como
sendo as imagens dos abertos de C([a,b]). Esta é uma forma de definir uma
topologia num superconjunto: a chamada topologia induzida. O resultado, neste
caso, serda uma topologia fraca no super espago

Por exemplo, as vizinhancas da origem em C((a,b)) serdo as vizinhangas
tubulares de raio € apenas nelas estao funcoes como ef:

C(a,0)) 3 €f &C([a,b]);

Tome g(z) = 0; g € C([a,b]) a funcdo identicamente nula e temos:

C((a;b)) > g €C([a,b]);

Qualquer vizinhanga tubular de g em C((a,b)) com a topologia induzida do
subespaco, contém f, nao sendo possivel separar f, g com a topologia induzida
em C((a,b)) pela topologia do subespago C([a, b]).

Para conseguir separar f, g seria preciso acrescentar mais abertos na topolo-
gia de C((a, b)) e isto se faz considerando a topologia tubular-compacta, também
designada como compacto-aberta em que os tubos em volta da origem corres-
pondem aos compactos de (a,b) e agora serd possivel encontrar uma vizinhanga
de g e outra de f que sejam disjuntas. Basta considerar “tubos” de largura
inferior a %

Como R ¢é topoldgicamente equivalente a (a,b) entdo ¢ possivel compreen-
der que este exemplo nao é absurdo. A topologia da convergéncia uniforme
seria inttil em C(R), por exemplo, neste espaco, a integral de Riemann nio
é continua com a topologia da convergéncia uniforme, mas é continua com a
topologia tubular-compacta e assim definimos uma topologia em C(R) que salva
um instrumento que nos é muito caro, a integral de Riemann ...

- Hilbert, espaco de Ea generalizagao mais imediata dos espagos de dimensao
finita, n. A redagao que vou dar se aplica ipsis literis aos casos R™, C™ com
pequenas excecoes que vou indicar entre parentesis no local.

Seja E é um espago vetorial com produto escalar, consequentemente o médulo
de um vetor ¢ dado pela expressao ||z|| = /< z, 2 > em que <, > representa o
produto escalar. No caso complexo a expressdo deve ser ||z|| = /< 2,7 >.

Definicao 13 espaco de Hilbert O espagco E com produto escalar é um espago
Hilbert se for completo.

Num espago completo os dois conceitos, sucessao de Cauchy e sucessdo con-
vergente, coincidem.

Observe que como definimos um médulo podemos imediatamente aplicar a
defini¢do de continuidade usda no Célculo e 0 médulo é uma funcao continua.
Um teorema importante dos espagos de Hilbert é a desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz

10 Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

| <y > < allyl
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Como esta desigualdade envolve apenas dois vetores, ela se situa num subespago de di-
mensao 2, num plano do espago considerado. Vou usar esta facilidade para construir uma
demonstragao simples. Vou usar um caso particular porque vou selecionar um tipo de produto
escalar na demonstracao. Um produto escalar € uma forma bilinear que é positiva definida.
As formas bilineares definidas em espagos vetoriais de dimensdo finita podem ser represen-
tadas por um produto matricial:

<,y >=zAy';

em que A € uma matriz tal que xAz' > 0 sendo zero apenas quando x = 0. Como o problema
se reduz & dimensdo dois, uma tal matriz € da forma

A:()E]l . );A1,>\2>0 (676)
e eu vou usar A\1 = Az = 1.

Confira a demonstragao geral da desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para uma
demonstragdao geral.

Para isto preciso mostrar que a forma trigonométrica da defini¢cio do produto escalar é
idéntica a expressio da soma de produtos na mesma equagdo porque

[ <@y >]=lelllylcos() < llzllyll;

Se n = 2 € consequéncia direta da férmula de Euler porque, dividindo pelo mddulo dos
vetores teremos:

< T >= T < ©m)
< ﬁ, m >=< (cos(a),sin(a)), (cos(B), sin(B3)) >; (678)
< 57 iy >= cos(a — B) = cos(v); (679)

Na equagao (eq. 677) usei a propriedade das formas bilineares que permite a distribui¢io dos
coeficientes ||z||, ||y|| entre os dois fatores®!.

Na equagio(eq. 678) wusei wma representagio plana dos dois vetores que podem ser
expressos como pontos do circulo trigonétrico sendo «, 3 os seus angulos e v € o angulo entre
eles.

Os cdlculos mostram que posso me reduzir, na demonstragdo, ao caso dos vetores unitdrios.

Entdo, na sequéncia vou supor que ||z| = ||y|| = 1.
A passagem critica, na demonstragdo por indugdo que estd na passagem de n — 1 para n
que € lhante a p da di ao 2 para 3, mas esta € mais intuitiva. Portanto deize-

me agora considerar x,y € R®, vetores unitdrios, portanto pontos de S? a esfera unitdria do
R3. Mas estes dois vetores determinam um plano que corta S? segundo um circulo unitdrio,
wma curva plana, e, pela demonstragdo anterior, cos(vy) € o valor do produto escalar entre
eles, em que v € dngulo entre os vetores.

Mas esta demonstracao ndao seria necessdria dentro do escopo duma demonstracao por
indugdo, ela é simplesmente tomada como verdadeira para todo N < n — 1 e temos que
considerar agora x,y € R", dois vetores unitdrios. Mas estes vetores definern um plano do
R"™ e o valor do produto escalar para dois vetores, no plano, em dimensao N < n, por hipdtese
de indugdo, € cos(y), em que y € dngulo entre os vetores, o que termina a demonstragdo.

O uso dos espagos R™ se justifica porque estou trabalhando em um subspago de dimensdo
finita do espaco E e todos os espagos de dimensao finita sao isomorfos a R™ ou a K™ em
que K € o corpo sobre o qual o espago E estiver definido.

No caso complexo ¢ preciso colocar conjugado na expressao do produto es-
calar.

34as forma bilineares generalizam o produto de nimeros que um exemplo de forma bilinear.
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E um coroldrio que o produto escalar é continuo. Todos os teoremas envol-
vendo médulo e produto escalar da Algebra Linear ou da Geometria Euclidiana
valem nos Espacos de Hilbert.

Vou dar um exemplo da dimensao néo finita, £ = C([a, b]), o espago vetorial
das fungoes continuas, no qual podemos definir o produto escalar (627)

b
<fg>= / F@)g(w)dz (650)

sendo necessario usar conjugagao em um dos termos dentro da integral, no caso
complexo.

Neste ponto, se vocé for critica, podera registrar um defeito na exposicao®®
que vou deixar claro mais a frente.

Com isto vocé pode repetir os teoremas da Geometria Euclidiana usando
fungoes, em particular pode definir o angulo entre duas fungoes:

angulo(f. g) = Acos(jfi—gf) (681)
¢ aqui um exemplo de duas funcdes ortogonais:
a,b] = [-1,1] (682)
(8 0
{ ; § 8 zg; = (684)

dois sinais que contém informacoes independentes: f L g, ou, um exemplo do
Célculo,
sin(x), cos(z), sin(2x), cos(2z), ..., sin(nz), cos(nz) (685)

para quaisquer valores de n estes vetores sdao ortogonais entre si quando consi-
derarmos como elementos do espago E = C([—m, 7]) definindo o produto escalar
como

<fg>= / F@)g(@)da (656)

No caso complexo ¢ preciso usar complexo conjugado em dos elementos no inte-
grando. Esta definicao tem um defeito estético: os vetores nao tem médulo 1 e
a Algebra Linear prefere que os vetores bésicos tenham médulo 1, e estes veto-
res geram um espago vetorial (dos polindémios trigonométricos, ou das séries de
Fourier). Colocar uma constante positiva multiplicativa néo altera as proprie-
dades do produto escalar que é uma forma bilinear, entdo podemos multiplca-lo

35E vocé sempre deve ser critica e procurar defeitos nas exposigao, mas ser também decente,
¢ informar sobre os erros encontrados.
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por uma constante que torne um desse vetores unitérios:

flz) =sin(z); <f,f>=A / f@)f(z)de = Ar = A= % (687)

e vocé pode agora ler a teoria das séries de Fourier dentro dum espaco de
Hilbert®0 (que contém o espaco das fungdes continuas) sendo os coeficientes
de Fourier apenas a projecao de uma fungao qualquer na dire¢do dos vetores
basicos.

O interessante ¢ que podemos rapidamente colocar estes exemplos num qua-
dro bem mais geral. Em todos os dois casos temos “integrais” definindo o
produto escalar, porque uma soma finita ¢ um tipo de integral, assim como as
séries 0 sdo. O que caracteriza uma integral é uma forma de medir conjuntos,
se tivermos uma fun¢ao “medida” num certo conjunto X, podemos nele definir
as integrais das fungoes reais (ou complexas) nele definidas e com isto ter um
espaco com produto escalar. Mas esta teoria é muito rica para ficar contida
num verbete de diciondrio! Apenas para que vocé se divirta com com o que
pode acontecer, observe que, por precaucao, usei o conjunto E = C([a, b]) e ndo
E=C((a,b)) ...

O espaco de Hilbert mencionado é £2([a,b)).

- Hilbert, espago de - reproduzindo kernel

Esta classe de espagos recentemente se tornou muito importante devido a
certas aplicacoes que se puderam fazer com eles. kernel é o nome que se usa
para as fungoes que ocupam o lugar das matrizes quando usamos integrais para
definir fungoes lineares:

IO = [ H@K @ )dut) = d(w)i6 = I(£) (688)
E

define um operador linear entre dois espagos de fungoes definidas no (espago
de medida (E, ). As séries de Fourier usam o kernel K (n,z) = €*™ para
transformar fungdes definidas em E = [—, 7| em funcoes definidas em N os
coeficientes de Fourier de uma fungao definida em E = [—, 7] portanto o ope-
rador linear definido na equagio (688) pode transformar elementos de espagos
bem diferentes.

Os espagos de Hilbert tem uma propriedade importante que é o teorema
da representacao de Riesz, caracterizando os funcionais lineares num espaco.
Para os espagos de Hilbert o teorema retorna exatamente o produto escalar
como equagao para os funcionais. Considere um conjunto (E,p) um espago
de medida e conjunto das fungoes complexas definidas em E e temos de forma

is o defeito, na verdade quando mencionei o exemplo do espago das fungdes continua
R D) defeito, dad d 1o d das fi t
usei uma expressao para definir produto escalar, a integral, que nao precisa da continuidade
para ser definida. Eis a corregao. ..
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canonica um espago com produto escalar definido por
< fg>= [ F)i@ina) (659)
E

O espaco de Hilbert associado a este espago com produto escalar é designado
por L*(E). O funcional evaluacio 6,;x € E, pelo teorema da representacio de
Riesz, é dado pelo produto escalar com um dos elementos de L?(E):

b0 =<if > f € L*(E); (690)

Considere agora um operador linear .J definido em L?(E) por um ntcleo K
como na expressao da equagio (688):

I = [ 1K @ 0)du(a) = o) = T (691)
E

- hipétese E uma afirmacao que se julga verdadeira e que nao ¢ possivel encon-
tra uma demonstragao a partir de outras hipéteses (axiomas) de uma teoria. A
geometria euclidiana é considerada um das mais antigas construgoes légicas es-
truturada como um conjunto de axiomas e os teoremas que podem ser deduzidos
a partir dos axiomas. As hipéteses sao afirmagoes que se espera poder demons-
trar. Conjectura é uma classe de hipétese, mas as nem sempre se consideram
estas duas palavras como sinonimas.

- hipétese de Cantor Georg Cantor é possivelmente um dos que melhor for-
mulou a teoria dos Conjuntos que é considerada o principal fundamento da
Matematica. Em seus estudos ele construiu a cardinalidade que é uma genera-
lizagao do principio da contagem com o qual se constréi o conjunto dos niimeros
naturais, N. Todo niimero natural tem um sucessor (axioma de Peano) mas
nao podemos falar da “quantidade de elementos do conjunto dos naturais”, e
Cantor inventou o conceito de cardinalidade para resolver este problema. Ao
fazé-lo descobriu que haviam classes de conjuntos que se agrupam por cardinali-
dade mas que a cardinalidade da saltos estabelecendo entao a sua hipétese: nao
hd conjuntos com cardinalidade intermedidria entre a cardinalidade de N = R,
e a cardinalidade de R = ¢ ou Ny, o salto de cardinalidade, o primeiro dos
23 problemas de Hilbert. Em 1963 Cohen provou que nao é possivel provar a
hip6tese de Cantor a partir dos axiomas de Zermelo-Fraenkel, adotados para a
teoria dos conjunto o que a tranforma em novo axioma.

- Hélder, desigualdade é uma generalizacao da desigualdade de Bounjakowsky-
Cauchy-Schwarz definida em espagos vetoriais de sucessoes ou funcoes in-

tegraveis:

o
];0 laxbe| < [lallpllbllg: 3 + 5 = 1 (692)

F@)g(@)lde < | flpllglle:t + 1= 1; (693)

g8
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Na desigualdade de Bounjakowsky-Cauchy-Schwarz p = ¢ = 2.

A desigualdade na equagao (693) vale para fungoes integraveis em intervalos
limitados [a,b]. O caso (a,b) é equivalente ao caso R. Esta desigualdade segue
sendo validas se acrescentarmos pesos, para que as séries sejam convergentes,
em particular se consideramos espagos de medida (X, pz), alias, uma soma é um
tipo de integral!

Uma consequéncia importante da desigualdade de Hélder é que o espago LP
se transforma num conjunto de funcionais lineares continuos definidos no espago

. 7 P, . 1 1 N . .
L7 ou ainda, o dual do espago LP é o espago LY, com »te= 1 sendo o operador

multiplicag¢do a representagao destes funcionais. O mesmo pode ser dito para os
espagos de sucessoes.

- holomorfa, fungao Uma func¢ao complexa é dita holomorfa, ou analitica, se
satisfizer as equagoes de Cauchy-Riemann. O conjunto das fungoes analiticas
num disco aberto do plano complexo tem a estrutura de anel com a soma e
o produto de fungoes definido ponto a ponto e de espago vetorial complexo.
Elas sao o conjunto solucéo das equagoes de Cauchy-Riemann que formam um
sistema linear de equacoes diferenciais parciais. Confira analitica, funcao.
Uma das formas de definir uma funcao holomorfa é via integral de Cauchy

f(a)Ind,(a) = i J; (i)illt;

(694)

em que podemos identificar um produto por convolu¢ao de f pelo nicleo de
Cauchy. Confira também Cauchy, teorema.

- ideal é uma subestrutura de um anel. Seja (A, +, ) um anel. Um subconjunto
I de A é um ideal se (I,+) for um subgrupo de (A, +) e se

1. Vo € R;zl C I, um ideal a esquerda;
2. Vo € R;Ix C I, um ideal & direita;

O anel (A4, +, %) nao precisa ser comutativo o que faz com que as duas proprie-
dade nao precisem ser simultaneamente verdadeiras. Se o forem dizemos que I
é um ideal bilateral.

Um caso muito comum aao os conjuntos dos multiplos de um inteiro positivo
(nédo vale a pena considerar positivos e negativos...) 27,3Z,4Z, ... Se o inteiro
multiplicador for primo o ideal assim gerado nao estara contido em nenhum
outro e portanto ¢ um mazimal na relagao de ordem da inclusao. Como os ideais
sao subgrupos entao vale toda a teria de subgrupos para os ideais, em particular
que eles definem classes quociente descritas pela translagoes: al + r;r € A. No
caso dos inteiros estas classe sdo em niimero finito e correspondem aos restos na
divisao por a. Se a nao for primo, entao ha pelo menos dois restos cujo produto
é a e como a corresponde a classe nula, entre as classes quocientes, vemos que
existem divisores de zero neste caso. Se a for primo, o anel quociente nao terd
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divisores de zero sendo um corpo finito designado por Z/aZ ou mais comumente
como Z,.

Esta breve discussao mostra que é possivel reapresentar toda a artimética
usando o conceito de ideal e este é o método para generalizar a aritmética para
um anel qualquer.

O caso mais simples que se segue aos inteiros ¢ o dos polinémios a uma
varidvel sobre o corpo dos reais, (R[z], +,*) Se um polinémio P nao puder ser
fatorado (sobre o corpo dos reais) ele é um polindémio primo e o ideal que ele
gera, PR[z] dos miiltiplos por P é um ideal maximal. P(z) = 1 + 2% é um
exemplo de polinémio primo (sobre o corpo dos reais) e os restos na divisdo por
P serdo da forma (ad + be)x + (be — ac) em que podemos reconhecer como o
resultado da multiplicagao dos ntimeros complexos ai + b por c¢i + d, ou seja, as
classes quocientes médulo P sao isomorfas (como corpo) ao corpo dos niimeros
complexos. O ideal gerado por P é maximal.

- implicita, teorema da fungao

E um teorema de existéncial
Considere uma equagao como

z=F(z,y) (695)

em que F ¢ uma fungao diferenciavel pelo menos uma vez continuamente (tem
derivadas parciais continuas) em um dominio do plano. E possivel derivar
implicitamente a equagio (695) para obter

OF OF

dz = Edm + D_ydy (696)

A equagao (696) ¢ uma soma porque

1. a derivada de uma fungao, num ponto, é uma fung¢ao linear tangente cuja
matriz é a derivada J(F) = (%—5 %—I;) chamada de jacobiana de F', a matriz
das derivadas parciais calculadas em um ponto do dominio®”;

2. dx,dy sao duas novas variaveis, alguns autores caracterizam isto usando
h,k em vez de dx,dy, e a expressao na equagao (695) mostra a matriz
aplicada a estas varidveis.

A equagdo (696) é um modelo que pode nos conduzir 4 equagao da variedade
linear tangente & variedade » = F(x,y) em um ponto (a,b,c) = (a,b, F(a,b))
que seja conhecido do grafico desta variedade com auxilio das subsituigoes

dz:=z—cdr=x—a;dy=y—b; (697)

-(a,0); B = 5, (a,b); (698)
z—c=A(x—a)+ B(y—b); (699)

37TNo caso univariado vale a mesma explicagio, mas a simplicidade deste caso esconde a
matriz que parece ser um nimero. A derivada nao exibe a variedade linear tangente, ela é um

modelo que nos permite descobrir a variedade linear tangente a partir de uma fungao linear
que este modelo constréi.
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Se, na equacao (699) eliminarmos a varidvel z considerando o seu valor cons-
tante, z = ¢, a dimensao desta variedade cai de uma unidade. Enquanto a
variedade na equagao (695) é uma variedade diferencidvel de dimensao dois,
uma superficie, com esta substitui¢ao temos uma variedade diferenciavel de di-
mensao 1, uma curva, e a variedade linear tangente, também de dimensao 1,
serd uma reta.

Quando as retas nao forem paralelas aos eixos, na notagao padrao cartesi-
anda que usamos, elas tem coeficiente angular e podem ser escritas com uma
das alternativas, sempre coerente com a notagao acima, uma reta que passe pelo
ponto (a,b)

da'—xfa'dy—Jfb' (700)
A=2L(ab);B = ay " (a,b); (701)
Az —a)+ B(y — b) =0; (702)
y=—%4(—a) (703)
z=-B(y—b) (704)

Como é uma reta tangente a uma curva, com a hipdtese de que a reta nao
seja paralela a nenhum dos eixos®® entdo a curva que tem esta por tangente
definida por F(z,y) = ¢, é o gréfico de y = g(x) no caso da equacao (703), ou
é o grifico de x = h(z) no caso da equagio (704).

No primeiro caso, o coeficiente angular da reta é a derivada de y = g(x) no
ponto z = a, e podemos escrever

Gz L, (705)

No segundo caso, o coeficiente angular da reta ¢ a derivada de z = h(y) no
ponto y = b, e podemos escrever

8 (4.
H(b) = 72 - 7% (706)

Embora nao seja possivel, em geral, encontrar uma equagao para y = g(x) ou
para x = h(y), mas a existéncia de um grafico com uma tangente como se pode
ver na figura (90), pigina 234, nao paralela aos eixos garante a existéncia de
uma fungio com as derivadas calculadas acima numa vizinhanga do ponto (a, b).
Se apenas uma das derivadas for diferente dc ACTO o teorema ainda se aplica
com existéncia de apenas y = g(z), quando 2 6— a,b) # 0 mas com ¢'(a) = 0,
porque neste caso a reta é paralela ao eixo O%( ou no caso reciproco, existe
x = h(y), com h'(b) = 0 uma vez que a reta tangente é paralela ao eixo OY o
que elimina a restrigdo de que a reta nao possa ser paralela a um dos eixos.

Com a notagao do caso bivariado, o teorema da fun¢ao implicita tem a
seguinte redagao

38Fu vou retirar esta restrigio mais a frente.
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@ Fxy) =

I

Figura 90: teorema da funcio implicita

11 (funcao implicita, teorema da ) Teorema da fungao implicita

Sey = F(z,y) for uma fungdo continuamente derivdvel numa vizinhanga do
ponto (a,b) do seuw dominio, entio

se g,’;(a, b) # 0 entdo existe uma fungio y = g(z), definida numa vizi-
nhang¢a do ponto x = a tal que nesta vizinanca z = F(x, g(x)) e

g'(a) =

se %(a, b) # 0 entao existe uma fungao © = h(y), definida numa vizi-
nhanga do ponto y = b tal que nesta vizinan¢a z = F(h(y),y) e

- indice de um ponto a relativamente a uma curva v é uma fungao inteira que
conta o nimero de voltas que uma urva der em torno de um ponto. Este nimero
corresponde ao grau de a como rafz de uma fungao complexa mas tem outras
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aplicacoes em topologia diferencial e algébrica. Na teoria das fungoes analiticas
o indice aparece na formula integral de Cauchy, teorema de Cauchy.
A definicao do indice, na teoria das fungoes analiticas é

Ind,(a) = L /

27i
5

dt
t—a

(707)

O coeficiente 2%” ¢ uma consequéncia da homotopia, ou falando pedante-
mente, da “conjectura”>de Poincaré, pela qual todas as curvas que tenham
indice 1 relativamente a todos os seus pontos interiores é homotopicamente equi-
valente a um circulo e o circulo trigonométrico tem por medida (perimetro) 27.

Na integral de Cauchy temos:
1 t)dt
fla)Ind(a) = P 1 ; (708)

) t—a
¥

em que podemos ver no segundo membro uma deformagao da equagao do indice

com a presenca da funcao f no numerador. Uma funcdo complexa, como é o

caso na integral de Cauchy, é uma deformacao do plano que pode aumentar

localmente o indice de um ponto relativamente a uma curva para caracterizar o
grau de a como raiz de f.

Observe o caso particular
1 dt
2mi t’
¥

(709)

quando 0 estiver no interior de vy e Ind,(a) = 1 que ird resultar em 27 que é
o salto do logaritmo em volta da origem. Como a tem indice 1 relativamente a
719 entdo o cdlculo na equagdo (eq. 709) é equivalente a
27
1 fdt 1 eltdt
2mi )t 2mi) et
St 0

=27 (710)

1

Esta ¢ uma forma de justificar o coeficiente 5

na defini¢ao do indice.

- indugao finita é um método para conduzir demonstrages baseado no con-
junto dos ntimeros naturais. Para isto precisamos de uma afirmacao P(k) que
represente o teorema sob forma de uma expressao que dependa de um nimero
natural k, por exemplo,

(711)

=
Ko
Il
2
)
ol
IA
el
-
o
&

<.
Il
—

39Demonstrada em 2003 por Perelman.
40embora a curva y nao precise ser homotépica a um circulo.
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ou ainda que “a media geométrica é menor do que a média aritmética de k
nimeros positivos dados. Podemos facilmente provar que P(2) ¢ verdadeira
(como também P(1)) e assim estabelecer a hipdtese de indugao: “a relagao
expressa na equagao (711) é verdadeira”.

Se conseguirmos provar que P(k) = P(k + 1), entdo, pelo teorema da
indugdo finita, P(n) é verdadeira para qualquer nimero natural n. A implicac¢ao,
no exemplo acima, se obtém facilmente usando as propriedades do logaritmo,
uma fungao convexa crescente.

Assim o método da inducao finita tem duas etapas:

1. A demonstracao da expressao para um valor especial, aqui no exemplo,
mencionamos k = 2;

2. A demonstracao do encadeamento indutivo, a implicagao
P(k) = Pk+1)
)
Em geral esta ¢ a grande demonstracgao, o encadeamento indutivo. No exem-
plo, usamos um teorema dificil, que o logaritmo é crescente e convexo, para

“terminar” a demonstracao da desigualdade artimético-geométrica.
Algumas férmulas que podem ser provadas com indugéo finita.

1424 +n="=2Hn (712)
1+4+.-n? = notentl) (713)
S = (1424 +n)? (714)
k=1
n )
Xk = (20 = () (715)
b=1
n-1 ; }
);D k= an—lnugg»lf)n‘!—n (716)
n—1
LZO k5 = Zn"’—eniizsn‘—ﬁ (717)
Soma dos angulos num poligono com nlados :(n — 2)m; (718)

Se chamarmos de progressao de grau m a uma expressao P(k) que se pode
expressar como um polinémio do grau do grau m, entdo “a soma dos termos de
uma progressao de grau m € uma progressao de grau m + 1 7 é um exemplo de
teorema que pode ser demonstrado por indugao finita.

Observe que nas equagoes a direita esta a soma dum polinémio de grau p e a
férmula com que se obtém a soma é um polinéomio do grau p+ 1. Por exemplo, a
equagao (712) é a soma dos termos dum polinémio do primeiro grau e a soma se
obtém com um polinémio do segundo grau a direita da igualdade. Na equagao
(713), & esquerda se tem a soma dum polinémio do segundo grau cuja soma se
obtém com um polinémio do terceiro grau.
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E este fato que justifica a férmula de integracao de fungoes polinomiais que
vocé pode encontrar em [5, volume 1], em que a integral dum polinomio de grau
p é dada por um polinémio do grau p+ 1 como limite de somas de Riemann de
expressoes do grau p.

- integral H4 vérias formas de entender a integral, a mais elementar é como
uma area. Se f for uma fun¢do univariada integrdvel no sentido de Riemann
entdo o simbolo

b
/f(_l/)dl/ (719)

representa & drea limitada pelo gréfico de f, pelo eixo OX desde o ponto a até
o ponto b, quer dizer que é uma drea algébrica porque o sinal muda se ela for
calculada de b para a. Na figura (91) pagina 237, vocé pode ver a interpretacio

b

S f(x) dx

a

Area limitada pelo gréafico de f
e pelo eixo OX desde o ponto a
até o ponto b.

Figura 91:

geométrica da integral de f com a indicacao de que algumas das “subdreas” sao
positivas ou negativas. A razao do sinal é que a integral, mesmo interpretada
como drea, ¢ uma quantidade de uma determinado fenomeno, quantidade calor,
quantidade de movimento, distancia percorrida dependendo do significado de
f. Se f representar a velocidade com que um corpo se move, temos a distancia
percorrida pelo corpo entre os pontos a e b. A fun¢ao f(z) % nao é integravel
a Riemann se o ponto z = 0 pertencer ao intervalo de integracao, mas ¢ possivel
definir uma “medida adequada” na reta que torne esta funcao integrdavel em
qualquer subintervalo da reta. O conceito primitiva esta associado & integral
como inversa da derivada.

- integral de Cauchy Confira Cauchy, teorema de, analitica, fun¢do, holo-
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morfa, fungdo. Se identifica como integral de Cauchy a expressao

_ 1 f(t)dt
T omi t—a (720)
Y

fa)Ind,

em que podemos identificar um produto por convolu¢ao de f pelo nicleo de
Cauchy.

Devido a regularizacao por convolucao esta expressao define uma fungao
altamente regular, uma fungao analitica que, entre outras propriedades, tem
um desenvolvimento em série de poténcias.

- integral de Lebesgue De Riemann, 1866, até Lebesgue, 1941 a teoria da
integracao evoluiu de drea a funcional embora nao seja esta a formulac¢ao que
Lebesgue deu a integracao ao fazer parte importante do grupo que construiu
a teoria das medidas. Com a teoria das medidas se entendem falhas na teoria
de integracao motivada pela drea (que ¢ uma médida) produzida pelos contem-
poraneos de Riemann e da qual Riemann é um dos nomes mais significativos.
Um resultado sutil da teoria da medida mostra que no intervalo unitério, o con-
junto dos niimeros irracionais tem medida 1 e o seu complementar, o conjunto
dos niimeros racionais tem medida zero. Isto faz com que a funcao caracteristica
do conjunto dos irracionais, deste intervalo, tenha medida de Lebesgue 1, mas
esta fungao nao ¢ integravel & Riemann porque suas somas inferiores serao sem-
pre zero e as superiores sempre 1. Podemos dizer que a medida de Lebesgue é
uma completagdo da medida de Riemann na reta, ou no espacos de dimensao
finita. Ha vérias extensoes da teoria da integracao de Riemann, uma delas de-
nominada Riemann-Stieltjes ¢ um passo intermedidrio para a teoria dita de
Daniel em que a integral é vista como um funcional linear. Esta forma de des-
crever integragao ¢ muito mais poderosa do que o processo dito de Lebesgue e
inclusive a integral de Lebesgue passa a ser representada pela funcao constante
1. Porem a teoria das medidas lanca luz em outros aspectos que se perdem com
a visao da integral como funcional linear, como por exemplo a complezidade dos
conjuntos o que pode ser pressentido com a medida do conjunto dos nimeros
irracionais de médulo menor do que 1, acima mencionados. Nao tem sentido
falar em quantidades, aqui, mas podemos falar em medidas. A continuagao deste
processo levou 4 teoria das distribuigoes construida de forma independente, por
L Schwartz, na Franca, e Sebastiao Silva em Portugal em 1940.

- integral de linha E uma generalizacao das integrais a uma varidvel em que o
integrando ¢ uma fungao vetorial (com valores num espago vetorial de dimensao
maior do que 1) com varidveis reais. Um caso tipico é o comprimento de arco
de uma curva (embora nem sempre caracterizado como integral de linha). O
teorema de Green é uma igualdade entre duas integrais em que uma delas é a
integral sobre a fronteira da regido sobre a qual a outra integral é calculada. A
primeira é entdo uma integral de linha.

- integravel a Riemann Confira também integral, integral de Lebesgue.
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Definigao 14 (integréavel) a Riemann
Uma fungao real de varidvel real, f € dita integravel a Riemann sobre um
intervalo [a,b], se as cadéias da classe de todas as particdes do intervalo [a,b]
definirem uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy, via somas de Ri-
b
emann, e entdo o simbolo [ f(x)dx representa o limite comum dessas sequéncias
a

de Cauchy.

Os pontos centrais para construir esta teoria sao

partigoes de [a,b] que formam uma Algebra parcialmente ordenada de
subconjuntos, intervalos, de [a, b];

sequéncias de Cauchy;

somas de Riemann que sao o instrumento para construir as sequéncias de
Cauchy.

Este artigo ainda precisa ser expandido.

- inteligéncia artificial E um ramo da. computacao cientifica que procura criar
programas capazes de tomar decisoes independentes daquelas que o programador
tiver previsto e assim adquirir novas habilidades diferentes das originais. H4 uma
definigao, devida Turing, do que seria inteligéncia artificial mas parece que ela
nunca foi comprovada (a existéncia de inteligéncia usando a defini¢ao de Turing).
Alan Mathison Turing é considerado um dos fundadores da computagao teorica
o que inclue os seus experimentos chamados de mdquinas de Turing que fazem
parte da Légica. H& muita informacao sobre Turing na wikipedia que seria
inutil repetir aqui.

- inversa, teorema da fungao Este teorema estabelece condi¢oes para calcu-
larmos a inversa de uma fungao que seja diferencidvel. Suponha que f seja
uma fungao diferencidavel em um intervalo (a,b), que ¢ € (a,b) e que f seja dife-
rencidvel. Se f/(c) # 0 entao existe uma vizinhanga do ponto ¢ em que podemos
definir f~1.

O exemplo grafico mostra porque esta propriedade tem que ser local: vélida
numa vizinhanga do ponto ¢, na figura (92) pdgina 240, Na figura (92) vocé
pode ver um pedago do grafico graf(f) que depois de espelhado relativamente
a primeira bissetriz y = x corresponde ao grafico de uma funcao. Nos pon-
tos (a, f(a)), (b, f(b)) a derivada ¢ zero (tangente horizontal) que na imagem
espelhada corresponde & tangentes verticais onde nao hd derivada. Assim o
intervalo aberto (a,b) ¢ uma vizinhanga do ponto ¢ onde se pode definir uma
funcao inversa.

12 (da funcao inversa) Se f for derivivel com derivada diferente
de zero no ponto ¢, existe uma vizinhanga de um ponto ¢,V (c) no dominio e uma
vizinhanga V(f(c)) em que podemos definir uma inversa

F7HV(f(0) — V(o)

240

O teorema da fungao inversa

Nestes pontos nao ha derivdat

(0 gréfico de f foi espelhadd
(elativamente a reta y =
9

Nos pontos a, b derivada St
anula. No intervalo (a.b) a
\\_funcéo tem inversa__-

Figura 92: fungao inversa

E interessante uma extensao deste teorema para fungoes multivariadas. Su-
ponha que F' seja uma fungao vetorial de varidvel vetorial,

F:R"xR" — R"

em que a escolha da dimensao nos espacos de saida e de chegada logo lhe vai
ficar clara. Também numa redagao mais precisa diriamos que F esta definida
num dominio 2 C R" x R™, entretanto a ideia essencial lhe serd transmitida
com esta versao.

Acompanhe as contas e os comentarios que faremos logo em seguida:

rzeR" yeR™;

F:R"xR"™ — R™ F(a,b) = ce€ R™,

z=F(v,y) = (F(z,y)..., Fn(z,y) € R™
Fig ... Fia, Fiy .. Fiy. (721)

J(F) =

Frgz - - Fog, Fogy - - Frym

J(F)=(D: Dy)

Na quarta linha do sistema de equagdes (721) escrevemos a jacobiana de F,
J(F), como uma matriz-blocos, novamente indicando isto na tltima linha em
que estamos representando os dois blocos com indices x, y porque as derivadas
parciais neles contidas, sao respectivamente as derivadas parciais relativamente
as coordenadas de cada um destes vetores sendo entao razodavel usar a nota¢ao
de derivadas parciais com indices vetoriais para indicar estes dois blocos da
jacobiana.

A razao desta subdivisdo em matrizes-bloco logo ficara clara: precisaremos
de uma matriz inversivel, portanto precisamos de uma matriz quadrada. Uma
questao pode ser levantada sobre a selegao das coordenadas: quem seriam x
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ou y, deixaremos de lado esta dificuldade que nos conduziria a um problema
completamente diferente, mas é uma questao pertinente.
Vamos escrever a férmula de Taylor do primeiro grau para F no ponto (a, b):

Fen = e+ (575 ) +o( (575
F(a,y) = F(a,b) + ( Da D, )(2:2 ) +0(( g;_g
F(I,?/):F(a,b)+Dz(m—a)+Dy(y,b)+o((’; “
Dy(ll/*b):F(l',y)*F(a,b)fpz(l.,a)i()(( z:z

Dy(y = b) = (1F(2).2F(y) = (1F(a),2F () = Du(z —a) =0 (( ;:Z
Dy(y —b) = (1 F(z) = 1F(a),2F(y) — 2F (b)) = Doz — a) — (( Z:Z
r-a

em que “0” nas equagoes acima é o “o pequeno de Landau”. Também estamos
agrupando a acio de F' sobre x ou sobre y com a notacao 1F(x),2F(y), iden-
ticamente sobre a e b As matrizes D,, D, sao matrizes niimericas uma vez que
as derivadas parciais foram calculadas no ponto (a,b) de acordo com a férmula
de Taylor, e neste ponto a notagao esta deficiente por nao o indicar, mas a
notagao ficaria muito complicada e preferimos chamar sua atengao e seguir com
a notagao deficiente. Entretanto, vamos precisar de usar o fato de que D, é a
jacobiana calculada no ponto b.

Suponha agora que a matriz-bloco D,, seja inversive
de uma func¢ao localmente inversivel,

1*lentdo D, é a jacobiana
Dy = J(@pR™ <L R™ F(a,b) = ¢
em que G é a componente de I’ sobre o vetor y.
13 (da funcao inversa) Caso multivariado Se
F:R"xR™ — R™

for derivdvel e pudermos identificar um bloco m x m, D da jacobiana J(F)
cujo determinante seja diferente de zero em um ponto (a,b) do dominio, entao
existem abertos V(a,b), V(F(a,b) tal que a restrigio

Fly(a,b) — V(F(a,b))
¢ inversivel, com J(F|y((a,b)))~t = D71

41Corresponde a “derivada diferente de zero” na versio univariada do teorema da funcio
inversa que estabelecemos logo acima. Agora corresponde dizer que determinante da jacobiana
é diferente de zero.
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Uma formulacao ainda mais bonita deste teorema conduz de maneira natural
ao conceito de atlas. Para isto considere que o dominio de F' seja um conjunto
compacto, 2 de R" ™™,

F:Q—R™

a familia dos determinantes maiores m x m indexados nos pontos (a,b) € Q
que sejam diferente de zero, define uma cobertura por abertos de Q da qual
se pode selecionar uma subcobertura finita (aqui estd a razao da hipdtese de
compacidade de ). Esta familia é um atlas de e F restrita a cada um dos
mapas deste atlas é inversivel. A demonstracao é semelhante a que ji fizemos
acima.

Esta é a formulagao que se pode usar para generalizar o teorema da fungao
inversa para espagos abstratos da Analise Funcional.

- isomorfismo Dadas duas estruturas, aparentemente diferentes, é possivel es-
tabelecer entre elas um funtor que ponha em relagao os aspectos essenciais das
duas teorias. Se este funtor tiver na base uma fungdo bijetiva entre os dois
conjuntos das duas estruturas, temos um isomorfismo entre elas. Por exemplo,
o espago vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a n é caracterizado
essencialmente pelos coeficientes destes polinomios e assim podemos colocar em
correspondéncia qualquer polindémio neste espago com a entipla de n+1 niimeros
reais dos coeficientes. Estabelecemos assim uma correspondéncia bijetiva entre
R, [z], 0 espago vetorial dos polinomios de grau menor ou igual & n, e R"*1. Se
mostrarmos que a soma de um lado correspondente, pelo isomorfismo, & soma do
outro lado, e semelhantemente, o produto por um escalar, entao teremos mos-
trado que se trata de um isorfismo de espago vetorial e ndo havera mais razoes
para nao considerarmos estas duas estruturas como idénticas. Um isomorfismo
é um tipo particular de morfismo e o texto acima pode ser lido substituindo iso-
morfismo por morfismo apenas nao valeria a equivaléncia entre as estutruturas,
os morfismos sdo mais fracos que os isomorfismos.

- jacobiana é o nome adquiriu a derivada DF' de uma funcao de varias variaveis,
a matriz das derivadas parciais.

- kernel E uma palavra alema que significa niicleo, as duas palavras sao usadas
em portugués, em Matemadtica, com o mesmo sentido. Procure nicleo.

- Lagrange, interpolacao de O algoritmo de interpolagao polinomial conhe-
cido como de Lagrange, possivelmente com a contribuigao indireta de Waring,
confira Waring, [12, Waring], consiste na construgdo dum polinémio de grau
n que interpola n + 1 pontos do plano. Se for vocé tiver dois pontos para in-
terpolar, o resultado serd a reta que passa por estes 2 pontos, o polinomio do
grau 1 determinado por estas retas, esta observagao justifica o artigo definido
caracterizando a unicidade do polinémio de interpolacao de Lagrange, ele nao é
apenas o melhor, é o unico.

Seria justo designar o algoritmo da interpolacao de Lagrange como Lagrange-
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Waring mas nao pude encontrar suporte claro para esta denominacao. Waring
teve um vasto dominio de investigagoes mas parece ter sido muito pouco sis-
temadtico e sem a preocupagao de registrar seus resultados.
O algoritmo da interpolagao de Lagrange consiste na construcao do po-
linémio de grau n que interpola n + 1 pontos do plano. Os programas
LagrangeWaring.gnuplot; LagrangeWaring.py
que podem ser baixados de [6], Ihe permitem construir e visualisar os gréficos do
polinémio de interpolacao de Lagrange e também os dtomos cuja soma é o po-
linémio de interpolagdao de Lagrange. Estes programas foram usados na redagao
deste texto. O gréfico na figura (fig 93), pdgina 243, mostra um polinémio de

863 -

aco [ -

=00 |- -

-zoo |- ! i

Figura 93: polinémio de interpolagio de Lagrange

grau 11 interpolando 12 pontos escolhidos sobre o grafico de h(z) = zsin(z) e o
programa mencionado acima lhe permite fazer varias experiéncias para entender
e visualisar o método. No grifico na figura (fig 94), pdgina 244, vocé pode ver
um zoom do grafico anterior, (fig 93), mostrando a vizinhanga tubular de raio
10 que contém o grafico de h(z) = xsin(z) no intervalo [—7, 7] mostrando o erro
na aproximacao do polinémio de Lagrange que fica mais acentuado nos inter-
valos extremos da particao do intervalo [—7, 7] sobre a qual foram escolhidos os
pontos a serem interpolados.

Nos paragrafos acima hé dois conceitos que é preciso separar, interpolagio
e aprozimagao que embora sejam usados frequentemente como sinénimos, eles
tem significados, e defini¢oes, e objetivos distintos.

Na interpolagio nao se discute a aproximagao, simplesmente se apresenta
um modelo representado idealmente por uma curva que passa pelos pontos in-
terpolados e ha varios métodos de interpolacao que criam curvas passando por
uma colecao de pontos dados.

Quando consideramos aprozimagdo, pretendemos estudar o erro da inter-
polacao e neste caso é preciso apresentar uma distancia que caracterize este
erro. A figura (fig 94) sugere virias formas de medir este erro, por exemplo
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Q. h, [alpha,beta]
) ) " 0.000000
“dados1”

6L 5.814018
6.396129

Figura 94: zoom do polinémio de interpolagio de Lagrange

usando a integral do médulo da diferenga || P, (z) — h(z)]|, ou a norma do su-

premo,

12 = Rlly ) = h(w)|d; (729)

|1P, — bl = sup |P,(z) — h(x)

z€[a,b]

; (730)

O ntimero n que aparece como indice do polinémio, indica o grau do po-
lindomio que interpola os pontos e a fun¢ao h é a “realidade” que estd sendo
aproximada.

Quando usamos a integral, como método para calcular distancia, estamos nos
preocupando com a energia do fénomeno e entao as oscilagoes sao um problema
menor. A norma do supremo ¢é mais restritiva uma vez que ela esté associada
com a convergéncia uniforme.

O erro na interpolagao de Lagrange, vista como aprozimagao, pode ser di-
minuido se usarmos um truque com a interpolag¢ao: espalharmos os pontos de
interpolagao sobre um intervalo maior e com isto reduzimos o efeito da oscilagao
marcante que ocorre nos intervalos extremos da parti¢ao considerada no inter-
valo [a,b] onde queremos considerar a aproximagao. As duas figuras seguintes
ilustram o uso desta metodologia, mas antes de comentd-las vou introduzir a
terminologia de teoria da aprozimacao polinémial para tornar a linguagem mais
precisa.

Sao escolhidos n + 1 pontos chamados pontos de precisio que vocé pode
interpretar como sendo as medidas obtidas num experimento, seriam os pontos
que caracterizam a “realidade”, enquanto que a curva que interpola estes pontos
é um modelo para esta realidade. O polinémio de Lagrange passa por estes
pontos e é isto que se chama de interpolagao.
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A figura (fig 95), pagina 245, foi feita para comparar com a que se lhe segue, e

Lagrange-Waring com 8 pontos de interp

"dados"

4 "dadosz" {
hix)
o

Figura 95: visio do polinémio de interpolagio num subintervalo

foi construida a partir duma quantidade pequena de pontos, 8, que sao os pontos
em que o polindmio de grau 7 corta o grifico da fungio escolhida. Na figura (fig
95) vocé pode ver o grafico da fungdo y = h(x) translatada de uma unidade,
para cima e para baixo, para caracterizar uma vizinhanga tubular centrada em
h. O grafico do polinomio de Lagrange é o que aparece em verde na figura.
Para obter a figura (fig 96), pagina 245, foram escolhidos 61 pontos distri-

Lagrange-Waring com 61 nds em [-17. 17]
6 T T T T T

"dados"
"dados2"
hix)

Figura 96: visio do polinémio de interpolagio num subintervalo

buidos uniformemente no intervalo [—17,17], quando o nosso objetivo era obter
wma boa aprozimagao no intervalo [—7,7], é o truque mencionado acima, e desta
forma conseguimos uma aproximagao uniforme excelente na vizinhanga tubular
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que aparece na figura (fig 96) porque expulsamos a oscilagido mais intensa do
polindémio para os extremos do intervalo [—17,17].

O defeito da interpolagao polinomial de Lagrange

O defeito da interpolacdo polinomial de Lagrange é que ela constréi um tinico
polinémio, e no caso da figura (fig 96) temos um polinémio de grau 60 o que
produz um “custo computacional elevado”. Hoje temos métodos de interpolacao
polinomial mais efetivos usando splines. Os splines sao polinomios por pedagos
o que permite trabalhar com um grau menor e obter uma aproximagao supe-
rior. Observe que uma poligonal ¢ um 0-splines e que os graficos excelentes do
gnuplot sao feitos usando poligonais quando vocé nao selecionar outro método
de interpolagao.

Caberia aqui salientar a contradi¢ao duma discussao dum algoritmo em que
o préprio texto sugere que ele se encontra, tecnologicamente defasado, uma vez
que os splines representam uma melhoria consideravel sobre o a interpolacao
polinomial de Lagrange. O meu objetivo neste artigo é a demonstragao do
Teorema de Weierstrass e preciso de polinémios o que justifica o meu uso duma
“tecnologia defasada”, apenas os avangos computacionais que se encontram a
nossa disposi¢ao, nos permitem tirar o polinomio de Lagrange do arquivo mas
para usa-lo na construgao duma demonstracao, ele é um instrumento tedrico e
nem sempre os instrumentos teéricos sao ferramentas tecnolégicas. . .

O método

O método de Lagrange é muito ingenioso e vou descrever a metodologia dos
(=}

programas mencionados acima o que vai permitir-lhe alterd-los facilmente para

obter outros experimentos.

1. Os pontos de precisao Primeiro selecionamos os pontos de precisao, ou a
“realidade” nos apresenta estes pontos ...

No caso do programa eles foram obtidos construindo, primeiro, uma pro-
gressdo aritmética sobre o intervalo [a,b] onde desejamos ver o gréfico,
ou no caso da figura (fig 96) sobre um intervalo maior para expulsar a
oscilagao grande do polinomio para fora do cendrio em que desejamos a
aproximagao. Estes pontos sao os nés da parti¢ao do intervalo [A, B], e
vou designé-los por a;;i = 0,...,n, entdo A = ap;a, = B. Aqui estou
usando uma dubiedade que as linguagens de programacao modernas me
oferecem quando consideram distintas as letras mafuculas ou minusculas.
Nos programas, [a,b] é o intervalo onde quero ver a aprozimagdo da su-
cessao de polinomios, enquanto que [A, Bl; [a,b] C [A4, B] é o intervalo mais
amplo onde a interpolagao estd sendo construida, é o truque mencionado.

Depois selecionamos os pontos de precisao considerando as imagens destes
nés pela funcao h(z) = xsin(z) que é uma fungao muito oscilante, logo
bem interessante para testar aproximacao.
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2. Um polin6émio auxiliar, chamado P(z) no programa, tendo como raizes
os n6s da partigao. Como é um produto de monoémios, a derivada de P,
chamada dP no programa, é a soma de n + 1 produtos obtidos quando
eliminamos cada um dos fatores, uma soma de polinémios de grau n, uma
aplicacao direta da regra do produto para derivadas.

Alguns textos que descrevem o algoritmo fazem referéncia aos produtos
que compoem a regra do produto para deriadas como f_(;)l Nao dé para
usar esta notacdo num programa de computacao porque se produziria
um erro de divisao por zero. Estes polinémios-parcelas sao chamados no
programa de P; e foram obtidos por eliminagao sucessiva dos monomios

definidos pelas raizes de P. De fato

Pi(z) = M:dP:i:Pi:P';

T —a;

K i=0
A derivada dP nao se anula nas raizes de P e registra a oscilagao de P na
vizinhanga de cada uma das raizes.

Aqui vocé pode comparar o planejamento limpido que nos permite uma
linguagem de programacgao de alto nivel como € Python comparado com
o projeto de trabalho manual representado pelo script do gnuplot. Ao
mesmo tempo € necessdrio deizar claro que esta compara¢ao nao deve
lang¢ar wma sombra negativa em gnuplot que € uma ferramenta para fazer
grdficos que estd sendo usada internamente pelo programa em Python. O
meu trabalho para produzir este programa em Python seria imensamente
maior se euw nao tiwesse gnuplot disponivel.

3. Os dtomos do polinomio de Lagrange O polinémio de Lagrange vai ser a
soma de n + 1 polinomios de grau n indexados nas raizes definidos pela
equagao

Qi = h(a;)P;/dP(a;); (731)
Qi(x) = h(a;) Py(x)/dP(ai); (732)

Mas na linguagem dos programas:

(@) dP=3" P,
=0

(b) Pi(a) #0 <= i=j
(¢) Pilay) =0 = i#j

entao

(a) Qi(a;) = h(a;)Pi(a;)/Pi(a;) = h(a:)
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(b) Qj(ay) =h(a;) <= i=j
(¢) Qila;) =0 < i#j

n
(d) @ = Y Q; coincide com h sobre os nés da partigao que sao os pontos
i=

de precisdo.
Q@ ¢é o polinomio de interpolagao de Lagrange que interpola os pontos
(ai,hag));i=0,...,n;

Como ¢ um polinoémio de grau n, fica univocamente determinado pelos n +
1 pontos interpolados e portanto também pode ser obtido resolvendo-se uma
equacao linear de ordem n + 1 cujas incégnitas sao os n + 1 coeficientes de Q.
- laplaciano é o nome do sfmbolo do operador de Laplace, A ou V2. Ver
operador de Laplace.

- lei do coseno Ha duas leis que recebem esta denominagao,

e uma delas ¢ uma relacao trigonométrica que generaliza o teorema de
Pitagoras.

e também lei do coseno descreve as deformagoes de dreas de superficies no
espago tridimensional.

O Teorema de Pitagoras estabelece que num triangulo retangulo com catetos
a,b e a hipotenusa ¢, vale a relacio*?

¢ =a’ +b? (733)

“a soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa”. A lei
dos cosenos estabelece uma relacao semelhante, valida para quaisquer sejam os
lados de qualquer triangulo, consequentemente uma generalizacao do teorema
de Pitagoras.

Dados dois vetores i, U, como na figura (fig 97), pdgina 249, eles determinam
um triangulo em que o terceiro lado é o segmento de reta equipolente a diferenga
entre eles, @ — ¥, ou ¥ — @ cujo comprimento estd indicado como h na figura (fig
97). A lei dos cosenos estabelce

1 = (| + 1911 — 21|15 cos(a); (734)
em que « é o angulo que os vetores i, ¥ determinam no circulo trigonométrico
St.

Quando o angulo o = 5, um angulo “reto”, o termo 2||i||v]|cos(a) se anula
e “caimos” no teorema de Pitagoras.

42 A expressdo mais geral desta relagao é o “iltimo teorema de Fermat” a™ + b = ¢ que
somente se verifica para n = 2 quando a,b,c € N.
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Figura 97: Lei dos cosenos

Observe que o termo 2||i| 7| cos(a) contém a expressio geométrica®® do pro-
duto escalar entre os vetores u, U, confira produto escalar.

Se o angulo a for agudo, o termo em que aparece o produto escalar serd
negativo e h? é menor do que a soma dos quadrados dos médulos dos vetores

i, V. Se a for obtuso, medir mais do que 7, entdo o termo em que aparece
o produto escalar serd positivo e h? é maior do que a soma dos quadrados dos
médulos dos vetores @, 7. Se aw = 7, que é o caso dos triangulos retangulos, entao
o termo em que aparece o produto escalar serd nulo que é o caso do teorema de
Pitagoras, em que h ¢ a medida da hipotenusa.

Ha vérias formas de demonstrar a lei do coseno, e vou apresentar duas delas.
Na primeira vou fazer uma transformacao que ird simplificar as coordenadas
dos vetores, serve também para exemplificar o uso da Geometria Analitica na
obtencao dos teoremas da Gemometria Euclidiana em particular eu vou fazer
uso dum poderoso instrumento, o circulo trigonométrico,S*.

A figura (fig 97), pagina 249, mostra que wm tipo de proje¢io de um trigngulo
qualquer no circulo trigonométrico pode ser feita com uma certa deformagao
“caindo” num triangulo cujos lados sejam vetores unitarios. A deformagao
consiste em que o terceiro lado do triangulo original nao é paralelo com o ter-
ceiro lado do tridngulo-imagem, a versao transformada, e consequentemente os
triangulos nao sio semelhantes. Considere esta proje¢ao deformada do tridngulo
em S! apresentada na figura (fig 97).

O objetivo desta projecao foi apenas o determinar o angulo do vetor ¥ para
aplicar ao tridngulo uma rotacao que ira simplificar uma das coordenadas. A
imagem do tridngulo, embora deformada, diz-me que o angulo do vetor ¥ é 3
e se eu der uma rotacao de —f no triangulo, a imagem de ¥ terd angulo 0 e
a imagem de @ terd angulo . Vocé pode ver na figura (fig 98), pagina 250, o

43 Aqui havia um erro, corrigido!

V- .0

Figura 98: Imagem transformada por rotacio de —j3

Ao fazer a rotagao —f do triangulo obtive os vetores
w = p(cos(a),sin(a)); v = (0,0);

O uso do circulo trigonoméltrico,S', nos permite simplificar a linguagem
deixando de dizer “o dngulo que o vetor o faz com eizo OX € zero”, porque
todo ponto sobre S determina um angulo, basta dizer “o angulo do o = (0,0)
é zero”. O angulo entre ' s o é a, o angulo de W é o

Os dois triangulos assim transformados, por uma rotacao, sao semelhantes,
e a razao entre seus lados homologos é 1.

Vou usar as coordenadas e os mddulos destes novos vetores e calcular o
comprimento do vetor diferenca, que é um segmento de reta que tem o mesmo
comprimento que 4 — v. Acompanhe os célculos nas equagoes:

]| = p:

w = p(cos(a),sin(e)) = (pcos(a), psin(a));
o = 0(1,0) = (0,0); [v']| = o3
= (peos(a), psin(a)) — (,0);

(
(
w— (
' — v = (peos(a) — o, psin()); (
W = [lu! =o' = ||(pcos(a) — o, psin(a))]; (739
(I)? = (pcos(a) — o) + (psin(a))*; (
(h)? = p? = 2po cos(a) + o2 (
(W) = /| = 2||w[[[["]| cos(a) + [[v"]|* (
e aparece a expressao da lei do coseno na ultima equagao.
Como dei uma rotagao — 3 no tridngulo original para obter o triangulo com

lados u/,v’, entao vale a mesma relagao entre os lados do triangulo primitivo.

h? = ||al|* - 2] ||]| cos(a) + [|7*; (743)
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Observe que rotagdo é um exemplo de codificacdo™, que é uma transformagao
que fazemos uma “informagdo” com o objetivo de torna-la mais simples para
guardd-la, transmiti-la, ou escondé-la (encriptagao) mas resguardada a possibi-
lidade decodificar para retornar ao caso original como fiz com o triangulo.

A expressao da lei do coseno para o triangulo sob rotagao —f3 onde 3 é o
“angulo do vetor” ¥ original aparece na tltima equagao.

Estou usando a “linguagem privativa” de S' para um vetor “qualquer” do
plano, isto é possivel porque qualquer vetor do plano tem uma projecao em S*
e assim determina de maneira inica um arco do circulo trigonométrico que é o
seu angulo.

Na segunda demontragao vou mostrar-lhe que podemos recuperar todas estas
contas de uma forma muito mais simples usando o produto escalar:

h=|i-7|=<id-7i-7>= (744)
=<UuU>—<UU>—<0,u>+<T,u>= (745)
=<uu>—<uUv>—<UT>+<0,u>= (746)

=h?=|il* -2 < @,v > +|7)% (747)

=12 = |ji]* — 2] || cos(a) + |5 (748)

onde podemos ler o resultado que aparece na equagao (eq. 743) usando a de-
finigdo geométrica do produto escalar, confira produto escalar.

Podemos tirar uma li¢ao desta ultima demonstracao, ao fazer abstragoes as
contas ficam mais sintéticas e elegantes porque toda uma teoria fica escondida
...mas é esta a forma como o conhecimento?® evolui.

- lei do coseno Procure acima a lei do coseno, como relacao trigonométrica.

A lei do coseno para éreas de superficies fornece um valor local de distorgao
entre a drea de uma superficie e a sua regido de parametrizagao, no dominio.
Pense numa regiao plana na encosta dum morro e na area que ela representa
para agricultura. As plantas crescem “paralelamente” aos raios solares como
resposta a tentativa da Natureza de otimizar a recepcao da energia, entao a
4rea de agricultura nesta regiao plana na encosta do morro é menor do que a
drea geométrica que ela mede, confira a figura (fig 99), pdgina 252, onde vocé
pode ver a regiao plana associada ao seu “dominio de parametrizagdo” e na
regiiio plana podemos ver o vetor normal N que faz um angulo v relativamente
a diregao do eixo OZ. A drea 1til para plantagao na regiao montanhosa é menor
do que a drea que ela realmente mede, e o coeficiente de corre¢ao é cos(y).

A relagao entre as duas dreas, a drea da regiao plana na encosta do morro,
S, e a drea do dominio D, é

Area(D) = cos(y)Area(S) (749)

44 Esta frase é um exemplo de “modem” destes usados em telecomunicacoes, codifiquei e
decodifiquei sem perder nada da informacao. .. nas comunicagdes se perde sempre.

45Primeiro nés sabiamos programar em assembler, depois inventamos as linguagens “mo-
dernas” de programacao que abstraem o assembler. Os computadores entendem assembler
mas nés nao sabemos mais programar em assembler.

A inclinacao relativa do vetor normal com o unitério do eixo 0Z
Angulo entre o gradiente e a normal de OZ

aikr ¥ / ‘

Lei do coseno para areas

Figura 99: Lei do coseno: édrea de superficie

Na figura em que aparece a drea plana, as letras a, b fazem referéncia as medidas
dos lados da regiao retangular inclinada, portanto os lados correspondentes no
dominio medem acos(y),b e desta forma a drea aproveitavel para agricultura®
seria

abcos(7)

calculada a partir das medigoes feitas na regiao montanhosa.

Em geral esta relagao é escrita ao reverso porque se supoe conhecida a drea
do dominio, o que é inveridico no caso da montanha, onde se pode medir a drea
da superficie.

Area(S) o« -
“eost) Area(D) (750)

Mas ¢ a equagao (eq. 750) que ird aparecer na integral utilizada para o célculo
de superficies porque neste caso se supoe conhecido o dominio o que é fre-
quentemente verdadeiro em aplicacoes, por exemplo, se vocé quizer calcular o
aproveitamento da energia solar irradiada sobre a superficie de placas dispostas
no solo da Terra ou sobre algum satélite, neste caso é a drea do dominio que é
conhecida o que faz que a equagio (eq. 750) seja a que melhor se adapte para
o célculo duma integral de superficie.

Vou desenvolver o célculo da integral de superficie para mostrar o uso da lei
do coseno, e vou fazé-lo usando dois métodos.

Uma forma comum de representar a superficie S é na forma implicita

F(z,y,2) =0

46 A distorgio no comprimento dos lados é dada pelos niimeros s, ¢ tal que st = cos(7). No
da figura s = cos(7),t = 1 4rea(D) = (sa)(tb) = abcos(7).
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da qual se pode deduzir, nas condi¢oes do teorema da fun¢ao implicita, a ex-
pressio da superficie como fungao das varidveis (z,y) no dominio:

F(x,y,2)=0 = z= f(z,y) (751)

No cdlculo da integral de superficie o vetor N , que mede localmente a dis-
torgao de drea da superficie relativamente ao dominio, em cada ponto de uma
superficie, é obtido pelo produto vetorial de dois quaisquer vetores linearmente
independentes, que se encontrem no plano tangente (que corresponderia a regiao
plana na encosta da montanha): N = 7, x Ty

Aqui hé um defeito de notagao, estou aproveitando uma figura que encontrei na Wikipédia,
e me adaptando & notacio da figura. O hébito é guardar o simbolo N, em geral se usa
minuscula, para o vetor normal, ortanto nao estd errado, mas ¢ preciso alertar a leitora para
nao dificultar a compreensao: Né¢ apenas um vetor pependicular ao plano tangente 4 superficie
e obtido pela forma mais natural como produto vetorial de dois vetores calculados usando as
derivadas parciais de f. As contas mostram que esta é a melhor opcao.

Se admitirmos a equagio (eq. 751) como dada, dois vetores contidos no plano
tangente, em cada ponto do dominio seriam sob a suposigao de que a derivada
F. # 0 em todo o dominio D, (hipétese do teorema da func¢ao implicita),

Fla,y,2) =0 = z=f(z,y); (752)
L= (753)
7 = (1,0,80):7, = (0,1, 90); (754)
i ] k
Nw,y) = (1,0,90) x (0,1,50) =7 x 7, =| 1 0 % . (755)
01 g
Nw,y) = (=3, 85 051Nl ) =/ (756)

Area(S) :]{f (

2 —
£* 4 1)dady = [ [ |N|[(@,y)dady;  (757)
D
Verificando, sc S for uma area retangular, caso do morro, Area(S) > Area(D)
e [N|(z,y) = ,('y)(‘T
do dominio retangular multiplicada por um ntimero maior do que 1. A fungao
é o fator de corregao para distorgao da drea da superficie relativamente

> 1 e a segunda integral na equacio (eq.757) ¢ a drea

W(ny)
ao seu dominio no plano, estou usando a lei do coseno.

O cos(y) esté implicito no caleulo de ||N|| uma vez que ele é perpendicular
ao plano onde estao contidos os vetores 7,7, foi calculado usando dois vetores
contidos no plano tangente ao grafico de f, em cada ponto (z,y) do dominio de
integragao.

Podemos fazer estas contas sob outra dtica, suponha agora que a superficie
S seja dada por um sistema de equacdes paramétricas?”. Acompanhe os cilculos

47F o caso das contas anteriores com as equagdes parametricas (z,vy, f(z,y)) =
(s1(2,v), s2(x,y), s3(w, v)).

na sucessao de equagoes,

D> ( 5t)>—)rst):(5 (s,1),52(s,1), Leg(st))ESCRq (758)
- (759)
N(s,t) (760)
Nst) = ‘ 7 (761)
e

N d(sa2, I(s3., A(s1,5:

N(s,t) = Bfersad 4 Sensr) 5 Honsady (762)
2 2

Arca($) = f / \/ (Ofonsa)® | onen)® | Oleron)” g5y (763)
Vocé deve ver que as integrais na equagao (eq. 757) e na equagdo (eq.

763) representam a mesma integral apenas parametrizadas de forma distinta.
a ‘ . i . i s N 1
E verdade que agora fica muito dificil de ver N(s,t) = 5T ()"

- lei do seno Lei do seno num tridngulo inscrito em S!

Como trés pontos determinam um circulo, dado um triangulo qualquer,
PQR, confira a figura (fig 100), pdgina 255, vou considerar este circulo como
sendo o circulo trigonométrico, S*.

Estou usando o teorema seguinte:

14 (Representagdo em S') representante em S!

Para qualquer que seja o triangulo PQR, existe uma sua representa¢ao ins-
crita no circulo trigonométrico, S*, e um nimero p que € o coeficiente de pro-
porcionalidade entre os lados homdlogos do tridangulo original PQR e sua repre-
sentagdo em S'.

Dado um triangulo qualquer PQR, seja C o circulo de raio R determinado pelos pontos
P,Q,R, nesta ordem. Porque trés pontos ndao colineares determinam de forma inica um
circulo*®

Ezecute duas operagoes geométrico-numéricas, confira produto geométrico

e Divida C por R, obtendo um circulo de raio 1, C'

e translate C’ de modo que seu centro coincida com a origem dos eizos.

O resultado destas duas operagées é S', o circulo trigonométrico, com um triangulo
inscrito que € semelhante ao tridngulo primitivo PQR. O fi te de propor lidad
entre os lados homdlogos destes dois triangulos € p = R, o raio do circulo primitivo.

Ou seja, podemos projetar qualquer triangulo em S', de forma a ter uma
representagao (um tridngulo equivalente) do mesmo como um triangulo inscrito
no circulo trigonométrico.

Confira a figura (fig 100), pagina 255, em que o triangulo estd inscrito

48F, mesmo colineares, entdo o resultado é uma reta que é um circulo cujo raio é infinito. . .



a=2sin(a ); b=2sin@ ); g=2sin¢ )

Figura 100: Lei dos senos

no circulo trigonométrico S', e passo a chamar de PQR & representacdo do
triangulo em S!.

Os lados do triangulo sio as cordas, PQ,QR, RP, que determinam em S’
os arcos a, 3,7. As cordas medem, respectivamente,

a=2xsin(a);b=sx*sin(8);g = 2 *sin(y) (764)

porque o arco determinado no circulo pelo angulo inscrito sobre o circulo mede
o dobro do angulo.

Vou mostrar-lhe como provar isto usando a figura (fig 101), pagina 256,
também serve para lhe passar “técnicas de desenho geométrico” usando um
editor de gréaficos como xfig.

e Trace circulos com raios iguais em R e em P. Para fazé-lo copie o segmento
RP montando um paralelograma, e leve cada uma destas copias para os
pontos R, P.

e areta s que passar pela interse¢ao destes circuilos, corta a corda RP per-
pendicularmente no ponto médio sendo entdo a mediatriz da nova versao
do angulo 7 obtido ligando R e P ao ponto em que esta reta corta S*.

e ¢ é o dobro do sin(y) = logo

c 2sin(y)

sin(y) sin(7y)

c=2sin(y )

Figura 101: quando ~ néo for um angulo reto

Na figura (fig 100) estd detalhado o caso do dngulo «. Entéao demonstramos
assim a lei do seno b
a
S E— (765)
sin(a)  sin(8)  sin(y)
para o circulo trigonométrico. Como as medidas dos lados no triangulo origi-
nal sao recuperadas com o produto por R, o raio do circulo original, entao a
expressao da lei do seno, para um triangulo inscrito num circulo de raio R serd

a _ b -~ g B . 3
sin(a)  sin(8)  sin(y) 2R =D; (766)

em que D = 2R é o diametro do circulo em que o triangulo estiver inscrito.

O valor comum destas razoes dependem do raio do circulo em que o triangulo
estiver inscrito, um resultado colateral da lei do seno é o valor do raio R dum
circulo onde um triangulo esteja inscrito.

A figura (fig 102), pdgina 257, mostra um exemplo de tridngulo inscrito em
S!. O grifico foi obtido com o programa LeiSeno.py que pode ser baixado de
[6, LeiSeno_py]. Este programa permite que vocé selecione valores arbitrarios,
dentro de S!, para os angulos a, 3,y € S!, e vai lhe fazer o grafico do triangulo
inscrito em S! com estes angulos. O programa também calcula o valor das
razoes na lei do seno.
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Um triangulo inscrito no circulo trigonométric"

Figura 102: Triangulo inscrito em S!

No caso dum triangulo retangulo, PQR, inscrito em S, retangulo em @,y =
%, a hipotenusa, RP mede ¢ = 2, o tamanho do diametro do circulo trigo-
nométri-co, porque o arco que este angulo subentende ¢é 2y = 7.

- limite é um funcional linear que produz um elemento completando um espaco.
Estanao é a forma como este operador é tratado no Célculo Diferencial e Integral
onde ele aparece pela primeira vez nos estudos de Matemaética.

No Célculo Diferencial e Integral, limite aparece como uma metodologia para

testar se uma fungao é continua, confira continuidade;

calcular derivadas, confira derivada;

definir a integral de Riemann. confira integral de Riemann.

mais avancado, limite de sucessoes,

em Anélise Matemadtica, é uma forma de definir ntimeros reais.

Para entender como se processa esta completagao, considere o exemplo do
conjunto dos nimeros racionais que é incompleto no sentido de que ha sucessoes
de niimeros racionais que sao “convergentes”, e assim definem um nimero, mas
este nimero nao é um nimero racional. A sucessao P, dos poligonos regulares
inscritos num circulo de raio 1 permite ilustrar este caso de forma simples.

O quociente do perimetro de P,, pelo diametro do circulo se aprozima arbitra-
riamente dum nimero que os gregos chamaram de 7 que nao é possivel escrever
como o quociente de dois inteiros e portanto nao é um nimero racional. Desta
forma
P,

2
e o operador lim “define” um nimero que completa Q. Confira real, nimero R

O conjunto de todos os nimeros que completam Q é o conjunto R dos
numeros reais, e, naturalmente, Q C R.

Outros exemplos mais simples de nimeros nao racionais sao as raizes dos
nimeros naturais que, ou sao numeros naturais, ou sao numero irracionais. O
ou ¢ exclusivo. Um algoritmo geométrico que faz esta construgao pode ser
encontrado em [8, Capitulo 5]

A definigao rigorosa de limite foi feita por Bolzano, depois redescoberta por
Weierstrass:

lim =7
n

(Ve>0) (AN €N) (Jn > N| = s, — 1| <e) (767)
quando dizemos suscintamente que s,, — [ ou também

lim s, =1 (768)
n=oc
A igualdade com o simbolo 0o, na equacio (eq. 768), é apenas uma maneira
de indicar que n cresce indefinidamente.
A figura (fig 103), pagina 258, sugere o comportamento assintotico duma
sucessao de pontos do plano, que, a partir do N-ésimo elemento, todos os ele-
mentos da sucessao se encontram dentro da bola B. A partir da indice N todos

comportamento assintdtico duma sucessé&o de pontos do pla

Figura 103: Os pontos duma sucessio se acumulam numa bola

os pontos se encontram dentro duma bola de raio e. Se vocé exigir mais pre-
cisao, um valor menor para €, sera preciso que N seja maior, comparando, seria
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preciso que um computador rodasse mais tempo para encontrar um valor mais
preciso.

Alguns exemplos

1. Convergéncia para zero Se s, = % entdo, lims, = 0. N na (eq. 767) é um
_— n
nimero natural maior do que % Se € = 0.1 entao N > 11. Este exemplo
é tao importante que vou reescrever a equacao (eq. 767) para este caso:

(Ve >0) (3N € N) (jn > N| =

Sn| <€) (769)

que define a convergéncia para zero.

2. Primeiro usando a aritmética s, = ™ entdo, % = 1+ L pelas regras

da aritmética. Pelas propriedades dos limite, confira o final do verbete,

como lim% = 0 entdo lim "’:r,l = 1 e vale a mesma relacao entre ¢, N do
n n

item anterior.

&
o
pelas regras da aritmética. Chame p = n — m, que é um nimero natural
diferente de zero, entdo, para um inteiro ko

3. Convergindo mais répido para zero Se n > m > 0 entao lilgn

m<e = <k (770)
(AN eN) (L <N <K (771)
AN e N) ({1 < VN < ko); (772)
{/§< UN < ko <k (773)
lar = &<q (774)

(k> [VN)(F <o) (775)

O ndmero [{/N] é o menor inteiro que é menor ou igual a ¢/N.

Entao qualquer nimero inteiro positivo, maior do que i, serve no lugar

de N na (eq. 767). Considere p = 2, e € = 0.01 entao

Compare com o primeiro exemplo.
Observe a diferenca entre os exemplos 1 e 3.

e No exemplo 1 N ~ %,

= lim —L—
BT
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e enquanto que no exemplo 3, N ~ {/é <1i

e usando a comparagao do computador, no exemplo 3 o computador precisa
rodar menos tempo para conseguir a mesma precisao obtida no exemplo
1. Dizemos que no exemplo 3 a sucessao converge mais rapido para zero
do que no exemplo 1.

no exemplo 3 também estao sendo comparados os polindémios k™, k™ em
que n > m. Numa fra¢ao em que o polindmio do numerador tiver grau me-
nor do que o polinémio do denominador se tem convergéncia para zero. Se
o grau do numerador foi maior do que o grau do denominador se tem “con-
vergéncia” para oo e a maneira correta de falar é que se tem divergéncia
porque oo nao é um numero.

Estes exemplos mostram alguns aspectos interessantes no estudo dos limites.
O primeiro ¢ um exemplo dos mais comuns e relativamente imediato e junto com
o terceiro, sao exemplos da classe do zero, as sucessoes que definem o nimero
Z€ro.

A importancia da classe do zero é grande, o caso do exemplo 2 nao é uma
coincidéncia, com frequéncia preciamos de identificar sequéncias convergindo
para zero quando tentamos descobrir qual é o limite duma sucessao.

A classe do zero é um grupo aditivo, quer dizer que se duas sucessoes con-
vergirem para zero, a soma delas também converge. E mais do que um grupo,
é um ideal e volto logo a esta histéria.

E interessante observar, também, que a classe do 1 é um grupo multiplicativo!
Quer dizer, se duas sucessoes convergirem para 1 entdao o produto delas também
converge para 1.

De forma semelhante é importante ter um estoque de exemplos de sucessoes
que definem inteiros ou nimeros racionais porque nem sempre conseguimos cal-
cular exatamente limites e uma saida consiste em encontrar um intervalo onde
se encontre o limite estudado. Este “estoque” de limites conhecido é comumente
referido como limites notdveis.

Foi isto que fiz ao estudar o segundo exemplo, usei o primeiro exemplo de
uma forma que é preciso salientar:

e inicialmente foi usada a aritmética para que surgissem expressoes cujos
limites fossem conhecidos,

e depois foi produzido um salto légico, usando as propriedades do limite
(confira o final do verbete) para deduzir o limite da nova expressio que
estava sendo estudada.

O salto légico é o que caracteriza que o cdlculo de limites nao é uma operagao
da artimética e neste calculo podem aparecer entidades, como oo, que nao per-
tence a aritmética. . .

Um dos mais interessantes exemplos do uso repetido de operagoes aritméticas

junto com saltos légicos, ¢ a determinagao do nimero e ~ 2.71828182845904523536.

Confira limites notdveis.
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O conjunto dos numeros reais, R, é a completacao do conjunto dos nimeros
racionais e uma das formas de construir o conjunto R consiste do seguinte
programa:

e A imersao de Q no conjunto das sucessoes de niimeros racionais. Iden-
tificamos Q como um subconjunto do conjunto de todas as sucessoes de
numeros racionais associando-se a € Q com a sucessao constante s, = a
para todo n € N. Vou chamar de S o conjunto de todas as sucessoes de
numeros racionais, entao Q C S.

Restri¢ao do conjunto de todas as sucessoes ao conjunto das sucessoes que
satifizerem ao critério de Cauchy. Dizemos que uma sucessiao (S, )nen €
de Cauchy se for verdadeiro

(Ve>0) (AN eN)n,m >N = |s,, —sm| <€ (776)

Tais sucessoes sao instrinsicamente convergentes uma vez que a partir
do indice N todos os termos da sucessao se encontram dentro da bola de
centro s, e raio e. Isto significa, exatamente, que s,, ¢ um valor aprozimado
do limite.

Vou reutilizar a notagao S para o conjunto de todas as sucessoes de Cau-
chy de niimeros racionais, entao Q C S, porque uma sucessao constante
satisfaz ao critério de Cauchy com qualquer valor estritamente positivo
para e.

Podemos mostrar que (S, +,-) ¢ um anel que tem divisores de zero, mas
podemos eliminar os divisores de zero passando ao quociente com grupo
das sucessoes que convergem para zero, a classe do zero. Como este grupo
é um ideal mazimal de S o quociente ¢ um corpo: o corpo R dos nimeros
reais.

Observe que a ultima agdo pode parecer refinada, mas ela é comum com
os nimeros racionais desde o ensino fundamental quando se definem fragoes
equivalentes. . . aqui o objetivo é o mesmo apenas com uma pintura algébrica.

Este programa, que ¢ atribuido & Cauchy, é bem natural pese que conside-
rado avangado, possivelmente pelos aspectos algébricos que envolve. Mas o que
se espera dum nimero real é que ele seja uma sucessao de medidas convergen-
tes. Desta forma R nada mais é do que o conjunto dos limites das sucessoes
de numeros racionais. Os limites sao as etiquetas das classes quocientes men-
cionadas no programa acima. Como R é um corpo, acabei de “demonstrar” os
teoremas bésicos do limite, as propriedades do limite.

Propriedades do limite

262
e soma de limites é o limite da soma,
e produto de limites é o produto dos limites,

e como somente podemos dividir dois niimero reais se o segundo for diferente
de zero, entao o quociente de limites é o limite dos quocientes se o limite
do quociente for diferente de zero.

O operador lim é um funcional linear! Valem todas as propriedades duma
transformacao linear. As propriedades do limite, sao as propriedades dos nimeros
reais.

O ntimero s,, na equagao (eq. 776) pode ser considerado um valor aproxi-
mado do limite da sucessao a menos do erro e. Desta forma o critério de Cauchy
é um instrumento prdtico para encontrar aproximadamente o limite duma su-
cessao quando ela for convergente e o critério de Cauchy serve para verificar se
sucessao é convergente.

Infinitésimo

Até o comego do século passado havia uma palavra muito frequente em
Matematica, infinitésimo. Os livros de Célculo se chamavam Cdlculo integral e
infinitesimal em que os infinitesimais eram as sucessoes convergindo para zero.
Quer dizer, as sucessoes que definem o zero.

Foi preciso passar muito tempo até que os matemadticos compreendessem o
simples que era: apenas uma classe de equivaléncia, a classe de equivaléncia do
zero. O exemplos 1 e 3 trazem dois elementos desta classe e o que atrapalhava
mesmo a compreensao ¢ que se dividirmos o “zero” 1% pelo “zero” ,% o re-
sultado pode ser “zero” ou oo, dependendo se o maior grau estiver ou nao, no
denominador. Hoje apenas dizemos que sdo elementos com ordem de grandeza
diferentes e a palavra infinitésimo estd cuidadosamente guardada na histéria da
Matematica.

E também ninguém deve dividir por zero. .. pode dar problema!

Confira também limite superior, limite inferior

- limite inferior é uma generalizagao do conceito de limite. Uma sucessao pode
nao ter limite mas ter um ponto de acumulagao inferior que é o limite inferior.
Para defini-lo se recorre a uma sucessao crescente dos infimos cujo limite ¢é limite
inferior. Considere uma sucessao (s,)nen de nimeros reais e defina

tn = Juf si; (777)

t, é crescente; limt, = liminf s, (778)
n n
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Obviamente que o limite inferior pode ser oo e seria o caso da sucessao dos
numeros naturais.
Por exemplo, liminf(—1)" = —1 ou a sucessao limsup(—1)"n = —oc.
n n

Se lim inf = lim sup entao a sucessao tem limite que este valor comum.
n n

- limite superior é uma generalizacao do conceito de limite. Uma sucessao
pode nao ter limite mas ter um ponto de acumulagao superior que é o limite
superior. Para defini-lo se recorre & sucessao decrescente dos supremos cujo
limite é limite superior. Considere uma sucessao (s,)nen de nimeros reais e
defina

Ly = Sup sp; (779)
k>n
t, é decrescente; (780)
lim¢,, = limsup s,, (781)
n n

Uma sucessao tem limite se e somente se

limsup s,, = lim = lims,, = lim s,, (782)
n no o n n

Obviamente que o limite superior pode ser oo e seria o caso da sucessao dos
nimeros naturais e neste caso a sucessao t, na equagao (eq. 779) é constante
igual a co e portanto “decrescente”...Nese caso valeria a iguadade da equagao
(eq. 782) permitindo-nos dizer que co. O que nos salva desta aberragao ¢
que nao podemos escrever igualdades envolvendo o simbolo oo porque ele nao
representa uma entidade aritmética.

Por exemplo, limsup(—1)" = 1 ou a sucessao limsup(—1)"n = oo

n n
- linear, fungao Eo tipo natural de fun¢ao dum espago vetorial, ou ainda é um
morfismo de espago vetorial.

Confira também linear complez, fun¢ao, as fungoes lineares complexas tem
propriedades importantes para as fungoes analiticas.

As caracteristicas deste morfismo é colocar em correspondéncia os elementos
da estrutura dum par de espacos vetoriais que sao os objetos da categoria EV.
Sejam E,F' € EV e T € Morg,r entao, supondo que sejam espacos vetoriais
reais

z,y € Bia, 8 € R = T(az + By) = oT'(z) + BT (y); (783)
Com frequéncia separamos esta propriedade em duas partes:
o linearidade z,y € E;= T(z +y) = T(z) + T(y);

e homogeneidade z € E;a € R = T'(az) = oT ()
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O nucleo de T, com frequéncia referéncia pelas notagoes Ker(T'), Nuc(T) é
o subespagco de E que ¢ a pré-imagem de zero:

Ker(T)=T740) C E; (784)

- linear complexa, fung¢ao. Quando o corpo subjacente ao espago vetorial for
dos numeros complexos, as fungoes lineares complexas formam uma sub-algebra
caracterizada pelas equagoes de Cauchy-Riemann.

No caso univariado, das fun¢oes lineares complexas de C, que é um espago
vetorial de dimensao 1 sobre o corpo dos nimeros complexos, as fungoes lineares
complexas formam um sub-algebra de Lg(C, C).

Observe que C é isomorfo a R? se o corpo subjacente for R e as funcdes
lineares complexas podem ser vistas como morfismos de R? mas como morfismo
de C elas sao simples multiplicagdo por um nimero complexo o que leva as
equagoes:

L(RY) > [ ° ’ ] ~(a—if)eC (785)
[ o 8 ] ( y ) = (a - iB)(@ + iy): (786)

A equagao (eq.785) sendo consequéncia da  (eq.786).

- logaritmo é o nome de uma familia de fungoes estudadas intensivamente,
pelo menos desde 1614, confira [12, logaritmo]. Os logaritmos estavam funda-
mentados na relagdo a®a? = a®"¥ em que as poténcias transformam produto
em adi¢ao. Foram usados de modo sistematico até a década de 70 do século
passado quando as maquinas eletronicas lhes tomaram o lugar como “maquinas
de calcular”depois de 350 anos dum servigco ezemplar.

No final do século 17 foi uma construida uma maquina de célculo, a régua
de cdlculo, “slide rule”, em inglés, baseada no principio da correspondéncia
entre as duas progressoes, apenas usando uma distribui¢ao logaritmica para as
marcagoes numéricas, como vocé pode ver nas figuras (fig 104), (fig 105) pagina
265.

Até 1960, as chamadas tabelas de logaritmos, eram indispensdveis nas esco-
las e todo estudante tinha a sua tabela, ou a sua régua de cdlculo. Foi uma
das invengoes mais prolificas da Matemaética, foi a “maquina de calcular” usada
pelos calculistas do final Idade Média, descritos no livro, Mirifici Logarithmo-
rum Canonis Descriptio por John Napier, em 1614, e ainda estavam uso até a
primeira metade do século 20.

Os cdlculistas descobriram o segredo dos logaritmos: colocar em corres-
pondén-cia duas progressoes, uma geométrica e a outra aritmética com a sin-
cronizagao dos elementos neutros da multiplicagao e da adigao.

Um exemplo simples vem quando vocé escrever as sucessiveis poténcias de
um numero a > 0, as poténcias formam uma progressao artimética, e o resultado
de elevar a a cada uma dessas poténcias é uma progressao geométrica.




Figura 105: 2x3=6

Os calculistas da Idade Média descobriram isto e comecaram a colocar lon-
gas listas de p.g. sincronizadas com p.a. e depois somando os termos na p.a.
aritmética podiam descobrir quanto valia o produto dos ntimeros em corres-
pondéncia.

Experimente, na pagina 268 vocé encontra uma tabela de logaritmos . Se
vocé quiser efetuar o produto dos nimeros 1.1651390, 1.1973770, leia os logarit-
mos que lhe correspondem na coluna ao lado dos mesmos:

e 1.1651390 — 0.175 = log(1.1651390)
e 1.1973770 — 0.20625 = log(1.1973770)
e 0.175+ 0.20625 = 0.38125 <= 1.3951107 = 1.1651390 * 1.1973770

Usando calc, uma linguagem de programagao de dominio publico, o resul-
tado que encontro é

1.1651390 * 1.1973770 = 1.395110640403
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portanto ha um erro na sétima casa decimal usando esta tabela de logaritmos.
Com uma tabela mais precisa este erro pode ser mais reduzido.

Uma tabela de logaritmos, essencialmente, ¢ a listagem de duas progressoes,
uma geométrica, a coluna do x e a outra aritmética, a coluna de log(z), sincro-
nizadas pela associagao

105 0;
pondo em correspondéncia os elementos neutros da adigao e da multiplicagao.
Qualquer tabela deste tipo ¢ uma tabela de logaritmos e no ponto em que surgir
a associagao

a—1;

se tem a base a dos logaritmos desta tabela. E vocé nao precisa saber qual é
a base para usar os logaritmos, basta construir as duas progressoes com grande
precisao:

e Fixe a associacao fundamental, 1+ 0;

e ¢ na coluna do 1 divida ou multiplique por ¢ > 0, muito pequeno;

e na coluna do 0 subtraia ou some um A muito pequeno, em valor absoluto;
e e mantenha as duas sucessoes acopladas na relagao funmental.

Nao interessa nem mesmo se vocé alterar a ordem de crescimento entre as
duas colunas isto significaria apenas que vocé inverteu a base do logaritmo, de
a, para %

Os dois ntimeros muito pequenos g > 0, A representam a precisao da tabela
construida. Se vocé puder encontrar a + 1 vocé fica sabendo qual ¢ a base
destes logaritmos. Mas esta descoberta nao interessa para fazer as contas com
os logaritmos, e esta segunda associagao nao ¢ sempre possivel de ser obtida ao
colocarmos em correspondéncia as duas progressoes, o caso do nimero a = €
ilustra bem esta dificuldade uma vez que ¢ é um dos poucos nimeros que nao ¢
algébrico cuja identidade nds conhecemos. Nao é possivel encontrar-se um par
de sucessoes com as duas associagoes:

1= 0;e—1;

a segunda associagdo tem que ser feita com um ndmero que representa uma
aproximagao do niimero e.

As tabelas de logaritmos decimais foram as mais comuns, nelas se tinha o
par de associagoes

1—0;10— 1;

e se vocé quiser construir uma tabela de logaritmos decimais, sincronize as
progressoes usando a relagao 10 — 1 usando os dois nimeros ¢, A mencionados
acima. Se quiser os logaritmos de base a sincronize as progressoes usando a
associacao a — 1.

Na tabela , na pdgina 268, vocé pode ver uma tabela de logaritmos que foi
gerada por um programa em python que pode ser baixado de [6, log_tabela_py].
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Para executar o programa, troque o nome de log_tabela_py para log_tabela.py
para que o interpretador do python o reconheca.

Com este programa em python vocé pode construir uma tabela de logaritmos
de alta precisao e bastante extensa. Imprima e guarde para quando nao tivermos
mais computadores disponiveis quando teremos que retornar aos métodos de
calculo da Idade Média ou de muito antes. . .se ainda soubermos ler, as tabelas
serao uteis.

A correspondéncia entre progressoes geométrica e artimética mostra a impos-
sibilidade de que se calcule p = log(0) porque nao é possivel escrever a poténcia
a? = 0. Desta forma o dominio de qualquer fun¢ao logaritmica real é o conjunto
dos nimeros reais estritamente positivos.

Na época em que Napier divulgou os logaritmos, eles foram objeto de diversas
pesquisas um dos pontos altos certamente foi a demonstracao por Euler dos dois
limites notdveis

et = liin(l +ax/n)";
log(z) = liyrlnn(wl/" —1); (787)

definindo um par de fungoes inversas.
A forma moderna como se apresentam os logaritmos passa pela definigao:

log(x) / % (788)

com a qual ¢ bem simples provar que log(ab) = log(a)+log(b) para dois ntimeros
reais positivos quaisquer, e, por defini¢do mesmo, log(1) = 0.
Depois ¢é relativamente fécil encontrar a solu¢ao aprozimada para a equagiao

[ dt
7:1 = xr=e (789)
1

usando algum método para o cédlculo aproximado da integral.

Como o integrando é uma fungio indefinidamente derivdvel entao log(x)
também o é. Depois como a derivada de log(z) ¢ L entdo log(z) ¢ uma fungdo
crescente, logo inversivel e podemos chamar a sua inversa de exp(z) e com elas
duas é possivel obter as duas progressoes, a aritmética e a geométrica, referidas

acima com as associagoes:

1= 0;em—1;

apenas a segunda ficando em aberto...mas nés sabemos onde estd o niumero e.
Mesmo o atalho moderno, representado pela equagao (eq. 788), ndo torna muito
mais facil provar as duas identidades da equaggao (787).

Por outro lado é a forma como se pode facilmente demonstrar as propriedades
de diferenciabilidade e continuidade do logaritmo natural e consequentemente da
sua fungao inversa y = e”. Mas, depois de estabelecida, facilmente se mostra que
ela leva de volta a correspondéncia entre as progressoes da tabela do logaritmo
natural, ou ainda chamado logaritmo neperiano.
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x Tog x | x Tog x | x Togx | x Tog x
T 0 | 1.2440142 0.25 | 1.5475715 05 | 1.9252010 0.75
1.0054735 | 0.00625 | 1.2508234 | 0.25625 | 1.5560421 | 0.50625 | 1.9357386 | 0.75625
T.0100769 | 0.0125 | 1.2576698 | 0.2625 | 1.5645591 | 0.5125 | 1.9463339 | 0.7625
T.0165105 | 0.01875 | 1.2645536 | 0.26875 | 1.5731228 | 0.51875 | 19569872 | 0.76875
1.0220744 0.025 | 12714752 0.275 | 1.5817333 0.525 | 1.9676988 0.775
T.0276687 | 0.03125 | 1.2784346 | 0.28125 | 1.5903900 | 0.53125 | 1.0784600 | 0.78125
1.0332937 | 0.0375 | 1.2854321 | 0.2875 | 1.5990959 | 0.5375 | 1.0892082 | 0.7875
1.0380495 | 0.04375 | 1.2024680 | 0.29375 | 1.6078486 | 0.54375 | 2.0001866 | 0.79375
1.0446362 : 0.3 | 1.6166492 0.55 | 2.0111347 0.8
1.0503540 | 0. 3066554 | 0.30625 | 1.6254079 | 0.55625 | 2.0221427 | 0.80625
T.0561031 | 0.0625 | 1.3138074 | 0.3125 | 1.6343951 | 0.5625 | 2.0332109 | 0.8125
T.0618837 | 0.06875 | 1.3200085 | 0.31875 | 1.6433410 | 0.56875 | 2.0443397 | 0.81875
1.0676959 0.075_| 1.3282290 0.325 | 1.6523358 0.575 | 2.0555204 0.825
1.0735400 | 0.08125 | 1.3354991 | 0.33125 | 1.6613799 | 0.58125 | 2.0667804 | 0.83125
T.0794160 | 0.0875 | 1.3428080 | 0.3375 | 1.6704735 | 0.5875 | 2.0780920 | 0.8375
1.0853242 | 0.09375 | 1.3501588 | 0.34375 | 1.6796169 | 0.59375 | 2.0804674 | 0.84375
1.0912647 0.1 | 1.3575480 0.35 | 1.6888103 0.6 | 2.1009041 0.85
1.0072378 | 0.10625 | 1.3649795 | 0.35625 | 1.6980540 | 0.60625 | 2.1124034 | 0.85625
11032435 | _0.1125 | 1.3724507 | 0.3625 | 1.7073483 | 0.6125 | 2.1239657 | _0.8625
T.1092822 | 0.11875 | 1.3799629 | 0.36875 | 1.7166935 | 0.61875 | 2.1355912 | 0.86875
11153538 0.125 | 1.3875161 0.375_|_1.7260899 0.625 | 2.1472804 0.875
1.1214587 | 0.13125 | 1.3951107 | 0.38125 | 1.7355376 | 0.63125 | 2.1590336 | 0.88125
11275971 | 0.1375 | 1.4027468 | 0.3875 | 1.7450371 | 0.6375 | 2.1708511 | 0.8875
T.1337690 | 0.14375 | 1.4104248 | 0.39375 | 1.7545886 | 0.64375 | 2.1827333 | 0.89375
1.1399747 0.15 1.4181448 0.4 1.7641924 0.65 2.1946805 0.9
11462143 | 0.15625 | 1.4250070 | 0.40625 | 1.7738487 | 0.65625 | 2.2066931 | 0.90625
T.1524881 | 0.1625 | 14337117 | 0.4125 | 1.7835579 | 0.6625 | 2.2187715 | 0.9125
T.1587963 | 0.16875 | 1.4415502 | 0.41875 | 1.7933202 | 0.66875 | 2.2309150 | 0.91875
1.1651300 0.175_| 1.4494496 0.425_| 1.8031360 0.675 | 2.2431269 0.925
T.1715164 | 0.18125 | 1.4573831 | 0.43125 | 1.8130054 | 0.68125 | 2.2554047 | 0.93125
T.1779287 | 0.1875 | 1.4653601 | 0.4375 | 1.8220280 | 0.6875 | 2.2677496 | 0.9375
T.1843761 | 0.19375 | 1.4733808 | 0.44375 | 1.8320068 | 0.69375 | 2.2801622 | 0.94375
T.1008588 0.2 | 1.4814454 0.45 | 1.8429392 0.7 | 2.2026427 0.95
T.1973770 | 0.20625 | 1.4805541 | 0.45625 | 1.8530266 | 0.70625 | 2.3051915 | 0.95625
T.2030308 | 0.2125 | 1.4977072 | 0.4625 | 1.8631691 | 0.7125 | 2.3178090 | 0.9625
1.2105206_| 0.21875 | 1.5050049 | 0.46875 | 1.8733672 | 0.71875 | 2.3304956 | 0.96875
1.2171464 0.225 | 1.5141475 0.475 | 1.8836211 0.725 | 2.3432515 0.975
T.2238084 | 0.23125 | 1.5224352 | 0.48125 | 1.8939311 | 0.73125 | 2.3560774 | 0.98125
1.2305070 | 0.2375 | 1.5307683 | 0.4875 | 1.0042976 | 0.7375 | 2.3689734 | 0.9875
1.2372422 | 0.24375 | 1.5301469 | 0.49375 | 1.0147208 | 0.74375 | 2.3819400 | 0.99375
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x Togx | x Tog x | x Togx | x Tog x
2.3949776 1.0 | 2.9793863 1.25 | 3.7063991 15 | 4.6108134 1.75
2.4080865_| 1.00625 | 2.9956040 | 1.25625 | 3.7266861 | 1.50625 | 4.6360507 | 1.75625
2.4212672 | 1.0125 | 3.0120010 | 1.2625 | 3.7470842 | 1.5125 | 4.6614262 | 1.7625
2.4345200 | 1.01875 | 3.0285777 | 1.26875 | 3.7675939 | 1.51875 | 4.6869406 | 1.76875
2.4478454 1.025_| 3.0451546 3.7882159 1525 | 4.7125046 1775
2.4612437 | 1.03125 | 3.0618223 3.8080507 | 1.53125 | 4.7383801 | 1.78125
24747154 | 1.0375 | 3.0785813 3.8207900 | 1.5375 | 4.7643247 | 1.7875
2.4882607 | 1.04375 | 3.0954319 3.8507615 | 1.54375 | 4.7904023 | 1.79375
2.5018803 T.05 | 3.1123748 3.8718387 1.55 | 4.8166226 8
2.5155743 | 1.05625 | 3.1294104 3.8030812 | 1.55625 | 4.8420865 | 1.80625
2.5293434 | _1.0625 | 3.1465393 30143398 | 1.5625 | 4.8694946 | 1.8125
2.5431878 | 1.06875 | 3.1637619 3.9357650 | 1.56875 | 4.8961478 | 1.81875
2.5571079 1.075 | 3.1810788 3.9573074 1.575 | 4.9220470 1825
2.5711043 | 1.08125 | 3.1984905 3.0780678 | 1.58125 | 4.0408028 | 1.83125
2.5851773 | 1.0875 | 3.2150074 1.0007467 | 15875 | 4.9769861 | 1.8375
3.5993273 | 1.09375 | 3.2336002 1.0226449_| 1.59375 | 5.0042277 | 1.84375
3.6135547 T1 | 3.2512004 1.0446629 5.0316184 185
2.6278600 | 1.10625 | 3.2690054 1.0668014 5.0591500 | 1.85625
2.6422437 | _1.1125 869888 0890611 5.0868504 | _1.8625
2.6567060 | 1.11875 | 3.3049802 11114426 5.1146933 | 1.86875
2.6712475 1.125 | 3.3230701 1.1339466 5.1426886 1875
2.6858686 | 1.13125 | 3.3412589 1.1565738 5.1708372 | 1.88125
2.7005608 | 1.1375 | 3.3595474 1.1793249 51001308 | 1.8875
27153514 | 1.14375 | 3.3779359 12022005 52275074 | 1.89375
2.7302139 T.15 | 3.3964250 12252013 5.2562107 1.9
27451577 | 1.15625 | 3.4150154 12483280 5.2819806_| 1.90625
27601834 | 1.1625 | 3.4337075 12715812 53139080 | 1.0125
27752913 | 1.16875 | 3.4525020 12049618 5.3420938 | 1.01875
2.7004819 T.175 | 3.4713993 1.3184703 5.3722387 1.925
2.8057556 | 1.18125 | 3.4904000 1.3421075 5.4016437 | 1.93125
2.8211129 | 11875 | 3.5095048 1.3658741 5.4312007 | 1.9375
2.8365543 | 1.19375 | 3.5287141 1.3897707 5.4609375 | 1.94375
2.8520803 1.2 | 3.5480286 - 14137082 5.4008280 95
2.8676012 | 1.20625 | 3.5674487 | 1.45625 | 4.4379572 5.5208821 | 1.95625
2.8833875 | 1.2125 | 3.5860752 | 1.4625 | 4.4622484 5.5511007 | 1.9625
2.8991608 | 1.21875 | 3.6066086 | 1.46875 | 4.4866726 5.5814847 | 1.96875
2.9150384 1.225 | 3.6263494 T.475 | 4.5112304 5.6120351 1.975
2.9300939 | 1.23125 | 3.6461083 | 148125 | 4.5350227 | 1.73125 | 5.6427526 | 1.98125
3.9470367 | 1.2375 | 3.6661558 | 1.4875 | 4.5607501 | 1.7375 | 5.6736383 | 1.9875
2.0631674 | 1.24375 | 3.6862225 | 1.49375 | 4.5857134 | 1.74375 | 5.7046930 | 1.99375
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A notagao varia um pouco, alguma vezes o logaritmo natural é designado por
In(z) mas entendemos que log(z) quer dizer o logaritmo neperiano. Quando se
tratar de outra base o hébito é indicé-lo:

e log,(z) o logaritmo de x na base a;
e log;o(z) o logaritmo decimal de z.

As linguagens de programagio “entendem” que log(z) é o logaritmo natural.
Para obter os outros tipos de logaritmo podemos usar a equagao:

loga(z :/gd.@:klog(z) (790)
1

e podemos descobrir o nimero k que corresponde a uma base de logaritmos
usando a prépria base. Por exemplo, para encontrar a constante que ird repro-
duzir o log;, escreva = = 10 na equacao (790):

logio(10) = 1 = ifO%dt = klog(10) = 2.625 * k (791)
k = a0y = oy (792)
log () = 5oks In(w) = 1n(10) logyo(w); (793)
Deste exemplo vocé vé que
log, () = Cln(x); (794)
log,(a) =1=Cln(a) = C= i (795)
log, (2) = fx: (796)
log, () = jelan@) — jona), (797)
log, (v) = {2225 (798)
log, (v) = 2 (799)

a férmula muito conhecida de transformacao do logaritmo na base a a partir do
logaritmo decimal. A multiplicagao e divisdo pelo mesmo nimero na equagao
(eq. 797) mostra que a mesma expressio vale para qualquer logaritmo em lugar
do logaritmo decimal o que me permite escrever a férmula ambigua, (eq. 799)
mas correta, usando a notagao log querendo dizer “escolha a base que desejar
neste férmula”. ..

A defini¢io na equagao (eq. 788) dd um exemplo da ruptura cultural entre
a Matemadtica atual e aquela que se fazia no século 15. Esta equagio aparece
abruptamente dentro dos livros de Célculo sem aparente liga¢ao com os sistemas
de progressoes aritméticas e geométricas do século 15. Pior, nada tem o que
ver a forma arcaica com que as professoras apresentam logaritmo no Ensino
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Médio em que se vém forcadas a algumas ginasticas mentais para manter nesta
etapa do ensino algo que simplesmente ja deveria ter desaparecido uma vez que
perdeu a sua razao de ser na forma como se tenta mostrar. Se apenas as alunas
tivessem voz ativa e senso critico, coisa que o ensino nao objetiva estimular, a
pergunta natural seria “para que serve logaritmo?’ que deixaria as professo-
ras entaladas com a perda de sentido calculatério do logaritmo. Ou talvez a
resposta fosse: porque eles aparecem obrigatoriamente nos exames oficiais do
Ministério da Educagao ...numa demonstracao de que os burocratas que diri-
gem o ensino precisavam mesmo desaparecer. .. afinal quem entende de ensino
sao as professoras.

Os logaritmos perderam o seu posto como “mdquina de calcular” mas ad-
quiriram uma posi¢ao muito mais proeminente, eles descrevem diversas relagoes
importantes para as ciéncias naturais, na Biologia, na Fisica, na Quimica e até
mesmo na Economia. Esta outra forma de usar os logaritmos é que justifica que
aparecam nos livros de Célculo usando a equagao (eq. 788) como definicao e
representando um caminho réapido para estudar log, ezp como um par de fungoes
inversas, seus graficos e suas propriedades, e até mesmo as tabelas de logaritmo.
Mais outra forma de ver a Idade Média em que se encontra o Ensino Médio.

Observagao 6 (A questdo) historica
A proposta de que o logaritmo desaparega do Ensino Médio pode se bater com a questio da
histéria. Eu acho que existe historicismo em certas tentativ dagdgi E facil demonstrar
que € impossivel construirmos o conhecimento usando o método histérico, porque nao haveria
tempo hdbil para fazé-lo
Os objetos histdricos

ser preservados em museus que sdo locais que devemos v
reqularmen sta forma, com certeza, criar motiv Sala de aula
ndo pode iderada parte do museu, mas pode, ida para
um ambiente de museu. O curriculo é que néo pode se uir todo o
conheciment, lado pela Humanidad

tar

acrificado para 1

E logaritmo como mdguina de calcular pertence a histéria, ¢ um artigo de museu.

E aqui vem um salto importante: podemos definir logaritmo para os nimeros
complexos?
E muito interessante a discussao e a defini¢ao das fungoes complexas, loga-
ritmo e exponencial:
e, log(z);z€ C (800)

mas, passando para as fungoes complexas, ha um salto, dentro do curriculo
universitario de dois anos, pelo menos, de afastamento do ponto em que os
logaritmos aparecem no Céalculo. Entretanto serao as fungdes complexas que vao
mostrar mais claramente porque nao temos logaritmos de niimeros negativos na
defini¢ao do caso real.

Ainda no caso complexo temos que fazer restrigoes ao dominio do logaritmo,
por exemplo nao podemos definir p = log(0) porque também é impossivel obter-
se e = 0. A forma de definir logaritmos para os niimero complexos passa
pela férmula de Euler: e = cos(t) + isin(t). Com algum trabalho tipico da
Geometria Analitica podemos demonstrar que a férmula de Euler se comporta
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como uma exponencial. A sequéncia de equagoes
¢/(a+?) = cos(a + b) +isin(a +b) € SY; (
i) = ¢ila)¢i®) = (cos(a) + isin(a))(cos(b) + isin(b)); (
e/(@+b) = cos(a) cos(b) — cos(a) sin(b) + i (cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a)) (803
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — cos(a) sin(b); (
sin(a + b) = cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a); (
(cos(a) + isin(a)), (cos(b) + isin(b)) € S'; (806
sao verdades simples a partir da férmula de Euler. Como os nimeros complexos
de médulo 1 sdo estdveis frente & multiplicagdao, entao o produto na equagao
(eq. 802) se mantém no circulo unitario S', que assim se verifica ser um
subgrupo multiplicativo do grupo multiplicativo dos complexos diferentes de
zero. Depois, uma ingeniosa construgao geométrica, na verdade da Geometria
Analitica, mostra que o produto corresponde & soma de arcos da equagao (eq.

803). Com isto se prova que a férmula de Euler ¢ uma exponencial verdadeira.
Agora posso terminar a definigdo da exponencial complexa

T = "™ = e (cos(y) + isin(y)); (807)

que representa uma extensao da férmula de Euler®?

definigao da exponencial complexa.
Considerando a férmula polar podemos escrever

ao plano complexo, ¢é a

w = pe’? = e ; Log(w) = log(p) + i0; (808)

w=1-i; Log(w) = 242 _ ;= (809)

w=a € R""; Log(w) = log(a); (810)

Log(wiws) = log([lwywa]) + iArg(wiws) (811)
Log(wiws) = log(||wi]]) + log(|lwz]]) + i (Arg(w:) + Arg(w2))  (812)
Log(wiwz) = Log(w:) + Log(ws) (813)

A equagdo (eq. 808) ¢ uma defini¢io! A soma de arcos que aparece na
equagao (eq. 812), vem do produto de ntimeros complexos usando a forma
polar, em outras palavras, propriedade da exponencial.

Algumas vezes se usa a notacio Log(w) para fazer referéncia a expressao
principal do logaritmo associado & faixa de largura [—, ) da exponencial. Mas
nao hd uma convengao estabelecida neste sentido. A parte imaginaria do loga-
ritmo é chamada de argumento.

Consequéncia da equagao (eq. 807), a func¢do exponencial ¢ periédica na
varidvel y se repetindo em faixas de largura 27 portanto deixando de ser injetiva.
Para que o logaritmo tenha inversa ¢é preciso fazer uma restricao da exponencial
a uma faixa de largura 27. A figura (fig 106), pdgina 273, mostra alguma das
“relagoes geométricas” que podemos obter de forma imediata a partir da (eq.
807):

49 Também é a férma polar dum nimero complexo usualmente escrita como w = e+ =

eTeit — pei
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Ara@ - a

Figura 106: Exponencial e logaritmo no plano complexo

e A imagem duma semireta partindo da origem, pela funcao logaritmo, é
uma reta horizontal no dominio da exp entao para que se tenha uma fungao
exponencial injetiva, que tenha inversa, temos que eliminar do dominio da
funcao logaritmo uma semireta partindo de zero e inclusive o zero. .. desta
forma podemos obter a funcao bijetiva, exp, de uma faixa de largura 27,
sem a fronteira, no plano complexo de onde se retirou uma semireta.

Vocé pode escolher qual semireta retirar, na figura (fig 106) foi retirada
a semireta dos nimeros reais negativos. Na proxima figura eu retirei a
semireta que se opoe ao vetor @ que faz um angulo o com a semireta dos
nimeros reais positivos. Neste caso a exp estard definida na faixa que
corresponden A variacao [alpha — 7, alpha + ).

Os circulos de centro na origem, no dominio do logaritmo, correspondem
aos segmentos de reta verticais de comprimento 27 na faixa-dominio da
exponencial. Por exemplo, a imagem Log(S!) é o segmento de reta que
corta a faixa no argumento zero.

A figura (fig 106), pagina 273, mostra como podemos obter, geometrica-
mente, a imagem duma curva via logartimo, no caso uma translacao de S* por
um vetor de médulo menor que 1.

Dominando a imagem de semiretas partindo da origem e de circulos concéntri-
cos no ponto (0,0), podemos obter a imagem de praticamente qualquer curva
entre o plano complexo-logaritmo (sem uma semireta) e uma faixa-dominio da
exponencial. A liberdade da escolha duma semireta para ser eliminada facilita
este trabalho geométrico sem nenhuma particularizagao do problema: A fungao
Log é definida assim

Log, :C—{0} > Rx [a—ma+m)
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e poderiamos dizer que Log corresponderia a a = 0, aqui nao hd uma notagao
padrao. Este ¢ o caso da figura (fig 107), pagina 274, em que foi eliminada

loa(s* + &)

¥

A =

o AracT)

Figura 107: Imagem de S' + @ pelo Log

a semireta que se opde ao vetor @ usado para obter a translacdo S' 4 @ cuja
imagem aparece num retangulo da faixa-dominio da exponencial.

H4 duas classes de graficos (transformacoes) de S' + @
Clasificagao das transformagoes sob Logartimo

e Se o vetor @ tiver médulo menor do que 1 entdo S + @ estara contida em
um circulo de centro na origem e de raio ||a||+1, tangenciando este circulo
num ponto que se encontra sobre a reta r que passa por @ e também ira
tangenciar o cireulo de centro na origem de raio 1 — ||a/|, também num
ponto sobre a mesma reta r, analise a (fig 107). A particularidade que
caracteriza esta classe é que 0 € U + @, em que U ¢ o disco unitério, tendo
como resultado que Log, (S* + @) é uma curva aberta.

Se o vetor @ tiver médulo maior do que 1 entdo 0 ¢ U +d e os dois circulos
que “limitam” S' + @ definem um retangulo que vai contem a imagem de
Log(S! + @), agora uma curva fechada. Se o circulo de raio menor, como
mostra a figura tiver raio menor do que um, entdo a imagem de Log(S'+a)
ird cortar a imagem de de Log(S') e aqui poderiamos ter duas subclasses
de graficos, quando Log(S!) estiver contida no retingulo que contém a
imagem de Log(S* + @) e o outro caso em que Log(S') esteja & esquerda
deste retangulo.

O ponto alto do raciocinio geométrico, que também envolve os conhecimentos

do Cilculo sobre curvas tangentes e suas imagens por uma transformacao que
preserve angulos, as chamadas transformagoes conformes, estudadas em varidvel
compleza, mostra que Log(S' + @) estd contida no retangulo que é obtido como
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imagem dos dois circlos tangentes, referidos acima, tendo a reta de altura o
como centro de simetria. A imagem estard contida entre as retas de alturas
a—7, o+ nas duas classes descritas acima e em particular nas duas subclasses
do segundo item.

Desenhando uma familia de circulos “entre os circulos de raio menor e
maior”, referidos acima, ¢é possivel obter uma quantidade significativa de pontos
da imagem e assim desenhar esta imagem com precisao melhor do que esta que
aparece nas figuras(fig 106), (fig 107).

Nas figuras (fig 108), pdgina 275, vocé pode ver o grifico da imagem via
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Figura 108: Imagem de S' + @ pelo Log

Log de S! + @ feita com o programa LogImage.cc que pode ser obtido em [6].
Este programa ainda nao estd completo, mas estd perfeitamente operacional,
ele gera o arquivo,

transfere3d
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com comandos para gnuplot que vocé pode editar para atender as suas neces-
sidades e pode voltar a ver o grafico executando num terminal

gnuplot transfere3.

O gréfico de y = f(x) = (b/a)x serve para mostrar a direcio sobre a qual
foi feita a translagio S' + @;@ = (a,b). Na versio produzida pelo programa
aparecem vetores mostrando a orientagao das curvas, eles foram eliminados ao
produzir a imagem nas figuras (fig 108)- (fig ?7?).

Derivada e primitiva

Os ntmeros complexos funcionam algébrica e topolégicamente de forma se-
melhante aos nimeros reais o que nos permite transferir para eles os conceitos
de limite, derivada e integral do Célculo mas surgem alguns fenomenos novos
que de certa forma tém de ser esperados uma vez que C se identifica com R? sob
alguns aspectos, quer dizer, que C é um espaco vetorial complexo de dimensao
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1 e um espaco vetorial real de dimensao 2.
Confira o exemplo seguinte e as “coincidéncias” que ele apresenta

f(2) = 2% f(2) = 25 (
2= +iy; f(z) = 2® — y* + 2zyi; (815
[(2) = fla+iy) = ulz,y) +iv(z,y) = 2* — y* + 2uyi; (

(2 2y _ [ us ouy ) _ Up Uy \ _ [ Uy —Us
J(f)7<2y 2z)7<v1 vy)7<—uy uy )\ e vy(17

Como compatibilizar todas as expressoes (eq. 814)-(eq. 817)7
A resposta vem da teoria das fungoes analiticas que identificou a J(f) com
um tnico nimero complexo a partir das equagoes seguintes:

(Vs = /() da + idy) = J(f)( ) (815)

, _ Up Uy Updx + uydy
f(z)dz = ( —Uy Uy > ( ) < —Uydz + uydy
f(2)dz = updr + uydy + i (—uyde + ugdy) = (ug — iuy)(de + idy) (820

(819)
(820)
Fl(2)dz = ( o _UZ ) ( pd ) (821)
(822)
(823)

f(2)dz = (vyda — vudy) + i (veda + vydy) 822
f(2)dz = (vy + ive)(da + idy) 823

Na equagao (eq. 819) identifiquei a J(f) usando apenas as derivadas de u
e depois usando apenas as derivadas de v usando a primeira matriz.

Usei esta identificagdo para reescrever a diferencial nas equagoes (eq. 818)-
(eq. 823). Os dois nlimeros u, —iu, ou vy, +1iv,, qualquer um deles, serve para
identificar a jacobiana J(f) usando as identidades

Uy = Vy; Uy = —Va; (824)

chamadas equagoes de Cauchy-Riemann que valem para qualquer fungao com-
plexa que seja diferenciavel quando fizermos a identifica¢ao da fungao complexa
com uma fungao de R? em R? usando as fungdes coordenadas u, v, portanto as
sequeéncias de equagoes acima nao foi nenhuma coincidéncia.

A conclusao é que a diferencial das fungoes complexas que forem diferencidveis,

e isto quer dizer, “satisfacam as equacgoes de Cauchy-Riemann”, se expressam
da mesma forma como a diferencial no Calculo a uma variavel como o produto
de niimeros, a derivada univariada é um nimero. A derivada complera é um
nimero complexo e uma func¢ao complexa é derivdvel se sua derivada for um
nimero complexo, o que é equivalente a dizer-se que a jacobiana da correspon-
dente fungdo de R? em R? satisfaz as equacdes de Cauchy-Riemann.

A funcio f(z) = e* = e = e"(cos(y) + isin(y)) em que u(z,y) =
e” cos(y); v(z,y) = e” sin(y) satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann e f’(z) =
e* a verificagdo é um bom exercicio.
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Da mesma forma Log(z) = log|z|| + iArg(z) = u(z,y) + iv(z,y) tabmém
satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em que Arg(z) = atan(y/x); z = x+iy;
se x # 0 em cujo caso Arg(z) = sign(y)3, a verificagdo é um bom exercicio.

A derivada de Log(z) é, como se deveria esperar, i, verifique as equagoes de
Cauchy-Riemann.

O efeito do zero

Nas figuras (fig 108)- (fig 109). vocé pode ver a evidéncia da classifica¢ao feita
acima das transformagoes sob logaritmo complexo. Se o zero for ponto interior
de uma curva fechada, a transformada desta curva, pelo logartimo complexo sera
uma curva aberta, confira (fig 107) tangenciando a segmento de reta-imagem
do circulo interior & curva nos seus pontos extremos. O padrao assim obtido
repetir-se-4 por diversas faixas paralelas se a curva der vérias voltas em torno
do zero. E isto que estabelece o nimero de voltas chamado de “indice de um
ponto curva relativamente a uma curva’, Ind,(a). Também tem o que ver com

“multiplicidade de uma raiz em uma equagao”, ou de um polo.

E facil provar isto intepretando geometricamente a integral

.
f%:/m:m (825)
FA

em vez de calcular a integral vou interpreta-la geometricamente e assim nova-
mente obter o resultado da conta acima. Pelo teorema fundamental do Célculo,
o valor da integral é a diferenca de uma primitiva calculada nos extremos do
intervalo de integracao:

f' % = Log(z1) — Log(zo) = 2mi (826)

porque Log transforma S' em uma curva aberta cujos extremos tangenciam a
imagem de S' que é um segmento de reta perpendicular ao eixo OX limitado
pela faixa-imagem do Log que tem largura 27. Este ¢ o significado da integral
na equagao (eq. 825).

Este resultado nio é particular da curva S!, vale para qualquer curva que
lhe seja homotdpica a um ponto, quer dizer, uma curva em que S' possa ser
continuamente transformada com um mesmo ponto interior, no caso o zero.

A homotopia é uma relagao de equivaléncia entre objetos, neste caso estou
usando a homotopia entre curvas. Este conceito é usado no teorema de Green
para definir integrais independentes do caminho.

- matriz ¢ uma tabela retangular de nimeros, reais ou complexos, que generaliza
as enuplas de nimeros porque com a adi¢ao satisfazem a estrutura de grupo
comutativo. Elas foram introduzidas por Cayley para representar de forma
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sintética um sistema de equagoes:
(827)

ary +brs =p
cry +drs =gq

(Fa)(m)=(7) -

mas um século depois da inven¢ao de Cayley as matrizes adquiriram indepéncia
se tornando membros duma rica estrutura algébrica, a dlgebra das matrizes.

O sistema de equagdes na equacao (eq. 827) equivale ao produto das matrizes
na equacgao (eq. 828) que foi a invengao de Cayley, transformando um sistema
de equagdo numa tunica equagao algébrica. Para isto ele teve que inventar um
produto de matrizes fazendo as linhas atuarem sobre as colunas combinando
os seus elementos exatamente como o produto escalar de vetores, neste caso
vetores-linha multiplicados por vetores-coluna.

Observe que a equagao (eq. 828) ainda pode ser sintetizada um pouco mais
se atribuirmos variaveis aos seus elementos:

a=(r )= ()= ()=(0) ow

Az =bz = A 'b; (830)

se A, na (eq. 830) puder ser invertida, porque nem sempre uma matriz tem
inverso. Nao se caminha por esta trilha, entretanto, para resolver sistemas de
equagoes porque o calculo da inversa duma matriz é muito custoso e outros
métodos sao mais efetivos. Um dos mais comuns se chama escalonamento de
matrizes que equivale a substituigao de cada varidvel numa equagao na equagao
seguinte com o objetivo de reduzir o numero de varidveis até obter a equagao
mais simples. Confira este método e o algoritmo associado a ele.

Com frequéncia usamos programas de Algebra Linear computacional, como
octave ou scilab que sao dois programaas distribuidos com licencas igual ou
semelhante & GPL, confira [15].

Eis um exemplo que pode ser rodado com scilab para resolver a equagao
matricial Az = b;

Exemplo 6 (sistema de equagdes) Equagdo matricial

a=3; b=2; c=-1;d=0;

A = [a,bsc,d];
b = [3;2]
x = linsolve(A,-b);

porque a fungao linsolve() do scilab foi projetada para resolver o sistema
no formato Az —b = 0. Se vocé copiar este exemplo num terminal do scilab
o resultado vird com a notagao

ans = [13;-2]
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em que ans € uma varidvel muito usada pelos sistemas de Algebra Linear para
guardar a resposta portanto, executando agora

Axans = b = [3;2];

Observe a sintaxe para definir uma matriz no scilab que é a mesma usada
no octave®. Rode o exemplo num terminal do scilab para entender como
funciona.

A equagao matricial funciona, algébricamente, como uma equagao numérica,
se soubermos, e pudermos, calcular a inversa da matriz A, mas na pratica o que
se faz 6 obter a solugdo mecanicamente com um pacotes Algebra Linear como
scilab ou octave.

As matrizes se classificam pelo niimero de linhas ou colunas. Na préxima
equagao voce pode ver trés matrizes, A ¢ uma matriz 2 X 3, B é uma matriz
3x2eC éoproduto AB, de A por B, é uma matriz 2 x 2

-1

1
Aa=( 00 Yypo [ 1 1 o= 2 2)-aB (s31)
0 -1 1 ol 1o

Mas nao é possivel multiplicar BA uma vez que a regra de multiplicagao
exige que se faca o produto escalar da linha de ordem j da primeira matriz com
a coluna de ordem k da segunda matriz, para obter o elemento de ordem j, k da
matriz-produto.

Entao é possivel multiplicar uma matriz n X p por uma matriz p x m resul-
tando numa matriz n X m como se ve na equacao (831).

Um tipo de matrizes em que o nimero de linhas e colunas ¢ igual, é chamada
de matriz quadrada, ¢ o caso da matriz 2 x 2 que aparece na equacao (831).

No conjunto, das matrizes quadradas de ordem n, quer dizer, matrizes n x n,
tanto estd definida a adi¢do como a multiplicagio. F comum denominarmos este
conjunto com o simbolo M, entao (M,,, +,-) satifaz a estrutura de anel niao
comutativo por que em geral AB # BA, por exemplo

A:(’Ol i);B:(} (1)) (832)
AB:(? 1);&(:} ;):BA; (833)

As matrizes quadradas sao um exemplo de uma estrutura algébrica seme-
lhante a dos inteiros com adi¢ao e multiplicagao mas a multiplicacdo nao ¢é
comutativa e onde nao hd uma divisao definida. No anel das matrizes M,, ha
divisores de zero, elementos que sao diferentes de zero mas que o produto é nulo:

(o0)(o1)=(50) 530

50H4 pequenas diferencas de sintaxe entre scilab e octave.
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Este “fenémeno” também acontece no conjuntos dos restos na divisao por
n se n nao for um ndmero primo, onde se tém também a estrutura de anel,
comutativo, mas com divisores de zero, sao os chamados nimeros congruentes
médulo n.

As matrizes sao estudadas extensivamente numa disciplina chamada dlgebra
linear onde se pode mostrar que uma matriz n X p representa uma fungao definida
no espaco vetorial K?, K podendo ser R, C.

1. Os vetores do espaco K? podem ser entendidos como matrizes p x 1. Al-
gumas vezes tais vetores sao chamados de vetor linha ou vetor coluna
dependendo da forma como seus elementos estiverem dispostos. Isto nao
é apenas uma questao de gosto, depende da necessidade de fazer o produto
de matrizes a direita ou a esquerda.

2. estes vetores-coluna, p x 1, podem ser multiplicados & esquerda por ma-
trizes n x p resultando em matrizes n x 1 que sao os elementos de K™

3. desta forma uma matriz A;n x p pode ser identificada como uma funcao
A:KP — K"

A dlgebra linear ¢ a disciplina que estuda as propriedades destas matrizes e a
solucao das equagoes algébricas que podem ser estabelecidas com elas que sao
chamadas de sistemas de equagoes lineares, ou simplesmente equacgées lineares.

Se uma matriz for quadrada de ordem n ela tem um determinante que é um
numero calculado com combinagoes multiplicativas dos elementos da matriz. Se
det (A) # 0 entdo A tem uma matriz inversa B, isto é, AB = BA = I é a matriz
identidade de ordem n.

O conjunto das matrizes de ordem n cujo determinante seja diferente de
zero ¢ um grupo multiplicativo ndo comutativo. Dentre tais grupos tem um
importante grupo das matrizes unitarias, aquelas cuja determinante é 1.

A inversa da matriz A, se existir, ¢ dada pela férmula

Al = dclAco(A)‘

det A = determinante de A;

co(A) = matriz dos cofatores de A;

)
)
)
B! = matriz transposta de B; )

em que vemos as operagoes co(A) é a matriz dos cofatores e a “poténcia” ¢
representa a transposta da matriz.

A transposta de uma matriz real A* = (a;;)" = (aj;)

Os determinantes encontram uma explicagao tedrica relativamente simples
na disciplina algebra multilinear. A defini¢do do determinantes diretamente
para uma matriz ¢ relativamente complicada e obscura se dividindo em regras
artificiais relativas as ordens. As mais conhecidas e simples sendo para as ma-
trizes de ordem 2,3,4. O célculo do determinante de uma matriz de ordem 3
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pode nos dar uma visao da teoria das “funcoes multilineares”

app a2 ais
A= an ax a3 |; (839)
azp a2  as3
aip Q12 Qi3 @11 ai2
det(A) =| as1 az ass ax axn |= (840)
as1 a2 a3z Azl 4z

11022033 + 12023031 + 413021032 (841)
—(as1a2a13 + az2a23a11 + aszaziaiz) = (842)
ar + ag123) + apsz) — (a@as) +ags) +anz) (843)

Na equagao (840) apliquei a regra de Sarrus que consiste na duplicaciao das
duas primeira colunas e nas equagoes (841) e (842) continuei com a regra
de Sarrus multiplicando os elementos das diagonais com sinal negativo para as
diagonais crescentes.

Agora observe que os indices destas matrizes sdo formados de pares (ij)
tirados do conjunto {1,2,3} e podem assim ser identificados como fungdes deste
conjunto nele mesmo, as permutagoes deste conjunto que sao em numero de 6
que ¢é a quantidade termos que temos na “soma”. Vamos ver agora a razao pela
qual alguns trazem o sinal negativo. Isto se apresenta na tltima equacao (842)
quando alterei a notagao para representar as permutagoes de {1,2,3}

1,(123),(132),(12),(13), (23) (844)
a; = ajjasnazs; todos elementos fixo, identidade (845)
Q(123) = 120230315 (846)
G(132) = (13032021; (847)
a(13) = (13031022; (848)
Q(23) = (23032011; (849)
G(12) = (12021033; (850)
ou a notacao alternativa,
A15(1)A20(2)@30(3) 3
Quer dizer que podemos expressar a soma na equagao (847) como
det(A) = Z sinal(0)a15(1)024(2)A30(3) (851)

cesim(3)

ou seja, consideramos todas as possiveis permutagoes dos indices da matriz para
representar os produtos dos seus elementos e somamos estes produtos atribuindo
a cada parcela o sinal da permutagao o que a gerou.

No caso de um determinante de uma matriz n x n teremos

det(A) = Z sinal(o) H @io (i) (852)

n

oesim(n) i=1
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Mas esta férmula é raramente usada quando n for grande, observe que n = 4
é pequeno e card(sim(4)) = 4! = 24. Em geral se opta por triangularizar as
matrizes transformando o determinante no simples produto dos elementos da
diagonal, é o método usado pelos programas de algebra linear computacional,
octave ou scilab ou em cdlculo numérico

A pergunta agora é, qual é o sinal de uma permutacao. Quando construimos
permutagoes o fazemos em cima de conjuntos com n elementos, conjuntos finitos
e sempre entdao podemos dizer que se trata do conjunto

1,23, ,n}

que é um conjunto ordenado. Entao contamos o ntmero de transposi¢oes que
uma permutacao produz, por exemplo, considerando

{1,2,3,---,9}
e o produto de ciclos, confira permutacao

(1357)(246)(89) =— 1 = (—1)12;12 = 0((1357)(246)(89)) (853)

(13)(35)(57)(24)(46)(89) (854)
13
35 .
5007 (855)
71
24
46 (856)
62
89
{ 9158 (857)
tem 6 transposigoes. Olhando o caso do determinante de ordem 3, temos
(123) = (13)(12) = (1) = 1; (858)
(132) = (12)(13) = (-1)? = 1; (859)
I+~ (=1)° =1 tem zero transposicoes; (860)
(12) > —1;
(13) — —1; (861)
(23) — —1;

- média Este ¢ um conceito que tem interpretagoes diferentes, a forma mais
comum sendo a média aritmética simples cuja defini¢ao ¢é, “dados dois niimeros
a,b, a média deles é “T*b”, Com frequéncia lidamos com a média artimética
ponderada e neste caso associamos um peso a cada um dos nimeros e a férmula
passa a ser

_ Aa+Bb

]chA.B(ll,b) = m

(862)
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e a média aritmética simples é um caso particular desta quando os pesos forem
iguais:
Pa+Pb a+b
P+P 2
A média aritmética estd associada a interpolagao linear, quer dizer, se con-
siderarmos dois pontos no espago, como mostra a figura (110), pdgina 284, dois

(863)

Qualquer ponto sobre este segmento de retg
média entre A e B, inclusive os extremos.

Figura 110: Segmento de reta e média

pontos A, B determinando um segmento de reta, qualquer ponto sobre este seg-
mento de reta ¢ uma média entre A e B, inclusive os dois extremos, obviamente,
neste caso estamos pensando em média aritmética ponderada.

A média também estd relacionada com o conceito de convexidade, e fica mais
interessante analisar a convexidade no espaco de dimensao maior ou igual a dois,
embora um segmento de reta, ou um intervalo de niimeros reais ja sejam exem-
plos de conjuntos convexos. A figura (111), pdgina 285, mostra um conjunto
que nao é convexo e seu fecho convexo. O conjunto {2 nao é convexo, mas se
acrescentarmos a parte limitada pelo segmento de reta, se obtem um conjunto
convexo. O conceito de baricentro, ou centro de massa, ¢ a forma que toma a
média aritmética ponderada quando se pensa em figuras geométricas. Aqui é
preciso pensar na integral para fazer o célculo. A integral é uma forma de gene-
ralizar o conceito de medidas, comprimento, drea, volume, hipervolume. .. mas a
férmula para calcular o baricentro é apenas uma generalizagao da férmula apre-
sentada mais acima para calcular a média aritmética ponderada: Célculamos
uma integral da figura parametrizada sobre um dominio onde ela esteja defi-
nida e depois dividimos pela integral do dominio: o resultado é a média, apenas
agora ¢é habitual se referir a este média como média integral. ~ Se a fungao que
parametrizar o conjunto €2 tiver varia¢oes ao longo do dominio, isto pode ser in-
terpretado, ou pode interpretar, alteragoes da massa de  ao longo do dominio.
Usamos isto quando o objeto geométrico é feito de material nao uniforme. Vocé
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o centro de massa, P, se encontra fora de

Um conjunto que nao é convexo e seu fecho convexo

Figura 111: Conjunto convexo e média

pode ver um exemplo do baricentro de um objeto que seja feito de material nao
uniforme quando o “centro de massa” se encontra fora de €2, porém dentro do
seu fecho convezo, na figura (111). O ponto P que é o centro de massa de €2, se
encontra fora de €2, ou ainda, a média aritmética ponderada dos pontos de € é
P e dizemos média integral,

P= mZ/F(xﬁy)dmdy (864)

em que F é a fun¢ao que parametriza €2 sobre o dominio D
Aqui podemos tomar o caminho inverso da generaliza¢io para lembrar o
valor médio integral do Célculo univariado:

b
1
—a /f(z)dx (865)
a

e a comparagdo entre as férmulas que aparecem nas equagoes (865) e (864) é
instrutiva porque elas representam exatamente a mesma coisa apenas em di-
mensoes diferentes, uma férmula mais dificil que pode ser colocada também
neste contexto mostrando que ela nao precisa ser tao amedrontadora, a integral
de Riemann-Stieltjes que precedeu a integral de Lebesgue

b
/ f(@)g (z)da (866)

em que a funcdo ¢’(z) representa a forma como a massa se distribui ao longo
do intervalo [a, b] o que substitui a divisao por m([a,b]) = b — a. Um exemplo
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simples deste caso é quando ¢'(x) representa uma distribui¢ao de probabilidade,
as probabilidades servem para calcular médias integrais e representam a forma
como a “massa” do fendmeno considerado se distribui ao longo do espaco, em
qualquer dimensao.

Na integral de Lebesgue ¢'(z)dx = du(x) ¢ uma médida que niao precisa ser
exatamente a derivada de uma fungao ou que a derivada seja uma fungao. . .

As médias nos acompanham até nos momentos mais intimos de nossa vida,
uma caixa d’dgua representa uwma média uma vez que ao longo do tempo ela
garante que o abastecimento médio d’dgua de uma residéncia se mantenha cons-
tante. Ou uma fila dnica num local de atendimento ao publico também repre-
senta uma média tornando equitativo o atendimento para todas as pessoas que
se encontram a espera.

- medida é uma generalizagao do conceito de drea. Area é um tipo de medida.
Ha vérias formas de fazer esta generalizagao, uma delas, que se deve ao ma-
temadtico Francés Lebesgue, consiste em identificar uma familia de subconjuntos
de um determinado conjunto para construir com eles uma o-dlgebra de conjun-
tos e sobre esta o-dlgebra se pode definir uma funcdo p que tem as mesmas
propriedades da drea. Esta fungao se chama “medida” e os subconjuntos que
formam a o-dlgebra sao os conjuntos mesurdveis. Desta forma se pode definir
fungoes integréaveis relativamente a esta o-dlgebra, ditas “integraveis no sentido
de Lebesgue” em oposicao a forma habitual do Célculo de definir a integral que
é dita “integracao no sentido de Riemann”.

- medida de Dirac é uma medida que foi definida por P. Dirac em suas pes-
quisas em Fisica Quantica para isolar uma péarticula, entao ela é uma medida
concentrada em um tnico ponto do espago e pode ser definida pelo sistema de
equagoes

5.(S)=1 « acs; (867)
0,(5)=0 < a¢s; (868)

ou seja, a medida do conjunto S seréd 1 se a € S. Ou em termos de probabilidade,
“a probabilidade de S serd 1 se a € S que como seria do interesse de Dirac, no
caso de particulas, em que, nesta linguagem a seria uma particula e S uma
regiiio do espago em que esta particula poderia estar presente. i muito comum
se fazer referéncia a medida de Dirac como “func¢ao de Dirac” pois ela teria sido
definida, inicialmente, como uma fung¢do de probabilidade nula no espaco inteiro
exceto num ponto a em que assumiria o valor co e cuja integral seria 1.

Uma fungao com estas propriedades nao pode existir e foi preciso algum
tempo para que os matemadticos, em particular Laurent Schwartz e Sebastiao
Silva, conseguissem generalizar o Cédlculo Diferencial e Integral a um novo tipo
de objetos, chamados funcoes generalizadas ou distribui¢oes em que a medida
de Dirac é um exemplo de distribui¢ao ou funcao generalizada.

Na generalizagao do Célculo Diferencial e Integral as distribuigoes, se am-
pliou o conceito de derivada, derivada no sentido das distribui¢oes. Se uma
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funcao for classicamente diferenciavel, os dois conceitos coincidem, mas agora
é possivel derivar fungoes mesmo nao continuas. Por exemplo a funcao carac-
teristica de um intervalo

X[a,bl} (869)

pode ser vista como uma alteracao da fungao constantemente nula em lhe te-
nham sido incluidos dois pontos de salto, a,b. Em {a} um salto de amplitude
1, e em {b} um salto de amplitude -1. Se calcularmos a derivada no sentido das
distribuigoes de x4 0 resultado serd

0+ 64 — 0 (870)

em que aparece uma combinagao linear de translacoes da medida de Dirac tendo
por coeficientes as amplitudes dos saltos.

A medida de Dirac é frequente-
mente referida como um pulso de ener- = P—
gia 1 porque ela pode ser aproximada s ok
por fungoes diferencidveis, com suporte e
de pequena medida em volta de um
ponto e com integral 1.

E interessante que podemos obter ot
aproximagoes computacionais mostrando
que este conceito generalizado nao se
encontra distanciado da realidade como
pode parecer. Para conseguir esta visao ~ *
computacional, figura (112), péagina al
287, siga 0s seguintes passos:

Apro. medida doDiac na dervada e 0500000500000 =30

B

, , , Figura 112: Medida de Dirac na
(fxg) =fxg =[*g (871) derivada de fungdo descontinua

fxdo=f (872)
(fxd0) = (873)

1. A equagao (871) mostra que a derivada de um produto de convolugoes se
distribui a direita ou a esquerda para qualquer dos fatores;

2. A equacdo (872) lembra que a medida de Dirac é a unidade na multi-
plicagao por convolugao;

3. Na equagao (873) temos uma chave para obter uma aproximacio das
derivadas, substituindo a medida de Dirac por um ntucleo, ou um sinal
diferenciavel com suporte de pequena medida em wvolta de zero, procure
requlariza¢ao por convolugao, sobre isto. Se substituirmos:

(F#d0) =f

(Fxm) =fxn'=fxn=f
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e o resultado ¢ o que vocé pode ver na figura (112), pdgina 287. Se
nesta figura vocé apagar a fungao caracteristica, vera dois pulsos, um com
energia positiva 1 e outro com energia negativa -1 que sao aproximagoes
da medida de Dirac exatamente no sentido que Paul Dirac imaginava.

- métrica ¢ a generalizagao do conceito de distancia. Dado um conjunto M e
uma fungao positiva

d:M x M—R; (874)
d(z,y) = d(y, x); simetria (875)
d(z,z) = 0; d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y); desigualdade trianf3i6y

(877)

dizemos que (M, d) é um espago métrico .
Um exemplo trivial é a médida 0 definida pela “pela delta de Dirac”

rz=y 0
z#y 1

Este medida é comumente usada em conjuntos onde nao se encontrem definidas
operagoes algébricas e o espago métrico resultante é chamado de espago métrico
discreto

d(z,y) =04y = { (878)

Outro exemplo é a medida usual da Geometria Analitica, também chamada
mdida euclidiana

z,y € R%d(z,y) = /(w1 — )% + (32 — y2)2 + (23 — y3)2 (879)

- minimos, quadrados, um método de andlise numérica para encontrar a me-
lhor curva que pode modelar uma massa de dados coletada.

Possivelmente o método surgiu na astronomia na tentativa de estabelecer as
rotas dos astros a partir de dados coletados por observagoes astronéomicas. Um
caso célebre é o de Kepler que sucedeu a Tycho Brahe, na dire¢ao do observatério
perto de Praga. Enquanto que Tycho Brahe mediu cuidadosamente as érbitas
de planetas, foi finalmente Kepler que demonstrou que estas elipses.

H4 basicamente dois métodos dos quadrados minimos, o chamado linear, em
que se procura uma reta, uma funcao linear afim, do primeiro grau, que melhor
aproxime uma massa de dados, e 0 nao linear, em que se procura uma expressao
polinomial de grau maior do que 1. Estes dois métodos sao semelhantes, mas o
caso linear sendo um pouco mais elementar, é mais comumente usado, sobretudo
quando a massa de dados sugere que haja uma solugao “linear”.

Outras denominagoes deste método aparecem como busca da melhor curva,
em ingleés, fitting curves.

- minimos, quadrados, o caso “linear”. E também chamado de quadrados
minimos comum.
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O algoritmo se baseia na existéncia duma pesquisa em que os dados se encon-
tram coletados numa tabela que vou aqui descrever como L = (&, Yk)ke{1,...n}
e se deseja descobrir um fungao do primeiro grau, P(z) = az + b, tal que

y = P(z) = ax + b; (880)

@ = (T, Yk ke (1,....n); @ € R* (881)

Flid,a,b) = kZi:l(P(zk.) — )% VF@ab) = é(P(zk.) )% (882)
F(d,a,b) = kZ:(azk +b—yk)? =nb? + kz:(azk —yk)? + 2b(azy, — yk)(883)

em que VF mede a dispersio padrio do levantamento relativamente ao modelo
p.

Se os pontos do levantamento satisfizerem a equacao duma reta, entao
yr = oz + B

e o valor minimo de F serd alcancado quando o = a; 3 = b, mas esta situagao
ideal nao deve ser esperada e o que se procura ¢ uma reta que melhor represente
o levantamento de dados no sentido de que a dispersao padrdo seja minima.
Dispersao padrao é o nome dado em Probababilidade e Estatistica & norma
euclidiana, ||[|2, que aparece na equagao (eq. 882).

A equacao (eq. 883) define um operador em que a varidvel, ou elemento do
espago onde o operador estd definido, é o polinomio P representando pelos seus
coeficientes a, b e o objetivo é encontrar um valor minimo para este operador no
espago de todos os polinomios do primeiro grau P, é aqui que entra o ponto de
vista do Cilculo Variacional sob cuja dtica estou resolvendo este problema.

De imediato vou aplicar as condigbes para obter o minimo da funcao F'
de duas vérias varidveis a,b, definida na equagao (eq. 882), ou (eq. 883) , o
gradiente deve ser zero relativamente as varidveis a, b

‘?)—5 = 2k21 (z(azk — yk) + bxy) = 2k§1 xp (axp —yr +0) =0;  (884)

9 = onb+2 El(amk — k) = 0; (885)

0
nb? + > (amk — yi)? + 2b(azr — yr);
k=1
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k=1
&*F S
G =22 73 (887)
k=1
2°F S
e = 2];1 Tk; (888)
i n
% =2nb+2 Y (axr — yr); (889)
k=1
&F -
Sadb = ngl g (890)
9E —op; (891)

e o determinante do Hessiano deve ser positivo onde o gradiente for zero, carac-
terizando que se tenha uma forma quadratica positiva definida:

gr or P’FO*F _ 9°F 9°F
H=det| 2 (&iq = BaZ b2 ~ Dbda 9adb’ (892)
9a0b b
2 n n n
H:4n2x%7(22mk) =4 (nY 2i— S a7 23 > wpa; |(893)
k=1 = k=1 k=1 E=1j=1
noon n n
H=4|(n=-2)Y ai+ Y a7 -2 > mj |: (894)
k=1 k=1 k=1j=1
n n 2
H=4 (n72)2mz+( wk) > 0; (895)
k=1 k=1
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Se houver solucao em a, b ela serd o minimo requerido, entao retornando as
equacoes do gradiente igualado a zero tenho

n
%—i:?nbmg(azr%):o = b:7%}§l(uxk7yk); (896)

b= —aT+7; (897)

% = 2;_:1 (zg(azy — yi) + bag) = 2;:1 xy (axy —yr +0) =0;  (898)

3 ap (axy —yr+b)=a Y 2 — Z Treyk + b Z Tk (899)
k=1 k=1 k=1 k=1
n
allzll~ < @y > +b 3w = 0; (900)
=1
p— Szy>—a a.-Hz; (901)
3wk
=
ssazodal® _ oz 4y, (902)
3
=
n n
<y >—al|z|?=—aT Y v +7 Y w15 (903)
k=1 k=1
<oy>-7 3
a=—""— (904)
ez 3 o
k=1
P(z) =az +b; (905)

e na equagao (eq. 905) vocé tem a expressao do polindémio do primeiro grau
melhor se insere nos dados do levantamenteo L.

Aqui estd um programa escrito em calc para obter a fungao linear que pelo
método dos minimos quadrados melhor se insere num levantamento de dados.
Em seguida coloco instrugoes de como fazer uso do programa.

mat y[1 = {4, 1.5, 6, 8, 10, 7, 14.5, 15, 18, 20}
mat x[] = {-3, -1, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}
n = size(x);

define escalar(x,y) {

local n = size(x), k = 0, soma = 0;

while(k < n) {

soma = soma + x[k]*y[k];

k++;
}

return(soma) ;

}

define norma(x) {

local n = size(x), k = 0, soma = 0;
while(k < n) {

soma = soma + x[k]*x[k];
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kt++;
}
return(sqrt(soma)) ;
}
define media(x) {
local n = size(x), k = 0, soma = 0;
while(k < n) {
soma = soma + x[k];
k++;
¥
return(soma/n) ;
}
define Soma(x) {
local n = size(x), k = 0, soma = 0;
while(k < n) {
soma = soma + x[k];

k++;
}
return(soma) ;
}
a = (escalar(x,y) - media(y)*Soma(x) )/(power(norma(x),2) - media(x)*Soma(x));
b = (escalar(x,y) - a*power(norma(x),2))/(Soma(x));

define EscreveTransfere() {
local transfere = fopen("transfere", "w");
fprintf (transfere, "P(x) = %2.3f*x + %2.3f \n", re(a),re(b));

fprintf (transfere, "plot \"MinimosQuadradosLinear.data\" with points,\

P(x), 0 \n");
fprintf (transfere, "pause -2 \"aperte enter para terminar\" \n");
fclose(transfere);

}

define ChamaGnuplot() {
system("gnuplot transfere")

}

define Main() {
EscreveTransfere();
system("joe transfere");
ChamaGnuplot () ;

}

Main();

Este programa precisa que no arquivo “MinimosQuadradosLinear.data” este-
jam os dados do levantamento no formato que gnuplot possa entender, como
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os dados distribuidos em duas colunas representando em cada linha, respecti-
vamente, a abcissa e a ordenada dum ponto do plano conforme se pode ver na
figura (fig 113), pagina 293,

20

“dados:
“MinimosQuadradostinear data:;
S

as - -

10 | ! ! 4

cas

Figura 113: tabela de dados do levantamento

Abra um terminal do calc e nele digite:

read "MinimosQuadradosLinear.calc"
main();

tendo o cuidado de colocar no arquivo MinimosQuadradosLinear.data os valo-
res que aparecem na matriz de pontos (z,y) no formato para que gnuplot possa
entender, confira a figura (fig 113), pagina 293. Vocé ird ver a reta que melhor
se enquadra nestes dados assim como sua equagao estard guardada no arquivo
transfere que sera criado pelo programa.

Vocé pode ver na figura (fig 114), pagina 294, o grafico que correspondem
aos dados tabulados anteriormente.

- minimos quadrados, caso polinomial é um método para encontrar uma
curva que melhor modele uma massa de dados. Confira também o caso linear.

Esta ¢ uma das formas do problema de regularizac¢ao e também chamado
de regularizagao por quadrados minimos. A ideia é a de encontrar uma curva
polinomial que se encontre centralizada relativamente a uma massa de dados
relativamente a norma do £2([a,b]) em que [a,b] é o intervalo da reta dentro
dos qual foi feito um experimento. Vou desenvolver uma linguagem apropriada
para construir o algoritmo.

Feita uma pesquisa sao obtidos dados coletados numa tabela que vou aqui
descrever como L = (k, Yk )ke(1,....n} € s¢ deseja descobrir um fungao polinomial
y = P(z) que melhor descreva estes dados, ou cujo grafico melhor aproxime os
resultados representados pelo levantamento L. Pensando na massa de dados
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20

“MinimosQuadradostinear ahtar
Py
3

Figura 114: melhor reta para uma massa de dados

como uma “mancha” no plano (ou no espago), como a que se pode obter fo-
tografando uma cultura de bacterias, se deseja uma curva que possa melhor
representar o centro desta mancha, ou também a fronteira da mesma que foi
objetivo de Kepler ao tentar interpretar os dados coletados por Tycho Brahe
concluindo que a rota dos planetas era eliptica, uma curva do segundo grau.

O conjunto destes pontos, interligados por segmentos de reta, define uma
func¢ao poligonal y = f(z);yx = f(zk) que vou usar para desenvolver o algo-
ritmo.

fola,b] — Riap =y, = f(n); (906)
(ks Yk )keqn,..ny C [a,b];a = 2150 = xp; (907)
y = P(z); um polinémio de grau m < n; (908)

P minimiza | J1f( P(z)]?dz = ||f — P||2 (909)

Embora se pense num polinémio de grau menor ou igual a n, na verdade
se tem por objetivo encontrar um polinéomio de grau minimo, dois ou trés, que
melhor se adapte aos dados L, porque um polinémio de grau n na verdade seria
o polinémio de Lagrange que é o melhor polinémio que interpola estes dados,
entretanto quanto maior for n mais acentuado sera o erro nas extremidades do
intervalo, o fenomeno de Runge, o que torna o polinomio de Lagrange menos
interessante. Além do mais, polindmios de grau alto oferecem erros computacio-
nais maiores. Uma das solugoes para o problema de minimizagao por quadrados
é um segmento de reta, confira o caso linear. Entao uma das varidveis deste
problema é m e sendo m < n existem muitos polinémios passando entre os
pontos de L e o objetivo é obter também m minimo que resolva o problema das
equagoes (eq. 906)-(eq. 909).
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O Na figura (fig 115), pagina 295, vocé pode ver uma simulagao do que

Regularizaséo por quadrados minimos

Figura 115: melhor curva adaptada

poderia ser um caso real e que vocé pode usar como apoio geométrico para
ajudd-la a compreender o método.

Vou comegar por definir um operador definido na classe de todos os po-
lindmios de grau menor ou igual m < n com auxilio da equagao (eq. 909). Desta
forma vou transformar o problema numa questao de Calculo Multivariado e usar
as ferramentas do Célculo para encontrar uma solugao para o problema.

Para considerar este um problema definido no R™ deixe-me introduzir a
notagao

i =(x1,...,2,) €ERY (910)
P(z) = i apaz®;m < n; (911)
k=0
[0 = P = $ 1f00) - PloPanc=To@; 012
- (913)

em que no segundo membro da equagao (eq. 911) a leitora deve reconhecer uma
funcao de n variaveis, definida com a soma de Riemann associada a particao
do intervalo [a,b] representada pela sele¢ao de pontos da pesquisa L, e que
também depende do polinémio P que se procura oferecendo o valor minimo
para a expressao a direita na equagao (eq. 911). O objetivo é encontrar um
polinémio que minimize este problema. Se houver algum minimo ele corresponde
aos zeros do gradiente da fungio no segundo membro da equacio (eq. 911).
Mas para calcular as derivadas parciais de Tp eu preciso acrescentar mais
hip6teses ao problema: f tem que ser diferencidvel. Assim vou substituir a
fungdo f na equagio (eq. 906) por uma fungio qualquer satisfazendo a equagiao
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(eq. 906) junto com ser diferencidvel, posso agora calcular as derivadas parciais
de Tp relativamente a cada uma das varidveis xy:

(914)

- modelo modelo é uma palavra técnica que representa um método que do-
minamos, que sabemos implementar computacionalmente, por exemplo, e que
deverd representar a realidade.

Ha diversos tipos de modelos, para citar alguns, modelos polindmiais, com
frequéncia representados pelos splines. Modelos aletérios, em que se usam ex-
pressoes obtidas usando varidveis aleatdrias em lugar de coeficientes constantes.

Um exemplo simples de modelo (polinomial) sao os polinémios de Taylor.
em que uma certa funcao f da qual se conhecem poucos dados, ¢ modelada por
um polinémio.

- morfismo ®' As categorias sio compostas de objetos e das fungées naturais
entre estes objetos, os morfismos. Confira categoria, teoria das. Em alguns
textos é chamado de homomorfismo.

Um exemplo mostra melhor o que é um morfismo. Conside o grupo aditivo,
um objeto da categoria Grupo, por exemplo, dos polindémios de grau menor ou
igual & n, (Ry[z],+). Este grupo é caracterizado, essencialmente, pelos coefi-
cientes dos polindmios e assim podemos colocar em correspondéncia qualquer
polinémio deste grupo com a entpla de n + 1 ndmeros reais dos coeficientes
estabelecendo assim um morfismo de grupo entre (R, [z],+) e (Rys1,+).

Se chamarmos esta correspondéncia de T temos:

P eRy[z] = T(P) = (a0,al,... a,) = p € R"
P,Q e R,[z] = T(P)=p,T(Q) =g R"!
(P+Q) eRy[z] —» T(P)+T(Q)=p+qeR"!
0 € R,[z] — (0,0,...,0) € R"+!

entdo dizemos que 7' é um morfismo de grupos.

Um outro exemplo é o logaritmo entre (R*T, ) o grupo multiplicativo dos
nimeros reais estritamente positivos e (R, +) o grupo aditivo de todos os niimeros
reais. Aqui teremos que escrever

(PQ) % (log(P) +10g(Q) =p +4q (919)

e temos um morfismo entre o grupo multiplicativo dos nimeros reais estrita-
mente positivos e o grupo aditivo de todos os nimeros reais.

A imagem inversa do elemento neutro do grupo imagem no grupo pré-
imagem é um subgrupo chamado de nicleo. Aqui 77'(0), neste caso é o
subgrupo com um unico elemento 1, isto caracteriza que este morfismo é um

51Havia um erro, aqui, na definigio de morfismo.
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isomorfismo.  log € Mor(g++ ) (r.+), © log é um morfismo entre estes dois
grupos.

Qualquer matriz m x n define um morfismo entre os grupos aditivos de
vetores R, R™. Se m # n este morfismo nao serd um isomorfismo. Se n < m
o nucleo, um subgrupo do espago de saida R"™, serd o conjunto nao trivial de
solugdes do sistema de equagoes com vetor de dados nulo e podemos com este
sub-grupo construir a solucao geral de qualquer sistema de equagoes definido
com esta matriz com uma translacao. Observe a semelhanga de métodos, seja
T € L(R™",R™). Entio Ker(T) = T~'(0) é um subespaco do espago de saida
R™ que é a solugao do sistema homogéneo associado a T'. Se este espaco se
reduzir ao elemento neutro, um subespago, entao 7' € Morg» gm é um isomor-
fismo e n = m. O conjunto Morg» gm ¢ comummente chamado de £,, ,,, é o
espaco das matrizes n x m.

Se estivermos estudando um categoria cujos elementos sejam fungoes, um
tipo especial de morfismo pode ser construido, o morfismo de evaluacido que
em geral nao serd um isomorfismo. Em geral produz um exemplo de funtor
esquecido.

Este dltimo exemplo mostra o poder de sintese que o uso de morfismos pode
dar para o estudo das diversas estruturas algébricas, topolégicas ou geométricas.
Obviamente se acrescenta um nivel maior de abstracdo com o que se consegue
expressar de forma muito mais simples os problemas. Os autores da teoria das
categorias a designaram no inicio como general abstract nonsense, ou seja ab-
surdo generalizado e certamente ¢ uma ironia que a metodologia de programagao
orientada a objetos esteja modelada pela teoria das categorias. Aparentemente
programagao orientada a objetos é uma derivagao da teoria das categorias.

- morfismo de evaluacao
Considere a estrutura de grupo aditivo da dlgebra de Wiener, das séries
trigonométricas absolutamente convergentes, (W(T,+) . A funcao

W(T) % C:6.(f) = f(a) (920)

em que f é a funcao definida por uma série trigonométrica absolutamente con-
vergente, e d, ¢ o funtor evaluagao no ponto a € T é um exemplo de morfismo
de grupo de W(T) no grupo dos nimeros complexos:

(f +9)(a) = f(a) + g(a); 0(a) = 0 (921)
Este morfismo é chamado de morfismo complezo da dgebra W(T) e todos os

morfismos complexos desta dlgebra sao deste tipo.

- multiplicagdo Uma das quatro operagoes fundamentais da aritmética, as
outras sao adi¢ao, subtragao, divisao.

- multiplicagdo, operador Em uma estrutura algébrica em que ha uma
operagao caracterizada como multiplicagao, quer dizer, nao necessariamente co-
mutativa podemos definir um morfismo desta estrutua fixando um elemento,
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digamos a e definindo
f+af; ouentao f— fa; (922)

Se a estrutura algébrica mencionada for um grupo, estes operadores, a multi-
plica¢io a esquerda ou multiplicagao a direita sao dois isomorfismos de grupo

No exemplo anterior, no caso de um grupo multiplicativo, se tem um iso-
morfismo porque todo elemento de um grupo inversivel, logo os inversos deste
isomorfismos sao, respectivamente

f— fa~' ouentio fa lf; (923)

Defini¢ao 15 (Operador) Multiplica¢io

Notagao M, : f — af;

Em caso de ambiguidade se pode usar My, a M para representar estes opera-
dores.

Surgem fatos interessantes quando a inversibilidade do elemento a pode ser
posta em questao entao os operadores multiplicagao nao sao inversiveis: as
funcdes nao inversiveis (ndo injetivas) definem classes de equivaléncia nao triviais
no dominio com uma fatorizagdo também nao trivial:

My = ia08a;aM = ai0as (924)

em que s é uma sobrejegao, sobre o conjunto das classes de equivaléncias ge-
radas pelo operador no dominio e ¢ inje¢ao sobre a imagem do operador. Esta
decomposigao (ou fatoracao) vale para qualquer tipo de morfismo. Ea fatoragao
canonica do morfismo. Em particular vale para os morfimos de conjuntos, as
fungoes.
Alguns exemplos de aplicacao:
1. Mal? = I” em que a é um elemento de 19 com * + 1 =1 ¢ um operador
linear entre estes dois espagos (de Banach) de sucessoes. A desigualdade
de Holder é que justifica este resultado.

2. Como o produto ponto a ponto de sucessoes ¢ transformado num produto
por convolugao em algum espago de fungoes definidas em R entao o exem-
plo anterior se apresenta com o operador multiplicagao por convolugao:

MyLP = LP se a for um elemento de L9 com %+ % = 1, também ¢

consequéncia da desigualdade de Holder.

3. Se a € L™ entao o operador multiplicacdo M,LP = LP estard bem
definido e é continuo para qualquer que seja 1 < p < co. O mesmo pode
ser dito no caso dos espagos de sucessoes.

- natural, nimero N ¢é o conjunto dos nimeros naturais.
Os miimeros naturais sio fracamente® definidos por nove axiomas de Peano.

52Fracamente porque os axiomas de Peano também se aplicam ao conjunto
{-3,-2,-1,0,1,2,...}. Na verdade Peano definiu a inducio finita.
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1. O conjunto dos numeros naturais nao é vazio e portanto contém pelo
menos um elemento cujo simbolo é 0. Para Peano este elemento seria 1.
Este é um dos pontos criticos dos axiomas de Peano, nada nos impediria
de considerar que o primeiro elemento de N fosse o nimero inteiro —3
ou 3 e toda a axiomdtica de Peano funcionaria. Na verdade os axiomas
de Peano sao a formulacao do principio da inducao finita e N é um dos
possiveis resultados da aplicagao deste principio.

2. Da igualdade:

(a) reflexividade Vo € Nz =«
(b) transitividade Vz,y,z € N;z =y e y = 2z implica z = z;

(c) simetria Va,y € N;2 =y implica que y = ;

3. Fechado para igualdade Se a € N e b = @ entao b € N.

O uso deste axioma ocorre em situagde como operagoes com fracoes, se
3a 3a _—

o resultado final for, por exemplo, 2%, com a # 0 entdo = = 3, e como

3 € N nao hd razao para considerar estes dois objetos como diferentes e
ambos pertencem ao conjunto N.

4. A operagao sucessor Existe uma operagao, s com as seguintes proprieda-
des:
(a) s(n) € N para todo n € N;s(0) = 1;
(b) s(s(0)) = 2;s™(0) =n3
(c) Para qualquer n € N s(n) = 0 é falso;

(d) s éinjetiva: s(n) =s(m) = n=m;

5. O principio da indugéo finita

Considere K um subconjunto de N que tenha as propriedades seguintes:

(a) 0 € K;
(b) e K = s(q e K

entdo K = N.
15 (infinitude dos nimeros naturais) N ¢ infinito

Como s(s(0)) = s(0) implica que s(0) = 0 pela injetividade de s entio, por absurdo,
5(0) # 0 ou, equivalentemente, s(s(0)) # s(0).

Aplicagao repetida, indefinidamente, deste teorema mostra que N nao tem
um nudmero finito de elementos e isto caracteriza que N é um conjunto infinito.
A construgao feita por Peano ¢ minuciosa, ele pensou em todos os detalhes,
e inclusive, a construgao de Peano foi em parte produzida independentemente

300

por Frege sem que nenhum dos dois soubesse dos trabalhos do outro. Ainda
assim é possivel perceber que o conceito conjunto infinito se mantém vago uma
vez que ele depende de uma aplicacao repetida, indefinidamente, de uma certa
operagao e esta “agao” nao poderia ser nunca executada. Observagoes deste
tipo conduziriam aos trabalhos de um dos fundadores da computacao, Turing,
e seu célebre teste, a mdquina de Turing.

A Matemética, resolve problemas praticos, mas ela estd longe de ser uma
teoria perfeita ou exata! Talvez isto seja o seu aspecto mais forte, as suas falhas,
uma permanente fonte de inspiragao de nossas pesquisas.

- nicleo Tem varios sentidos em Matemética e é usada frequentemente com o
mesmo sentido que kernel.

e Em Teoria dos Grupos (e nas supercategorias da categoria de grupo) re-
presenta o subgrupo obtido como imagem inversa do elemento neutro da
adi¢ao por um morfismo (entre dois grupos nao comutativos é a imagem
inversa por um morfismo do elemento neutro da multiplicagao do grupo-
imagem). Desta forma se caracterizam os isomorfismos quando o nicleo
se reduz ao grupo formado apenas pelo elemento neutro. O nucleo é um
subgrupo normal.

Em teoria dos operadores é o nome que se usa para as fungoes que ocupam
o lugar das matrizes quando usamos integrais para definir fungoes lineares:

() = /f(w)K(wvy)du(r) =¢(x);0 = J(f) (925)
E

define um operador linear entre dois espagos de fungoes definidas no (espago
de medida (E, p1)).

inx

Com as séries de Fourier usamos o kernel e para transformar fungoes
definidas em E = [—, 7] em fungdes definidas em Z os coeficientes com-
plexos de Fourier de uma fungio definida em F = [—m, 7]

fn = [ @ = evie= 1) (926)

portanto o operador linear definido na equagao (925) pode transformar
elementos de espagos bem diferentes.

Usando o nicleo de Dirichlet podemos transformar este operador integral
num operador por convolugao.

Uma fungao positiva cuja integral é 1 é também chamada de nicleo e tais
fungoes, quando forem continuas e a medida do suporte seja pequena,
sao usadas em produtos por convolugao para regularizar funcoes. Confira
convolugao para ver mais a este respeito.
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- nicleo de Dirichlet a sucessao de fungoes

sinnx

Din(

(927)
T

convergem no sentido das distribuigoes para a distribuigao de Dirac e desta
formam representa uma unidade aprozimada relativamente a operagao de con-
volugao,

Dpxf=~f (928)
em que a convolucao é definida como uma integral sobre R. Como a sucessao
é quase limitada uma condigao suficiente para que esta sucessdo de integrais
convirja é que f seja integravel. A dedugao vem da expressao complexa da série
de Fourier

P = (929)

(930)

(931)

D,, é uma funcao 2r—periédica e a medida que n cresce as oscilagoes no intervalo
[—, 7] aumentam por que a aceleragio n aumenta o nimero de raizes de sin(nz).

- ndmero sao os objetos basicos da Matematica que popularmente ¢ chamada
de “ciéncias dos nimeros” embora hoje ela seja muito mais do que isto, confira
algebra, andlise, geometria, estatistica e ldgica que sao as divisoes cldssicas da
Matematica embora seja dificil classificar todos os tépicos da Matematica apenas
entre estas divisoes. Confira divisdes da Matemdtica.

Os nimeros, em Matematica, se classificam entre as seguintes conjuntos:

NcZcQcRcC (932)

chamados, respectivamente, naturais inteiros, racionais, reais, complezros.

Os numeros naturais sao um objeto mais préprio da ldgica matemdtica, os
inteiros sdo mais préprio da dlgebra. Os niimeros racionais, reais e complexos
sao estudados mais intensivamente na andlise matemdtica.

Os ntmeros complexos criaram um ramo da andlise matematica que é cha-
mada de analise complexa e que estd a base da teoria das fungées e da teoria
das fungoes holomorfas ou teoria das fun¢éoes analiticas.

Confira também

e nimero algébrico, confira algébrico, nimero

e numero complexo, confira complexo, nimero C
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nimero natural, confira natural, nimero N;

ndmero racional, confira racional, nimero Q;

ndmero real, confira real, nimero R;

numero transcendente, confira transcendente, nimero R

-onda A equagdo diferencial parcial da onda, frequentemente dita simplesmente
equagdo da onda é uma das equagoes diferenciais parciais classicas, no sentido
das que fazem parte do conjunto das equagoes cujas solugoes se conhecem desde
o século 19. Ver equacdo diferencial parcial para maiores detalhes sobre este
assunto.

A equagao da onda é uma equagao envolvendo derivadas parciais:

gy — gy =0 (933)

Ela traduz o movimento que um impulso de energia produz numa corda. Pode-
mos ouvir musica ao piano, de uma guitarra, violao, etc...porque este instru-
mentos tem cordas presas nas duas extremidades e elas tém dois coeficientes,
de elasticidade e de tensdo que um musico usa para afinar o seu instrumento.

Quando o martelo, no piano, bate numa corda, ele produz, mecanicamente,
na mesma um impulso de energia que em principio ficaria a percorré-la entre
as extremidades indefinidamente fazendo-a vibrar com uma frequéncia definida
pela afinacdo e uma intensidade definida pela forga com que o martelo é acio-
nado. Mas esta energia se dispersa, se transforma, nas extremidades e com a
resisténcia do ar, ou pode ser imediatamente “apagada” pela acao de silencia-
dores, no piano, ou pelos dedos do misico no demais instrumentos de corda. A
mesma corda de piano que se encontre solta nao produzird nenhum som se nela
batermos com um martelo, isto sugere uma questao essencial em equagoes dife-
renciais que sao as condigoes iniciais ou as condigoes de fronteira do problema
em questao. Fazemos musica, com a equagao da onda.

A figura (fig 116), pdgina 303, ¢ uma sugestao do que ocorre numa corda
de instrumento musical usando a fungao seno e uma funcao impulso positivo.
A fungao impulso positivo, com grafico em vermelho, representa o efeito do
martelo, no piano, gerando uma onda na corda. As ondas do mar sio outro
exemplo e de certa forma muito semelhante &4 musica, uma grande variedade de
impulsos atuando sobre uma superficie também presa num suporte®, a dgua
do mar, se apenas observarmos a massa d’dgua. Entretanto este exemplo estd
contido num fendémeno maior que é o tempo e a equagao diferencial para trata-lo
sao as equagoes de Navier-Stokes que descrevem o comportamento dos fliidos.
Ainda assim, de pé na praia vocé pode observar um fenémeno que é semelhante
ao da onda numa corda de instrumento musical. Um exemplo mais simples

5% como se dgua do mar estivesse dentro de uma garrafa com ar comprimido, e é isto
que acontece com os mares, a pressao atmosférica representa o ar comprimido e as préias a
fronteira onde a membrana esta presa.
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/ ' FL{x+3*pi) ———
Vi \ / coshx+3%pi) ——

Figura 116:

do a superficie do mar vocé pode reproduzir em casa com um lencol sobre a
cama. Prenda com as maos uma lateral e dé um impulso, vocé vai ver uma
onda tridimensional percorrer o lengol e morrer no lado oposto e aqui vocé pode
observar a auséncia da tensao que permite as vibragoes na corda do instrumento
musical. Um exemplo melhor ¢ pelicula de couro ou plastico de um tambor
musical. Como ela se encontra presa ao longo de sua fronteira havera vibragao
durante algum tempo transmitida ao ar e finalmente aos seus timpanos. No
caso do lengol da cama vocé induz uma onda que morre na outra extremidade.

A equagao diferencial da onda costuma ser aprensentada de forma mais
completa, ou complexa do que a equagao (933)

y = u(t, z)(934)
Up — Ctigy = 052 € 0,1] (935)
w (1, z) = b(x); (936)

formando um problema com valores na fronteira, PVF ou na sigla ingles, BVP.
Os valores na fronteira estao representados aqui pelas fungoes a, b que dao valores
a expressao da onda quando o tempo é zero ou 1. O tempo foi escolhido variar
no intervalo [0, 1], mas isto nada mais ¢ do que uma escolha, e € [0,1] em que
1 é o comprimento da corda. Este problema descreve o comportamento de uma
corda de instrumento musical. A pelicula do tambor tem que ser descrita por
um nimero maior de varidveis que pode ser obtida ampliando a equagao (933)

iy — ¢ (Upy + Uyy + Uzz) = 0; (937)

Mas como ja observei na discussao acima, uma equagao como (937) é inttil,
como no caso do lengol, se a “membrana” nao estiver presa a uma determinada
fronteira, um problema de valores na fronteira, PVF, nada acontece de muito
interessante.
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E facil ver a importancia do dominio associado a uma equagao, mais exata-
mente a influéncia da fronteira, um experimento interessante e de facil realizacao
estd descrito no verbete PVF, pagina 369 em que a “pelicula” é assucar refi-
nado. Ele mostra, e vocé mesmo pode repetir a experiéncia, que o formato da
pelicula depende da fronteira do dominio, claro que tem mais condi¢oes de fron-
teira envolvidas nesta questao, como a pressao atmoésférica, a energia interna
das moléculas do material utilisado.

- operador integral E o nome de uma transformagao entre espagos de funges
cuja equacao se expressa com uma integral

(1)) = [ S K pdn (938)
0

em que © ¢é o espago (medido) em que T estd definido. A fungao K se chama,
neste contexto, kernel do operador. Um exemplo importante e elementar é dado
pelo nicleo de Dirichlet que é uma forma simples de expressar a transformada
de Fourier.

Se vocé expressar uma aproximagao da equagao (938) num espaco de fungoes
simples poderd ver que os operadores integrais sdo uma direta generalizacao das
tranformagoes matriciais com o kernel substituindo uma matriz.

- operador de Laplace ¢ um operador linear definido num espago de fungoes
diferencidveis: " o
—A(F) = or + or =0 (939)
ox?  Oy?
no caso de fungoes de duas varidveis. O operador de Laplace ¢ também chamado
de laplaciano.

A semelhanga formal da expressao do laplaciano com o “produto escalar” do
operador gradiente, V, por ele mesmo fez com que se usasse V2 como notagio
para o operador de Laplace. Desta forma vocé pode encontrar as duas notagoes,
A(F) = V?(F) para representar o laplaciano aplicado & fungio F, mas a pri-
meira notagéo estd predominando na literatura. Esta é a expressao real, quando
as varidveis sdo numeros reais, do operador, hd uma outra forma de expressa-lo
quando as varidveis sao complexas.

A equagao (939) é uma equagao diferencial, com ela se procuram as fungoes
duas vezes diferencidveis continuamente que satisfagam esta expressao. A partir
de 1960 o hébito de escrever a equagao de Laplace com o sinal negativo passou
a predominar, é esta a razio da formulagio na equagao (939)

Como a derivacao é uma operador linear definido no espaco de fungoes sufici-
entemente derivaveis continuamente, entao o laplaciano é um operador linear e
a equacao (939) é um exemplo de equagao diferencial linear a derivadas parciais
homogénea, ou de forma mais curta, como é habitual, equa¢ao diferencial parcial
linear, é¢ homogénea porque o segundo membro ¢é a fungao constante nula.

Esta equagao, no caso homogéneo, como muitas outras equagoes diferenciais,
foi resolvida indiretamente, como resultado do esforgo imenso dos matemadticos
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dos séculos 16, 17,18 para entender as equacoes diferenciais. Qualquer solugao
desta equagao se diz uma fungdo harmonica e um resumo da teoria das fungoes
de varidveis complexas seria:

16 (fungées ) analiticas
Se F = u+iv for uma func¢ao analitica, entao u,v sio harmonicas.
Au) =0=A(v) (940)

Reciprocamente, se w for uma fun¢ao harmonica entao existe uma outra
fun¢do harmonica, v, chamada complemento harménico de w tal que u + v é

uma fun¢ao analitica. :

O caso (=) é consequéncia direta das equacées de Cauchy-Riemann e do teorema de
Schwarz-Clairaut da igualdade das derivadas mistas.

O caso (<) ndo € tio imediato. FEstas duas fungdes harménicas ainda sao chamadas
conjugados harménicos, ou seja, se u,v forem conjugados harmoénicos entdo u + iv € uma
funcéao analitica. Isto €, para toda func¢ao harménica u eziste uma tnica v, harménica, a
menos de uma constante, tal que w4+ iv € uma func¢ao analitica: esta € a solugcdo do sistema
de equacoes diferenciais de primeira ordem chamado de equagoes de Cauchy-Riemann tendo
u como uma “constante dada”.

O estudo dos operadores diferenciais, e o operador de Laplace é um exem-
plo, tem como foco a busca de propriedades das solugoes e neste sentido uma
das técnicas importantes e a determinacao dos vetores proprios. Confira valor
proprio e vetor proprio da equagao de Laplace.

- ordem

Definicao 16 (Relagao) de ordem
Seja A um conjunto. Uma relagdo bindria S definida em A é de ordem se

1. for transitiva, S(x,y),S(y,2) = S(z,z2).
2. Se simétrica, S(x,y),S(y,x) entdo x =y.
As relagoes de ordem podem ser:

1. estritas ou largas. E larga quando for refléxiva, isto é, S(z, x) é verdadeira
para todo z. Nos conjuntos numéricos a ordem ”"menor ou igual”é larga e
"menor do que”é estrita.

N}

. totalou parcial. Se dado um par (z,y) € A% uma das relagdes S(z,y), S(y, x)
sempre for verdadeira, entao (A, <) é totalmente ordenado.  No caso
contrério dizemos que é parcialmente ordenado. A figura (117), pagina
306, mostra o conjunto das partes de {1,3,3} como exemplo de um con-
junto parcialmente ordenado.

No conjunto das partes de um conjunto qualquer nao vazio, a inclusao
é uma ordem larga que nao ¢é total porque ha subconjuntos que nao sao
comparaveis usando a inclusao.

A ordem nos conjuntos nimericos satisfaz a tricotomia portanto ¢ total.
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Conjunto parcialmente ordenado

o
// \
f1 ¢ {27 {3}

[T~

f12 1 {13} { 23}

{123}

Uma cadeia do conjunto P({1,2,3})
marcada com linha mais grossa.

Figura 117: Conjunto parcialmente ordenado P({1,3,3})

Dizemos entao que (A4, <) é uma estrutura de ordem, ou simplesmente uma
ordem.
Exemplos de relagao de ordem:

1. A desigualdade habitual dos conjuntos nimericos N, Z, Q, R. O conjunto
dos nimeros complexos, C nao é ordenado, habitualmente. Mas podemos
definir em C a ordem alfabética porque C é um produto cartesiano de
conjuntos ordebnados: C = R?, porém esta ordem nio é compativel com
a ordem de R como subconjunto de C.

2. Se (A, <) for ordenado, os produtos cartesianos de A tém uma ordem
natural que é a alfabética:
(z,y) << (a,b) ssex <aey<b

3. A relagao “p divide q” nos inteiros positivos ¢ uma ordem larga. Este ¢

um exemplo de ordem que nao é total, hd pares de niimeros (p, ¢) para os
quais nao precisa ser verdade “p divide ¢” e nem “g divide p”.

4. A implicagao é uma ordem numa classe de sentengas.

O 1ltimo exemplo mostra a amplitude do conceito de ordem e vamos aqui

nos restringir & ordem definida em conjuntos numéricos. Se (4, <) for uma
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ordem, existem subconjuntos especiais de A relativamente a ordem que sao as
cadeias:

Defini¢ao 17 (Cadéia) de um conjunto ordenado
Considere em (A, <) um subconjunto T C A tal que T' € totalmente ordenado.
Dizemos que T' é uma cadeia de A.

A figura (117), pagina 306, mostra uma cadeia do conjunto das partes de
{1,2,3} indicada com uma linha mais grossa.

Vejamos uma propriedade que distingue Z como conjunto numérico. Para
entendé-la melhor, vamos comegar com o conjunto Q onde esta propriedade nao
vale. Considere um “intervalo limitado” de nimeros racionais, um intervalo é
uma cadeia. Hé dois tipos, intervalos abertos e intervalos fechados. Os intervalos
abertos nao tem nem maximo e nem minimo, ao passo que os intervalos fechados
tém méaximo e minimo. Portanto em Q existem cadeias limitadas que nao tém
minimo (e nem maximo).

Em Z, toda cadeia limitada inferiormente, tem um minimo. Toda cadeia
limitada superiormente, tem um maximo. Dizemos entao que Z é bem ordenado,
e que Q nao é bem ordenado. R também nao é bem ordenado, devido aos
intervalos abertos.

Se considerarmos o conjunto das partes de {1,2, 3} temos um outro exemplo
de conjunto bem ordenado uma vez que {1, 2,3} é o minimo de qualquer cadeia.

Mas se omtirmos o conjunto vazio e o préprio conjunto {1,2,3} teremos
um conjunto que nao ¢ bem ordenado. Neste caso aparece um novo conceito:
elemento minimal, hé trés elementos minimais: {2,3},{1,3},{1,2} e trés ele-
mentos maximais {2}, {1}, {3}

- Oscilagao ¢ um funcional definido num espago vetorial de funcoes reais ou
complexas que generaliza o conceito de limite.

Considere uma fungao real ou complexa definida em num subconjunto €2 de
R"™. A oscilagao de f em z é a diferenga

caso real wy(z) = limsup(f) — limirzlf(f) (941)

caso complexo ws|() (942)

Por exemplo se
1
f(z) = zsin(3)

que é continua para qualquer nimero real diferente de zero, é interesante ob-
servar o que acontece com wy(0) que é zero, logo esta fungdo é uma funcao
continua.

Se f for uma funcao continua entdo wy ¢ identicamente zero o que mostra
a inutilidade deste conceito para tais fungoes. E interessante o conceito para
fungdes que nao sejam continuas ou para verificar a continuidade duma funcao
particular.
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Um outro conceito que usa oscilagao é a oscilacao média, conhecida pela
denomingao ingles BMO, bounded mean oscilation.

BMOy(z) = é/Wf(.T)dl (943)
Q

¢é o valor médio integral de wy(z) numa vizinhanca de z. Pode-se provar que
BMO(Q) é um espago vetorial em que Q C R™.

- pantégrafo de Silvestre, é um instrumento de desenho baseado num para-
lelograma cujos angulos que se opoem se tranformam permitindo que as duas
extensoes dos seus lados paralelos leiam e copiem um desenho. Confira a figura
(fig 118), pagina 308, em que aparece um pantdgrafo comercial, mas que vocé

Figura 118: um pantégrafo de madeira

pode construir um, vocé mesma. Na figura (fig 119), pdgina 309, aparece o
pantdgrafo de forma abstrata, substituidas as hastes por segmentos de reta. O
pantégrafo é um poligono nao regular que contém um subpoligono de quatro
lados que é um retangulo®.

O instrumento se compoe de quatro hastes de madeira presas duas a duas
formando, os dois lados nao isométricos do paralelograma. Os dois vértices, “B”
e “C”, confira a figura (fig 118), s@o presos com parafusos e porca, sem grande
pressdo para nao estragar o mecanismo, mas eles devem ficar sempre presos
com a possibilidade de movimento (rotagao). Isto pode ser obtido, na pratica,
incluindo arruelas lisas entre as cabegas dos parafusos e as porcas.

E preciso que as hastes sejam de tamanhos distintos porque, numa delas,
na maior, se praticam furos, a distancias regulares, permitindo assim obter

54F nao precisa ser regular, vocé pode selecionar os orificios de forma a obter um trapésio
e a consequéncia sera uma deformagao no desenho copiado. ..
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paralelogramas de tamanhos diversos para reproduzir as figuras alterando-lhes
os tamanhos. Desta forma o pantdgrafo lhe permite:

1. copiar desenhos;
2. ampliar desenhos;
3. miniaturizar desenhos;

4. deformar desenhos se vocé escolher um trapésio em lugar dum paralelo-
grama quando configurar os furos.

Se voce for construir o seu pantégrafo, leve em conta que os furos de regulagao
nas hastes devem ser de didmetro o menor possivel para nao enfraquecer as
mesmas.

Uma das hastes tem seu extremo fixo, “A”, de modo que sua outra extre-
midade, “B”, um dos vértices do paralelograma, se mova em cima dum circulo
virtual. Confira a figura (fig 120), pagina 312. Logo vou fazer uso deste circulo

a saida de dadas D
o output do mecanismo

Regulagses
a espacos
medidos

.

& input do mecanismo
C | a entrada de dados...

Ponto fixo
a mesa

Figura 119: A forma abstrata do pantégrafo

virtual.

O vértice que se opoe ao “B”, “C”, é usado como um ponteiro para ler a
figura a ser reproduzida. Eo input do mecanismo. . .

No outro extremo do lado determinado pelo ponteiro, que é homoélogo ao
lado que tem o extremo fixo, “D”, é onde se encontra o ldpis que ird reproduzir
a figura. E o output do mecanismo. .. a saida de dados. Na figura (fig 119),
pagina 309, estas fungoes estao etiquetadas.

Faga um, vocé mesma, e ficard convencida de que tem um mecanismo simples,
mas importante, em suas maos.
E se vocé quiser inventar, aqui vocé tem a oportunidade:
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. aproveite os dois pontos extra, vocé também pode usar o ponto “B” assim
como os pontos ficam sem denominagao nos pantdgrafos comerciais chame-
os de “E” e “F”, confira a figura (fig 119), como saidas de dados, e obter
mais de uma cépia. O ponto “B” nao é usado nos pantdgrafos comerciais,
certamente porque fica muito préximo do ponteiro em “C”.

2. pouco aconselhdvel, aumente a quantidade de pernas do pantégrafo cri-
ando mais retangulos semelhantes e isto ird permitir-lhe de fazer varias
cépias dum mesmo desenho duma tnica vez. Apenas nao ezagere, porque
pode ficar muito dificil de manejar o mecanismo.

Os pantdgrafos comerciais, feitos em madeira, costumam ter as letras A,B,C,D
indicando os quatro vértices sendo

1. O vértice fixo & mesa é o “A”,
2. o vértice de saida de dados ¢ o “D”, o output

3. os dois vértices presos por parafusos, ligando as hastes de tamanhos dife-
rentes, sao denominados “B” e “C”. Vou adotar a letra “C” para repre-
sentar a entrada de dados, o input.

Observe que esta denominagao das extremidades das hastes do patégrafo
pode variar de uma constru¢ao para outra e inclusive vocé pode encontrar
pantdgrafos comerciais sem estas letras inscritas. Mas vou usar esta deno-
minagao, consistentemente, neste artigo e também fazer referéncia aos pontos
“E”, “F” como saida de dados extra, confira a figura (fig 119).

Calibragao do instrumento

Antes de usar o pantégrafo sera preciso, calibrar o instrumento para garantir
que o ponteiro consiga atingir todos os pontos da figura a ser copiada.

Nas hastes AB e CD se encontram os orificios de regulacio do pantégrafo
para selecionar o tamanho do paralelograma. Estes orificios vao ser usados aos
pares de modo que apenas dois, em cada uma das hastes, estarao sendo usados.
Vou designar:

e ScAB
e Tc(CD;

confira a figura (fig 119). A tnica utilizacdo dos pontos S, T ¢ a calibragao do
pantégrafo.

A calibra¢ao do pantégrafo consiste em selecionar o ponto fixo “A” para
que o ponteiro possa atingir todos os pontos da figura a ser transformada. O
mais facil serd calibrar a figura, movendo-a para uma posicao de alcance do
pantdgrafo, ou seja, dentro do circulo virtual, (fig 120). Vou fazer a calibragdo
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matemdtica do pantégrafo virtual na préxima secao. A capacidade de acesso do
pantégrafo ¢ dado pelo circulo que tem raio CS e a figura a ser copia tem estar
dentro deste circulo, confira a figura (fig 119). Faz parte também da calibragao
a selegao dos pontos S,7T para definir o tamanho do paralelograma e decidir
pelo efeito do pantégrafo: copiar, dilatar ou miniaturizar.

A Matematica do pantégrafo

A Matemadtica do pantégrafo é o teorema de Tales, apenas usado tao intensi-
vamente que, na verdade, o pantigrafo produz curvas homotdpicas a wm ponto.
O pantdgrafo é um instrumento de topologia aplicada! Confira a figura (fig
120), pagina 312.
Estou comecando o processo de abstra¢ao com dois objetivos,

e descrever a Matemadtica do pantdgrafo,

e preparar a construgao dum programa que ird simular um pantdgrafo vir-
tual.

Como estou construindo uma abstracao do pantégrafo, vou supor que o
ponto fixo A fique dentro curva v, o que seria impossivel com o pantégrafo de
madeira® e que o circulo wvirtual descrito por B seja o circulo trigonométrico
SL. E a calibragdo matemdtica do pantégrafo virtual. O alcance do pantégrafo é
o circulo com raio CS e a curva  deve estar contida neste circulo. Nao projetei
furos de regulagio nas hastes CF, BE, mas obviamente que isto pode ser feito e
ird permitir um alcance maior ao pantégrafo porque permitird aumentar o raio
C'S. Embora este detalhe seja importante para o pantdgrafo de madeira, ele nao
tem maior importancia para o pantdgrafo virtual de que estou me ocupando de
agora em diante.

Vou usar um parametro ¢ para representar o tempo ao longo do qual a agao
do pantégrafo vai operar sobre a curva 7.

Desta forma em cada “momento” ¢ ha um ponto, M (t), de interse¢io do
segmento AB com a curva v, v(t), definindo B(t) como projegio de ~(t) sobre
0 S!, fica, assim, definida a correspondéncia

y(t) = a(t);y — o C SY (944)

A curva a assim obtida, contida em S', é um “equivalente homotdpico a
um ponto” de v, com a aparéncia de circulo, mas logo vocé vera que nao é um
circulo.

55Nio seria impossivel, apenas haveria que comegar a transformacao zerando a posicio do
pantégrafo ao encosta-lo no ponto fixo e seguir o acompanhamento da curva até encontrar o
ponto fixo do outro lado da rotacao, apenas nao é uma metodologia pratica. . .

312

Estou chamando esta curva de « e ela é também um “equivalente homotdpico
a um ponto” de [3, uma vez que S é um “equivalente homotdpico a um ponto”
de 7.

A relagao “equivalénte homotdpico a um ponto” é uma relagao de equi-
valéncia.

A equagao de a é

t = (cos(2m f1(1)), sin(27 f2(t))) = (o (t), (1)) ; t € [0,1); (945)
f1, f2:[0,1] = [0,1]; diferencidveis ; (946)

parametrizada em [0,1).

O ponto M em que o segmento AB corta a curva v é transformado no
ponto B € S' para cada valor do pardmetro ¢ € [0,1]. Podemos desta forma
considerar todas as curvas, a,~, 3 sincronizadas com o mesmo intervalo de pa-
rametriza¢aol0, 1).

Confira a figura (fig 120), pdgina 312.

circulo virtual
<

ponteiro © S0

S

Figura 120: Um instrumento de topologia

A forma algoritmica obter as equagoes para estas curvas passa por uma uma
aproximacao:

e considere uma e-rede sobre a regidao onde opera o pantdgrafo e portanto
uma e-rede induzida sobre ~ e sobre o intervalo [0, 1);

e defina aproximagoes polinomiais associado a estas e-redes para obter uma
aproximagao para a,v e também para (.

A leitora pode argumentar que descrevi o método mas nao o apresentei con-
cretamente. Entretanto, vou resolver concretamente este problema dentro do
programa anunciado como um dos objetivos deste artigo. Na verdade, o artigo
representa o planejamento do programa.
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Ao mesmo tempo o lapis em D estabelece uma correspondéncia biunivoca e
continua entre cada ponto de 7 e a curva 3, imagem de 7, de modo que podemos
pensar no pantégrafo como uma transformagcao linear, 7', do plano nele mesmo
levando v em . A transformacdo v + « nao ¢é linear quem prova isto é a
derivada da transformacao.

Traduzindo em equagoes:

a(t) = (cos(2m (1)) sin(2mfo(1) 1t € [0.1); (047)
o/ (1) (= sin(@n (), cos(2mfalt)) ;) : (943)
Y(t) = (n(t),72(1):t € [0,1); (949)

B(6) = P(1) = T((1)): (950)

)

so =[5 3] (20 )+ (5)=ror #0=TeON0 =600

descrevendo a segunda curva, 3, que é a transformada de ~.

O niimero real A é o coeficiente de dilatacao entre a imagem ~ e sua trans-
formada 8 que pode ser um nimero real qualquer positivo. Quando os lados
do paralelograma forem iguais A = 1 e neste caso o pantrégrafo simplesmente
copia a figura.

Observagao 7 («) pode naio ser um circulo

Da derivada na equagio (eq. 948) se vé que o pode ndo ser um circulo uma vez que
a derivada dum circulo é novamente um circulo apenas com wm retardamento de % que
ird garantir que a tangente seja perpendicular ao raio de tal forma que na segunda deriwada,
também um circulo a acelerag¢ao ird atuar na dire¢do do raio representando a forca centripeta.

Confira a figura (fig 120), pagina 312, em que representei estes conceitos
graficamente.

Se considerarmos todas estas aplicagoes diferencidveis, uma hipétese de tra-
balho, entao

P =100+ (5 ); (052)

P(t) =T'(v(t)y'(t) = T(v(t)'(t); (953)
porque a derivada de T é ela mesma®®
Agora, calculando o comprimento de v — G € R podemos transformar a
equacao (eq. 952) em
t (cos(2mf1(t)),sin(2mf2(t))) = a(t); (954)
(r1(),72(t)) = 7(); (955)

com que obtivemos uma parametrizagao pelo comprimento de arco de v fazendo
com que [|7/|| =1 na equagao (eq. 955).

56 As aplicagoes lineares tem uma derivada constante que coincide com elas mesmas, o que
leva a dizer-se, no Célculo univariado, que as fungdes do primeiro grau tem por derivada uma
constante que é a matriz das fungoes lineares univariadas.
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Esta é uma forma intuitiva de mostrar porque a derivada tem mdédulo 1
quando a parametrizacao for o comprimento de arco: na prética a curva passa
a ser vista como se estivesse projetada sobre S'.

- permutagao ¢ um dos tipos de arranjo de n elementos tomados n a n, confira
arrango, que é um assunto da Andlise Combinatdria.
As permutagoes sao um caso particular dos arranjos e a notagao é a seguinte:

P, = Ab; (956)
e Pp=1=0
e P =1=1
o Py=2=2
o Py =6=3

Se voce tiver n elementos,
® 0 primeiro pode pode ser escolhido dentre n = Al;

e mas para escolher o segundo, sem repeticao, vocé ji tem apenas n — 1;

A2 =n(n-1);

e mas para escolher o terceiro, sem repeti
possibilidades: A3 =n(n —1)(n—2) =

., vocé ja tem apenas n — 2

e ¢ sucessivamente, para escolher o n—ésimo, so lhe resta uma escolha: A =

Pn:’IL(’!L*I((TL*Q)...IZTL!:%!!

e P, =n!
Confira também arranjo, arranjo com repeticao, combinagao.

- permutagao uma outra forma de entender, permutagao é que ela ¢ uma funcao
injetiva (e consequentemente também bijetiva) dum conjunto com n elementos
nele mesmo. Nesta forma de ver, permuta¢io é um assunto da Algebra, mais
exatamente da teoria dos grupos.

Como a composicao de duas tais fungdes ¢ novamente uma permutacao, entao
a operagao “composicao de permutagoes” é uma operagao interna do conjunto
de todas as permutacoes de n elementos. Como a composicao de fungoes é
associativa e a funcao identidade é também uma permutagao, que deixa todos
os elementos fixos, e finalmente, como toda funcao bijetiva tem inversa, entao
o conjunto de todas as permutagoes de um conjunto com n elementos, sim(n),
com a composic¢ao de fung¢oes é um grupo, nao comutativo quando n > 3. Tais
grupos se chamam “grupo de permutagoes” e sao identificados pelo simbolo,
sim(n).

O que é importante nos grupos sim(n) é que eles contém todos os grupos
finitos, no sentido de que qualquer grupo finito aparece como subgrupo de algum
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grupo sim(n), e a justificativa é simples e ao mesmo tempo um importante
método na teoria dos grupos. Numa tabela qualquer de grupo, todas as linhas,
ou colunas, sdo arranjos simples dos n elementos do grupo: permutacoes dos
elementos do grupo. Vou usar isto logo no grupo das matrizes usando um
elemento de sim(n) como a permutagao de linhas ou colunas duma matriz.

Portanto estudar os grupos sim(n) significa estudar todos os grupos finitos.
Isto justifica a busca de uma notagao adequada para descrever as permutagoes.
Entretanto, pelo préprio resultado enunciado acima, vocé nao pode esperar que
num verbete de diciondrio se possa esgotar este assunto, vocé terd aqui apenas
uma visao preliminar.

Uma notagio efetiva para lidar com os elementos do grupo sim(n) é o ciclo.
Considere a fungao que ponha em correspondéncia, ciclicamente os nimeros
12345678 na equagao

1 = 2
2 = 3
3 = 4
4 — 5
[ (957)
6 — 7
7 — 8
8 — 1
(12345678); (958)

esta correspondéncia estd sintetizada na equagao (eq. 958). em que o tltimo
elemento, 8, tem como imagem o primeiro 1, fechando o ciclo.

Outro exemplo, (1357)(246), o produto de dois ciclos, é a permutagao que,
circularmente, leva 1+ 3 — 5 — 7+ 1 fechando assim o ciclo (1357), e 2 —
4+ 6 — 2, fechando o outro ciclo (246). No produto de ciclos os dominios sao
disjuntos: {1,3,5,7}N{2,4,5} = 0, o que torna o produto de ciclos comutativo:
(1357)(246) = (246)(1357) mas damos preferéncia ao] produto (1357)(246) que
¢é “alfabeticamente” menor do que (246)(1357).

Se o conjunto dos elementos permutados for {1,2,3,4,5,6,7, 8} esta nota¢ao
indica que 8 é um ponto fixo da permutagao. Fica ébvio do exemplo que nao
sabemos qual é o dominio desta permutagao que também poderia ser o conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} e neste caso haveria dois pontos fixos a saber, {8,9}. Mas
ficaria tudo bem determinado se tivesse sido dito

(1357)(246) € sim(9) (959)
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Ainda considerando este exemplo, a permutacao (1357)(246)(89), seria o
produto de trés ciclos e poderia ainda ser representada como

w

(1357)(246)(89) = (960)

© 00U AW N
11117111113
00 © =N N1 O Ut

A teoria dos grupos convive com uma convengao: nos grupos ndo comutativos
a operagao é chamada de multiplicagdo e vou adotar esta conven¢ao aqui. Entao
as permutagoes sao decompostas em produto de ciclos. Desta forma os ciclos
sao os fatores de uma permutacao e o produto deles é comutativo por que sao
fungbes com dominios disjuntos. Esta decomposigao é tnica. Observe que o
ciclo poderia ser apresentado com diferentes “notagoes”, como

(1357) = (3571) = (5713) = (7135)

entao se os elementos permutados percenterem a um conjunto ordenado, ¢ in-
teressante selecionar a “notacao” comegando com o menor elemento, e assim se
eliminam as demais notagoes.

Na teoria dos grupos finitos existe o conceito de ordem que posso aplicar
as permutagoes. A ordem é a menor poténcia positiva que eleva um elemento
do grupo a unidade, lembrando que a notagao é multiplicativa. A ordem duma
permutacao ¢ que ¢ o menor inteiro positivo tal que o™ = I. Vou seguir usando
exclusivamente a notacdo multiplicativa®” como é o hébito fazer-se com per-
mutagoes. Suponha que a fatoragao de uma permutacao em ciclos seja

o=01...0p

como os produtos comutam entao

n _ gn
o" =of...0

n _
b =1

sendo igual a identidade entao todos os fatores sdo iguais a I quer dizer que n
é multiplo da ordem de todos os fatores. Entao o menor miltiplo comum serve
como valor para n, considerando que numa permutagao os seus fatores sejam os

seus ciclos, demonstrei

17 (Ordem de uma permutagao) ordem dos ciclos de wma per-
mutagao

A ordem de uma permutagao é o menor miltiplo comum da ordem de seus
ciclos.

57Nos grupos aditivos: substituindo poténcia por “multiplicagdo por n no = o + --- + o
com n parcelas iguais.
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Calculando as sucessivas poténcias dum ciclo, por exemplo, as poténcias de
(123456) € sim(9) tenho

(123456)(123456) = (351)(246) = (123456)% (961)
((351)(246))(123456) = (14)(25)(36) = (123456)%; (962)
((14)(25)(36))(123456) = (153)(264) = (123456)%; (963)

((153)(264))(123456) = (654321) = (123456)°"; (964)
(654321)(123456) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = I = (123456); (965)
(966)

nao sendo nenhuma coincidéncia que 6 = 0((123456)) = length((123456)).
Quando vocé testar as contas na equacao (eq. 961) e seguintes, observe a ordem
de aplicagao das fungoes. Por exemplo

((351)(246))(123456) : 2+ ((351)(246))((123456) ()

primeiro aplico a permutagao (123456) & cuja imagem aplico a permutagiao
((351)(246)). Observe ainda mais que o calculo na equagao (eq. 962) po-
deria ter sido feito assim:

((351)(246))(123456) = (351)((246))(123456))

pela associatividade, uma vez que a segunda poténcia de (123456) é um produto
de ciclos.

Outro conceito importante das permutacoes é a paridade, ou sinal, quero
mostrar que é possivel estabelecer uma sobrejegao entre sim(n) e o grupo Z; =
{0,1} dos restos na divisdo por 2, algumas vezes a paridade ¢ referida como
(=1)?;p € {0,1} e neste caso uma sobreje¢ao com o grupo multiplicativo bindrio
{-1,1} = Z,.

Esta forma de entender é 1til na teoria dos determinantes, e neste caso a
paridade é chamada de sinal. Como é uma sobreje¢ao haverd duas classes de
permutacoes, aquelas com sinal —1 e as demais com sinal 1, respectivamente,
as fmpares e as pares.

Para demonstra-lo vou usar dois métodos. Primeiro vou introduzir um con-
ceito: vou “representar” um grupo de permutacoes como um conjunto de ma-
trizes, na verdade um grupo de matrizes, a representa¢io é um isomorfismo de
grupos.

Com isto vou mostrar que posso associar, facilmente, a cada permutacao um
dos numeros 1, —1, usando o valor dum determinante. Com este conceito vou
conseguir mostrar que existe uma operagao elementar sobre as permutagoes que
sao as transposi¢oes ligadas as operagoes elementares com matrizes o que me
dard, ao final, o outro método.

Além disto a representa¢ao matricial de permutagoes é uma forma compu-
tacional de calcular com permutagdes, vou mostrar um exemplo desta técnica.
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Deixe-me considerar sim(n) que é o grupo das permutacoes de n objetos
e vou entdo considerar as n colunas da matriz identidade, I = (a;;), de or-
dem n, cujo determinante vale 1. Se o € sim(n) seja o(I) = (a;5(;)) a matriz
obtida aplicando-se ¢ as colunas de I. Entao, propriedade dos determinantes,
det(o(1)) € {—1,1}, porque houve uma permutacao das colunas dum determi-
nante cujo valor inicial era 1, apenas uma eventual troca do sinal do determi-
nante a cuja matriz foi aplicada a mais elementar das operagoes elementares:
uma sucessao de troca de colunas.

Defini¢ao 18 (permutagao:) paridade de uma permutagio

Seja o € sim(n) e I a matriz identidade de ordem n. Definindo o(I) =
(@io(i)) @ matriz obtida de I permutando suas colunas com o. A paridade de
o € sim(n) € o sinal de det(o(I)).

Como as permutagoes sao bijegoes, entdao com esta representagao obtive um
conjunto (g (i))oesim(n) que tem a mesma cardinalidade de sim(n). E interes-
sante explorar até que ponto estes dois conjuntos sao semelhantes.

Seria razodvel designar o novo conjunto com a notagao sim(l), observe que
ele vem de sim(n) e que I é uma matriz n x n, portanto estd tudo muito bem
definido, é o conjunto das permutagoes das n colunas da matriz I.

Agora posso dizer que I € sim(I) e a indentidade é o elemento neutro do
produto de matrizes sendo imagem do elemento neutro e € sim(n). Se eu
considerar um par de inversos em sim(n) 3 o, T entao

o()r(I)=I=7(I)o(I) (967)

porque estou aplicando o “arranjo inverso” as colunas de I, em linguagem
técnica, aplique a operagao elementar inversa.

Aqui hd um pequeno truque que é preciso esclarecer, o(I), aplicada a uma

q beq que q P ) p.
. 5
base do espaco R™ arranja os elementos da base do espago®® de acordo com a
D ] P

permutacgao o considerando a base do espa¢o numa certa ordem:

€1,...,6n (968)

e sempre podemos definir uma ordenagao dum conjunto finito, numa aplicacao
reiterada do azioma da escolha®.
Ou seja o(I) é a matriz identidade relativamente  base rearranjada

€o(1)s -+ Ca(n) (969)

ou ainda e,y sdo os auto-vetores de o(I), e os autovalores serao —1, 1.

As propriedades acima descritas sugerem que sim(I) pode ser um grupo
isomorfo a sim(n), apenas precisamos mostrar que o produto de matrizes é
compativel com a composigao de permutagoes:

(oor)(I) = o(I)(I) (970)

58E aqui tem outra ideia escondida, I, como qualquer matriz n X n é uma funcao linear de
R™ e se o determinante for diferente de zero é uma bijecao de R™, quer dizer, uma permutagao
de R™ em particular uma permutagao de qualquer base do R™.

590u lema de Zorn
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sao equivalentes, em que a direita temos um produto de matrizes e a esquerda
temos a imagem de I por uma composi¢ao de permutagoes. Mas o produto
de matrizes é uma composicao de funcoes lineares cujas matrizes sao elementos
do conjunto sim(I) sao funges lineares bijetivas, e sdo elementos do grupo
das permutacoes de um conjunto de n elementos, as colunas da matriz I, que
identificamos como sim([).

Entao sim(I) é o grupo de permutacao de n elementos isomorfo a sim(n),
que dizemos ser uma representa¢ao matricial do grupo sim(n) quando I for a
matriz identidade de ordem n.

Tecnicamente esta constru¢ao mostra uma forma computacional de operar
com permutagdes porque existem multiplos programas de dlgebra linear compu-
tacional, como octave, scilab. Mas infelizmente o tempo de processamente
cresce muito mais do que 1, pelo menos como n?, ou talvez n?.

O préximo exemplo mostra como construi a imagem de sim(3) como per-
mutacoes das colunas da matriz identidade de ordem 3 x 3.

Exemplo 7 (sim(3)) (sim(3)
Use octave ou scilab, sio ambos de dominio piblico e defina

I=1[1,0,0;0,1,0;0,0,1];
I_132=[0,0,1;1,0,0;0,1,0];
I1_123=[0,1,0;0,0,1;1,0,0];
I_12=[0,1,0;1,0,0;0,0,1];
1_23=[1,0,0;0,0,1;0,1,0];
1_13=[0,0,1;0,1,0;1,0,0];

entao, quando vocé der “enter” depois de cada uma destas entradas, ird ver as
matrizes, no terminal do scilab, como na sequéncia de equagoes abaizo.

100 00 1 010
I=(0 10 |:hw=|10 0 |:hs={0 0 1 (971)
00 1 010 100
010 100 00 1
Io=| 100 |is=[00 1 |;ns=[0 1 0 ]: (972
00 1 010 100

Verifique que

4 1 1123 1132 112 Il3 1‘23

1 1 1123 1132 112 113 123
Diog | Tiog | Dizo | 1 Ly | Iz | o
Lgo | Tigo | I | Doy | loz | Lo | i3
Ly | o | g | I3 I | hse | iz
Ly | Iis | Lo | Ioz | Lios | I | Ligp
Ipg | Iy | Ly | Tio | Digp | Tiog | 1

Entre as operagoes elementares com matrizes as permutagoes de linhas ou
colunas, sio as mais simples. Aqui trabalhei apenas com permutagoes de colunas
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criando uma representagdo matricial do grupo das permutagoes sim(3) como
imagem de subgrupo multiplicativo das matrizes com determinante diferente de
zero, o das matrizes unitdrias.

Calculando com scilab tenho:

det (I) = det(I_132) = det(I_123) = 1;
sinal(I) = sinal(132) = sinal(123) = 1;
det(I_23) = det(I_13) = det(I_12) = -1;
sinal(23) = sinal(13) = sinal(12) = -1;

Retornando de sim(I) para sim(n) existe uma operagao elementar com per-
mutagdes chamada transposi¢io designada por (ij) na notagao de ciclos, ¢ a
permutacao que intercambia os dois elementos 7, j. Todo ciclo pode ser fatorado
em transposigoes: consequéncia de que a troca de duas colunas é uma operagao
elementar com matrizes é uma transposi¢ao de colunas como elementos de um
conjunto, uma permutagao elementar.

e Posso ver o que acontece com um ciclo “abstrato” (ai...a,) em que
m < n no grupo sim(n) das permutagoes de n elementos.

Mas sempre o ciclo pode ser escrito com comegando com o menor elemento
da ordem alfabética dos elementos do conjunto {a1, . . ., a, } mostrando que
podemos reduzir tudo ao que acontece com o conjunto “menos abstrato”

{1,2,...,n}.

O que diferencia os ciclos sao as possiveis permutagoes dos elementos mai-
ores do que o primeiro.

Consequentemente basta-me analisar qual ¢ o sinal de (12...m);m <
n que é a permutagao que leva a coluna 1 para o lugar da coluna 2 e
finalmente a coluna m para a posicao da coluna 1 isto quer dizer que foi
feita a seguinte composigao de operagoes elementares:

(12...m) = (lm)(Im — 1).... (12) (973)

em que cada paréntesis, a direita da igualdade, se refere a uma “trans-
posicao” de colunas da matriz. O sinal deste determinante serd (—1)(™~1)
em que m é a ordem do ciclo que é o tamanho da sua cadeia de caracteres
que é m.

O exemplo 7 mostra que as permutagoes de ordem 3 junto com a identidade,
tem sinal positivo, e que as de ordem 2 tem sinal negativo.

Exemplo 8 (sim(9)) sim(9)
1=[1,0,0,0,0,0,0,0,0;

0,1,0,0,0,0,0,0,0;
0,0,1,0,0,0,0,0,0;
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1_123456%1_123456=1_351_246

I1_351_246%I_123456=

Este € um grupo grande e nao poderia aparecer numa pagina de texto porque
seriam necessdrias 9! = 362880 colunas na tabela. Mas posso analisar alguns de
seus elementos.

(1357) = (17)(15)(13) € sim(9); — —1 = (1) (974)
(246) = (26)(24) € sim(9);— 1 = ( 1)2 (975)
(1357)(246)(89) = (89)(26)(24)(17)(15)(13) € sim(9);+— 1 (976)

(1357) = (17)(15)(13) = —1;
(246) = (26)(24) > 1 : (977)

(89) — —1;

(1357)(246)(89) = 1 = (=1)3 * (=1)% % (=1)1; (978)
(1357)(246)(89) € uma permutagio par + 1; (979)
(135)(246)(89) = (15)(13)((26)24)(89) ~+ —1; (980)
(14569) = (19)(16)(15)(14) — 1 = (=1)%; (981)
(123456789) = (18)(17)(16)(15)(14)(13)(12) > 1 = (—=1)8%;  (982)

Observe que
(12)(13)(14)(15)(16)(17)(18) # (18)(17)(16) (15)(14)(13(12)

e depende da convengao sobre o significado de fog na composicao de fungoes,
nas equagoes (974)- usei a convengio fog(x) = f(g(z))
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Sendo o sequndo método no célculo da paridade duma permutagao a analise
do comprimento dos seus ciclos em sua tnica decomposi¢ao em ciclos:
Posso agora redefinir a paridade duma partigao:

Defini¢ao 19 (permutacgao:) paridade de uma permutagio

A paridade, o sinal de o € sim(n) é o nimero (—1)P € {—1,1} em que p €
o nimero de transposi¢oes de sua fatoragao e € igual ao produto das poténcias
de —1 a soma dos comprimentos dos ciclos cada um reduzido de uma unidade.

- Pitagoras, teorema de Se a,b,c forem, nesta ordem, os dois catetos e a
hipotenusa de um triangulo retangulo, entao

a® + 0% =¢? (983)

Existe uma demonstra¢ao bem simples usando comparagao de dreas que pode
ser vista na figura (121), pagina 323,

A demonstracao habitual usa relagoes métricas no triangulo.

O matemadtico (e advogado) Fermat, que viveu no século 15 deve ter se
inspirado no teorema de Pitdgora para enunciar o famoso teorema denominado
“dltimo teorema de Fermat” hoje se sugere que seja chamado Fermat-Wiles,
associando-o ao nome do matemadtico inglés, Andrew Wiles, que entre 1993 e
1995 batalhou na versao final de uma demonstracao que envolve praticamente
toda a teoria dos nimeros ou da dlgebra modular. Embora a demonstragao seja
muito complicada, o terema tem uma expressao muito simples. A equagao (983)
pode ser expressa como

a4+ b" =c"abe,nel (984)

e a afirmacao de Fermat foi a de que esta expressao somente tinha solu¢ao com
os numeros pitagéricos e apenas no caso em que n = 2. Os numeros pitagéricos

{(3,4,5).(6,8,10),...,(5,12,13),... };

- plano. Confira equa¢do do plano.
- plano cartesiano confira eizos coordenados

- plano coordenado também chamado eizos coordenados. é uma representagao
do plano numérico da Geometria Analitica. Confira também equacio do plano.

- plano tangente é uma variedade linear de dimensao dois que é tangente a
uma superficie, uma variedade de dimensao dois. Extende o conceito de reta
tangente.

E um conceito do Cdleulo Multivariado e da Geometria Diferencial.
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Figura 121: teorema de Pitagoras

Para o Célculo Multivariado (bivariado) se considera uma fungao z = F(x,y)
que seja diferencidvel e um ponto P = (a,b,¢);¢ = F(a,b) entdao um plano de
equacao

P(z,y) =c+ Az —a) + B(y — b); (985)
A=9E10iB =95 upic= Fla,b); (986)
P(a,y) = F(a,0) + (o) (x — @) + 5|0y (y = b); (987)

¢é o plano tangente ao grafico de z = F(z,y) no ponto P.

O plano tangente, Tp, na notacao da geometria diferencial, ¢ uma variedade
de dimensao 2 obtida como tangente no ponto P € S em que S é uma variedade
de dimensido 2. Na descri¢ao feita para a fungao diferencidvel z = F(z,y), a
variedade S ¢ o graf(F), o grafico de F, e o ponto P = (a,b,¢) = (a,b, F(a,b))
é o ponto de tangéncia.
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Aqui ha trés conceitos associados:

1. O conceito variedade surgiu para suprir o defeito linguistico de nossa prisao
tridimensional que culturalmente nos prende ao mundo tridimensional em
que vivemos e a propria geometria euclidiana sofre deste mesmo defeito re-
conhecendo a geometria tridimensional como o universo geométrico. Como
consequeéncia desta prisdao tridimensional a nossa linguagem nao comporta
os conceitos de uma geometria de dimensdo maior do que trés. Simplifi-
cando, posso dizer que uma variedade é um objeto geométrico, e depois
qualificativos, ou predicativos, como linear, dimensao completam a ideia.

Confira variedade.

2. tangéncia é uma relagao de equivaléncia entre figuras geométricas, va-
riedades, criada pelo Cdlculo Diferencial e Integral e depois generalizada
em outras disciplinas da Matemética como a Geometria Diferencial. O
Célculo define esta relagao de equivaléncia estabelecendo que se duas va-
riedades Q, W

e tiverem um ponto P em comum, P € QU W;

e as derivadas de Q e de W, em P, forem iguais;

entao €2 é tangente a W e reciprocamente. Foi esta formulacao que usei
acima na defini¢do de plano tangente ao gréfico da fungao z = F(z,y) no
ponto P = (a,b,¢) = (a, b, F(a,b)).

E uma relagao de equivaléncia valendo as trés propriedade para este tipo
de relagao. Assim se trés variedades se encontrarem num ponto P e neste
ponto tiverem a mesma derivada, entao serdao tangentes duas a duas e esta
relac@o é uma relacao de equivaléncia.

3. derivada Obviamente que esta teoria estd incompleta uma vez que lancei
mao de mais um conceito: derivada. Para chegar a este conceito, o Cdlculo
Diferencial e Integral precisa de trés capitulos, limite, continuidade e
finalmente derivada. Vou criar um atalho usando exemplos que podem
servir para que vocé, se inspirando neles, leia os trés capitulos dum livro
de Calculo para completar o terceiro conceito deste verbete. . .

Derivada

O Calculo univariado constréi a derivada como um coeficiente angular
instaneo do gréfico de uma fungao em um determinado ponto P, enquanto
que o Calculo multivariado precisa de coeficientes angulares instaneos par-
ciais a serem calculados nas distintas diregoes do espaco e que se chamam
derivadas parciais. Vou mostrar-lhe com alguns exemplos que ¢é a ideia de
tangéncia que estd sendo usada.

e A equacao de uma reta, na Geometria Analitica, é uma expressao da
forma y = m(z — a) + b, uma reta com coeficiente angular m e que
passa no ponto P = (a,b). O nimero m ¢ a derwada da reta.
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e Retas sao os graficos das funcoes do primeiro grau sendo por esta
razao que se diz que a derivada de uma fungao polinomial do primeiro
grau é constante, porque retas podem ser definidas como as curvas
cujo coeficiente angular é constante. Assim, para a func¢ao polinomial
P(z) = b+ m(z — a) se tem: P'(z) =m.
Se uma fungao univariada y = f(z) tiver derivada no ponto a entao
ela terd uma reta tangente ao seu gréfico no ponto P = (a, f(a)) e
como a equagao desta reta serd y = m(xz — a) + b entao:

= b= f(a);

= f(a) =m

= P(z) = f(a) + ['(a)(x —a)
Esta forma de apresentar a derivada cria um método geométrico
para o cdlculo de fungoes univariadas: desenhe uma reta tangente
ao grifico da fungao, no ponto (a, f(a)), se for possivel, calcule o co-
eficiente angular da reta, para assim obter f’(a). Isto ndo é possivel
fazer com a funcdo f(z) = |x| no ponto z = 0 e entdo esta funcao nao
tem derivada no ponto z = 0 porque nao é possivel tracar-se uma
reta tangente no ponto (0, f(0)).

Na parte final do capitulo sobre derivada do livro de Calculo, vocé
vai encontrar uma metodologia para calcular derivadas chamada de-
rivagao implicita. Ela vai nos permitir um salto, porque nem toda
curva ¢ uma fungao e isto pode produzir situagoes do tipo maltiplas
derivadas num ponto. E o caso dum circulo cuja equagao e dada por

(r—a) +(y—b?*=r% (988)
y=b+ /12— (w—a)?=+f(2); (989)
O Célculo nos permite deduzir:
— derivada implicita
2(z —a)dr +2(y —b)dy = 0= (x — a)dz + (y — b)dy = 0; (990)

— Se um ponto P = (p,q) pertencer ao circulo podem acontecer
trés situagoes:

% a reta tangente em P ser paralela ao eixo OX e neste caso

diremos que a ela tem coeficiente zero, e hd uma outra reta
tangente, também com coeficiente angular zero, no ponto
antipoda do circulo.
a reta tangente em P ser paralela ao eixo OY e neste caso
diremos que a ela nao tem coeficiente angular, e também ha
uma outra reta tangente, também se coeficiente angular zero,
no ponto antipoda do circulo.

*

*

nenhum dos casos anteriores, entdo a reta tangcuthO serd
y = m(x — p) + ¢ e podemos efetuar um cdlculo simbélico
usando a derivada implicita para concluir que

60Também neste caso hd uma reta paralela a esta situada no ponto antipoda do circulo.
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*

- a reta é tangente a um semi-circulo que é grafico duma
fungdo y = f(z), e a tangente que se encontra no ponto
antipoda é tangente, no caso do circulo a funcao y =
—f(x). A equagdo de cada uma das retas tangentes ¢ uma
polinémio do primeiro y = P(x) cujo gréfico é o da reta

tangente.
Ldy
m=m

< fllp) =m = %\z = p que é a controversa, mas perfeita-
mente funcional notac¢ao de Leibniz para a derivada.

- P(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

O circulo é tangente a retas que se tiverem coeficientes an-

gulares corresponderao as derivadas de fun¢oes deduzidas do

gréfico do circulo: £f.

Se a fungao for bivariada, z = F(z,y) vocé ird chegar, usando

derivagao implicita, a expressao do polinémio do primeiro

grau em duas varidveis que aparece na equagao (eq. 987);

dz = %dw + %dy; (991)
P= ((lﬁ b, C) = (ll, b, F(a~ b))?A = % (a.,b)?B = %gl(a.@gz)
dz:=z—cde =z —a;dy:=y—0; (993)
z=Pz,y) =c+ Az —a) + By — b); (994)

2z —c¢= P(z,y) — F(a,b); (99

5)
P(x,y) = F(a,0) + 3E 0.0y (@ — @) + G5 (0.0 (y — DYO96)

Na equagao (eq.993) eu usei o simbolo “:=" para indicar que
estd sendo feita uma modelagem, nao é um célculo, mas sabe-
mos que se fizermos esta substituigao vamos obter a equagao
certa. ..

Observe que no sistema de equagoes (eq.991) - (eq.996) exis-
tem duas fungoes cujos graficos sao tangentes, no ponto P =
(a, b, c), a funcio linear bivariada z = P(z,y) e a fungao di-
ferencidvel z = F(x,y). Ter uma funcio linear tangente é
o que caracteriza a diferenciabilidade duma funcao em qual-
quer dimensao. E o grifico da fungao linear tangente é a
variedade linear tangente que no caso de fungoes bivariadas
é plano tangente.

- polar confira coordenadas polares.

- poligonal é uma curva formada por segmentos de reta. Desta forma uma

poligonal é apenas um tipo particular de curva caracterizada por uma defnicao
por pedacos em que cada pedagao ¢ um segmento de reta. Uma poligonal ¢é
também um 0-splines.
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Os elementos duma poligonal plana sao (1) a sucessdo de nimeros reais,
(a;)Iy, as abcissas dos nés e a (2) sucessao das ordenadas (b;), formando
a sucessao dos vértices ((a;,b;));_y, que determinam os segmentos de reta da
poligonal, chamados de lados da poligonal.

Algumas vezes os vértices sao chamados de nds, esta linguagem é comum em
teoria dos grafos. Um grafo é formado de varias poligonais se originando em um
conjunto de vértices iniciais ou algumas vezes num tnico vértice. A figura (fig
122), pagina 327, lhe mostra uma poligonal plana.

Poligonal

Figura 122: Poligonal

Um poligono é um exemplo de poligonal fechada, em que o primeiro vértice
coincide com o tltimo,

ag = an;bo = by (ag,bo) = (an,bn); (997)

Como uma poligonal ¢ apenas um tipo de curva, podemos usar muito do se
diz sobre curvas para as poligonais e a importancia delas esta ligada ao caso
particular dos poligonos. A discontinuidade da derivada duma poligonal nos
vértices produz o conceito de angulo, entao a cada vértice, com excecao dos
extremos na poligonal aberta, corresponde um angulo.

No caso dos poligonos, por serem poligonais fechadas, o nimero de vértices
coincide com o nimero de lados e com o niimero de angulos.

Se a sucessao da ordenadas for crescente, entao a poligonal define uma fungao
no dominio [a,b] = [ag, a], ¢ 0 caso da figura (fig 122).

Podemos ter poligonais em espago de dimensao maior que dois, neste caso a
sucessao das abcissas passa ser uma sucessao de vetores de dimensao p — 1 de
modo que a poligonal seja uma curva dum espago de dimensao p sendo os seus
vértices

(ai,bi)fg; bi € RP7Y5 (a, b)) € RPp > 1; (998)
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Obviamente que podemos ter poligonais definidas em espacos de nimeros
complexos mas o uso de tais poligonais parece ser muito raro com excecao dos
poligonos regulares convexos associados ao circulo unitario de C que represen-
tam as raizes da unidade.

e um poligono plano é convezo se qualquer reta do plano o cortar em apenas
dois pontos. A figura (fig 123), pagina 328,

O caso contrario, quando o poligono é concavo, alguma reta do plano ird

ha uma reta que corta o poligono
em mais de dois pontos

o poligono & concavo

Figura 123: poligono céncavo cortado por uma reta

corté-lo em mais de dois pontos.

um poligono regular é aquele em que os lados e os angulos tém todos a
mesma medida, e como consequéncia um poligono regular plano tem os
seus vértices em cima de alguma circunferéncia no plano. Nao parece haver
interesse de estudar poligonos em espaco de dimensao maior do que dois.
A teoria dos poligonos planos é muito grande e envolve bonitas rela¢oes
entre angulos e lados. O exemplo mais comum ¢é da soma dos dngulos dum
triangulo que vale 7. No caso dum poligono qualquer este valor pode ser
obtido usando diagonais que subdividam o poligono em triangulos, no caso
dum quadrildtero o valor ¢ 27, num pentagono o valor ¢ 37, no caso dum
poligno de n lados o valor ¢ (n —2)m. O nimero de diagonais corresponde
as combinagoes dos vértices dois a dois,(%).

no conjunto dos niimeros complexos, os poligonos regulares convexox cujos
vértices estejam sobre o circulo unitario S* de tal modo que um deles seja o
numero real 1, formam o conjunto das raizes complexas da unidade tendo
por equacao

(em/mize = V1 (999)
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e vocé pode ver, na equagao (eq. 999), a férmula de Euler. A figura
(fig. 124) mostra as raizes quintas da unidade. Cada vértice ¢ um nimero
complexo unitdrio que elevado a n reproduz 1. Na figura (fig 124), pagina
329,

(/L

raizes quintas da unidade e um péntagono
inscrito no circulo unitario do plano complexo

Figura 124: raizes quintas da unidade e um péntagono

e As raizes dum nuimero complexo, z, qualquer sdao obtidas usando um
circulo de raio r = |z| com um poligono regular convexo com n lados
inscrito neste circulo tendo um dos vértices situado sobre a reta suporte
de e®/™ com arg(z) = 0. Cada vértice é um nimero complexo que elevado
a n reproduz z.

- polinémio de Taylor Ver Taylor.

- polinémio trigonométrico ¢ uma descoberta atribuida a Fourier mas na
verdade usando os trabalhos dos o que precederam no uso de somas trigo-
nométricas, como Leonhard Euler, Jean le Rond d’Alembert, and Daniel Ber-
noulli e com o mesmo objetivo, resolver equagoes diferenciais. Apenas Fourier
em sua monografia apresentada a Academia de Ciéncias da Franca teve a ousadia
de afirmar que as séries trigonométricas poderiam representar quaisquer fungoes
periddicas.

Os polinémios trigonométricos, de que vou tratar aqui, sdo aproximagoes
de fungoes, ou melhor, projecoes de fungoes definidas num determinado espago,
com imagem num espago de dimensao finita gerado pelos vetores linearmente
independentes sin(kz), cos(kxz) com k < N, portanto um espago vetorial de
dimensao 2N + 1.

A leitora pode ficar intrigada com a dimensao 2N + 1, de onde sai este
nimero? Se k € {0,1,..., N} seria razodvel pensar em 2N + 2, entretanto se
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k=0 sin(kz) =0 e o conjunto deixaria de ser uma base pois a Algebra Linear
nos ensina que zero nao pode | pertencer a um conjunto de vetores linearmente
independentes. Entao temos que retirar sin(0) o nos deixa com o total indicado.

Falar das séries de Fourier me obrigaria discutir a convergéncia destas séries
que tornaria um verbete de diciondrio muito longo. A leitora interessada pode
encontrar este topico em outro lugar, aqui ficard um resumo do essencial. Alids,
para que fique claro que é um resumo, compare com o livro de Zygmund, Tri-
gonometric Series que tem cerca de 750 paginas.

Ha vérias formas de apresentar os polindémios trigonométricos, a que vou
preferir vem sob a forma duma aplicac¢ao da Algebra Linear cujo sumadrio seria:

e Um espago vetorial de fungbes, £, munido de produto escalar;

e Sclegao de vetores ortonormais para estabelecer uma base para um su-
bespago de E, chamado aqui de F.

e Defini¢ao de um projetor de E — F

Descobrindo um produto interno
Uma integracao por partes mostra que

27

/sin(z) cos(z)dx =0 (1000)

0

e se fizermos uma abstra¢ao podemos escrever

o
< f.g >:/f(a:)g(ac)dx (1001)
0

que representa, se f, g forem duas fungoes integriveis sobre o intervalo [0, 27],
uma férmula que uma breve investigagao mostra que tem as propriedades

f,g integraveis e a, 3 € R; (1002)
<afi+Bfrg>=a< frg>+B<fr,9> (1003)
<fif>>0e <f,f>=0 < [f=0; (1004)

sendo portanto um produto escalar como ¢ definido na Algcbra Linear.

A equagio (eq. 1004) nao é verdadeira em geral e leva & definigao de fungao
quase sempre zero. Vou omitir este detalhe apenas com a observagao de que
uma discussao mais cuidadosa deste “fenomeno” leva a defini¢ao de uma relagao
de equivaléncia e a teoria dos espacos de Lebesgue, inclusive mesmo a medida
de Lebesgue.  Mas se f, g forem fungoes continuas a equacgio (eq. 1004) ¢é
verdadeira e vou assumir esta hipétese para mais a frente mostrar que ela pode
ser eliminada.

As equagoes (eq. 1002)- (eq. 1004) sdo as propriedades do produto escalar
definido nos espagos vetoriais da Algebra Linear isto nos permite usar a equagao
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(eq. 1001) como defini¢ao do produto escalar em um determinado espago de
fungoes que vou aqui definir, usando a hipétese que me permitiu considerar
verdadeira a equagao (eq. 1004) , como sendo o espago vetorial das fungoes
continuas definidas no intervalo [0, 27].

Posso agora recomecar a introdugao que fiz acima com dados mais concretos.
O espaco vetorial E mencionado acima é C([0,27]) no qual a férmula

< fig>— / F(@)g(2)dx (1005)
it

define um produto escalar. Mas qualquer multiplo por um nimero real sera
também um produto escalar e logo mais vou mostrar que esta nao é a melhor
férmula para o produto escalar do espago E.

Este espago é “pequeno” para a teoria de Fourier, tendo sido este ponto a
razao de criticas que foram feitas & teoria incompleta de Fourier que somente
pode ser entendida completamente um século depois com a integragao a Le-
besgue, mas também por razoes de espago vou deixar estes detalhes para que
a leitora interessada complete. Mais adiante vou deixar alguns dicas de como
fazé-lo, apenas no momento uma observagao, a continuidade é um requesito
exagerado, bastava exigir que “f, g fossem integraveis” e assim ja teriamos um
espago vetorial onde o produto escalar da equagao (eq. 1005) estivesse definido.

A leitora pode ver aqui como, aos poucos, os detalhes em uma teoria podem
ser acrescentados, e esta histéria foi sendo construida de 1700 a 1900, ou seja
de Euler & Lebesgue e o livro de Zygmund, 1930, é um resumo significativo da
teoria.

Estabelecido este cendrio podemos calcular a projecao de um vetor f € E,
um vetor do espago E, na diregao de um dos vetores da base, por exemplo, a
projegao de f € E na diregao de cosi(x) = cos(kx) ou na direcao de sing(z) =
sin(kxz)

2
ap =< f,cosp >= [ f(x)cosy(x)dz; k > 0; (1006)
0

2
by =< f,sing >= [ f(x)sing(z)dz; k > 0; (1007)
0

Os nitimeros, ay,by sdo os chamados coeficientes de Fourier® de f e da
mesma forma como fazemos na Algebra Lincar, ou na Geometria Analitica,
quando descobrimos as projegoes de um vetor relativamente aos vetores da base
do espago, podemos escrever o vetor como combinacao linear dos vetores da

61Neste momento errados! Quando for corrigido o produto escalar serdo apresentados os
coeficientes corretos de Fourier.
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base:
flz) = > ay, cos(kxz) + by sin(kz) ~ f(x); (1008)
k=0
f= ﬁ: ay, cosy, +by, sing, = f; (1009)
E=0

Hé uma diferenga entre as equagoes (eq. 1008) e (eq. 1009) , uma representa
o que acontece em cada ponto e a outra é uma expressao global para os espacos.
Para explicarmos o que significa a "aproximagao’na equagio e (eq. 1009)
teriamos que discutir a topologia, ou neste caso mais simples, definir qual é a
norma, ou distancia usada no espago C([0, 27]).

Novamente aqui ficam reticéncias para serem preenchidas pela leitora inte-
ressada.

Um gréafico mostrando a aproximagao

O préximo gréfico na figura (fig 125), pagina 332, mostra-lhe um polinémio

polinomio trigonometrico com coeficientes 20
5 T T T T T T T

i)
szo(x)

AN NAR
 AYRRVAVAVAN;

Figura 125: uma sucessio de polinémios trigonométricos

trigonométrico com N = 20 que foi feito com o script do gnuplot, fourier.gnuplot,

que vocé pode encontrar na pagina

http://www.multivariado.sobralmatematica.org/programas/

Rodando este programa foi vocé vera uma sucessao de gréficos de polinémios
trigonométricos sendo o tltimo este que aparece na figura (fig 125). Vocé
também pode ler e alterar o programa selecionando outra fungao f para calcular
os coeficientes de Fourier, o programa é distribuido sob a GPL.

Na figura (fig 125), o gréifico de cor verde é o da fungao f e em azul
vocé pode ver um padrao que se repete é grafico de uma funcao periddica,
de periodo 27 porque é uma combinagao linear de senos e cosenos que sao
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fungdes 2m-periédicas. No intervalo [—m, 7] o padrio se aproxima do grafico
de f, como disse Fourier, as séries trigonométricas podem representar qualquer
fungao periddica.

Lendo o programa fourier.gnuplot vocé deve observar que nao foi o pro-
duto escalar da férmula (eq. 1005) que foi utilizado mas sim

2

< fig>= %/f(z)g(ac)dac (1010)

0

Experimente retirar este fator, no programa, e vera que nao ha superposicao dos
gréficos, mais exatamente, vocé ird observar que houve um erro pela soma de
uma constante. Ora a constante é o termo ag e aqui comeg¢a uma das historias
mais intrigantes da Matemadtica: uma férmula com uma exce¢ao com cerca de
cem anos de investiga¢ao para deizar claro o porque da excec¢ao, de Fourier a
Riesz-Fischer. Mas vou poder mostrar-lhe o porque, em algumas linhas, mon-
tado no trabalho que foi feito por centenas de matematicos.

Vou comegar por escrever a férmula para o calculo dos coeficientes de Fourier
de f deixando a excecao em relevo:

a = & [ fa)d (1011)
0
ar =1 izfﬂf(l‘) cos(kx)d; k > 0; (1012)
0
b= L ] f(o)sin(ka)dok > 0 (1013)
0

Sem o fator % jé tinhamos a ortogonalidade de todos os vetores da base com
excecio de um, quando k = 0, cos(kz) que ¢ a funcao constante 1. Verificando
[|cos(0z)|| vamos encontrar o valor 2. E um vetor de norma 2 que é perpendicular
a todos os outros. Valores experimentais, o resultado dos programas, mostram

27
um erro ao consideramos a defini¢ao de ag como % [ f(x)daz.

Como ja nao ¢ possivel alterar o produto escalar, poderiamos alterar a de-
finicdo da fungao cos(0z). A solugdo é consideré-la definida por:
1
cos(0z) = -
cos(02) = 3
Mas esta definigao nao é aceitavel, a solugao é a de redefinir o valor do
coeficiente ag
27

ag = %/f(”(‘)d”(‘ (1014)

0

620 programa fourier.gnuplot usa o intervalo [—m, 7| esta é a razao de que o padrao que
se observa é uma aproximacao para o grafico de f no intervalo [—m, 7).
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Deixe-me usar o fato de que a série de Fourier é absolutamente convergente,
vou poder enunciar dois resultados importantes que se completam, teorema
de Riesz-Fischer e a identidade de Parseval, que estabelecem em conjunto que
a transformada de Fourier é um isomorfismo entre os espagos £2([0,27]), o
espaco das fungdes com quadrado integrével, e (2(N), o espaco das sucessoes cujo
quadrado define uma série convergente. Os vetores f € £2([0,27]) e fe 12(N)
tém a mesma norma.

E mais do que um isomorfismo, ¢ uma isometria.

Vou usar este resultado para mostrar que a solucao adotada de redefinir
ap nao ¢ tao exdrixula. Supondo a convergéncia absoluta da série de Fourier
podemos intercambiar série e integral para escrever:

27 / oo
f (Z ay sin(kz) + by, cos(km)) dz = (1015)
0 \k=0
oo 2m
> J (awsin(kz) + by cos(kz)) da = (1016)
k=00
27
2mag = [ f(z)dx; (1017)
0
onde voltamos a encontrar o valor proposto para a férmula de ag
. 27
a0 = 5 / f(x)da; (1018)
0

Foi este o rumo a histéria tomou.

Para tornar menos extranha esta solugao forcada em que o coeficiente ag
tem uma definigao diferente dos demais coeficientes, observe que a definigao
proposta tem o valor particularmente importante: ag é o valor médio integral
de f no intervalo [0,27]. Quando f for uma fungiao descontinua, a sua série
de Fourier sera continua e corrigird f atribuindo-lhe o valor médio no ponto de
discontinuidade.

Como ja antecipei os teoremas de Riesz-Fischer e a identidade de Parseval,
deixe-me antecipar também um resultado envolvendo a convolucgao e a série
de Fourier que também mostra como a redefini¢io de ap ¢ bem apropriada.
Podemos mostrar que a série de Fourier é uma convolugdo com o nicleo de
Dirichlet resultando numa fungio regularizada® e continua em que voltamos a
ver o valor médio como a correcao da descontinuidade de f, confira convolugao.

- Poténcia ou potencia¢ao é uma das operagoes basicas da Aritmética. Confira
também poténcia dum conjunto. A Aritmética define a poténcia como uma
multiplicagao repetida

a*=ga---a;abeN (1019)

b fatores

63mais exatamente, de classe C>°.
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e podemos extender a defini¢ao para expoente em Z mantendo o mesmo sentido
de multiplicagao repetida

b>0 @----a;
—
ab = b'fatores ta > 0; (1020)

<
Al
=}
3=t

a

Para a = 0 a definigio 0° ¢ indefinida e para os expoentes negativos nao
existe porque implicaria no inverso do zero.

Todas as defini¢bes nas equacoes (eq. 1019) e (eq. 1020) funcionam para
qualquer nimero real estritamente positivo a e dou asssim a defini¢ao expandida
para a € RTT. Para nimeros negativos também funciona, levando em conta a
regra do sinal para multiplicacao:

a<0;a"<0 <« bimpar; (1021)

{a<0;a”>0 < b par;

e como sempre o zero fica excluido como expoente, no caso da base ser zero.
O que ¢ interessante é expandir a definigdo para o expoente b € Q o que
passa pela definicao

1
av;b>0
e truque ¢ considerar esta operac¢ao como inversa da potenciacao:
ab = Ya; (Va) = a; (1022)

observe que posso incluir um nimero intermedidrio escrevendo:

(1023)

B aqui que surgem algoritmos para o célculo das raizes quadrada, cibica,
construgoes muito antigas cuja histéria pode ser consultada na Wikipédia fa-
zendo a busca com a palavra chave algoritmo da raiz. Sao construcoes extre-
mamente bonitas e considerando a época em que foram feitas, verdadeira arte
de célcular que nds hoje perdemos pelo apoio que a computagiao nos oferece e
portanto, numa simples falta de energia elétrica nos veremos repentinamente
sem poder executar alguns cédlculos bem elementares.

Mas, logo a raiz quadrado de dois ¢ um nimero irracional levando o algo-
ritmo da raiz quadrado a um laco infinito. . . em programacao, e com a presenca
da energia elétrica, isto se resolve estabelecendo um limite de tempo de proces-
samento ou uma precisao adequada.

Com programagcio podemos pensar a’; a, b € R; a # 0 e simplesmente ignorar
a raiz a partir da defini¢io feita na equacao (eq. 1023). Se vocé tiver acesso &
linguagem calc que ¢ distribuida de maneira livre sob GPL, [15], basta escrever
num terminal do calc
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tarcisio@casa:/pub/tarcisio/tex/dicionario$ calc

C-style arbitrary precision calculator (version 2.12.4.4)

Calc is open software. For license details type: help copyright
[Type "exit" to exit, or "help" for help.]

; a = sqrt(5)

; pi = 4*atan(1);

; ¢ = power(a,pi);

;¢
12.52966660804931024735

5
quit;
tarcisio@casa:/pub/tarcisio/tex/dicionario$

para calcular (v/5)7. O algoritmo estd incluido na linguagem, mas é possivel
escrever um programa simples para obter este resultado, ou mesmo calcular
qualquer seja a poténcia dum numero arbitrario estritamente positivo.

Desta forma podemos dizer que a radiciagao nao precisa ser considerada uma
vez que ela é apenas a operagao inversa da poténcia. Ainda usando o exemplo
do calc esta afirmagao fica assim:

Ya = power(a, %), (1024)

num terminal do calc

sqrt(5);
2.23606797749978969641
power(5,0.5);
2.23606797749978969641
¢ = power(5, (1/7));
power(c,7);
4.99999999999999999992

observe que o 1ltimo resultado é um valor aproximado:
4.99999999999999999992 ~ 5;

Na linguagem calc nao existe uma funcao para calcular raizes arbitréarias
exatamente porque a poténcia resolve isto e podemos simplesmente ignorar as
raizes assim como os magnificos algoritmos que os antigos construiram, sempre
com esperanga de que nao nos venha a faltar a energia elétrica.

- poténcia dum conjunto se um conjunto for finito, A = {1,2,...,n};n € N,
entao o conjunto das partes de A, tem 2" elementos e por esta coincidéncia a
operagao

A A;XCA = X eP(A) =24 (1025)
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0712 [3 [4 [5 [6 [7][8]k—2F
1 1 1+ 20
1} 11 2+ 2T
1,2} 121 41— 22
1,2,3} 133 [1 8+ 2%
1,2,3,4} 146 [4 |1 16— 27
1,2,3,4,5} 15[10]10]5 |1 32+ 2°
1,2,3,4,5,6} 161520156 |1 64— 20
1,2,3,4,5,6,7} 1T[7]21]3 35217 |1 128 27
1,2,3,4,5,6,7,8} || 1 [ 8] 2856 |70 [56 || 28 | 8] 1| 256+ 2

é chamada de poténcia do conjunto A.

A dltima expressao na equagao (eq. 1025) é apenas uma notagao, nao é um
cdlculo, uma vez que envolve um niimero e um conjunto.

O chamado triangulo de Pascal mostra em suas linhas a distribui¢ao das
partes do conjunto A em fung¢ao do niimero de elementos como mostra a tabela

O conjunto das partes de A é um novo conjunto cujos elementos tem uma
hierarquia maior do que os elementos de A ou maior complexidade sendo assim
vale a relagao

XCA = XecP(A) (1026)

Se o conjunto A for finito, podemos dizer que 2” tem mais elementos que
A e a cardinaldade é simplesmente a quantidade de elementos do conjunto que
e 0 ntimero 2" é a cardinalidade de 2”4 se n for a cardinalidade de A.

Cardinalidade

Se o conjunto A néo for finito esta linguagem deixa de ter sentido porque
a cardinalidade de conjuntos nao finitos deixa de ser um nimero e passa a ser
uma classificagdo dos conjuntos.

Se o conjunto A nao for finito, os dois conjuntos A,24 se encontram em
classes de cardinalidade diferentes o que levou a Cantor enunciar o salto de
cardinalidade, a ainda chamada hipdtese do continuo.

Assim, para o conjunto dos niimeros naturais, N, P(N) estao em classes de
cardinalidade diferentes nao havendo uma classe de cardinalidade intermediaria.
A classe de cardinalidade de P(N) ¢ a mesma de R que é a chamada de cardina-
lidade do continuo e indicada com a letra ¢. E o chamado salto de cardinalidade.

Esta questao teve que espera cem para ser finalmente esclarecida por Paul
Cohen completando a tese de Godel e estabelecendo que nao ¢ possivel ter em
Matematica uma unica teoria dos conjuntos e sim pelo menos duas, uma delas
¢é a chamada teoria dos conjuntos de ZFC (Zermelo-Fraenkel).

Estas questoes sao tratadas na Légica Matematica.

- primitiva Se uma fungao f for integrdvel no sentido de Riemann é possivel
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definir uma outra funcao associada a f usando a integral como “equagao”
t.
t / f(z)dx = F(t) (1027)
a

que é uma primitiva de f. Podemos provar que F'(t) = f(t) e neste caso também
é verdade que, se G(t) = F(t) + C, em que C é uma constante, entdo G'(t) =
f(t) o que mostra que f tem uma infinidade de primitivas e portanto para
que esta operacao seja inversa da derivada é preciso selecionar uma constante,
por exemplo, C' = 0. A constante a na expressao da integral, recebe o nome
“condigao inicial” e esta relacionada com a constante C.

Este é um primeiro exemplo de equacao diferencial ordindria, uma primitiva,
F da funcao f é uma solugao da equagao diferencial

F = (1028)

Quando a fungao f for multivariada ela pode (ou nio ter uma primitiva) que
entao serd solugao de uma equacdo diferencial parcial. Neste caso entra o
conceito de integral dependente, ou independente de um caminho e o Teorema
de Green tem uma versao trivial que separa estas dguas.

- primo ¢ um ndmero natural positivo, maior do que 2, que nao pode ser
decomposto como um produto de outros ndmeros naturais. 7 ¢ um numero
primo, assim como 5,3 e 2. Mas, como 8 = 23 entdo 8 ndo é um niimero primo.
O crivo de Eratostenes é a lista dos nimeros primos até um certo “dltimo
nimero primo”, observando que o conjunto dos nimeros primos € infinito, é o
chamado teorema de Euclides, ¢ um dos teoremas fdceis da Algcbr&

O teorema fundamental da Algcbra afirma que todo ndmero inteiro maior
do que 2 pode ser escrito de maneira tinica como um produto de fatores primos,
a menos da ordem como estes fatores aparecam:

ne€Zin>2xn=qg" ¢ (1029)

quando dizemos que n tem r fatores primos distintos.
O teorema seguinte mostra que a “densidade” dos nimeros primos no con-
junto dos niimeros naturais é grande

> l (1030)

PEPp

diverge, em que P é o conjunto de todos os niimeros primos. Compare o conceito
de “densidade” com a série obtida quando P for o conjunto das poténcias de
qualquer inteiro, entdo uma série geométrica, logo, convergente.

E divertido observar que todos os conjuntos P mencionados tém a mesma
cardinalidade apenas o salto entre os seus elementos aumenta com grande “ce-
leridade” em todos casos, exceto quando P for o conjunto dos ntimeros primos.
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Isto justifica a intensa pesquisa que continua a ser feita para entender a estrutura
do conjunto dos niimeros primos.
Observe que o produto

1+4)= (1031)
p€e{2,3,5}
=1+ 3> p+ X pa+ X pgr (1032)
pe{2,3,5} p.q€{2,3,5} p.q,r€{2,3,5}
=1+ > p+ X pg+ > pqr (1033)
pe{2,3,5} P,q€{2,3,5} P,q,r€{2,3,5}
=1+ > p+ >  patpar (1034)
pe{2,3,5} p,g€{2,3,5}

pode ser escrito como somas de produtos com termos aumentando sucessiva-
mente o nimero de fatores o que nos permite de chamar um “produto infinito”
(que nao existe, como também nao existem “somas infinitas”) de série. O de-
senvolvimento nas equagoes (1031)- (1035) mostra que a série

1 .
o+ (1035)

peEP

em que P é o conjunto de todos os nimeros primos, contém todos os termos
da série na equagao (1030) e a conclusdo é a de que se esta divergir, também
a série na equacio (1035 diverge. Este ¢ um resultado bem conhecido, ambas
divergem!
Dois teoremas para fechar o verbete! O primeiro conhecido como teorema
dos nimeros primos
m(z)

(z)

lim ————
z—oo x/ln

=1 (1036)

A notagdo, 7(z), representa todos os nimeros primos menores ou igual ao
numero primo .
O segundo, o teorema de Mertens

I[a- e (1037)

ot p In(z)

quando z cresce indefinidamente ¢ v é a constante de Euler definida por

v= nhlfrolo (i% — ln(n)) (1038)

k=1

Os numeros primos sdo muito importantes na teoria das congruéncias que
servem para clasificar objetos, criar estruturas aritméticas finitas. Estes dois
conceitos fazem parte da construcao dos algoritmos de criptografia.

Dois nimeros dizem-se coprimos se o conjunto dos seus fatores for disjunto
desconsiderando o fator 1. Por exemplo 21, 12 nao sao coprimos porque 3 é
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um fator comum e 15 =3 x 5,14 = 2 x 7 s@o coprimos. Se uma fracao for
irredutivel entdo o numerador e o denominador sao coprimos, ou ainda como se
diz, primos entre si.

O algoritmo da divisao sucessiva euclidiana, aplicado a dois ntmeros a,b
podemos determinar se eles sao coprimos: o resto da divisao tem que ser 1. Se
o resto da divisao possivel entre a,b for r # 1 entdo r divide ambos os niimeros
que assim nao serao coprimos. Mas este método é inutil na pratica, é melhor a
busca sucessiva de divisores dos nimeros a, b. Porém é o método para construir
uma demonstragao o que da um exemplo de uma situagao muito comum em que
os métodos tedricos podem ser destituidos de aspectos praticos. Conclusao, a
visao ut: ista é anti-cientifica porque tolhe o desenvolvimento ciéntifico ante
a barreira produzida pela aplicabilidade que é o motor central das famigeradas
ageéncias cientificas. .. Confira Roger, Leonard James.

- primos entre si Dados dois nimeros naturais, p, ¢ dizemos que ele sao pri-
mos entre si se ele nao tiverem fatores comuns. Por exemplo 12, 15 nao sao
primos entre si uma vez que 3 ¢ um fator comum entre 12 ¢ 15. Mas 21 e 25
sao primos entre si. Um teorema de Dirichlet descreve uma lista de nimeros
primos, dados p, ¢ primos entre si.

f(n)=pn+q¢neN (1039)

produz uma lista infinita de ntimeros primos.

- problema A palavra problema tem um uso particular em equagoes diferen-
cias, representando a busca de uma solugao com certa unicidade, ver problemas,
equagoes diferenciais. Alguns problemas em franca atividade sao

e problema de Cauchy, (Cauchy-Kovalevska); Ver Cauchy, problema de.

e problema de Riemann-Hilbert;

- problema, mal posto Nao se trata de uma adjetivacdo negativa, mas a
constagao da realidade. Quando se tenta modelar problemas da vida real se
constata a grande dificuldade de formalizar a realidade. Se chama de problema
mal posto aqueles que deixam difusa as condigoes em que acontece um certo
fenémeno. Como é importante criar modelos o risco de criamos poblemas mal
postos é grande mas isto nao deve ser desencorajador, apenas dever haver uma
critica na formulagao (um aviso para o utilizador!). Ha vérias técnicas, diversos
métodos, com distinto nivel de abstragao para corrigir a redagao de problemas.
Posso citar alguns (uma lista incompleta):

1. o da melhor curva, fitting curves Suponha que f seja uma fungao (bem
posta) e se deseje resolver a equagio f(z) = y em que z ou y seja um
problema mal posto. Supondo-se que x ou y sejam vetores, quer dizer
um conjunto dados coletados com imprecisoes, uma saida seria recorrer
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a “curva melhor adaptada”, uma curva que melhor represente estes da-
dos usando uma distancia apropriada nesta decisao. Um tipo de método
comum ¢é o dos minimos quadrados, neste caso a distancia é a distancia
euclidiana. A figura (126) pagina 341, ilustra aproximagao por quadrados
minimos para encontrar uma curva que melhor se adapte a uma massa de
dados discretos. Na figura, a curva em azul representa a fitting curve, a
curva que melhor se adapta, calculada por quadrados minimos dos dados
representados pelos pontos em cor preta. A figura (126) foi obtida usando

Regularizagéo por quadrados minimos

Figura 126: Aproximagio por quadrados minimos
um script para gnuplot.

2. Regularizacao de Tikhonov. Embora seja mencionada como um método,
na verdade ha uma pluralidade de métodos sob este nome. Com a mesma
notacgao do item anterior, x, ou y sao dados obtidos com erros, um dos
métodos de regularizacao de Tikhonov envolve uma matriz de Tikhonov
que é da forma al, uma matriz escalar em que a constante « é calcu-
lada usando o desvio padrao, o = Z—: Embora esta metodologia pareca
nebulosa, ela se mostra, na pratica, efetiva. Ela se basea na Estatistica
Bayesiana que tem uma justificativa ingénua, mas fundamentada: se os
dados foram colhidos por um experimento sério, e contém erros, é possivel
filtrar os erros procurando encontrar a melhor forma de corrigir os dados
usando uma das probabilidades que a Natureza aprovou! O calculo do
desvio padrao envolve um valor médio que depende da selecao de uma
probabilidade consequentemente o método consiste em testar distintas
probabilidades, e naturalmente, verificar se a regularizagao produz bons
resultados quando esperimentada com dados reais, se possivel.

3. Regularizagao de Tikhonov em espagos de fungoes. Procure reqularizagao.
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- problema, equagdes diferenciais As equagoes diferenciais, quando tém
solugoes, tem uma infinidade delas. O exemplo mais simples é o cdlculo de um
primitiva, no Calculo Diferencial e Integral:

ff=2 = f@)=%+C (1040)

2

em que C' é um numero real qualquer. Porém se esta questao for apresentada
como:

y = (1041)
=0 = y=0; condigdo inicial (1042)

entao o valor de C' na equagao (1040) fica determinado, vale zero, e a solu¢ao
é tinica. Costuma-se chamar de um problema quando uma equacao diferencial
é posta desta forma com condigoes que particularizam a solugao. Observe o
nome “condicao inicial” que provavelmente vem do significado fisico de algumas
equagoes diferenciais estudadas no século 15 quando elas representavam em geral
problemas de velocidade, como é usada em Fisica, “velocidade inicial” é uma
condicao inicial de uma equagao diferencial. Uma integral definida resume o

problema:
z

/ tdt (1043)

a

a condigao inicial é z = a quando y = 0 e o resultado do problema é y = -~

A equagao estudada acima é de primeira ordem, se a ordem for maior serd
preciso um nimero maior de “condigdes” para obter uma solugao tnica, porque
uma equagao de ordem n pode ser expressa como um sistema de equagoes de pri-
meira ordem, entao serao necessérias, em principio, n condigoes para “criar um
problema”, mas isto é equivalente a ter uma condi¢ao vetorial. Se a equagao di-
ferencial ordindria for linear podemos dizer que uma condigao inicial (numérica,
ou vetorial) é o necessdrio para fixar uma solugio tnica.

Se passarmos as equagoes diferenciais parciais, como elas sao postas em uma
regiao do plano ou do espago, entao passamos a falar de “condigoes de fronteira”:

9 4+ 7up=0;t € (a,b); (w,9,2) € QCR? (1044)
P [5E+ up) = pF = up+ 1 v us; (1045)
div(v) = 0;u(z,y, z) = f(x,y, 2) se (v,y,2) € 0Q (1046)

esta equacdo estd definida numa reigido do R* que contém a regiao Q que é
tridimensional e os valores de u estao sendo estipulados na fronteira de 2 na
equagdo (1046) pela fungao f, observe que f é um dado do problema, é co-
nhecida s@o os valores que a funcao desconhecida, u, assumem sobre a fronteira.
Temos aqui um problema com valores na fronteira, (PVF) ou a sigla em inglés
(BVP), também se costuma dizer um problema com condi¢io na fronteira.
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Um experimento simples pode dar lhe uma visao concreta do significado da
fronteira na solugao de uma equagdo diferencial parcial, a figura (127), pagina
369, lhe mostra duas regioes planas onde simulamos um problema com valor na
fronteira e que vocé pode repetir usando regides distinas, como retangulares ou
mesmo com buracos em seu interior, e ver surgir distintos tipos de superficies que
serao produzidas como solucao de uma certa equagao diferencial. Se houver uma
modificagao na fronteira, a superficie-solucao serd diferente, como vocé pode ver
nos dois exemplos de superficies obtidas com dois dominios diferentes. As figuras
mostram o resultado da experiéncia em que usamos “agucar refinado” para
simular um fldido. Se lhe parecer que o uso de um meio poroso ¢ inadequado para
tratar de uma questao de dinamica de fltidos, fazemos referéncia a introdugao
de um dos cldssicos do assunto, Supersonic Flow and Shock Waves de Courant
e Friedrichs, em os autores que usam como um exemplo inicial para ondas
de choque o comportamento de uma multidao que busca a saida dum prédio
motivada pelo panico... entdo podemos usar agucar refinado para entender o
que acontece com uma superficie submetida a uma condigao de fronteira. Aqui
nao ha nenhum choque envolvido, apenas mostramos que a fronteira influi no
formato da superficie.

Se voceé usar distintos fliidos, terd também superficies distintas. mas o me-
lhor mesmo é que vocé gere sua propria experiéncia baseado no método que
aqui lhe expomos: distintos dominios correspondem a distintas superficies. Se-
ria injusto nao mencionar que vi esta experiéncia num evento de universidade
aberta, Universidade de Upsala, apresentado por Gunnar Aronsson, nao foi eu
que a inventei. Gunnar usou areia de praia em vez de agucar...

- produto cartesiano ¢ uma operacao entre dois conjuntos. Notagao: se A, B
forem dois conjuntos, entao

AxB={(x,y);x€Aeyec B (1047)
BxA={(z,y)iz€Beye A} (1048)

consequentemente o produto cartesiano nao ¢ comutativo.

Os produtos cartesianos aparecem nas comunicagoes téenico-cientificas mui-
tas de forma implicita, por exemplo em graficos estatisticos, de fungoes que sao
subconjuntos de algum produto cartesiano. O plano cartesiano na figura (fig
128), pagina 344, mostra dois graficos, da funcio y = f(z) e da funcdo y = g(z).

A figura (fig 129), pagina 345, mostra o produto cartesiano do conjunto A =
{-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} com ele mesmo, A x A e nele foi selecionado
o conjunto

C={(x,y) e Ax Az <y}

que sao os pares em que a ordenada ¢ maior ou igual do que a abcissa. Um
subconjunto de C' seria

H={(z,y) € Ax A;z =y}

que é a diagonal que limite inferiormente o conjunto C.
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y = f(x)

y =9(x)

Figura 128: produto cartesiano R x R

- produto escalar Produto escalar, ou ainda produto interno ¢é uma “falsa”
operagao bindria, no sentido de que sai do espago onde estd definida. O resultado
do produto escalar é um nimero, um escalar.

Mesmo “falsa” é de importancia significativa! O produto escalar esta envol-
vido em vérias relagoes interessantes e junto com ele, o circulo trigonométrico
S!, que é uma espécie transferidor no plano.

Na figura (fig. 130), pagina 346, um ponto qualquer sobre S! tem coorde-
nadas (cos(a),sin(«)) e assim todas as dire¢oes do plano estao, nele, anotadas:

H4 duas definigoes equivalentes do produto escalar de dois vetores:
Defini¢ao 20 Produto escalar de dois vetores

Dados dois vetores u = (a,b);v = (p,q) definimos o produto escalar entre
por uma das duas formas:

< u,v >=ap+ by; (1049)
< u,v >=||ul||[v]| cos(y):y € o dngulo determinado por u,v; (1050)

Vou fazer uso de S' na demonstragio do préximo teorema e prepare-se para
ver S, o circulo trigonométrico, aparecer com frequéncia em questdes envol-
vendo angulos, como eu disse, ele é uma espécie de transferidor.

Precisamos formalizar com um teorema que estas duas definicées sao equi-
valentes.

18 Produto escalar As defini¢oes para o produto escalar na de-

finigao 20, sao equivalentes.
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Figura 129: produto cartesiano de conjuntos finitos

Projete estes vetores no circulo trigonométrico S, entdo u,v determinem os dngulos
a, B, respectivamente, com a — 3 =y, supondo que a > f3.
Podemos escrever

u = (a,b) = ||lul[(cos(a),sin(a)); a = ||u|| cos(a); b = ||ul| sin(c); (1051)
= (p,q) = [[v]|(cos(8), sin(8)); p = [[o]| cos(8)s g = [[o]] sin(8); (1052)
< u,v >=< ||ul|(cos(a), sin(a)), [[v]|(cos(B).sin(B)) >= (1053)
[[w]l[[v]] cos(ax) cos(B) + sin(a) sin(B) = (1054)

lullllv]l cos(ec = 8) = [lull[[v]| cos(~); (1055)

Como dois vetores determinam um plano, esta demonstracao vale para o
produto escalar de dois vetores em qualquer dimensao que eles estejam. Usar
uma definigdo ou a outra ¢é uma questao de selecionar qual das duas traduz
melhor o significado do produto escalar em cada situagao.

Por exemplo, no préximo teorema, cuja demontracao é um exercicio interes-
sante, é mais pratico usar a primeira definicao em sua demonstragao.

19 Bilinearidade do produto escalar

O produto escalar tem as sequintes propriedades:

uy = (a1,b1);uz = (az,b2);v = (p,q); (1056)
<up +ug,v >=<up,v >+ < U, v >; (1057)
<v,up U >=< v,up >+ < v ug > (1058)
A< u, v >=< A, v >=< u, Av >; (1059)
(1060)
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(a,b)
r
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P

Figura 130: O circulo trigonométrico S*

A “linearidade” é a propriedade de preservar soma e produto na forma como
aparece no teorema. E como vale para os dois lados da expressao entao dizemos
que ¢ bilinear. Estas propriedades se demonstram usando a primeira forma da
definigao. A segunda forma da definicdo aparece em questoes de proje¢ao como
0 préximo teorema mostra.

20 Projecio com produto escalar

Se o vetor u for unitdrio, entio < wu,v > mede a proje¢io do vetor v na
dire¢io do vetor u.

A demonstragao ¢ uma simples interpretagao geométrica do significado do
produto escalar usando a segunda defini¢ao na equagao (eq. 1049).

O que é importante é chamar sua atengao sobre como usar esta propriedade,
lembre-se que por repetidas vezes chameis o circulo trigonométrico de “trans-
feridor”, coloque o centro dum circulo unitdrio na interse¢ao de duas retas e
aplique o produto escalar em sua segunda versao quando precisar de calcular a
projecao dum vetor na direcao de outro.

O produto escalar estd envolvido na determinacao da equacao da reta e na
equagdo do plano, na definigao do médulo de um vetor, na distancia de um
ponto a uma reta, para mencionar algumas das aplicagdes mais diretas desta
operagao.
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- produto vetorial de dois vetores @, ¥ define um novo vetor @ com as seguintes
propriedades:

Defini¢ao 21 (Produto Vetorial) Produto Vetorial

o ||W|| = u x ¢ = |ul|||v] sin(a) em que a é o dngulo que os vetores u,v
determinam no circulo unitdrio do plano que eles determinam.

e UXU=—-UX1U

e U, U, U X U, nesta ordem, é um triedro orientado positivamente.

Na figura (fig 156), pdgina 391, u x v = —u——v— sin( ) podemos ver que o

uXxv= |ullv] sing )

u x v = Area do losangulo
Figura 131: @ x & = Area do losangulo

signficado geométrico do produto vetorial de dois vetores @, . Eles determinam
um losangulo quando copiamos paralelamente os segmentos que correspondem
aos vetores e a projecao de i sobre a perpendicular & reta suporte de v vale
ul|sin(a). O produto |Jul|[|v]| sin(c) é a drea deste losangulo determinado pelos
vetoes 1, V.

Temos os exemplos, com os vetores do triedro fundamental da Fisica:

iJ ks triedro dos vetores unitérios da Fisica; (1061)
ixj=kjxk=Tkxi=J; (1062)
(1063)

Se a dimensao do espago E for maior ou igual a trés, o produto vetorial é
uma operagao bindria bilinear alternada (anticomutativa) em E. No R® munido
com o triedro da Fisica,
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- programacao ¢ usada com frequéncia nos verbetes deste diciondrio baseadas
nas linguagens calc ou python que sao duas linguagens interpretadas e de
dominio piiblico no sentido de que séo livremente distribuidas na Internet.

python pode ser encontrada no site www.python.org e estd comumente in-
corporada a todas as distribui¢oes Gnu/Linux.

calc pode também ser encontrada em algumas distribui¢oes Gnu/Linux,

como por exemplo em Debian/Gnu/Linux mas também pode ser livremente
baixada do site do grupo que mantém

http://www.isthe.com/chongo/tech/comp/calc/calc-whatis.html

Também ¢ feito uso do pacote computacional gnuplot que pode funcionar
como uma linguagem muito rudimentar de programacao, mas o seu objetivo, e
no qual é muito forte, é fazer graficos sendo inclusive possivel chamar gnuplot
de dentro dum programa escrito em qualquer linguagem de programacao para
obter um gréfico produzido com um programa da linguagem.

- radiagao 5 um dos trés métodos de transmissao de calor: condugao, convecgao
e radiagao. Ver condug¢do como método de transmissao do calor.

E 0 caso em que dois corpos, de diferentes temperaturas, se encontram imer-
sos em um fliido que conduz o calor entre eles (no vécuo niao ha transmissao
de calor). A hipdtese é que o flilido e o corpo mais frio se encontram a mesma
temperatura. Na verdade aqui estamos em presenca da convec¢ao em que o
calor se transmite do corpo quente para o fluido e deste para o corpo frio.

Isto é, na radiacao nos interessam dois corpos, um dos quais é uma fonte
de calor, que vou chamar de quente, e o outro que vou chamar de frio. Esta
radiacao vai ficar sujeita a difusividade térmica do fliido que envolve o corpo
quente e o frio. Existem tabelas de difusividade térmica para diversos materiais.

- radiciagao ¢é a operagao inversa da poténcia, ou potenciagao. Confira poténcia.
Como

Ya=av; (1064)
c=%a = = (1065)
entdo podemos simplesmente ignorar a operacao raiz colocando em seu lugar a
potenciacao.
Este é o caminho mais curto usado pelas linguagens de programagao evitando
a construcao dois algoritmos com a mesma funcionalidade.

- raio de convergéncia, associado as série de poténcias. Confira também o
Lema de Abel. Uma série de poténcias é uma expressao da forma

Sn(z) = iak(z —a)fneN; (1066)
k=0

é uma sucessao de fungoes S, cujo termo geral é uma soma.
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Observagao 8 (erro) de linguagem
Hd um erro de linguagem que consiste em definir série como

o

S ak(z—a)* (1067)

k=0

quando na verdade a equagdao (eq. 1067) € a expressao do limite da série na equagio (eq.
1066) se este existir. Embora seja um erro de linguagem na prdtica é um hdbito conviver
com este erro.

O lema de Abel é um dos resultados mais importantes associados as séries de
poténcia. Ele garante a existéncia do raio de convergéncia que ¢ um processo de
comparacao duma série de poténcias com uma série geométrica. Confira série
geométrica.

As séries geométricas sao sao expressoes da forma

n
Sp=>rkreR (1068)
k=0

1

e se ||r|| < 1 converge para O lema de Abel diz que nada se pode dizer
quando [|r]| = 1.

Como resultado desta comparagao podemos provar que se o limite

1

1

limsup {/||a,| =7

existir, entdao a série de poténcias converge no disco aberto D(a,p), sendo p
o raio de convergéncia da série na equagao (eq.1066). Nada se pode garantir,
de acordo com o lema de Abel, na fronteira do disco onde eventualmente pode
haver convergéncia e isto é que dd uma saida para a expansao dos dominios de
holomorfia, ver fungao holomorfa.

A equagao (eq.1069) é conhecida como teste da raiz para o raio de con-
vergécia.

Ha outras formas de calcular o raio de convergéncia sendo o mais comum o
método do quociente:

(1069)

1

- =y
Tim sup Jens1ll
n P T,

(1070)
]

a demonstragao deste método de comparacao é uma direta consequéncia da com-
paragio com uma série geométrica (cuja razdo tem que ser, necessariamente, em
moédulo, menor do que 1, uma vez que “série” ¢ um limite. .. ). Com frequéncia
a férmula do raio de convergéncia aparece na forma mais amigavel

1
— = limsup lansal (1071)
P no fanll

O teste na férmula (eq. 1071), ou (eq.1070), é referido como teste do quoci-
ente para o calculo do raio de convergéncia.

- real, nimero Os numeros reais completam a reta nimerica de tal modo
que podemos identificar a reta nimerica com os nimeros reais. Na Matemadtica
fazemos uso de vdrios conjuntos numéricos que tem propriedades e objetivos
distintos, como os nimero naturais, N, os nimeros racionais, Q, os reais e os
complexos. Os nimeros reais completam os nimeros racionais na reta numeérica,
uma outra forma de ver este ntimeros é com o conceito de limite confira con-
vergéncia.. Confira a representagao dos racionais e dos reais na reta numérica.

- redundante Que contem repeticoes de informacoes. Uma base ortogonal de
vetores é um exemplo de sistema nao redundante. Uma base de um espago
vetorial, por defini¢ao, nao pode ser redundante porque o nimero dos seus
elementos é que define a dimensao do espago.

A redundancia é uma fraqueza na teoria mas pode ser um aspecto positivo.
Isto foi descoberto com a Teoria da Informagao, o acréscimo de uma quanti-
dade maior de elementos no sistema de geradores de uma estrutura acrescenta
mais informagdo a ser utilizada nos processos estastisticos de corre¢ao dos da-
dos transmitidos (ou na recuperagio de dados compactados em processos de
encriptacao. Desta forma se criou um conceito alternativo ao de base que é di-
ciondrio. Um dicionario é um sistema de geradores que pode ser redundante...em
geral é redundante.

- regularizacao

1. regularizacao por convolugao A convolugao é chamada, em um livro
de H S Shapiro, média viajante o que se justifica da seguinte maneira:

(a) f = fxn=¢;0(x) = [nt)f(z —t)du(t) em que esta integral é
calculada sobre um dominio conveniente, procure convolugdo para
ver um exemplo mais escalarecedor.

(b) Na equagdo acima 7 é uma funcdo positiva cuja integral é 1, por-
tanto, o valor de f %7 em cada ponto z, ¢(x), é um valor médio de
f nas vizinhancas deste ponto z. Isto fica mais claro se acrescen-
tarmos uma hipétese, que o suporte de 7 é um conjunto compacto
com médida “muito pequena”, por exemplo, se a integral f 7 estiver
sendo calculada sobre R e o suporte de n for o intervalo [—¢, €] com
€ “muito pequeno”.

Uma das consequéncias notdveis da convolugao, se f for integravel, é que
basta que o fator 7 seja também integrdvel para que f*7 seja continua, e
muitas vezes quase sempre derivavel. Se 7 for de classe C" entao f 7 serd
pelo menos de classe C". O polindmio trigonométrico de ordem n de f é a
convolugao f com o nicleo de Dirichlet de ordem n e consequentemente,
bastando que f seja integrdvel, o polinémio trigonométrico serd de classe

cee.



Mas a razao principal a que se refere a regularizacao por convolugao, e
que H S Shapiro a chame de média viajante, é que se 1 for positiva e com
integral 1, e x = a for um ponto de salto de primeira espécie de f, entao
(f *n)(a) é o valor médio integral de f numa vizinhanga de z = a.

2. regularizagao de Tikhonov em espagos de fungoes

- regularizacao de Tikhonov em espacgos de fungoes

- relagao de equivaléncia ¢é uma relagio R bindria definida em conjuntos
satisfazendo as propriedades

Defini¢ao 22 (relagao de equivaléncia) relagdao de equivaléncia
Seja S um conjunto e R uma relagio bindaria, definida em S x S tal que as
sequintes propriedades sejam satisfeitas

1. reflezividade R(x,z) é verdadeira.
2. simetria R(z,y) = R(y,z).
3. transitividade R(x,y) e R(y,z) = R(x,z).

Dizemos que as relagoes de equivaléncia sao reflexivas, simétricas e transi-
tivas e toda relagao bindria que tenhas estas propriedades ¢ uma relagao de
equivaléncia. As relagoes de equivaléncia generalizam o conceito de igualdade,
porque a igualdade tem estas trés propriedades.

As relagoes de equivaléncia resolvem uma questao légica bésica, por exemplo
em geometria, se fala de “igualdade de triangulos” quando na verdade se deve-
ria falar de “equivaléncia de triangulos” com maior propriedade quando se faz
referéncia a dois triangulos, tal que, transladando um ¢é possivel fazer com que
dois lados consecutivos fiquem coincidentes assim como os angulos que eles de-
terminam, o caso LAL. Resolvem também a questao da identidade entre fragoes
equivalentes que definem o mesmo nimero racional.

- reta. Confira equacao da reta.

-reta numérica. O sistema de coordenadas cartesianas basicamente identifica
os pontos da reta numérica com um numero real e é isto que chamamos de
coordenada dum ponto na reta.

Se identificarmos um ponto, numa reta qualquer, como sendo o zero, a direita
do qual, por convengao se identifica um outro ponto como sendo o 1 como
vocé pode ver na figura (fig 132), pagina 352, entdo criamos uma sistema para
“numerizar a reta” ou “digitalizar a reta”. Desta forma a reta deixa de ser
apenas um ente geométrico e passa agora a ser uma representagao do conjunto
dos nimeros reais R.

e A escolha dum ponto para representar o zero dividiu a reta em duas se-
miretas.

Figura 132: reta numérica, representacio geométrica de R

e A escolha dum ponto para representar o niimero 1 selecionou uma das
semiretas como a semireta positiva, mas fez mais do que isto definiu um
segmento de reta com medida 1 o que nos permite propagar pela reta
numérica todos os nimeros inteiros usando, por exemplo, um compasso
para marcar os inteiros positivos e negativos.

Os ntimeros negativos sdo marcados na semireta negativa, naturalmente.

A escolha do 1, por convencao, a direita do zero, também define quais sao
0s nimeros positivos e a semi-reta dos nimeros positivos, e consequentemente,
também, a semi-reta dos nimeros negativos, a esquerda do zero.

Vou mostrar que é possivel fazer-se uma construcao geométrica dos niimeros
reais portanto a afirmacio que aparece na etiqueta da figura (fig 132) estd
correta, a reta numérica é uma representacao dos conjunto dos nimeros reais,
R

Na figura (fig 133), pdgina 352, vocé pode ver paralelas & reta que passa por

xy

paralelas a reta que passa por 1 na reta
horizontal e por 3 na reta obliqua

Figura 133: Determinago dos racionais na reta numérica

1, na reta horizontal e por 3 na reta obliqua permitindo encontramos %, %, na
reta horizontal, entre 0 e 1, com relativa exatidao. Da mesma forma, tracando
uma reta passando por 1, na horizontal e por um ntimero m qualquer na obliqua,
podemos determinar as fragoes proprias de denominador m entre 0 e 1, de volta
na reta horizontal. Vocé pode ver isto na figura (fig 133).

A soma de ntimeros, na reta numérica, se faz com soma de segmentos de reta,
desta forma temos uma adigao geométrica definida na reta numérica. Com a



soma geométrica podemos expandir a representacao de qualquer nimero racio-
nal na reta inteira a partir das fra¢oes préprias que acabamos de ver representa-
das entre 0 e 1. Em suma, qualquer nimero racional pode ser marcado na reta
numérica com razoavel precisao, usando os métodos do desenho geométrico.

Para fazer a multiplicagdo podemos usar semelhanca de triangulos. Observe
a figura (fig 134), pagina 353.

Figura 134: A multiplicacdo geométrica na reta

Com circulos concéntricos no ponto zero podemos transferir as marcas dos
numeros na reta horizontal para a reta obliqua passando pelo zero. Ligando
2 na reta horizontal com 1 na obliqua, e depois passando uma reta paralela a
esta pelo 3 na obliqua, vamos encontrar 6 na horizontal e assim multiplicamos
3 x 2 = 6. Como podemos marcar qualquer nimero racional nestas retas,
entao definimos por semelhanca de triangulos a multiplicagdo geométrica na
reta.

Tendo adigdo e multiplicagdo na reta numérica onde podemos encontrar
qualquer nimero racional nos mostra que temos uma representagao geométrica
dos niimeros.

Porém na reta numérica existem nimeros que nao sao racionais. A figura
(fig 135), pagina 354, mostra como podemos calcular a /m;m € N, a raiz
quadrada de qualquer nimero inteiro positivo. Os circulos tém como raio /m,
o primeiro corresponde & /2, o segundo v/3, o terceiro V4. Basta levantar
uma perpendicular & reta horizontal, em \/m, quando ela encontrar a paralela
que esta uma unidade acima, vocé tem o raio que corresponde & proxima raiz
vm+1.

Isto mostra que qualquer raiz quadrada de niimero natural pode ser marcada
com boa exatidao usando métodos geométricos, na reta numérica. Em particular
temos v/2 que ndo é um nimero racional, mais exatamente, v/2 é um nimero
irracional. A demonstracio de que v/2 nio é racional é relativamente simples,
habitualmente é feita por contradigao.

Figura 135: Calculando /m;m € N

Suponha que v/2 seja um nitmero racional, entio pode ser escrito na forma
mais simples:

V2= f—]’; p e g primos entre si; (1072)
2= (%)2 elevando ambos os membros ao quadrado (1073)
92— {7 = 22 =p? (1074)

A conclusio a partir da equagio (1074) é que p? é um nimero par, como
é um numero inteiro par e também um quadrado de nimero inteiro entao 2 é
fator de p? o que mostra que ¢ também é par.

Isto é uma contradi¢ao porque partimos da hipétese de que haviamos escrito
o ntmero racional v/2 em sua forma mais simples, com denominador e nume-
rador primos entre si quando agora chegamos a conclusao de que ambos sao
nimeros pares portanto divisiveis por 2.

A falsidade consiste na hipétese de que seria possivel escrever v/2 como um
nimero racional, portanto \/5 é irracional.

O mesmo pode ser feito com qualquer raiz de nimero inteiro cuja raiz nao
seja um inteiro, ¢ um numero irracional, e a conclusao é a de que na reta
numérica podemos encontrar todos os nimeros racionais e também os irracio-
nais. Como a reta numérica ¢ um conjunto de nimeros uma vez que podemos
efetuar as quatro operacoes com os seus elementos, entdo é um novo conjunto
numeérico que contém Q, é o conjunto dos nimeros reais.

Este é uma forma geométrica de construir os niimeros reais que vi, pela pri-
meira vez, no livro de Hilbert Fundamentos da Geometria. Uma outra forma de
construir os nimeros reais se atribui a Cauchy usando o conceito de sequéncias
de Cauchy, confira convergéncia.



Vocé talvez esteja curioso para ver como dividir dois niimeros diferentes de

zero. A figura (fig 136), pagina 355, mostra como fazé-lo. Primeiro calculo %,

O inverso multiplicativo de b

0 de um numero a/b

Figura 136: A divisao de um niimero a por b # 0

tragando a reta que liga o neutro multiplicativo, 1 com b e uma paralela a ela

passando pelo neutro multiplicativo. Agora multiplico % por a tracando uma
parelala a qualquer dessas retas passando por a.

Alguns resultados sao faceis de serem deduzidos da multiplica¢ao geométrica,

como

a,b>0 = ab>0; ( )

b>1 = L<1; (1076)

a,b>1 = ab>1; (1077)

0<a<bec>0 = 0<ac<bg ( )

a<0;b<0 = ab>0; ( )

a<0;b>0 = ab<0; (1080)

para obté-los observe que “menor do que 17, em médulo, significa “estar dentro
do circulo unitario”, e que o zero divide a reta em duas classes de nimeros:
a semi-reta dos nidmeros positivos, ¢ a semi-reta dos niumeros negativos. Na
figura (fig 137), pdgina 356, transferi a posigao de b para a outra reta usando o
compasso e obtive ab na semi-reta negativa: ab < 0.

Esta operagoes geométricas, adicao e multiplicacs

, podem ser generalizadas

para obter-se a dlgebra dos nimeros complezos também definida geométricamente.

E interessante que ao fazer esta generalizagao podemos identificar novamente o
conjunto dos nimeros reais como eixo OX do plano complexo e que as operagoes
geométricas de nimeros reais sao um caso particular das operagoes geométricas
dos niimeros complexos.

- reta orientada é o mesmo que reta numérica.

Figura 137: Produto de a < 0 por b > 0

- reta tangente Uma reta é uma curva caracterizada pelo coeficiente angu-
lar constante. Sendo neste sentido uma curva especial porque ela serve para
determinar a diregao instantanea, num determinado ponto, de outras curvas.
A figura (fig 138), pagina 357, lhe mostra geometricamente o significado desta
afirmagao, nela vocé vé um circulo com o ponto central representando a mao
de alguém que roda uma pedra presa a um cordao. Num dado momento se o
cordao se quebra e a pedra segue pela tangente.

Como vivemos sob a for¢a gravitacional da Terra, a real curva tangente serd
uma parabola. Mas vocé pode pensar numa outra situagao, um foguete colocado
em 6rbita em volta da Terra para num momento oportuno langar outro foguete
menor, uma sonda espacial, dirigida para um dos planetas do sistema solar. E
o que lhe pretende mostrar a figura (fig 139), pagina 358.

Também neste caso a curva tangente nio seria uma reta® mas durante um
pequeno lapso de teriamos esta impressao, de reta tangente, como a 6rbita da
sonda espacial seguindo na dire¢ao otima em busca do planeta desejado.

Para resolvermos os problemas, como estes de langamentos de foguetes, por
exemplo, precisamos comecar errando, admitindo que é possivel haver reta tan-
gente, como no caso da figura (fig 138), pdgina 357, fazendo a suposic¢io de que
a pedra parte pela reta tangente.

Escolhemos uma diregao 6tima, e neste momento o foguete lancador dispara
a sonda na diregao da reta tangente a sua érbita.

O movimento inicial que o foguete lancador dard a sonda ¢ de uma reta
tangente a sua 6rbita. Depois a sonda passa a ser uma prisioneira das for¢as
gravitacionais do sistema solar e se os célculos tiverem sido bem feitos ela ird
caminhar na dire¢ao do planeta desejado. A figura (fig 139), pagina 358, sugere

64 Até porque retas sio “abstracoes”, nio existe uma tnica reta em todo o Universo. ..



A pedra e corddo que se quebra

A pedra segue
pela tangente.

Figum 138: Reta tangente: quando o corddo se quebra

uma rota para a sonda espacial langada dum foguete em drbita terrestre no
momento gravitacional étimo. Inicialmente a curva da sonda ¢ tangente a or-
bita do foguete de langamento, mas logo a forca de gravitacao solar comeca a
predominar e se altera a curvatura da trajetoria da sonda espacial em busca do
objetivo desejado.

Mas nds raramente sabemos escrever equagoes de trajetérias, estas serao
determinadas pelo campo gravitacional do sistema solar ou de nossa galaxia. O
que sabemos ¢ equacionar retas que depois se transformam nas curvas que irao
obedecer ao campo gravitacional . Poristo falamos de retas tangentes.

Equacao da reta tangente

Logo mais voltarei a equagao da reta tangente que serve como orbita
inicial da sonda no momento em que foguete langador lhe dd impulso inicial que
a ird “libertar” da for¢a gravitacional da Terra.

Deixe-me mostrar-lhe um caso mais simples e para o qual vocé poderd usar
um programa em gnuplot para ver as retas tangentes. A figura (fig 140),
pégina 359, exibe o gréifico de uma funcio y = f(x) no qual trés pontos foram
escolhidos, (a, f(a)), (b, f(b)), (¢, f(¢)) e neles foram desenhadas retas tangentes
de forma parecida com o caso da pedra da figura (fig 138).

Esta figura lhe mostra o gréafico de uma funcao y = f(z) cujo coeficiente
angular, em cada ponto ¢ medido pela derivada y = f’(z). Assim, no ponto

alterando
trajetoria da
sonda

foguete de langamentio

orbita do foguete de langcamento
em volta da Terra

Figura 139: Curva tangente da sonda espacial lancada pelo foguete

(a, f(a)) o coeficiente angular “instantaneo” do grafico de f é f’(a). Podemos
desta forma descobrir a equagao da reta que passa no ponto (a, f(a)) sabendo
que seu coeficiente angular é m = f’(a). Vou usar a equagao da reta que passa
por um ponto dado (a,b) = (a, f(a)) com o coeficiente angular m = f'(a):

y =b+m(x — a); reta que passa em (a,b) com coeficiente angular 7G1081)
y=f(a) + f'(a)(z = a); (a,b) = (a, f(a));m = f'(a); (1082)

Voceé pode fazer suas experiéncias usando gnuplot para conferir que a equacao
(eq. 1082) ird produzir o gréfico de uma reta tangente ao grafico de

y=flz)=2"+32"+z+1
num ponto escolhido. Use o script
pow(x,n) = x**n; ## definindo poténcia em gnuplot
f(x) = pow(x,3) + 3*kpow(x,2) + x + 1; ## equagdo da fungdo
df (x) = 3xpow(x,2) + 6%x + 1; ## equagdo da derivada

a = -5; ## ponto escolhido para obtengdo tangente
set xrange [a-2:a+2]; ## limita o grafico ao intervalo [a-2, a+2]

set yrange [f(a-2):f(a+2)] ## limita o grafico ao intervalo [f(a-2), f(a+2)]

r(x) = f(a) + df(a)*(x-a); ## equagdo da tangente
plot £(x), r(x), 0 ## comando para executar o grafico

vai mostrar-lhe o gréfico da reta tangente no ponto (a, f(a));a = —3. Troque
a equagao de y = f(x) para obter outro grafico nao esquecendo de atualizar a
equagio da derivada df (z).

Ou troque o valor de a para obter outro grafico de reta tangente ao grafico
da mesma funcao. Observe que vocé pode obter gréficos de vérias retas tan-
gentes, simultaneamente, usando “constantes” a, b, ¢, ... com o risco de poluir
tremendamente o gréfico.



y = f(b) + F(b)(x — b)

y =@ + @ -2a)

Figura 140: Reta tangente ao grafico de y = f(z)

Infelizmente nao posso usar a notagao da Matemética, f/(z) no script do
gnuplot porque daria um erro. O simbolo de derivagao, apdstrofe, na linguagem
do gnuplot, é usado para demarcar textos, poristo usei a notagao df (x) para
representar a derivada.

O simbolo # marca um comentdrio que gnuplot ignora, mas serve para
informd-la do significado de cada linha.

A figura (fig 141), pagina 359, ainda lhe dd mais uma aplicacao das retas tan-

C oy =) + r o) = By

c

Area sob penumbra, sem visibilidade do condutor.

Area sob penumbra, sem visibilidade do condutor.

Figura 141: O cone de visibilidade

gentes. Suponha agora que o grafico de y = f(x), na figura (fig 141), represente
uma estrada noturna.

360

Em dois pontos sucessivos do tempo, a,b correspondem dois pontos na es-
trada, (a, f(a)), (b, f(b)). As retas tangentes em cada um destes pontos mostram

e drea iluminada pelos farois do veiculo.
e drea sob penumbra, sem visibilidade do condutor.

O cone de visibilidade é a regiao entre as duas retas tangentes. Se houver um
animal se movendo na estrada, fora do cone de visibilidade, havera uma surpresa
desagradavel para o condutor em seguida.

Equacgao vetorial da reta tangente

No caso de foguetes e sondas espaciais temos que trabalhar com equagoes
paramétricas de curvas no espago e com as derivadas destas curvas paramétricas.
A equacao do foquete lancador e a equagao de uma reta tangente num ponto
escolhido do tempo ¢ se encontram nas equagoes

s(t) = (acos(t), bsin(t)); (1083)
s'(t) = (—asin(t), beos(t)); (1084)
(acos(t),bsin(t)) + p(—asin(t), beos(t)); p € R; (1085)

(eq. 1083) (eq. 1085).

Apenas estas equagoes teriam que representar as condigoes iniciais em que
a sonda espacial seria colocada dentro do campo gravitacional solar para de-
terminagao da sua oOrbita. Resolvemos este tipo de problemas com equagoes
diferenciais ordindrias. A Lua é considerada uma excelente lancadora de son-
das espaciais, se alguns problemas complementares puderem ser resolvidos, um
deles seria combustivel lunar . . . claro, a Lua poderia ser poluida com total liber-
dade pelas mega-empresas de combustivel f6ssil que pretendem agora destruir
o Artico. Algumas manchas de com quilémetros quadrados de extensao mal
pertubariam os nossos luares, sobre tudo se ficarem do lado oculto da Lua.

- retas reversas ¢ um item da Geometria Espacial. Num plano, dadas duas
retas, existem apenas duas possibilidades:

e as retas sao paralelas;
e as retas sao concorrentes.

Uma reta, num plano, determina uma relagao de equivaléncia entre todas
as retas do plano que ¢é a relagao de paralelismo. Algumas vezes se acrescenta
uma terceira possibilidade as duas possibilidades acima: retas coincidentes. Mas
este terceiro caso estd incluido na relacao de equivaléncia paralelismo. Confira
relagao de equivaléncia.

Se o espago tiver dimensao maior do que dois, entao estas duas possibilidades
acima sao insuficientes para classificar todas as retas do espago:

e as retas sao paralelas;
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e as retas sao concorrentes;
e as retas sao reversas, quando elas nao determinarem um plano.

Duas retas paralelas, determinam um plano, e ainda as chamamos de copla-
nares. Duas retas concorrentes também sao coplanares e determinam um ponto.
Dadas duas retas num espaco de dimensao maior do que dois entao precisamos
destas trés possibilidades para classificar as possibilidades entre elas.

E interessante observar a semelhanga com os planos e a questao da dimensao.
Seria uma especie de classificagao dos planos no espago de dimensao trés ou
maior. Num espaco de dimensao 3 somente é possivel haver duas classes de
planos

e 0s planos sao paralelos;
e 0s planos sao concorrentes;

Nao é habitual usar-se esta linguagem planos concorrentes. Se dois planos
nao forem paralelos eles determinam um espago de dimensao imediatamente
inferior: uma reta.

Em dimenséao quatro, ou maior, se repetem, para os planos, as possibilidades
mencionadas para as retas num espago de dimensao maior do 2. Num espago
de dimensao quatro, ou maior:

e 0s planos sao paralelos;
e 0s planos sdo concorrentes;
e 0s planos sao reversos.

Também nao é habitual usar-se esta linguagem, planos reversos.

A teoria da dimensao, em Algebra Linear, e na verdade a teoria das equagoes
lineares, descreve de forma precisa esta questao dos objetos reversos, paralelos
ou coincidentes. Planos, retas, pontos sao apenas espacos de dimensao dois, um
ou zero. A intersecao de dois espagos produz um espago de dimensao menor ou
igual aos dois que se interceptam podendo ser o vazio também que é o caso das
retas reversas.

- Riemann, integravel a. Confira integrdvel a Riemann. E uma condi¢ao
para que uma funcao seja integravel. Confira também integrdvel a Lebesgue

- Riesz, representacdo de Se (E, <>) for um espaco de Hilbert entdao qual-
quer que seja o funcional linear continuo @ (elemento do dual) de E é dado pela
expressao O(f) =< f,g >;g9 € E.

Uma consequéncia disto é que os espagos de Hilbert sdo reflexivos: £/ = E e
também E” = E. Esta propriedade torna os espagos de Hilbert muito atraentes,
um exemplo simples mostra que ha uma distancia considerdvel ja com os espagos
de Banach: nos espagoes de sucessoes temos [P’ = [7; I—l)+% = 1. O unico espago

reflexivo de sucessdes é 12,
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- Roger, Leonard James,(1862-1933), mateméatico inglés que havia enunci-
ado e provado praticamente todas as célebres equagoes de Ramanujan em 1894.
Ao morrer, Roger foi agraciado com um elogio finebre publicado na Nature em
1933, que em resumo diz “Roger havia escrito uma matemdtica muito precisa
mas, infelizmente, completamente® iniitil. George BE. Andrews relata isto num
artigo sobre séries ¢ que é o tépico a que pertencem as chamadas equagoes de
Roger-Ramanujan, observando que em 1979, portanto 85 anos apds a desco-
berta por Roger das séries-q, ditas de Ramanujan, elas encontraram aplicagoes
na mecanica estatistica no chamado modelo hexagonal rigido, hard-hexagonal
model, a Matemadtica initil de Roger.

- salto Se diz, no caso de uma funcao de variavel real, que seja descontinua no
ponto z = a, ¢ a diferenga entre os limites laterais f(a®) — f(a™).

- salto de primeira espécie em oposi¢ao a salto de sequnda espécie. Num
salto de primeira espécie existem os limites laterais f(a™), f(a™) e portanto se
pode calcular o salto como f(a™) — f(a™). Quando nao houver um dos limites
laterais f(a%), f(a™) tem-se um salto de segunda espécie.

- série
e série, a defini¢ao
e série de Fourier
e série trigonométrica ¢é a série de Fourier.

e série trigonométrica absolutamente convergente, o conjunto de tais séries
forma um espa¢o de Banach denominado A(T) em que T representa a
fronteira do disco unitdrio do plano complexo e é chamado de “dlgebra
de Wiener”. A discussao sobre a denominagao “dlgebra” abre caminho
para um outro verbete. . . estd ligada com a transformagao do produto de
convolugao,

Frg=Ffo Frgn) = fm)gn) (1086)

num produto ponto-a-ponto. A esquerda, na equagao (1086), estou trans-
formando o produto de convolucao de duas fungoes usando a transformada
de Fourier cujo resultado ¢ uma sucessao (dos coeficientes de Fourier) e &
direita aparece o produto ponto-a-ponto das sucessoes f , g dos coeficientes
de Fourier de f e de g. Se f,g € L%(T) = A(T) vale

7+ glllz = LA 1=0191112 (1087)

5. .. though everything he wrote was marked by a certain distinction nothing else of first-
rate importance was discovered.

6
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estabelecendo uma isometria entre £3(T') e »(N). Isto é um resumo
do capitulo 4 do livro de andlise complexa de Rudin. Neste contexto a
transformada de Fourier recebe também o nome de transformada de Gel-
fand. Em A(T) temos adigao e o produto por convolugao que compoem
as operagoes da dlgebra de Wiener mas sera preciso considerar as distri-
buigoes para que se tenha uma unidade nesta dlgebra. Aqui surge um
problema classico da transformada de Fourier: 8y = 1 ¢ I3(N), e ly(N)
também ¢é uma algebra sem unidade.

wUma série é um tipo de sucessao, S, cujo termo geral se expressa com uma
soma:

n
Su= 3 as (1088)
k=0
oo
S = hTI'nS = ;ak; (1089)

A expressao de uma soma com um numero infinito de termos, na equagao
(1089), é apenas um simbolo, o simbolo do limite desta sucessao, que ¢ muito
prético porque simula wma soma o que nos permite descrever propriedades, te-
oremas, sobre uma determinada série de forma bem compacta. Por exemplo
se

Sp= > ap; T = > by (1090)
k=0 k=0
x o
S= S anT=3 b (1091)
k=0 k=0
0
S+T =73 ap+by; (1092)
k=0

A expressao na (1091) apenas se refere & propriedade, “a soma dos limites € o
limite da soma” se as duas séries envolvidas forem convergentes. E um exemplo
de como a notagao, apesar de envolver uma expressao artimética impossivel,
se salvou dentro do crivo de perfei¢io matemédtica do século 20, como muitas
outras notagoes igualmente criticas (porém magnificas) como esta.

O indice inicial da soma, nem sempre pode ser o zero, ou algum dos primeiros
numeros naturais, e isto cria uma problema para a descri¢ao geral de uma série,
mas nas séries, assim como nas sucessoes, nos interessa é o comportamento
assintotico das mesmas e nao valores particulares de termos, entendendo assim,
salvamos a descri¢ao geral acima.

t)o
Algumas vezes se usa dizer que ) ay ¢ a série de termo geral ay.
k=0

)
Uma série, como Y ak, pode ser vista como uma integral e a teoria da
k=0
integracao se aplica ao estudo das séries.
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- série de Fourier Ha duas formas das séries de Fourier, a complexa ¢ a real.
Aqui estou tratando da formulagao real da série de Fourier.

Com a série de Fourier real podem ser aproximadas ondas de periodo ar-
bitrério, pelas ondas bdsicas sin(z), cos(x) desde que devidamente transformadas
por alteracao dos seus parametros para corrigir o periodo isto porque as séries
de Fourier servem para codificar fungoes periddicas. Identificado um periodo T’
é relativamente fécil traduzir toda a teoria escrita para o caso 27 para o valor
adequado do periodo.

Como esta correcao do periodo é uma operacao elementar, vou me fixar aqui
no caso genérico em que se usam as ondas bésicas convencionais sin(z), cos(z).
Esta forma de escrever simplifica a exposi¢ao mas esconde algumas proprieda-
des, entretanto o interessado por recuperar a informagao dentro de um texto
especifico sobre o assunto. Neste caso

Sp(x) = ao + Z ay cos(kx) + by sin(kx) (1093)
k=1
é a a reduzida de ordem n da série de Fourier que produz uma funcao (dife-
rencidvel) e periédico com periodo 2.
O espago gerado pelas fungoes

x > cos(kx); k > 0;2 — sin(kx); k > 1;

considerada a norma oriunda do produto escalar
w
<fg>= [ f@alada (1094)
o

é um espaco de Hilbert que contém elementos que nao sao fungoes diferencidveis
(de forma muito semelhante com o que acontece com os niimeros irracionais re-
lativamente ao conjunto R, com que se obtém a completitude de Q que é R).
Este espaco completo é denominado £2([—m,7]). Isto é uma questdo desco-
berta por Paul Du Bois-Reymond, em 1873, que descobriu uma falha na teoria
construida por Fourier: era preciso definir corretamente de que forma as séries
trigonométricas convergiam. Até entdao se pensava que era uma simples con-
vergéncia ponto-a-ponto. Na verdade este pode ser um dos pontos iniciais para
a construgoes dos diversos espagos de fungao cada um deles com uma topologia
adequada.

Os coeficientes do polindémio trigonométrico, equagao (1093), sdo as projegoes
de uma onda f na direcao das ondas bésicas como a Algebra Linear explica.
O coeficiente ag tem a aparéncia de um caso particular, mas uma anélise mais
cuidadosa do mesmo mostra que ele resolve o caso das “ondas nao continuas,
quando surje alguma perturbagao, ele memoriza o valor médio nas perturbagoes,
e como equagao (1093) define uma funcio de classe C* se produz assim uma
regulariza¢io da perturbacao com este coeficiente. Algus autores evitam esta
discussao definindo a equagao (1093), usando %
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Esta descrigao ultrapassa muito a visao que Fourier tinha em 1822 quando
apresentou a sua monografia Théorie analytique de la chaleur a Academia France-
sa de Ciéncias que foi recebida com reservas®... as consequéncias deste trabalho
de Fourier foram muito profundas em Matematica criando ou alterando signifi-
cativamente diversos setores nao menos com o debate que se seguiu a publicagao
do seu trabalho. Fourier entendeu e incorporou em um trabalho, tudo que ja
vinha sendo escrito e usado por matematicos como Euler e alguns dos Bernouilli
que usaram somas de senos e cosenos para encontrar solugoes de equagoes dife-
renciais.

Seria injusto nao computar como consequéncia das séries de Fourier a in-
vengao da década de 80 das wavelets que, de uma certa forma, generalizaram a
conceituacao das séries de Fourier liberalizando-a de uma onda particular além
de considerar duas operagoes chamadas translagoes e dilagoes para descobrir a
presenga de modificagoes de uma certa onda mdae dentro de um sinal que é o
que fazem as séries de Fourier relativamente a onda mae seno, porque coseno é
apenas uma translagao do seno.

O polinémio trigonométrico, na equagao (1094), coincide com a convolugao
f* D, em que D, é o nicleo de Dirichlet de ordem 7, no seu intervalo de
expansao, confira em convolugdo. Confira também as figuras (fig. 23), pagina
67, (fig 24), pagina 68.

- sim(n) abreviacao de “simétrico n” designa o conjunto das permutagdes de n
elementos. As permutagoes podem ser entendidas como fungoes bijetivas de um
conjunto com n elementos nele mesmo e entdo, como operagao de composi¢ao
de fungodes se tem um grupo nao comutativo quando n > 3. A notagao de ciclos
¢ muito pratica para lidar com estes grupos. Por exemplo, sim(3) seria

sim(3) = {I,(12), (13), (23), (123), (132)} (1095)
Entenda:
1 = 2
(12)=1 2 ~» 1 (1096)
3 = 3

a funcdo que tem o ponto fixo 3 permutando entre si {1,2}, da mesma forma
os dois outros 2-ciclos, (13),(23) tém 2,1 como pontos fixos respectivamente.
Em (123) costumamos ler “1 vai em 2, 2 vai em 3 ¢ 3 vai em 1. Isto significa
que (123) = (231) = (312) havendo o costume de sempre preferir a expressao
comegando com o “menor elemento” quando houve uma ordem possivel entre
os elementos que sao permutados.

Os grupos de permutagoes sao muito importantes do ponto de vista diddtico
porque facilmente podemos construir grupos nao comutativos com uma grande
quantida de sub-grupos. sim(4), por exemplo, tem subgrupos de ordem 2,4,6,8,12

66Era um resultado muito avancado para sua época, seria preciso uma nova teoria da inte-
gracao, que surgiu em 1900 com Lebesgue, para que se pudesse reescrever “corretamente” a
teoria de Fourier.
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isto permite construir exemplos simples das relagoes entre os subgrupos, exem-
plificar subgrupos normais e grupos quocientes. Uma aplica¢ao importante des-
tes grupos se encontra na descri¢ao dos determinantes das matrizes quadradas,
no grupo das transformacoes lineares e na teoria da representagao linear.Confira
sim(4).

A tabela seguinte é da adi¢cao médulo 24 e como qualquer tabela de grupo
traz em sua linhas (ou colunas) as permutagoes dos elementos do grupo, entiao
a tabela abaixo apresenta todas as permutacoes circulares dos 24 elementos do

+ 1) 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10
o o [T [ [3 [+ 5 [6 7 s [o [0
T[T 2 [ 3 [+ [5 6 [ 7 [5 [5 [0l n
2 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12
3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Tl a5 e [ 7 s [o [ |13
5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
e e 7 s [o [l BB ulse
T T 7 [ [ [ 10 [ 11 [ 12 [ 15 [ 1415 [ 16 [ 7
S s [0 [t [ [ 13115 [ 16 [ 17 |18
N O S I N T NS O IS S N 0 I
. To [ 1o [ 11 [ 1z [ 13 [ 14 |15 [ 16 [ 17 [ 18 [ 19 [ 20
conjunto {0,1,2,...,23}. ([T 11 [ 1o [ 13 [ [ 15 [ 16 [ 17 [ 18 [ 19 [0 [ o1
S I SO IV S 0 O S 0 S S G O A
5|15 |14 [ 15 [ 16 [ 17 [ I8 [ To [ 20 [ o1 [ 22 [ 33
To {14 |15 [ 16 |17 [ 18 [ 1o [0 [ a1 [ [ 330
5[ 15 [ 16 [ 17 [ s 1o [0 [ 21 [ [ e [0 |1
16 16 17 18 19 20 21 22 23 [ 1 2
T A O I N L 20 - N I A
TS 8 1o [0 [ [ @ [0 [ 1 |2 [3 |3
oo e[ e T30 1 > 35 [ 1[5
30 [ 20 [ 21 [ [ 33 [0 [1 3 [3 [+ [5 |%
i o [ [ s [0 [1 [2 [3 [ 1 [5 [ [~
22 22 23 1] 1 2 3 4 5 6 7 8
B o 1T 2 13 [+ 15 617 5 1o

Usando um editor de textos e um programa em python substitui os elementos do

conjunto {0, ..., 23}, nesta ordem, pelas 24 primeiras letras do alfabeto para ob-
T B B B q B T = T T i 3 T ™ [ n B B a1 T 0 v x
b b < d e £ £ h i il k 1 m n [ P q r s t 1 v X ¥
< < q < T = I 1 H Ic T m | o B b q g5 s T o v x v o
E El o T B T T 3 I T m [ o o b q T s T w v x ¥ o B
e T T T 5 T T T Twln oo ol =T+ vV > Ty aTble
T T = T B 7 I 1 ™ [ o o b q T s T o x ¥ o B < el
e T T T T T o o To o s T+ v wlv F I L AR I
h h i i k 1 m n o 2] q T 8 t u v X a b c d e f
T T 7 ic T m | o B b q g s T w v x ¥ b < T < T =
i i k 1 m n o I a T s t u v x v a [ d e [ g h
I T Tw o To o Talr s T+ [wlv Ty [al® PO I A I T
T T m [ o o [ q T s t u v X v o b < 3 T = T 7

ter a tabela [ - e e e T k
n n o P a T s t u v X Y a b c d e h i i 1
B B b q T s T u v x ¥ a b < el < 5 B 3 i ™
b b q r s [ u v x Y a b c d e i g i k 1 n
q q T s T o v x ¥ a B < el o T = I ic T ™ B
T A T 2 2 A R A S L I T T [ » o
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e portanto todas as permutagoes circulares do conjunto {a,b,¢,...,z,y}. Ob-
serve bem, permutacoes circulares, porque todas as permutagoes dos elementos
dum conjunto com 24 elementos formaria um conjunto com

24! = 620448401733239439360000

elementos, impossivel de colocar numa pagina de texto.

- sistema linear é um sistema de equagoes lineares, ou ainda, duas ou mais
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equagoes das quais se pretenda uma solugao comum. Por exemplo
3r+2y=4
{ % 3y =5 (1097)

é um sistema de duas equagoes lineares a duas incégnitas. A teoria dos siste-
mas lineares estd associadas a teoria das matrizes porque um sistema como da
equacao (eq. 1097) ¢é equivalente a uma equagao matricial

G0

MX = A (1099)

em que na equacao (eq. 1099) eu resumi a equacio (eq. 1098) com os simbolos
M, X, A para representar as matrizes e o sistema como um produto de matrizes.

O sistema de equagoes lineares (eq. 1097) terd solugao, e uma tnica solugio,
se a matriz M for inversivel quando a solu¢ao do sistema serd dado pelo produto
de matrizes

X = M4 (1100)

em que M~ é a inversa da matriz M.

Uma das formas de verificar se uma matriz é inversivel é o célculo do seu
determinante, que sendo diferente de zero equivale a que a matriz seja inversivel.
Se o determinante for zero, ainda assim é possivel que o sitema de equagoes tenha
solugio, mas nao serd unica e ja ndo pode mais ser expresso numa equagao como
(eq. 1100).

Um exemplo simples pode ser apresentando com a geometria, o sistema de
equagoes

(1101)

3v+2y+4z=4
2z -3y —5z=5

representa, no R?, dois planos e a Geometria Analitica nos ensina que estes dois
planos sao perpendiculares, respectivamente, aos vetores

i =(3,2,4);7=(2,-3,-5); <u,v >= —20 (1102)

cujo produto escalar sendo —20, diferente de zero, implica que @, ¥ nao sao
colineares e logo os planos a eles perpendiculares se cortam segundo uma reta
que ¢é a solucdo do sistema de equagoes lineares da equagio (eq. 1101). Este
sistema, descrito matricialmente, é

(B9

quando nos referimos a matriz 2z3

(; 2 f5> (1104)
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como a matriz do sistema, M, que nao sendo uma matriz quadrada, nao pode
ser inversivel porque o seu determinante ¢ necessariamente nulo, mas o sistema
tem solugao, que é qualquer dos pontos que pertenca a reta determinada pela
interesegao dos dois planos, uma infinidade de solucoes.

A teoria dos espagos vetoriais e dos seus morfismos que sao as transformagoes
lineares, se refere ao nicleo do morfismo M que é um subespago do espaco de
saida definido como a solugao do sistema homogéneo de equagoes obtido quando
se anula a matriz de dados que se encontra no segundo membro.

A reta, que é solucio do sistema na equagao (eq. 1103), é uma translagao
do niicleo determinada por uma solugio particular da equagio (eq. 1103), ou
ainda, é uma transla¢aao do nicleo por uma solugao particular.

O nicleo é uma reta paralela & solugao da equacao (eq. 1103), passando na
origem.

Este exemplo descreve exatamente como se resolve qualquer sistema de
equacoes lineares, primeiro determinando o nicleo do operador linear que o
define depois translatando-o por uma solucao particular como “coeficiente de
translagdo. A figura (fig 142), pgina 368,

z

A solugao

uma \
solugéo particw

Figura 142: translacio do niicleo com solugio particular

Apenas para mostrar a amplidao das aplicacoes desta teoria, o paragrafo
anterior descreve de maneira precisa qual ¢ a solugdo duma equagao diferencial
linear de ordem qualquer ... descreve é o que foi dito, outra coisa é apresentar
explicitamente as solugoes.

A determinagao do nicleo dum operador é no fundo equivalente a discussao
sobre determinantes mencionada anteriormente. Entretanto os determinantes
estao restritos aos sistemas de equacOes lineares definidos em espagos de di-
mensao finita, enquanto que os nucleos de operadores estao livres da questao
dimensional e portanto, num certo sentido, generalizam o conceito de determi-
nante.
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- somavel
e absolutamente somédvel

e convergéncia e comutatividade

- splines Um splines é uma fung
definida por pedagos que tem
uma regularidade condicionada
ao seu grau. Dizemos n-spline
quando os pedagos sao polinomios
de grau menor ou igual a n e
a classe de continuidade é n —
1. Como exemplo, a figura (fig.
144), pégina 369, mostra um

PETTYTRN] Goupte windon 401
wswaea sz

Combinagéo linear de 1-splines

0.0
oA
F -5.0(
6 8.0
4+ -
2k 571088, 0529383
]

Figura 144: 1-s

“1-splines”, é uma fungao continua,
de classe C°, cujos pedagos SﬁtFigura 127: problema com valor na fronteira,
do primeiro grau (de grau mepve
nor ou igual a 1). Se vocé definir num terminal do gnuplot a func¢ao T, cujo
grafico aparece num detalhe da figura (fig. 144), com a equagao:
T(x)=(x<-1)70: (x<0) ?x+1: (x<1)71-x:0
o comando do gnuplot
plot 24T (x+3)-3*T (x+2) +2T (x+1) -4*T (x) +7+T (x-1) -2%T (x-2)+T (x-3)
ird produzir o grifico principal da figura (fig. 144) e vocé pode selecionar os
coeficientes que bem desejar para obter outras poligonais que sao exemplos de
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1-splines. Neste exemplo os coeficientes sao: 2, —3,2,—4,7, —2, 1. Observe que,
associado a cada coeficiente hd um “fator de translagao” que sdo, respectiva-
mente, —3,—2,—1,0,1,2,3.

Como outro exemplo a figura (145), pagina 370, mostra um 29-spline junto

Figura 145: 29-spline e suas derivadas primeira e seguda

com suas derivadas primeira e segunda que entdo serdo, respectivamente, um
28-spline e um 27-spline. Aqui os exemplos sao de splines univariados e da
mesma forma os podemos ter bivariados ou multivariados. Na linguagem da
teoria de aproximagao a que basicamente pertencem os splines, eles sao pedagos
de polinoémios soldados nos pontos extremos de cada um dos segmentos, estes
extremos sao chamados de nds, e também se chamam de nds as projegoes destes
pontos no dominio do spline. Como a condigéo de diferenciabilidade é crucial
sobre os nds, de uma certa forma podemos ver os splines como uma generaliza¢ao
dos polinémios de Taylor e muito provavelmente eles tenham surgido inspirados
na férmula de Taylor. A construgao de splines a partir desta defini¢ao é penosa e
existe um processo para obté-los por convolugao, mas de qualquer forma eles sao
uma ferramenta matemaética para ser utilizada em programas de computador.
A figura (146), pagina 371, mostra uma fungao e sua aproximagao com um 5-
spline no intervalo [—5,5] em que foram usado 5 nds, portanto uma péssima
aproximagao para que vocé possa observar que existe uma aproximagao...um
erro! Se fosse usada uma precisao maior, 100 nés, (nés distanciados de %),
nao seria possivel ver, no grafico, diferenga entre o “modelo” e a “realidade”.
Se voce for critico deve estar considerando extranho falar de “aproximagao” de
uma fungao tdo bem conhecida como a fungio polinomial y = f(z) = (z + 5) *
(z+1)*(x—1)*(2—5). Qual seria a razao de dar um exemplo deste? A resposta
é simples, como podemos fazer o grafico tanto de f como da sua aproximacao
com splines, entdo é possivel compreender melhor como funciona o método de
aproximacao que estd sendo estudado ou desenvolvido. Se funcionar bem em
casos conhecidos entao é muito provavel que venha a funcionar para interpolar
dados obtidos por um processo experimental criando um modelo computacional
para representar o fenémeno medido pela experiéncia.

Uma outra forma de definir n — splines é feita associando-se a uma particao
de um intervalo [a, b]
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Aprox. 5-splines de f(x)=(x+5)*(x+1)*(x-1)*(x-5)
40 T T T T T

o
dados1”

20 “dados2" 4
-160
26.000000

80 |- 4

-100 - B

-120 - B

-140 - B

-160 L L L L L

Figura 146: aproximagéo 5-splines de f(x) = (x+5)(z+1)*(z—1)*(z—5)

Definicao 23 (1 — splines) Seja a particio do intervalo [a,b] definida pelos
nos
A= T0y. . Thyr Ty =b (1105)

um conjunto de pontos do plano
(20, Y0)s -+ (Ths Yk)s - - - (T, Tn) (1106)

e a funcao f; fliz, ann) = fr em que a fungio fi € o polinomio de grau menor
ou igual 1 cujo grifico liga os pontos (i, yk), (Tkt1, Ye+1)-

Entao o grdfico de f é uwma poligonal, um 1 — splines.

Qualquer primitiva de f é um 2 — splines e assim as sucessivas primitivas
serao 3 — splines ...n — splines.

O gréfico na (fig. 144), pagina 369, foi obtido usando-se esta definigao junto
com um programa escrito na linguagem do gnuplot.

Mas esta definicao ¢ dificil de ser usada, e poristo cada autora tenta encon-
trar uma que se adeque melhor ao seus trabalho. Para algumas autoras splines é
feminino, para outras é um splines. Ninguém sabe ao certo quando foram inven-
tados e nem quem os inventou, simplesmente apareceram! Dizem que Courant
fazia uso deles, e nunca encontrei nenhum texto do Courant mencionando spli-
nes, o que também nao significa que nao exista, mas diversos autores afirmam
que ele teria usado splines e este fato coloca o aparecimento dos n-splines na
década de 40 do século passado. As fungoes definidas por pedagos sao antigas,
remontam ao século 19.

Se y = f(x) for um n — splines entao %ﬁ serd uma poligonal, uma

- P (n) . o . L
fun¢ao continua, e % serd uma distribui¢do, uma medida, combinagao linear
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de translacoes da medida de Dirac. Usando a definigao 23, pagina 370,

n n-1

d(d;f =" mid, (1107)
k=0

em que my, ¢ o coeficiente angular das retas que definem o 1 — splines. Ou seja,

f é de classe C(" =1,

Se fala de splines ndo polinomiais em que os segmentos nao precisariam ser
algébricos, poderiam ser trigonométricos, por exemplo.

Aplicagoes de splines se encontram hoje em desenho assistido por computa-
dor, modelagem em cima de dados discretos, solu¢oes aprorimadas de equagioes
diferenciais, como ferramenta auziliar na construcao de wavelets.

Quando se passa ao caso multivariado ha uma conexao com elementos finitos
que é um caso particular de spline: 1-spline. Como para os elementos finitos se
desenvolveu uma ferramenta chamada triangula¢io que consiste em particionar
o dominio com triangulos, na literatura se fala de spline multivariado como
“fungdes polindmiais por pedagos definidas sobre dominios poligonais”.

- Stone-Weierstrass Este teorema estabelece a densidade de certas classes de
fungoes dentro do espago das fungdes continuas, indiretamente. O conjunto das
fungoes continuas definidas num intervalo fechado da reta é um espaco vetorial.
Seja [a,b] um intervalo da reta e consideremos o espago vetorial (C([a,b]),+,")
em que a soma ¢ a opera¢ao definida ponto a ponto e a multiplicagao ¢ o produto
por um escalar.

Observando que os escalares sao um tipo particular de fungao vemos que o
este produto pode ser generalizado com a definigao do produto ponto a ponto

f.g€C([ab])ih = fgiz = f(x)g(x) = h(2); (1108)

e agora temos duas operagoes internas no conjunto C([a,b]) uma vez que soma
de fungoes continuas ¢ uma fungao continua valendo o mesmo para o produto
ponto a ponto.

Esta estrutura algébrica é um anel com divisores de zero: considere duas
fungées, f,qg, com suportes disjuntos entao fg é a funcao identicamente nula.

Mas como nao perdemos o espaco vetorial original podemos nele definir uma
norma. O fato de que o intervalo seja fechado e limitado, um conjunto compacto
¢é crucial neste proximo passo, toda fungdo em C([a,b]) tem mdximo (e minimo),
e se f for continua entdo a fungao |f| também é continua e podemos assim
definir

[fllsc = sup [f(x) (1109)
z€farb]

a chamada norma do supremo. Com isto temos um espago vetorial normado
que também ¢ um anel e a norma e o produto satisfazem & desigualdade
[fglleo < £ llcllglloe (1110)

completando a defini¢ao duma dlgebra comutativa , um espago vetorial normado
que é também um anel comutativo.
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Ha viérias estruturas interessantes que “aparecem” dentro desta algebra e que
foram estudadas paralelamente, por exemplo, se [a,b] = [0,27] um polinémio
trigonométrico é um exemplo de fungao continua e aqui surgiu um problema
interessante de convergéncia da série de Fourier. Converge? A resposta ¢ sim,
mas para um ponto externo ao espago C([a, b]), em geral. . . e foi isto que mostrou
que a integral de Riemann era insuficiente também conduzindo a criagao dos
espagos de Lebesgue para conter os limites das séries de Fourier.

Este exemplo mostra que é preciso entender melhor esta édlgebra e a figura
(fig 147), pagina 373, mostra um caminho construtivo para atingir este obje-

retangulo

auxiliar
para

a translacag

bolas disjuntas
centradas em f
eemg

Figura 147: Vizinhanga de zero em C([a, b])

tivo. Nela vocé pode ver uma vizinhanga de zero, um tubo em volta da fungao
constante zero, e as somas desta vizinhanca produzindo vizinhancas de f e de g.
Se duas fungoes continuas forem diferentes é possivel calcular a “distancia entre
os seus graficos” e assim produzir uma vizinhancas de zero que transladada por
f ou por g, produz dois abertos disjuntos, como estao mostrados na figura (fig
147). Isto mostra que C([a, b]) é um espago de Hausdorff, um espago topoldgico
em que os pontos podem ser separados por abertos.

- superficie ¢ a imagem de uma funcao da forma
a(s,t) = (z1(s,t), ..., xn(s,1));n > 2; (1111)

em que n é a dimensao do espago onde reside o gréafico da superficie a, e ¢é
comum chamar-se o grafico de traco da superficie para tornar independentes os
dois conceitos, a fungdo « e o grafico desta fungao que é o objeto geométrico
“supericie”, uma variedade de dimensao dois..

Um exemplo simples de superficie, ou variedade de dimensao dois, é o gréfico
de uma funcao diferenciavel, F', de duas varidveis:

[a,b] x [e;d] 5 Ry (2,y) — Fa,y) € R (1112)
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e podemos adaptar a notagao da equagio (eq. 1112) ao formato da equacio (eq.
1111) escrevendo

(s,t) = (x1(s, 1), 22(s,t)) = ((s,t), F(s,1)); (1113)

gnuplot faz gréificos de superficies definidas no formato da equacao (eq.
1112) com o comando splot. Por exemplo, raspando e colando num terminal
do gnuplot

pow(x,n) = x**n;
F(x,y) = pow(x,2) + 3*x*y + pow(y,3);
splot F(x,y), 0

vai produzir o grifico da superficie graf(F) quando

2= F(z,y) = 2 + 3ay + v°;

- sucessoes sao fungoes definidas no conjunto N dos nimeros naturais e to-
mando valores num outro espaco que caracteriza o tipo de sucessdao. Exemplo,
se o conjunto de chegada for Q, o conjunto dos niimeros racionais, dizemos que
se trata duma sucessao numeérica, ou uma sucessao de nimeros racionais.

Associado as sucessoes existe um funcional linear, limite, que nos permite
classificar as sucessoes em duas grandes classes, convergentes e divergentes.

As sucessoes representam resultados de experimentos e o comportamento
da sucessao assim resultante caracteriza o experimento como um sucesso, se a
sucessao for convergente, ou um insucesso no caso contrario.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais é incompleto no sentido de
que hé sucessoes de nimeros racionais que sao “convergentes” e assim definem
um nuimero, mas este nimero nao ¢ um numero racional. Considere a su-
cessao P, dos poligonos regulares inscritos num circulo de raio 1. O quociente
do perimetro de P, pelo diametro do circulo se aprozima, arbitrariamente, de
um ndimero que os gregos chamaram de m que nao é possivel escrever como o
quociente de dois inteiros e portanto nao é um nimero racional. Desta forma
liyrln % = 7 e o operador lim fornece um nimero que completa Q. O conjunto
de todos os nimeros que completam Q ¢ o conjunto R dos nimeros reais, e
naturalmente Q C R.

Vocé tem aqui um exemplo de experimento, medir o perimetro de poligonos e
comparar o resultado com o diametro. Os gregos ou possivelmente matematicos
antes deles, observaram que este quociente produzia nimeros muito proximos
de 3.14 e extrapolaram este resultado afirmando que no caso do circulo esta
razao seria um numero que chamaram de 7.

A definigao rigorosa de limite foi feita por Bolzano, depois redescoberta por
Weierstrass:

(Ve>0) (BN eN) [n>N| = |s, — | <e¢ (1114)

quando dizemos suscintamente que s,, — [ ou também

lim s, =1 (1115)
n=co
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A igualdade na expressao (eq. 1115) apenas quer dizer que n cresce indefi-
nidamente.

O conjunto dos niimeros reais, R, ¢ a completagao dos conjunto dos niimeros
racionais. Uma das formas de construir o conjunto R consiste do seguinte
programa:

e a imersao de Q no conjunto das sucessoes de nimeros racionais, isto é na
identifica¢ao de Q como um subconjunto do conjunto de todas as sucessoes
de niimeros racionais,

restrigao do conjunto de todas as sucessoes ao conjunto das sucessoes que
satifizerem ao critério de Cauchy. Dizemos que uma sucessiao (S, )nen €
de Cauchy se for verdadeiro

(Ve>0) (AN eN)n,m >N =

Sn = Sm| < € (1116)

Tais sucessoes sao instrinsicamente convergentes uma vez que a partir do
indice N todos os termos da sucessao se encontram dentro da bola de
centro s, e raio €.

Chame de C este conjunto das sucessoes de Cauchy de niimeros racionais.
Podemos mostrar que (C,+,) ¢ um anel que tem divisores de zero, mas
podemos eliminar os divisores de zero passando ao quociente com grupo
das sucessoes que convergem para zero. Como este grupo ¢ um ideal
mazximal de C o quociente é um corpo: o corpo R dos nimeros reais.

Este programa que ¢ atribuido a Cauchy é bem natural pese que considerado
avangado, possivelmente pelos aspectos algébricos que envolve. Mas o que se
espera dum nimero real é que ele seja uma sucessao de medidas convergentes.
Desta forma R nada mais ¢ do que o conjunto dos limites das sucessoes de
numeros racionais. Os limites sao as etiquetas das classes quocientes menciona-
das no programa acima.

Considere o experimento mencionado acima da comparagao do perimetro de
uma sucessao de poligonos com o diametro do circulos em que eles estiverem
inscritos. Em lugar de poligonos regulares inscritos, podemos considerar uma
sucessao de poligonos regulares envolventes a um circulo e o resultado do ex-
perimento serd equivalente, apenas os quocientes obtido serao maiores que 7.
Assim vocé vé dois exemplos de sucessoes equivalentes, a etiqueta que registra
a classe a que elas pertencem é 7.

O ntimero s,, na equacao (eq. 1116) pode ser considerado um valor apro-
ximado do limite da sucessao a menos do erro e. Desta forma o critério de
Cauchy ¢ um instrumento prdtico para encontrar aproximadamente o limite
duma sucessao.

Outros exemplos mais simples de nimeros nao racionais sao as raizes dos
numeros naturais que, ou sao numeros naturais, ou sao numero irracionais. O
ou ¢ exclusivo. Um algoritmo geométrico que faz esta construgao pode ser
encontrado em [8, Capitulo 5]
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Confira também limite superior, limite inferior

- sucessoes de Cauchy sao uma classe de sucessoes definidas pelo critério de
Cauchy. Dizemos que uma sucessao (sp)nen € de Cauchy se for verdadeiro

(Ve>0) BN eN)n,m>N =

Sn — Sm| <€ (1117)
As sucessoes de Cauchy sdo instrinsicamente convergentes uma vez que a partir

do indice N todos os termos da sucessao se encontram dentro da bola de centro
sy, € raio €, confira a figura (fig 148), pagina 376.

e®*® o° d s €

Figura 148: Bola contendo o rabo duma sucessio de Cauchy

Associado as sucessoes de Cauchy existe um funcional linear, limite que nos
permite classificar as sucessoes de Cauchy em duas grandes classes, convergentes
e divergentes.

As sucessoes de Cauchy representam resultados de experimentos ¢ o com-
portamento da sucessdo assim resultante caracteriza o experimento como um
sucesso, se a sucessao for convergente, ou um insucesso no caso contrario.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais ¢ incompleto no sentido de
que hé sucessoes de Cauchy de niimeros racionais que sao “convergentes” e assim
definem um ndmero, mas este nimero nao ¢ um ndimero racional. Considere a
sucessao P, dos poligonos regulares inscritos num circulo de raio 1. O quociente
do perimetro de P, pelo diametro do circulo se aprozima arbitrariamente de
um ndmero que os gregos chamaram de m que nao ¢ possivel escrever como o
quociente de dois inteiros e portanto nao é um nimero racional. Desta forma
lilln % = 7 ¢ o operador lim fornece um nimero que completa Q. O conjunto

de todos os nimeros que completam Q ¢é o conjunto R dos nimeros reais, e
naturalmente Q C R.

Vocé tem aqui um exemplo de experimento, medir o perimetro de poligonos e
comparar o resultado com o diametro. Os gregos ou possivelmente matemadticos
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antes deles, observaram que este quociente produzia nimeros muito proximos
de 3.14 e extrapolaram este resultado afirmando que no caso do circulo esta
razao seria um numero que chamaram de 7.
A defini¢ao rigorosa de limite foi feita por Bolzano, depois redescoberta por
Weierstrass:
(Ve>0) (BN eN) [n>N| = |s, — | <e¢ (1118)

quando dizemos suscintamente que s,, — [ ou também
lim s, =1 (1119)
n=oc

A igualdade na expressao (eq. 1119) apenas quer dizer que n cresce indefi-
nidamente.

O conjunto dos niimeros reais, R, é a completagao dos conjunto dos niimeros
racionais. Uma das formas de construir o conjunto R consiste do seguinte
programa:

e aimersao de Q no conjunto das sucessoes de Cauchy de niimeros racionais,
isto é na identificagdo de Q como um subconjunto do conjunto de todas
as sucessoes de Cauchy de nimeros racionais,

Chame de C este conjunto das sucessoes de Cauchy de Cauchy de niimeros
racionais. Podemos mostrar que (C,+,) ¢ um anel que tem divisores de
zero, mas podemos eliminar os divisores de zero passando ao quociente
com grupo das sucessoes de Cauchy que convergem para zero. Como este
grupo é um ideal mazimal de C o quociente é um corpo: o corpo R dos
numeros reais.

Este programa que é atribuido a Cauchy é bem natural pese que considerado
avangado, possivelmente pelos aspectos algébricos que envolve. Mas o que se
espera dum ndmero real é que ele seja uma sucessao de medidas convergentes.
Desta forma R nada mais ¢ do que o conjunto dos limites das sucessoes de
Cauchy de nimeros racionais. Os limites s@o as etiquetas das classes quocientes
mencionadas no programa acima.

Considere o experimento mencionado acima da comparagao do perimetro de
uma sucessao de poligonos com o diametro do circulos em que eles estiverem
inscritos. Em lugar de poligonos regulares inscritos, podemos considerar uma
sucessao de poligonos regulares envolventes a um circulo e o resultado do ex-
perimento sera equivalente, apenas os quocientes obtido serao maiores que 7.
Assim vocé vé dois exemplos de sucessoes de Cauchy equivalentes, a etiqueta
que registra a classe a que elas pertencem é 7.

O ntimero s,, na equagao (eq. 1117) pode ser considerado um valor apro-
ximado do limite da sucessao a menos do erro e. Desta forma o critério de
Cauchy é um instrumento prdatico para encontrar aproximadamente o limite
duma sucessao.
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Outros exemplos mais simples de nimeros nao racionais sao as raizes dos
nimeros naturais que, ou sao numeros naturais, ou sao numero irracionais. O
ou ¢ exclusivo. Um algoritmo geométrico que faz esta construgao pode ser
encontrado em [8, Capitulo 5]

Confira também limite superior, limite inferior

- tabela verdade Uma tabela de verdade é um algoritmo que permite compa-
rar, e eventualmente demonstrar, a igualdade entre duas relagoes.

Dadas duas relagoes A, B existe, para cada uma delas, dois “estados possiveis:
verdade, falso o que produz um arranjo com repeticao destes dois valores apre-
sentados na tabela:

=1 < <[
o < <|| &

Sao os arranjos com repeticao 2-a-2, dos dois valores possiveis V,F, ou dois
estados possivels se estas relagoes puderem ser testadas contra estes dois valores
e obviamente que existem relag¢oes que nao respondem a nenhum destes valores
porque nao podem ser testadas, mas vou deixar de lado este caso. Considerar
esta possibilidade consiste em adotar a chamada ldgica fuzzy.

A teoria dos conjuntos é uma perfeita realizacao da Légica Matemédtica uma
vez que podemos expressar qualquer sentenca de ldgica usando uma expressao
da teoria dos conjuntos. Aqui vou usar a seguinte notagao:

Az) =z € A; (1120)

ou seja a sentenca A(x) é realizada pela sentenga da teoria dos conjuntos z € A.
Consequentemente terei:
A(z) e B(x) =z € (AN B); (1121)
z€(ANB)=(z € A) e (z€B); (1122)
A(z) ou B(z) =z € (AU B); (1123)
z€(AUB)=(z € A)ou(z€B); (1124)
Confira o exemplo analisando a figura (fig 149), pdgina 379, em que vocé
pode ver dois conjuntos A, B representados como subconjuntos do conjunto U.
Uma questao interessante, muito comum e relativamene dificil de ser demons-
trada, ¢ “qual seria o resultado da complementagao (AU B)f;, o complementar
de (AU B) em relagio ao universo U, traduzido em termos de A e de B.
E 0 mesmo que decidir qual é a negacao duma sentenga do tipo “ou” em
Légica Matematica: “nao (A(x) ou B(x))”.
A resposta pode ser facilmente obtida analisando uma tabela de verdade que
envolva também estas relagoes.
Agora temos mais cinco relagoes a serem consideradas que nos permite ex-
pandir a tabela anterior para
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Figura 149: x € AUB,z € ANB

zeA|zeB |aecAy |ze€B; |xe(AUB) | x€ (AUB); | @ € Aj N Bpy
N N F F \ F F

\ F F N \ F F

F Vv \% F \4 F F

F F v N F N \

e podemos ver que os arranjos 4-a-4, ao longo das duas tltimas colunas sao
idénticos: FFFV. O significado é que estas duas relagoes tém os mesmo estados
e as podemos considerar idénticas.

Usando a expressao das sentencas de acordo com a convenga que estabeleci,
A(z) =2 € A,B(x) = x € B posso representar a tabela anterior como:

A(z) | B(z) | ~A(z) | ~B(z) | (A(z) ou B(z)) | ~(A(z) ou B(z)) | ~A(z) e ~B(z)
N N F F N F F
N F F N N F F
F A A% F \ F F
F F \ Vv F \% \4

em que —A(z) é a negacao de A(z).
Demonstrei entao que

~(A(z) ou B(x)) =z € (AUB)f; =z € (A N By) = (~A(x)) e (B(x));
(1125)
O complementar da uniao de dois conjuntos ¢ a interse¢ao dos complementares
destes conjuntos. Também mostrei que a negagao duma relagao do tipo “ou” é
uma relagao do tipo “e”:

~(A(x) ou B(a)) = (~A(x)) e (-B(x)): (1126)
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Ou ainda, trocando o estado da tltima equagdo, posso concluir que
(A(z) ou B(z)) = = ((-A()) e (-B())); (1127)

que conduz a definigao de “ou” em termos de “e”. Assim se chega a conclusao
de que as duas operagoes légicas bésicas sao =, e, podendo “e” ser trocado por
“ou” para que as operagoes bésicas sejam —, ou, evidentemente.

Os simbolos usados em légica matemédtica para as conjungoes “e,ou”, sdo,
respectivamente, A, V. Entao, eu deveria ter escrito:

A(z) ou B(z) = A(z) V B(x); (1128)
A(z) e B(z) = A(z) A B(x); (1129)

- tangente Duas fungoes f, g se dizem tangentes no ponto (a, b) sse

L. f(a) = g(a), ou seja (a,b) € graf(f) Ngraf(g);

2. Existe uma funcao linear K do espaco vetorial onde f, g estiverem defini-
das, tal que f(z) — g(z) = o(K (z — a) em que 0 é o pequeno de Landau, a
ordem de grandeza de f(z)— g(z) é menor do que a ordem de grandeza de
K (z — a) numa vizinhanga de 2 = a (o limite do quociente pelo médulo
de z — a existe.

Por exemplo, se f for derivdvel, entdo em cada ponto do seu dominio existe
uma fungao linear tangente ao grafico de f. A relagao de tangéncia num ponto
é uma relagao de equivaléncia e a classe de f, se existir, é chamada de germe

de f.

- Taylor, polinémio O polinémio de Taylor de uma fun¢ao univariada e que
tenha derivadas até a ordem n, conhecidas, num ponto z = a é a expressao
polinémial

P(z) = ag + ai(z — a) + az(z — a)> + ... an(z — a)" (1130)
6)
com a = % Os coeficientes sao determinados pelo conjunto de equagoes

Pla)= " f(a) = ap = f(a);
P'(a)= " f'(a) = a = f'(a); (1131)
PO@) = V@) = a=Lg

Como 0! = 1! e 2! = 2 entao esta férmula pode ser escrita de forma concisa
como

n (g
P)=>" fTI() (1132)
k=0

Dois exemplos importantes da férmula de Taylor, chamadas de McLaurin é
quando aplicamos a Férmula de Taylor ao seno ou ao coseno. Nds conhecemos
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as derivadas de qualquer ordem destas fungdes em alguns pontos, na origem por
exemplo.
As derivadas do seno na origem sao

0,1,0,~1,...,0,1,0,~1,..., (1133)
dsen(n)(n%4 == 0)70 : (n%4 == 1)?1: (n%4 == 2)?0: —1; (1134)

em que foi usado if-else-compacto, com a sintaxe da linguagem C, e o simbolo
%, em C, ¢ a fungao congruéncia médulo-um resto dos inteiros. Na equagdo
(1134), vocé tem uma fungao inteira de perfodo 4, entao o polinémio de Taylor
(ou de McLaurin) do seno ¢

n o)
P(z) = sten(k) ! k!(a) (1135)

k=0

Usando a linguagem calc, usualmente distribuida com os sistemas De-
bian/Gnu/Linux, vocé pode implementar este algoritmo para obter o seno com
alta precisio, porque calc ¢ de precisao infinita (inteira) como também o siao
Python e em geral os dialetos da linguagem LISP, embora nao seja necessario
usar polindmios de grau muito alto definindo médulo 7, por exemplo, com um
polinémio de grau 17.

Na figura (150) pagina 381, vocé pode ver o grifico da fungao seno, definida

Senc‘(x,],c,ﬂ) R
sirfx) ——
G

Figura 150: Polinomio de Taylor de grau 17 do seno na origem

algoritmicamente dentro do gnuplot e de um polinoémio de Taylor de grau 17,
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T T
Cosenolx,17,0,0) ——
cos(x) ——
s

Figura 151: Polinomio de Taylor de grau 17 do coseno na origem

do seno, no intervalo [—6,6]. e na figura (151) pagina 382, também usando a
expressao algoritmica do coseno de gnuplot e do polinomio de Taylor de grau
17, coseno, no intervalo [—6, 6].

- teorema espectral Ea generalizagao, na teoria dos operadores, do sistema
de valores préprios e vetores préprios da Algcbra Linear no sentido de que um
operador, T' definido num espago medido de fungdes, tem uma representacao
sob forma de integral num certo dominio 2 pode ser reparametrizado (mudanga
de varidvel) para ser representado como uma integral sob um dominio spec(T')
de tal modo que

T(f) = / xdp(z) (1136)

spec(T)

a integral da fungao identidade deste espago de fungoes. Isto ¢ a forma como
se consegue colocar uma matriz diagonolizada usando os seus vetores préprios
como base para o espago vetorial. No caso das matrizes aparecem os valores
proéprios como multiplicadores do vetores préprios que representam a escala do
operador na dire¢ao de cada um dos vetores préoprios, aqui, é a medida do espaco
que faz este papel “distribuindo” a massa no espago. Desta forma a medida é
definida no espaco por 7'. A transformada de Fourier é um exemplo de aplicacao
do teorema espectral e portanto uma versao da transformada de Gelfand. O
operador linear definido na equagao (1136) se chama operador integral .
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um programa feito por Donald Knuth, incialmente para que ele pudesse
produzir o seu livro (inacabado) The art of computer programming mas que
terminou se tornando um objetivo em si préprio as custas do livro. .. O programa
na verdade é uma linguagem rudimentar de programacao que objetiva colocar
texto em forma artistica (no sentido que as Editoras entendem) em papel. Como
Knuth, que assim é um dos pioneiros do cddigo aberto deixou o seu programa
em dominio piblico, uma grande colegao de outros programas e linguagens de
programacao de nivel mais alto foram produzidas em cima do TgX, como, por
exemplo BTEX que é possivelmente a forma mais comum de usar TEX. Este
diciondrio estd sendo redigido com IXTEX .

- Topologia é uma das grandes divisées da Matemdtica.

A Topologia consiste na busca das estruturas que permitam a defini¢ao de
fungdes continuas, neste caminho se procurou “limpar” o caminho na busca
de uma melhor compreensao do que seria uma fun¢do continua se chegando a
relagdo entre “abertos” e a imagem inversa de fungoes destes “abertos” como
forma de estabelecer o que é uma fungao continua. A continuidade é entao um
conceito relativo a estrutura topoldgica que estiver definida entre dois espacos,
se o espago de saida for suficientemente rico de abertos entao as funcoes nele
definida tem mais “chance” de serem continuas, e reciprocamente, quanto mais
“pobre” em abertos for o espago de chegada, maior “chance” tém as fungoes,
que nele tomem valor, de serem continuas.

Entretanto existem topologias “usuais” que de uma certa forma ji foram
aprovadas por uma certa pratica, ao reduzir a quantidade de abertos se “enfra-
quece” a topologia (porque se diminue as chances de que uma funcao, definida
nesta topologia, seja continua). Este processo de analise do enfraquecimento de
topologias conduz & descoberta de propriedades interessantes de algumas fungoes
ou classes de fungoes, ¢ esta a pesquisa central na Topologia. Desta forma a To-
pologia ¢ vista como uma pesquisa de estruturas, as estruturas topolégicas dos
espagos.

Ha um outra forma de ver a Topologia como o estudo das propriedades locais
de um espago, independente (de certa forma) de fungoes definidas nele, mas na
verdade analisando as fungoes definidas dele, nele mesmo, Em particular a iden-
tidade ou a inclusao em espagos de dimensao maior. Isto conduz a descoberta
de objetos com formatos muito interessante e a chamada conjectura de Poincaré
cai neste caso. Um exemplo entre os mais simples ¢é a fita de Moebius que é o
simbolo do IMPA.

- transcendente, niimero se ele nao for algébrico sobre o anel dos nimeros
racionais, ou em outras palavras se ele nao for um numero real algébrico. Por
exemplo sabemos, nao ¢ facil demonstrar mas existem demonstracoes de que
7, e s2o nimeros reais transcendentes, o que significa que eles nao algébricos.

O conceito de transcendéncia pode ser colocado de forma mais geral, contexto
da teoria dos aneis, e me permitir o enunciado dum problema interessante que
nao sei se jd foi resolvido.
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Considere o anel A como um subanel do anel B, A C B. Podemos entao
construir um outro anel

R = Alzy, ..., a(l]t37)
P € R; P é um polindémio em n varidveis sobre A; (1138)

Entao R ¢é o anel dos polinémios em n variaveis sobre A. Se A for um corpo,
entdao R é um espago vetorial de dimensdao n sobre A. Podemos definir um
morfismo de anel de R em B fixando um elemento b € B e considerando o
morfismo de evaluagao:

R -2 Bio(P) = P(b); (1139)

Se o ker(¢) = {0}, o nicleo trivial, entdo este morfismo é uma imersao de
R em B, um isomorfismo de R num subanel de B, porque podemos identificar
todo polinémio P € R com sua tnica imagem P(b) = P(by,...,b,) € B, e
nao haverd nenhum polinémio com coeficientes em A tal que P(by,...,b,) = 0.
Neste caso {by,...,b,} sdo independentes sobre A%7.

O problema: nao sei se m, e sao independentes sobre Q, ou ainda se hé
algum polindomio em duas varidveis, nao identicamente nulo, P, tal que P(e,7) =
0.

Basta agora considerar a redacao do problema para n = 1 e nao existe
nenhum polindémio que nao seja identicamente nulo, tal que P(e) = 0 ou P(7) =
0 que significa: e, 7 sdo nimeros transcendentes.

- Transformada de Fourier Traz o nome de Joseph Fourier que entre 1807 e
1822 escreveu alguns trabalhos publicados nos anais da Academia Francesa de
Ciéncias sobre a propagacao do calor usando somas de senos e cosenos acelerados
e amplificados para aproximar as ondas térmicas conseguindo assim descrever
com grande precisao a propagacao do calor. Estas somas de senos e cosenos ace-
lerados e amplificados, hoje chamadas de séries de Fourier [?], ji vinham sendo
utilizadas por Euler e alguns dos irmaos Bernouilli na solugao de equagoes di-
ferenciais. As transformadas de Fourier (as séries ou a integral) redescrevem
uma onda em termos das ondas mais simples, sin,cos que sao assim os veto-
res préprios de um sub-espago (medido) de fungoes sendo os coeficientes desta
transformagao os valores préprios que caracteriazam uma determinada equagao
diferencial que esteja sendo estudada.

- triangulos semelhantes , é uma relagao de equivaléncia entre triangulos da
Geometria Euclidiana. Como um triangulo é uma figura plana, se trata dum
problema do plano.

21 (semelhanga de ) triangulos
Todos os triangulos do plano tem uma representac¢ao semelhante no circulo
trigonométrico.

67 A leitora deve reconhecer que este é o caminho para definir a dimensao dum espago
vetorial.
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que qualquer diagmetro divide o circulo trigonométrico em duas semiesferas

e todos os triangulos retangulos cor d a um tridngulo inscrito tal que a corda

coincide com o diametro,

todos os triangul tangulos correspondem a um tridngulo inscrito tal que a corda
esteja numa semiesfera, determinando dois vértices, com o terceiro vértice na outra
semiesfera, isto garante que nenhum dngulo serd maior do que %, mas podemos obter
qualquer angulo menor do que g

todos os triangul btusa los correspond. a tridngul, critos na esfera S tal

que todos os trés vértices estejam na mesma semiesfera, o que garante que um dos
angulos inscritos € maior do que 5.

Este teorema ¢ obviamente um “teorema de existéncia”, porque nao é cons-
trutivo. O método para obter um representante para um determinado triangulo
consiste em obter uma sucess¢ao de triangulos que se aproximem da imagem
desejada.

Confira a figura (fig 152), pdgina 385,

Classificagao dos tridngulos

Figura 152: Representagio dos triangulos em S

Entretanto o teorema 21 omite um fato importante que é a multiplicidade das
representagoes. Mas é possivel obter um unico representante para cada triangulo
do plano observando que a imagem dos triangulos isésceles é exatamente a que
se obtem usando como vértice o ponto obtido com a perpendicular & corda
mencionada acima. Vou entao introduzir uma linguagem que vai me levar de
forma simples ao conjunto quociente desta relagao.

Para encontrar a representagao dum triangulo dado, selecione uma corda, e
aqui comega a pluralidade de representagoes pois é possivel escolher a corda de
muitas maneiras. Entdo, no circulo trigonométrico, S* que existe uma infinidade
de triangulos semelhantes a um dado triangulo do plano incrito num circulo.
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Vou expor uma forma de selecionar as distintas classes de equivaléncia para
finalmente encontrar uma forma simples de representa¢ao dum triangulo no
circulo trigonométrico S

Para justificar a linguagem, vou seguir mostrando a pluralidade e como con-
torna-la.

e aos triangulos retangulos correspondem a corda coincidindo com o diametro,

e assim definindo dois vértices, que sao pontos antipodas do circulo, ficando
o terceiro vértice em uma das semi-esferas em que o diametro divide o
circulo trigonométrico. Temos assim duas possibilidades para escolher ou
para eliminar uma delas.
Se o triangulo for isésceles, as duas imagens que lhe correspondem serao
encontradas selecionando o terceiro vértice nos pontos em que a corda
vértical ao diametro encontrar S*. Como hé dois tais triangulos isésceles,
eu preciso de um método para eliminar um deles. Se eu chamar o didmetro
escolhido de equador os dois pontos que determinam os triangulos isésceles,
serao chamados naturalmente de Sul e Norte. O S estd no hemisfério Sul e
portanto vou sempre escolher o terceiro ponto no Sul com isto identifiquei
de forma tnico o tridngulo isdsceles, confira a figura (fig. 153), pagina 386,
onde aparece o triangulo isdsceles separando dois triangulos retangulos
equivalentes.

O triangulo isésceles divisor de classe

Figura 153: O tridngulo isésceles

Se o triangulo nao for isésceles, hd dois triangulos equivalentes que podem
ser obtidos escolhendo o terceiro vértice, no Sul, a direita ou a esquerda
de S e assim eu poderei encontrar um tnico representante para qualquer
triangulo retangulo. Mas para falar de esquerda ou direita, tenho que
considerar o circulo S' orientado, o que farei como habitual considerando

o sentido positivo, o antihorédrio, e entao a esquerda significa positivo,



387

porque, eu, o observador, encontro-me em pé no centro do circulo tendo a
minha frente o ponto inicial: € =1, o que em particular me agrada!
Este triangulo isdsceles inico, vai estar presente em toda a andlise e por-
tanto preciso que esta expressao seja introduzida para fazer-lhe referéncia.
Na construgao do método observei que ao selecionar uma corda existe um
caso particular do tridngulo isdsceles que ird dividir todos os triangulos
em duas classes idénticas e fiz uma selegao por uma dessas classes para es-
tabelecer a unicidade da representagdo, confira a figura (153) pégina 386,
onde se podem ver dois triangulos retangulos equivalentes com o terceiro
vértice & esquerda ou a direita do S que é o terceiro vértice do tridangulo
isdsceles. Este “triangulo isdsceles” vai ser importante em toda a cons-
trucao a seguir.

aos acutangulos correspondem a corda numa semi-esfera, determinando
dois vértices, com o terceiro vértice na outra semi-esfera, desta forma o
angulo que se opde a corda é menor do que § sobrando a diferenga para
distribuir pelos dois outros angulos. Fixando uma semi-esfera para nela
considerar a corda, o terceiro vértice estard na outra semi-esfera. Vou
sempre escolher o terceiro vértice no hemisfério Sul, a corda, no caso dos

triangulos acutangulos serd sempre escolhida no hemisfério Norte.

Agora existe um tnico tridangulo isésceles associado & corda atendendo a
condicao de que o terceiro vértice seja escolhido no Sul. Mas havera duas
escolhas para o terceiro vértice se triangulo nao for isésceles. Logo veremos
como decidir isto de forma tnica. Aqui também o “tridngulo isdsceles”
ird dividir todos os triangulos em duas classes idénticas.

aos obtusangulos correspondem & corda numa semi-esfera, determinando
dois vértices, com o terceiro vértice na mesma semi-esfera. O angulo que
corresponde & corda mencionada mede mais do que 7. Como sempre vou
escolher o terceiro vértice no Sul, agora a corda também vai ser escolhida
no Sul. Como no caso anterior, dos tridngulos acutangulos, hd uma tnica
possibilidade de construcao do triangulo isdsceles mas haverd duas no caso
dum triangulo que nao seja isésceles pela existéncia das duas classes.

Do exposto nos itens anteriores, se vé que ¢é preciso uma notagao para obter
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e A origem de S', ¢ = 1, e sua orientagio positiva, o sentido antihordrio.

e Ao escolher um didmetro para S! o estarei divididindo em duas semi-
esferas que vou chamar de N e de S, sugerido pelos polos norte e sul,
sem que o diametro pertenca a nenhuma das semi-esferas. Temos assim
duas semi-esferas abertas. Vou chamar, na continuacao, este didmetro
escolhido de equador para continuar com a notagao geografica. A sele¢ao
do norte e do sul ficaram bem definidas pela orientacdo com S a direita
da origem e N a esquerda da origem.

A relagao de equivaléncia

1. retangulos Para obter o representante de qualquer triangulo retangulo do

plano, tomamos o equador, como corda, paralelo & hipotenusa, e o terceiro
vértice na semi-esfera S.

Se o triangulo for isésceles sua imagem serd o triangulo isdsceles.

Se o triangulo nao for isdsceles, tome uma paralela ao cateto menor pas-
sando pela origem de S'. Esta paralela ird encontrar S no ponto 1 > P >
S, passe uma paralela ao outro cateto por P para encontrar o ponto Q.
Com isto temos o triangulo imagem equivalente ao triangulo pelo método:
lado, dangulo, lado.

Aqui vemos ressurgir o problema de invariancia ja citado acima, um pro-
blema, digamos, epistemoldgico, o triangulo, cuja representacao estamos
querendo encontrar em S!, e neste caso um triangulo retangulo, pode nao
ter a hipotenusa paralela ao equador, mas para isto, basta redesenhar S!
e selecionar o equador paralelamente a hipotenusa. Este problema vai se
repetir nos demais casos sem que eu me sinta obrigado a discuti-lo nova-
mente. Esta questao também mostra a fragilidade de nossa comunicagao
oral ou escrita cuja solugao passsaria por uma linguagem extremamente
sofisticada e dificil, e é melhor encontrar um meio termo entre o bourba-
quismo e a imprecisao. . .

2. acutangulos Para obter o representante de qualquer tridangulo acutangulo,

selecione a corda, na semi-esfera N, paralela ao lado menor do triangulo,

uma classificagdo mais simples e mais efetiva uma vez que a cada triangulo no
plano correspondem multiplos triangulos que lhe sao semelhantes inscritos no
circulo trigonometrico.

assim como também ao equador. A selecao do lado menor é consequéncia
da selegao do triangulo isdsceles. Se o triangulo for isésceles, o lado menor

As palavras que preciso, ou os simbolos, sao

o Estarei a todo momento mencionando trés triangulos, um que sera esco-
Ihido aleatoriamente no plano, outro que é a projecio deste em S!, e o
terceiro que é o triangulo isdsceles. Vou denominé-los, respectivamente,
de o tridngulo e a imagem do triangulo, este um triangulo inscrito em S*,
e o terceiro ¢ o triangulo isésceles que separa os triangulos associados a
uma determinada corda em duas classes de triangulos equivalentes, vou
referir-me a este tridngulo como o triangulo isésceles.

é exatamente o que ¢é diferente dos outros dois. Deixe-me agora designar
por Iy, os dois outros lados com ||l1| < ||l2]|, porque eles poderao ter
mesmo comprimento no caso do triangulo isésceles.

O uso dum editor grafico pode servir de forma magnifica nesta construcao
trazendo como exemplo um problema de aproximagao e ilustracao dum
teorema de existéncia. Enquanto que na construgao anterior, do triangulo
retangulo, a simples escolha dum cateto paralelo encerrou o trabalho, aqui,
a sele¢ao da corda, paralela a um dos lados é insuficiente, mas é um valor
inicial dum problema iterativo de aproximagao.
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Trace agora a paralela ao [; passando pelo menor dos vértices da corda®.
Esta paralela encontra S! no onto P;. Passe uma paralela a I pelo ponto
Py. Estas duas retas vao se encontrar no ponto @, confira a figura (fig.
154), pagina 389,

Figura 154: Primeira aproximacao

Ao fazé-lo acontecerao exatamente dois eventos exclusivos:

(a) o ponto Q; cai sobre S' ou no exterior de S';
(b) o ponto @ cai sobre S' ou no interior de S';
e cada um destes eventos corresponde a uma corda mais distante ou mais
proxima do equador associando
Pr= Qui Py = Q2 (1140)
o que prova que a solucao existe. Confira a figura (fig. 154), pagina 389,

onde se podem ver dois pontos pontos, P;, P» escolhidos pela determinagao
de duas cordas associados as imagens Q1, Qs.

A reta determinada por Q1, Q2 encontra S’ no ponto @ que nio precisa
ser a solugao que procuramos mas vai ser o segundo valor dum algoritmo
do tipo bindrio, em que estaremos sempre escolhendo um ponto médio de
outros recentemente obtidos, e este é o caso, ) é um ponto médio entre
Q1, Q2.

Na figura (fig. 154), pdgina 389, ocorreu o evento “o ponto @y cai sobre
S! ou no interior de S'”.

Trace agora a corda paralela ao lado menor do triangulo passando por
Q. Ela estard entre as duas outras portanto, ao iterar o método iremos

8Nao esquecendo que S! estd orientado portanto faz sentido falar no menor vértice.
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encontrar como limite o ponto () em que deve passar o terceiro lado de
modo que reconstruindo, no sentido reverso, o segundo lado e e o primeiro
lado, encontramos, como um limite, a imagem do triangulo sobre S'.

Observe que a selegao do lado menor para construir a paralela nos leva a
selecionar os pontos P; a esquerda de S que seria o vértice do triangulo
isdsceles e portanto o método esta consistente com o objetivo de usar
o triangulo isdsceles para delimitar o conjunto quociente da relagao de
equivaléncia.

método: angulo, angulo, angulo.

3. obtusangulos Para obter o representante de qualquer tridngulo obtusangulo,
selecionamos a corda na semi-esfera S, paralela ao lado maior do triangulo
seguindo-se depois pelo método descrito para triangulos acutangulos para
obter os dois outros vértices na semi-esfera S. Na figura (155) pdgina 390,
vocé pode ver os pontos Py, P» e suas imagens, ()1, Q2 assim como o ponto

Figura 155: O algoritmo para obter imagem de obsangulos

médio @ que foi usado no préximo passo do algoritmo iterativo. método:
angulo, angulo, angulo.

Como existem apenas trés tipos de triangulos e todos foram estudados posso
agora enunciar o teorema das classes de equivaléncia dos triangulos do plano cuja
demonstragao foi desenvolvida ao longo anélise geométrica que fiz.

22 (Conjunto quociente) equivaléncia de tridngulos

Considere no circulo trigonométrico um diametro, chamado equador relati-
vamente ao qual S fica divida em duas semiesferas chamada de norte e sul.
Considere também em S' a orientacdo positiva, em que o ponto ¢© = 1 ¢ a
origem, entao o polo sul S e o polo norte N sao dois pontos antipodas sendo
S<leN>1.




391

O conjunto quociente da relagcdo de equivaléncia de triangulos do plano é
o conjunto de todos os triangulos inscritos no circulo trigonométrico tendo
um lado paralelo ao equador e o terceiro vértice no intervalo [S,1). No caso
dos acuntangulos o lado paralelo ao equador fica na semiesfera norte, para os
retangulos este lado € ezatamente o equador e os obtusangulos tém o lado pa-
ralelo na semiesfera sul.

A figura (fig 156), pagina 391, mostra trés elementos do conjunto quociente,
de cada um dos trés tipos de triangulos. Em busca da figura de melhor qualidade
estética terminei preferindo representar os triangulos isdsceles, porque afinal sdo

o conjunto quociente pela relagéo
de equivalencia de triangulos

Figura 156: Trés elementos do conjunto quociente

eles que determinam o inicio do intervalo que define o conjunto quociente.

Nestas condicoes para demonstrar que as bissetrizes num triangulo qualquer
se encontram num mesmo ponto equidistante dos lados, basta fazé-lo para um
triangulo qualquer inscrito no circulo trigonométrico, e verificar que a media dos
pontos (cos(a),sin(a)), (cos(B),sin(B)) e (cos(7y),sin(y)) em que «, 8,7 € [0, 27)
é 0 ponto de encontro das mediatrizes. E o que vou fazer na préxima segio.

B possivel obter-se uma expressao mais simples para o teorema 22 observando
que sao apenas o vértices que interessa na descri¢ao mas que é imporante fixar
um diametro para estabelecer uma referéncia. Precisamos entao do equador e
de cordas paralelas a este diametro com isto temos dois pontos. O terceiro ird
se encontrar no intervalo S, 1). Assim temos, usando a linguagem estabelecida
acima,

23 (classes de) equivaléncia dos triangulos

Considere o equador como um didgmetro selecionado de S*. Qualquer triangulo
do plano tem um tinico representante inscrito em S' determinado por trés pon-
tos, dois deles determinando uma corda paralela ao equador e outro escolhido
no intervalo [S,1).
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Nao ha nada a demonstrar, o teorema 23 é apenas uma reformulagao mais
simples do teorema 22. Nesta formulagao simplificada estd omisso que se a corda
paralela ao equador, determinando dois pontos que se encontram na semiesfera
norte o triangulo obtido representa um triangulo isésceles. Se estiverem na
semiesfera sul é um triangulo acutangulo que estd representado, e se forem os
pontos L, O que determinam o equador é um triangulo retangulo que que estara
sendo representado.

- trigonometria é a parte elementar da Matemética em que se relacionam os
angulos num triangulo retangulo com seus catetos e a hipotenusa, a figura (157)
pagina 392, mostra o circulo trigonométrico, o angulo « e as duas fungoes funda-

cos( o)

Figura 157: circulo trigonométrico S*

mentais, sin(a), cos(a) que podem ser calculadas geometricamente se o circulo
for desenhado em papel milimetrado, por contagem das subunidades. Como
sin(a), cos(a) sdo as coordenadas de um ponto no circulo unitério determinado
pela origem (1,0) do circulo trigonométrico, e a hipotenusa tragada da origem
dos eixos (0,0), o teorema de Pitdgoras nos fornece a relagao fundamental da
trigonometria

sin? () + cos?( (1141)

a formula de De Moivre-Euler-Abel,

€' = cos(a) + isin(a) (1142)
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permite-nos descobrir rapidamente varias outras férmulas fundamentais da trigo-
nometria:
ee® = (cos(a) + isin(a))(cos(B) + isin(B)); (
pitgiB — gilatB) — (
=cos(a+ f) +isin(a + §) = (
cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + i (cos() sin(B) + sin(a) cos(B)) ; (1146
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3); (
sin(a + ) = cos(a) sin(3) + sin(a) cos(B); (
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3); (
sin(a — () = sin(a) cos(3) — cos(a) sin(f); (1150
A passagem da equacao (1146) para as equagoes (1147) e (1148), as chamadas
equagoes do coseno do angulo soma e seno do angulo soma , é feita observando
as partes real e imagindria na equagao (1146) comparada com a equacio (1145).

O nome de De Moivre esté associado s poténcias de e'® que nos permi-
tem descobrir diversas variantes de expressoes trigonométricas associando as
poténcias de cos(a) + isin(a) com sua expressao expandida usando o binémio
de Newton:

e = (cos(a) + isin(a))" = éo (1) cos™*()i* sin® (); (1151)

€3 = cos®(a) + 3i cos?(a) sin(a) — 3 cos(a) sin?(a) —isin’®(a) = (1152
= cos*(a) — 3cos(a) sin*(a) + 7 (3cos? (@) sin(a) — sin®(a)); (1153
cos(3a) = cos? () — 3 cos(a) sin?(); (1154

sin(3) = 3 cos?(a) sin(e) — sin®(a); (1155

)
)
)
)

Soma de cosenos: f(z) = acos(z) + bsin(z)
Esta ¢ uma expressao interessante que permite escrevermos f como um
multiplo do h(z) = cos(z — a). Observe como se faz.
Compare f(z) com um produto escalar e aplique a desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz:

f(x) = acos(x) + bsin(z); (1156)

f(z) =< (a,b), (cos(x),sin(z)) >; (1157)

(@) < a + 82 [(cos(a), sin(a))| = 1; (1158)

|f (@) < R=Va> 7% (1159)

entdo existe um nimero, R = Va2 + b2, tal que |f(z)] < R, mais exatamente,
R limita |f| o grafico de f ao intervalo [~R, R].

Como a expressao do coseno da soma oferece uma combinagao linear de seno

€ coseno,

cos(z — a) = cos(a) cos(x) + sin(a) sin(z) = Acos(z) + Bsin(z);  (1160)

394

comparando com a expressao R cos(z — a) tem-se

Rcos(z — o) = R (cos(z) cos(a) + sin(z) sin(e)) ; (1161)
Recos(x — a) = Rcos(a) cos(x) + Rsin(a) sin(z); (1162)
Rcos(x — o) = acos(x) + bsin(z); (1163)

a = Rcos(a);b = Rsin(w); (1164)

cos(a) £0 = L= gf::((i; = tan(a); (1165)

)

a:Atan(%); (1166

que é uma expressao vdlida para uma grande variagao de escolhas dos coefici-
entes a, b.

f(z) = acos(z) + bsin(z) = Rcos(z — a);a = Atan(g); (1167)

Com gnuplot vocé pode experimentar com varios valores para a, b, eis o codigo:

pow(x,n) = x**n;

a=2.0;b=-4.0;alpha = atan(b/a);R = sqrt(pow(a,2) + pow(b,2));
f(x) = a*cos(x) + b*sin(x);h(x) = R*cos(x-alpha);

plot h(x),f(x),0

- trigonométrica, série

Procure séries. Uma série trigonométrica é um dos formatos em que as
transformadas de Fourier podem se apresentar ¢ a chamada transformacao dis-
creta de Fourier.

- trigonométricas, séries absolutamente convergentes

Se uma série trigonomética for absolutamente convergente, ela define uma
fungao (se nao for absolutamente convergente também define, mas pode nio
ser continua e se enrique a teoria com novos aspectos). Vamos usar a notagao
complexa porque ela nos permite um texto mais resumido.

fl@)=co+ Y epe™ (1168)

kez

podemos mostrar que a equagao

LA = leol + 3 lexd (1169)

kezZ

é uma norma e portanto o conjunto das séries trigonométricas absolutamente
convergentes ¢ um espaco vetorial normado..

Se “esquecermos” as fungdes e’ na expressdo podemos identificar, na ex-
pressao de uma série trigonométrica absolutamente convergente, a série de termo
geral ay, a série dos termos em modulo sendo convergente o que nos permite
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associacao com um outro tipo de espago vetorial, o das sucessoes associadas a
séries absolutamente convergentes que é o espaco vetorial normado [ e os dois
espago vetoriais normados em questao serdo isomorfos, este é o conteido do
Lema de Wiener. Um século se passou antes que este detalhe fosse descoberto.
A importancia deste detalhe aparece num fato simples: é “facil” provarmos que
no espaco 1! das sucessoes, existe mais uma operacao: o produto de convolucao
das sucessoes que neste caso é uma operagao interna, o produto de duas su-
cessoes cujas séries sejam absolutamente convergentes, ¢ outra sucessao com
uma série absolutamente convergente. Com o isomorfismo mencionado acima
podemos retornar ao espago das séries trigonométricas absolutamente conver-
gentes e obter de forma relativamente simples que elas formam uma dlgebra de
Banach. O isomorfismo mencionado associa o produto de convolugao do espago
' com o produto ponto a ponto das funcdes que as séries trigonométricas defi-
nem. Porém com um problema extra a unidade no algebra de Banach das séries
trigonométrica é a fungdo constante que nio tem série de Fourier. Em /! é a
sucessao dp. Os morfismos sao uma forma de descobrir problemas! Quer dizer
os espagos de Banach sao isomorfos mas nao o sao as algebras de Banach, e nao
o deveriam?

B interessante como este problema, da falta de unidade na dlgebra de Banach
da séries trigonométricas absolutamente convergentes, a dlgebra de Wiener, esta
associada com outras questoes. Em teoria da informagao e comunicagoes este
problema é conhecido como a dualidade entre a limitagao no espaco da frequéncia
vis a vis espago do tempo, ou, se uma das transformadas tiver suporte limi-
tado a outra o terd nao limitado. A resposta para existéncia da unidade seria
uma imagem com suporte reduzido a um ponto, a distribuicao de Dirac. Este é
apenas um resumo, entretanto.

- UML** Do inglés, Universal Modeling Language, uma das tentativas de se
criar uma linguagem universal de processamento - independente de linguagens
especificas de programacgao. Uma outra tentativa se chama Interlanguage Uni-
fication.

- variedade A palavra variedade foi inventada para nos liberar da prisao tri-
dimensional em que nos encontramos tanto por razoes fisico-energéticas, como
culturais uma vez que a nossa cultura geométrica, de origem dita grega, nos
fixou o vocabulario dentro da dimenséo trés.

Falamos em ponto, retas, planos, superficies, volumes que sao todos objetos
que ficam dentro do limite da dimensao trés. Embora pontos, reta, planos sejam
invisiveis para nds seres tri-dimensionais, temos a sensac¢ao de que os conhecemos
e entendemos.

As necessidades cientificas vao muito além da dimensao trés e precisam das
dimensoes 0,1,2 as quais nao podemos ter acesso por razoes fisicas, de energia
mesmo. Para isto, e para completar o vocabulario, criamos a palavra variedade
que modificada por um adjetivo dimensional, resolve a questao linguistica.

Por exemplo, classificamos os objetos da geometria, como variedades,
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diremos uma variedade de dimensao 1, para fazermos referéncia aos seg-
mentos de reta, as retas, as curvas. Todos estes objetos sao variedades de
dimensao 1.

quando nos referirmos aos objetos de dimensao 2, diremos variedades de
dimensao dois sao os planos e as superficies da geometria;

ha uma grande subclassificacao das variedades - duas grandes classes:

— As variedades lineares, segmentos de reta, retas, planos , as varie-
dade lineares de dimensao 3, 4 para as quais nao temos mais nomes
geométricos.

— As variedades nao lineares, um circulo, uma parébola, sdo dois exem-
plos de variedades nao lineares de dimensao 1. Uma superficie de tipo
paraboldide, as parabdlicas podem ser pensadas como sendo tal, sao
variedades nao lineares de dimensao 2.

— Um ponto vocé pode classificar como quiser, uma variedade linear de
dimensao 0, ou uma variedade nao linear de dimensao 0.

Herdamos nomes particulares para alguns tipos de variedades de dimensao
1, circulos, retas, parabolas, ou simplesmente a palavra curva, variedades
de dimensao 1.

Também temos nomes para algumas variedades de dimensao dois, plano,
superficie esférica. A palavra superficie quer dizer uma variedade de di-
mensao 2.

O espago todo em que estamos imersos é uma variedade linear de dimensao
3.

O espago-tempo da Fisica é uma variedade de dimensao 4. Linear? de-
pende, se o tempo tiver uma condigao inicial, nao! porque neste caso seria
um poliedro... poliedros, embora tenham fronteiras feitas de subconjuntos
de variedades lineares, nao sao mais variedades lineares.

Observe que uma reta qualquer é uma variedade linear afim, isto quer
dizer, por exemplo, que a origem pode nao pertencer a reta. Se a origem
pertencer a reta, ela é uma variedade linear. Se a origem nao pertencer a
reta ela ¢ uma variedade linear afim de dimensao 1.

As variedades lineares afins de dimensao 2 s@o os planos que podem nao
passar pela origem. O qualificativo “afim” caracteriza que a variedade foi

obtida por uma translagao de uma variedade linear.

- Venn diagramas de. Sao figuras geométricas planas, que sao regioes bem
delimitadas do plano, como auxilio duma curva, para representar conjuntos.
Na figura (fig 158), pagina 397, vocé pode ver alguns diagramas de Venn
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Figura 158: diagrama de Venn

incluidos num diagrama, chamado U, representando o universo relativo aos
demais que nele estao contidos.

Os diagramas de Venn servem para destacar intersecao de conjuntos e também
a inclusio entre eles. Na (fig 158), pdgina 397, vocé pode ver um conjunto U
que é o universo relativo aos demais que estao contidos nele.

Os conjuntos A, B, F,C' todos tem interse¢do nao vazia uns com o0s outros,
excegao: os conjuntos B e C' sao disjuntos.

O conjunto E tem interse¢ao vazia com todos os conjuntos A, B, F, C'.

Todos os conjuntos A, B, F,C, E sao subconjuntos de U que assim é o uni-
verso.

Um outro diagrama, chamado de Hasse tem o aspecto dum tipo de grafo,
drvore, e serve para representar inclusao. Confira Hasse, diagrama.

- verdade, tabela confira tabela verdade. Dada uma relagao frequentemente é
possivel identificar dois estados que esta rela¢ao pode assumir caraterizados pe-
los dois valores verdade, falso. Hd relagoes para as quais nao é possivel definir
um destes estados para elas, o que conduz a uma classe de l6gica chamada de
légica fuzzy em que se considera um terceiro estado de indecisao acrescentando-
se um percentual para as possibilidade verdade, falso.

Estes conceitos fazem parte da 16gica matemética.

- vizinhanga é um aberto de um espago topolégico contendo um ponto z, se
diz entdo uma vizinhanga de x, v,. O conceito “vizinhanga” pode ser usado
como “conceito primitivo” para definir topologia, assim como topologia pode ser
o “conceito primitivo” para definir vizinhanca. Funcionam as duas formas de
pensar.

Topologia ou vizinhanca servem para definir convergéncia, entretanto este
é um conceito mais fraco do que topologia no sentido de que nem todas as
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propriedades de um espaco topolégico podem ser obtidos a partir do conceito
de convergéncia. Um exemplo interessante ¢ o conjunto dos nimeros reais em
que a convergéncia usual define a sua topologia usual, e consequentemente uma
fungao serd continua, se e somente se, for sequencialmente continua. Quase todos
os teoremas sobre limite e derivacao do Calculo ficam bastante simplificados se
for usada continuidade sequencial em lugar da continuidade tradicional que ¢é
usada.

H4 autores que admitem vizinhangas que nao sejam abertas, aqui vou consi-
derar apenas abertos como vizinhancas. Uma bola aberta, centrada num ponto
2z em um espago métrico é uma vizinhanga de x neste espaco métrico. Se usa a
notacao B(z, €), bola de centro z e raio €.

Uma forma de definir topologia parte do conceito de distancia e das bolas
abertas definidas com uma distancia a serem usadas como wvizinhancas bdsicas
da topologia. Métrica é um sinénimo de distancia.

Quando pudermos definir uma distancia d em um conjunto X, diremos que
se trata de um espago métrico (X,d)

Definicao 24 (distancia) Distdncia ou métrica
Uma distincia é wma fungio postiva, d, definida para todos os pares (z,y)
de elementos de um conjunto X satisfazendo as propriedades

1. positiva d(xz,y) > 0 e d(z,y) = 0 se e somente se x =y;
2. reflexividade d(x,y) = d(y,x);
3. desigualdade triangular d(x,y) + d(y, z) > d(z,z);

Os espagos métricos sao casos particulares de espagos topoldgicos.

Um tipo particular de espago métrico é o espago das fungoes continuas com a
métrica do supremo (convergéncia uniforme) e na figura (159) pdgina 399, vocé
pode ver um exemplo de vizinhanga tubular, uma bola da métrica do supremo
no espago C([a, b]) centrada em uma fungio continua, o grafico de f é o centro da
faixa (vizinhanga tubular). A topologia construida com esta métrica é chamada
de topologia da convergéncia uniforme.

Outro exemplo de distancia entre duas fungées, no espago f,g € C([a,b])
pode ser definida como o médulo da diferenca entre os valores destas fungoes
em um dado ponto do espago: |f(z) — g(z)], neste caso uma vizinhanca de f,
pode ser vista na figura (160) pagina 400, é o conjunto de todas as fungdes cujos
grificos cortem o segmento vertical de medida 2¢ contendo o ponto (e, f(c)).
Todos os grificos, na figura (160) se encontram a uma distancia menor do que
e de f. O sistema destas vizinhancas define a convergéncia ponto a ponto em
C([a,b]). A topologia construida com esta métrica ¢ chamada de topologia da
convergéncia pontual.

Uma outra forma de medir a distancia entre fungoes é sugerida pela quanti-
dade do fenoémeno contido na fungao, por exemplo, a Fisica fala de quantidade
de movimento e calcula a integral da velocidade sobre um intervalo considerado.

Podemos assim definir
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Figura 159: Vizinhanca tubular em C([a, b])

Defini¢ao 25 (distancia) entre fungoes
Dadas duas fungéoes integrdveis, f,g definidas no intervalo [a,b] podemos
definir
b
a(r,9) = [ 1)~ g(@dz = I =gl

a
O niimero ”1” que aparece no simbolo || f — g||1 estd registrando que foi usado

um caso particular de distancia entre fungdes e um caso mais geral seria

Definicao 26 (distancia) entre funcies
Dadas duas fungoes integrdveis, f,g definidas no intervalo [a,b] podemos
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Figura 160: Distancia pontual, da convergéncia pontual

definir
b
[116@) = g@lraz =117 - gl

a

com oo >p>1.

Se p < 1 se perde a desigualdade triangular e dizemos que se trata de uma
pseudo-métrica. As pseuso-métricas tem também as suas utilidades. Enquanto
que as bolas, quando p > 1 serdo conjuntos convexos (onde vale a desigualdade
triangular), as bolas das pseudo-métricas deixarao de ser convexas e é porisso
que falha a desigualdade triangular.

Como no caso das distancias entre pontos do R", podemos definir a distancia
ou a norma do supremo

Defini¢ao 27 (distancia do supremo) entre fungies
Dadas duas fungées limitadas, f,g definidas no intervalo [a,b] podemos de-
finir
doo(f.9) = sup [f(2) = g(x)| = |If — gl

z€[a,b]
com p = o0.

A norma do sup ¢ usada para definir vizinhangas tubulares, convergéncia
uniforme e a continuidade uniforme.
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Vocé encontra este conceito sendo usado em nivel muito elementar, em Es-
tatistica, no desvio padrao que é uma aplicagdo distdncia-2 a uma massa de
dados discreta.

Vocé pode se perguntar pela razao da variedade tao grande de topologias,
e consequentemente, de tipos de convergéncia. Uma forma simples de justificar
que é necessdria esta variedade, vem com o seguinte exemplo. Suponha que dese-
jemos medir a distancia entre duas fungoes f, g, diferencidveis, f,g € C"([a,b]),
tais fungoes nao guardam a apenas informagao do valor num determinado ponto
¢ € (a,b), mas também das taxas de variacao instantaneas em c até a ordem n,
as sucessivas derivadas,

F@, /(@ s F () 9(0), g/ (€), -, g™ (e);

e, para medir a distancia entre f,g teremos que também incluir as distancias
entre suas derivadas o que nos leva a definir, por exemplo,

(1170)

ay(f.0) =Y
k=0

Agora foi feita uma medigao mais fina das distancias entre f, g, usando a norma
p espalhada por toddas as derivadas possiveis das fungoes f,g. Com supremo
podemos definir

doo(f,9) = IIf = 9lls
se as derivadas de todas as ordens forem limitadas. Os espacos definidos usando
estas métricas ou normas, levando em conta as derivadas, sao chamados de
espagos de Hardy com variantes chamados de espagos de Besov. Estes espagos
aparecem na busca de solugoes de equagoes diferenciais parciais.

Os exemplos de distancia entre duas fungoes diferencidveis, mostra que te-
mos necessidade de distintos tipos de topologias, ou métricas para formalizar
distintas situagoes, a distancia entre solugoes de equagoes diferenciais tem que
ser medida usando uma norma-p ou uma pseudo-distancia-p.

- valor préprio da Algebra Linear, associado ao conceito de wvetor prdprio.
Sinénimo: autovalor.

Defini¢ao 28 (valor préprio) relativamente a um operador linear
Se diz que um vetor U # 0 € um vetor proprio relativamente a um operador
linear T se houver uwm escalar \, chamado valor préprio tal que
T(u) =M

Confira vetor préprio, equagdo caracteristica

- vetor préprio da Algebra Linear, associado ao conceito de valor prdprio ou
autovalor. Sinénimo autovetor,
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Defini¢ao 29 (vetor préprio) relativamente a wm operador linear
Se diz que wm vetor @ # 0 € um vetor préprio relativamente a um operador
linear T se houver um escalar A, chamado valor préprio tal que

T(u) = M

Se u for um vetor préprio do operador T' e o € R, entéo au também serd
um vetor préprio, porque

T(au) = T (u) = alu = Aow)

0 que gera uma aparente inconsisténcia na definicao. Na verdade vamos ver que
nao ¢ exatamente um vetor préprio que é a informagdo importante, mas sim
o “espago proprio de dimensao 1”7 que ele define, ou, como algumas vezes se
diz, “as linhas préprias de um operador 7”7 para fazer referéncias aos espagos
proprios de T'.

O vetor nulo também responde & definicao de “vetor préprio” e como os
vetores nulos geram um subespago “sem grande interesse”, precisamos elimi-
nar esta possibilidade. Logo vocé vai ver que hd outra razao importante para
eliminar o vetor nulo: ele “destréi a base dos vetores préprios”.

Um vetor préprio representa uma dire¢ao do espaco em que o operador
linear fica extremamente simples: multiplicagio por um escalar que é o seu
valor proprio. Confira valor préprio.

Uma alteragao da equagao na defini¢ao 29 vai nos levar a um método, (al-
goritmo), para encontrar os valores proprios.

T(u) = du = M (u);

em que I é o operador identidade, entdao podemos “colocar u em evidéncia”,
escrevendo

T(u) = = N(u) = T(u)—M(u)=0; (1171)
(T-M)u=0 = det(T —\)=0; (1172)

O consequente, a tese, na equagao (eq. 1172), vem que de que precisamos
de um vetor diferente de zero que seja solucao da equacao linear homogénea.
Para tal é preciso que o determinante do sistema de equagoes lineares em (eq.
1172) seja nulo afim de que haja solugdes nao triviais: diferentes de zero.

A equagio polinomial det(T — M) é chamada de equagdo caracteristica do
operador linear 7". O préximo teorema mostra a razao da exclusao do zero e a
importancia dos valores préprios e vetores proprios.

24 (indepéncia) dos vetores préprios

Dado wm operador linear T, se a equagio (eq. 1172) tiver n solugoes
distintas, {\1,..., \n}, 0s correspondentes vetores priprios {ui,...,u,} de T
formam um conjunto de vetores linearmente independentes, portanto uma base
para espago vetorial R™.
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Os walores proprios podem ser todos iguais o que equivale a dizer que T = X e neste
caso qualquer que seja a base escolhida os vetores da base vio ser vetores préprios e portanto
Li..

Deize-me agora supor que haja dois valores proprios diferentes, 0 < A1 < X2 e seus
correspondentes vetores proprios, w1, us, e escreva uma combinagdo linear nula néo trivial,

%]2 > 1; suponha a1 # 0; a1u; + asug = 0; (1173)
T(aru + azuz) = a1T(u1) + a2 T(uz) = a1 diur + azdouz = (1174)
up = — 8232y (1175)
5 A3 .
T(u1) = Mur = 7241ﬁu2; (1176)
ag A3

ur ==} Sfua (1177)

2
% = ;% impossivel com % >1; (1178)

1
Logo a1 = 0. Repetindo o ar to com a hipot de que a2 # 0 chega-se também a uma
contradi¢do portanto a1 = oz = 0 provando que uy,uz sio Li.. Resultado igual se obtem com

a hipdtese de 0 < Ay < A1. Como os valores préprios podem ser negativos a demonstragao
deve ser corrigida usando o mddulo de uy valendo as mesmas contas.

Provei que os vetores préprios sdo l.i. dois a dois, o que implica na 1.i. do conjunto de
todos os vetores proprios.

A hipétese de que a equagao caracteristica tenha n solugoes nao é necessaria,
o numero de vetores prdprios com frequéncia é m < n e formam um conjunto
l.i.. Este “defeito” esta ligado & incompletitude algébrica de R, sobre o corpo C
dos complexos, a equagao caracteristica terd exatamente n solugdes, entretanto
com a possibilidade de raizes multiplas trazendo uma outra informacao sobre o
espago proprio associado as raizes multiplas.

O vetor nulo 0 satisfaz a esta defini¢io para qualquer escalar, mas se for
incluido tornaria l.d. o conjunto dos vetores préprios o que no fundo representa
uma informagao “desnecessdria” que deve ser retirada do contexto. . .

A importancia dos vetores préprios fica salientado neste caso particular em
que T é um operador linear de R":

25 (base) matriz de T

Se o operador linear T do R™ tiver n vetores préprios a matriz de T rela-
tivamente a base dos vetores prdprios é uwma matriz diagonal tendo os valores
préprios na diagonal.

Basta_escrever a matriz de T relativamente a base.

Ou seja, os vetores proprios representam uma base em que o operador linear
tem a matriz mais simples possivel. Esta técnica é muito usada no estudo das
equagoes diferenciais. Mesmo no caso em que os vetores préprios de T' nao se
encontrem na quantidade n que corresponde a dimensao do espago, ainda assim
eles representam uma informagao importante permitindo decompor uma matriz
de T' em blocos que salientam os sub-espacos que ficam invariantes por T'.

O préximo teorema traz outro aspecto importante dos valores préprios.
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26 (inversibilidade) de um operador linear

Se o zero for solugdo da equagao caracteristica dum operador linear T entao
este operador nao € inversivel e reciprocamente, se T nao for inversivel entao 0
€ um valor préprio de T'.

Porque existe um vetor nao nulo u tal que Tu = Ou = 0, ou ainda Nuc(T') € um espago
proprio.

Se T for inversivel entdo sua matriz pode ser triangularizada e os valores prdprios apa-
recem na diagonal desta matriz sendo det(T) # 0 o produto dos elementos da diagonal que

nao pode ser zero.

Observagao 9 (Notacao:) espectro de T

O conjunto dos walores préprios de T' é chamado de espectro de T' e se usa a notacdo
o(T) para identificar o espectro de T.

Prese atencao de que excluimos o vetor zero na defini¢io de vetor préprio porque ele
atrapalharia a teoria. Mas ndo se exclui o zero como valor préprio e neste caso € uma
informagdo importante: zero ser solucdo da equacdo caracteristica.

Enquanto estivermos em dimensao finita, os valores préprios aparecem tam-
bém em numero finito menor ou igual a dimensao do espago. Passando a espagos
de dimensao nao finita, por exemplo das ondas eletromagnéticas, e naturalmente
considerando um operador T definido neste espago, o espectro é um conjunto
compacto dum espago vetorial adequado e o estudo dos valores préprios se chama
de teoria espectral. Aqui, novamente se vé a importancia dos vetores préprios e
dos valores préprios: o espectro de um operador linear é um espaco topoldgico
sobre o qual podemos representar o operador linear sob a forma duma integral.

A teoria espectral é, assim, uma generalizacao da diagonolizagao de matrizes
para o caso dos operadores integrais, ou dos operadores lineares que se possam
expressar sob forma de integral cuja expressao mais simples seria sob a forma
de uma integral sendo o espectro o espaco medido onde esta integral estard
definida, “dominio de integra¢ao”. Se um operador integral T' for inversivel
entdo o zero nao pertence ao espectro de T', o(T'). A reciproca é verdadeira mas
a demonstracao é muito grande para este verbete...O caso mais intuitivo é o
das matrizes n X n, uma matriz diagonal (ou triangular) serd inversivel sse nao
houver zero na diagonal (no espectro).

- Waring, Edward um matemadtico inglés, (c. 1736 — 15 August 1798), que
fez muitas conjecturas, em particular o chamado problema de Waring e cujo
desenvolvimento matematico ficou todo contido num livro chamado Miscella-
nea Analytica publicado parcialmente em alguns momentos de sua vida como
professor em Cambridge, no Magdalene College. Possivelmente suas pesquisas
influenciaram Lagrange que finalizou algumas das suas conjecturas ligadas ao
problema de Waring. Waring estudou Algebra, teoria dos nimeros, e Andlise,
interpolagao polinomial mas era pouco sistemdtico sem a preocupagao de pu-
blicar o que estudava. Possivelmente o chamado algortimo de interpola¢ao de
Lagrange devesse ter o seu nome também associado.
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- wavelet pode-se dizer que consiste de uma generalizacao dos polindmios tri-
gonométricos, e como estes, ¢ um exemplo de aplicacao da Algebm Linear.

As wavelets sao vetores linearmente independentes e desta forma uma base
para um espago vetorial. Aqui os vetores sdo fungoes e o objetivo é obter apro-
zimagoes dtimas de certas classes de fungoes pela selegao de uma base apropri-
ada.

Se vocé concluir que esta é uma frase vazia, nao estara em nada errada, mas
foi este 0 meu objetivo: inicialmente chocd-la com o intuito de em seguida dar
sentido aos aspectos difusos da frase anterior. Para isto preciso de um pouco da
histéria do aparecimento das wavelets.

Observe que hoje vamos encontrar as raizes das wavelets no século 19 e cer-
tamente no século 18 se as considerarmos uma “alteragao” dos polindmios trigo-
nométricos. Com isto quero dizer que uma forma de analisar o surgimento das
wavelets passa pela teoria de Fourier. Nesta forma de ver, se buscava uma alter-
nativa as ondas trigonométricas sin(kx), cos(kx) para melhorar as comunicagoes
das quais elas eram a base® até 1950 quando comecaram a ser “alte-radas” com
enjanelamento para corrigir um defeito bdsico: elas sao ondas que se propagam
para o infinito com seu comportamento periédico o que atrapalhava sua fungao
de captar sons com a finalidade de codifici-los para transmissao. Os sons, muito
em particular a voz humana, tem um comportamento 1til de “sinal”, quer dizer,
uma fun¢ao que se anula fora de um intervalo compacto.

Observe o significado do adjetivo “1til”, os sons se propagam indefinidamente
no orbe, na Terra, uma vez que dependem de material que vibre para sua
propagacao, o ar. Mas do ponto de vista de quem os escuta, eles tem uma vida
1til de suporte compacto, deixam de ser escutados depois de alguns segundos.

Na década de 80 diversos matematicos desenvolveram experimentos em busca
de alternativas para as ondas trigonométricas, entre eles o francés Y. Meyer, que
criou o termo ondelettes, traduzido para o inglés como wavelets que se tornou
o termo técnico predominante. A matemadtica americana, Daubechies, foi ex-
trememante feliz em suas experiéncias descobrindo uma wavelet que melhor se
adapta a percepgao do ouvido humano e consequentemente a wavelet ideal para
as comunicagoes.

Continuando a comparagao com as ondas trigonométricas, temos uma base
ortonormal de vetores com sin(kz), cos(kz) com um produto escalar adequado,
confira polinomios trigonométricos. O parametro k corresponde a frequéncia
das ondas eletromagnéticas ou sonoras. A invencao das wavelets se baseiou na
busca de uma fungao ¢ que fosse a suporte compacto a qual se poderia aplicar
dois tipos de parametros:

(1179)

Os dois parametros, a, w sao chamados, respectivamente, de translagao e dilagao.
A funcao ® é a onda mae , chamada em inglés, mother wave, e ®,,, ¢ uma

69F aqui a palavra “base” pode ser literalmente tomada no sentido da Algebra Linear.
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translag¢ao-dilacionada de ®. Desta forma podemos obter resultados superio-
res ao que seria possivel com as “velhas ondas trigonométricas” uma vez que
podemos fazer analises locais usando translag¢oes-dilacionadas da onda mae.

A figura (fig 161), pdgina 406, mostra o significado do enjanelamento em

enjanelamento de funcao polinomial
3 T T T T

o

"waveletol_dados”
2F 21 h
N /\ /\ |

o

s |
oL |
s |
s |
sl |

. i ; } : ;

-4 -2 o 2 4

Figura 161: enjanelamento dum polinémio

que usei uma funcao a suporte compacto para enjanelar uma fungao polinomial
no intervalo [—3,3], quer dizer que a fungdo polinomial foi zerada fora deste
intervalo e preservada dentro do mesmo intervalo. Observe que as fungoes po-
linomiais nao constantes, crescem, ou decrescem arbitrariamente para grande
valores de z, com o enjanelamento se “guarda” a parte do grafico da fun¢ao na
regiao de enjanelamento.

A figura (fig 162), pdgina 407, mostra uma onda mae que ¢ utilizada na
figura (fig 163) para ilustrar uma anélise local.

O gréfico na figura (fig 163), pagina 408, mostra a fungio polinomial enja-
nelada, uma onda mae, e uma dilagao-translagao da onda mae “dirigida” para
analisar o que ocorre no ponto z = 1. Desta forma é possivel analisar o com-
portamento local de um sinal, ou, no caso da voz humana, é possivel captar
melhor, em distintos momentos, os sinais da voz humana o que permite uma
codificagao e posterior decodificagao, mais precisa e sobretudo, com uma menor
quantidade de “levantamentos”, em suma, mais barato ¢ mais preciso.

Ha varios aspectos em que a Algebra Linear ¢é utilizada para produzir as
nuances de um determinado fendémeno, o assunto especifico sao os autovetores e
seus correspondentes autovalores. Comparando, a onda-mae de Daubechies, na
verdade suas dilagoes-translagoes, sao os autovetores de melhor qualidade para
captar os sons que possam ser escutados pelo ouvido humano.

E preciso corrigir o aspecto de “fora de uso” das “velhas ondas trigonométri-
cas”, ¢é verdade que, para as comunicagoes telefonicas, elas ficaram ultrapassa-
das, entretanto sempre que formos estudar um fenomeno eletromagnético, as
“velhas ondas trigonométricas” se encontram no foco principal e é preciso nao
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Figura 162: uma wavelet - onda mae

esquecer que parte das comunicagoes dependem do campo eletromagnético para
serem conduzidas. Desta forma continua, eminentemente pedagégico, comegar
pela teoria dos polinémios trigonométricos, até porque é mais facil produzir
exemplos computacionais com eles para ilustrar a teoria. Assim existem duas
grandes dreas a andlise harménica dedicada a teoria de Fourier, e andlise nao
harménica que é a extensao da andlise harmadnica para estudar as propriedades
de ondas-mae particulares.

- Weierstrass, teorema de Este teorema estabelece a densidade do espago
vetorial dos polinémios dentro do espago vetorial das fungoes continuas. H&
duas versoes deste teorema, a complexa e a real.

Confira também a generalizacao deste teorema, o teorema de Stone-Weierstrass,

pela semelhanca de métodos.

Vou comegar pela versao real. Seja [a, b] um intervalo da reta e consideremos
o espago vetorial real (C([a,b]),+,-) das fungdes reais definidas e continuas no
intervalo [a,b], em que a soma é a operacao definida ponto a ponto e a mul-
tiplicagao é o produto por um escalar. Como quero discutir a densidade dum
subconjunto, dos polinémios, dentro do espago de todas as fungoes continuas,
entao preciso duma estrutura de espago métrico e neste caso a métrica usual é
a induzida pela norma do supremo:

[fllc = sup [f(z)

z€a,b)

(1180)

a escolha desta métrica foi feita por Weierstrass uma vez que ele enunciou o
teorema como “aprozimacao uniforme de funcgoes continuas por polinémios’ o
que significa usar o supremo sobre um intervalo para medir a distancia.

As bolas abertas relativamente a esta norma sdo faixas ou tubos a figura
(fig 164), pagina 409, mostra uma bola centrada na fungéo identicamente zero e
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wavelet, funcao enjanelada, translata-dilatada da wavelet
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Figura 163: funcio enjanelada, wavelet, wavelet-translatada-dilatada

duas outras bolas disjuntas, centradas nas fungoes f,g. As bolas centradas em
f e g foram obtidas por translagao da bola B(0,€) portanto sao definidas por

B(f,e) = B(0,¢) + f; B(g,e) = B(0,¢) + g; (1181)

Com estas ideias é muito facil mostrar, construtivamente, a existéncia dum
polindémio arbitrariamente préximo de zero no espago C([a,b]) usando o po-
linomio auxiliar, P, da construgao do algoritmo de interpolagao polinémial de
Lagrange, confira “Lagrange, interpolagao de”,

P(z) = H T —ax);a = ag;b = an; (1182)

=0

uma vez que sabemos, pelo fendmeno de Runge, que o méximo M deste po-
linémio ocorre nos intervalos extremos da particao de [a,b] produzida pelas
raizes de P, entao .

2M
em que M ¢é o méximo de P em [a,b]. A tentagao seguinte seria a de transladar,
B(0,€) + f, para ter uma translagao de P & volta de f. Mas

P e B(0,¢)

(P+f)eB(0,¢e)+ f

e P+ f nao é um polinoémio viciando de forma irremedidvel a demonstragao . . .

Mas posso ainda aproveitar parte da ideia contida na construgao acima fa-
zendo uma deformagao no algoritmo de Lagrange, usar uma versao alterada do
algoritmo do polinomio Lagrange, para construir um polinémio dentro duma
bola de raio € centrada na fungao f, para um valor arbitrario do raio €, e vou
incluir um programa de computador que ird gerar o grafico.
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Figura 164: Bolas na norma do supremo em C([a, b])

Considere um intervalo auxiliar [A, B] e uma parti¢ao uniforme de [A, B]:
I, ([A, B]) = {zo = A,...,x, = B} U{a,b};[a,b] C [A, B] (1183)

em que a particio de [A, B] estd representada pelos nés que formam uma pro-
gressdo aritmética de pontos do intervalo [A, B] entre os quais inclui os dois
extremos a,b do intervalo [a,b] para garantir um controle maior da oscila¢ao
sobre este intervalo.

Seja f € C([A, B]) uma extensiio continua de f € C([a,b]) e Q o polinémio
de Lagrange interpolando os pontos

(20, f(20)), - (@, F(@), ... (b, FB)), .- (@, fl@n)),

que é o polinomio de grau n+2 que interpola estes pontos. Como @) é uma fungao
continua, entao sejam, mg, Mg, respectivamente, o minimo e o maximo de @
em [A, B], que pelo fenémeno de Runge ocorrem, nos dois intervalo extremos
da particao de [4, B] ¢ Rg = Mg — mq a amplitude de Q.

Agora eu posso levar este polinémio para origem, como eu faria com qualquer
vetor da Geometria Analitica para 14 reduzir sua amplitude, mas vou levar junto
uma vizinhanga de Q:

B(Q,e) — Q = V(0); (1184)
M e V(0); M((z)--- = M(a) = ... M(b) = ... M((z,);  (1185)

que vou deformar homogeneamente dividindo pela amplitude de @ ainda mul-
tiplicada por §, ﬁ

25”0 = Vi) (1186)

410

Considere agora o polinémio de Lagrange, ), interpolando os nés da partigao
considerada,
(20,0),...,(z,,0)
e sejam, mq, M, respectivamente, o minimo e o maximo de Q em [a,b] e Rg =
Mg — mgq a amplitude de Q, e r = min{ﬂ}—lﬁ %} entao M = er@ € B(0,¢) e
M = er@ é um polindémio que se anula em todos os nés da parti¢ao considerada.
Entao M = er@ + P também interpola os pontos

(l‘o,f(lo), ceey (In-f(l'n)

Considere agora as seguintes operagoes sobre os vetores f, P:

B(0,¢); (1187)

@ = P — f translacao de Pporf; (1188)
Q1 =€eQ/R; = Q1€ B(0,¢); (1189)
(1190)

estou usando uma partigdo uniforme mas neste contexto vocé pode ingorar
esta restricdo que serd usada apenas pelo programa com que vou produzir os
proximo graficos.

Demonstrei assim o teorema:

27 (densidade) dos polinémios em C([a,b]) O conjunto dos po-
linémios, como fungoes definidas em [a,b] € denso no espago vetorial normado
(C([a,b],R), ||[|oc) das fungées reais definidas em [a,b] com a norma do supremo.

- Wiener, algebra de

O espaco das fun¢oes definidas por uma série trigonométrica absolutamente
convergente é fechado para somas e produtos ponto a ponto e para o produto
por um escalar (complexo ou real, sdo dois casos). Pensando no caso complexo,
a notacgdo ¢ W(T) em que T é o grupo dos ntiimeros complexos de médulo
1, porque as fungoes assim definidas podem ser restringidas ao circulo unitario.
W (T) é um espago de Banach isomorfo a I' . O produto ponto a ponto de W (T)
corresponde ao produto de convolucio em I' o que mostra um defeito na dlgebra
de Banach de Wiener que nao tem uma unidade, a funcao identidade, que seria
esta unidade, pode ser aproximada arbitrariamente por séries trigonométricas
absolutamente convergentes, sendo portanto um ponto de acumulac¢ao com uma
topologia convenientemente definida.

Os dois espagos de Banach, W(T), ' sdo isomorfos e podemos trazer para
W (T) um resultado que é ficil de ser demonstrado em I e agora expresso com
a notagao da dlgebra de Wiener: ||| fgllll < [[II£[IIIllg]l]| este produto ponto se
transforma em ! num produto por convolucio de sucessoes valendo a mesma
desigualdade com a correspondente expressao. Esta desigualdade é chama de
desigualdade de Wiener.
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