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Este & um projeto em andamento que talvez se torne permanente, um
dicionario de Matematica em Portugués. Ha diversas obras semelhantes em
outras linguas, e a propria wikipedia representa um exemplo de enciclopédia.

Coloquei “dicionario de Matematica” mas isto ndo representa algo defini-
tivo, pode, em algum momento passar a ser “dicionario Brasileiro das Ciéncias
Exatas” que estou evitando, no momento, porque eu nao teria capacidade para
carregar sozinho este projeto, mas se a idéia vingar e mais gente se aproximar,
mudamos o nome, afinal isto aqui & apenas um arquivo eletrdnico...qualquer
coisa pode ser rapidamente alterada, e IATEX permite que isto seja feito com
grande rapidez. Portanto, ndo tenha receio de criticar, corrija 0s erros que en-
contrar, por exemplo. Como trabalho como IATEX , em um ambiente Linux,
esta todo o sistema de produgao do dicionario automatizado: depois de redigido,
a compilacdo e o envio para o site esta tudo automaizado, basta executar um
make livro e pluft - vai para o site. Pode criticar que & facil corrigir, ou sugerir
verbetes, com o corpo do mesmo.

O nimero de verbetes desta primeira edicdo & vergonhosamente pequeno,
mas o0 objetivo & que o trabalho apareca e aos poucos cresga, oxala com a
colaboragdo de outros autores.

Mesmo assim vou me aventurar a construir aos poucos este projeto, ten-
tando n@ao competir com a wikipedia, que seria um desastre, mas tentando
oferecer uma informaga@o resumida, com indicacOes de onde se possa encon-
trar informagBes mais completas sobre os termos que aparecem na literatura
cientifica.

Ao mesmo tempo convido colegas que desejem contribuir para este projeto,
e aqueles que o fizerem lhes sera garantido o lugar de co-autor na capa do
dicionéario, ndo importa qual o tamanho da contribuicdo. Uma forma de con-
tribuir pode ser corrigindo algum erro, ou incompletitude que for observado no
que aqui for publicado, tendo sempre em mente que o objetivo ndo pode ser
enciclopédico.

Este € um projeto aberto, no sentido de codigo aberto, os que desejarem par-
ticipar sao bemvindos e juntos refaremos as regras do projeto. Para participar,
basta enviar-me o seu verbete, por e-mail, eu incluo a sua contribuicdo e o seu
nome na lista de autores.

A estrutura dos verbetes pode ser vista neste exemplo

\underline{\bf redundantex*} Que contem repeticdes de informacdes. Uma base
ortogonal de vetores & um exemplo de sistema ndo redundante.

Uma base \index{redundante}

pode ser ainda redundante.

e O verbete dentro do “ambiente”
\underline{\bf }
e inclua

\index{ }



contendo as palavras-chave do seu verbete, serve para criar o indice re-
missivo ao final.

Basta copiar este esqueleto
\underline{\bf seu verbete} \index{seu verbete}\index{verbete, o seul}...

e preencher com sua contribuicdo. Inclua formulas, figuras (por favor, me envie
no formato eps - encapsulated postscript - eu nao sei ainda trabalhar com outros
formatos - ou me ensine como!

Ao contribuir, por favor, tente se adequar as regras da publicacdo que ob-
jetivam apenas criar uma organizagao, mas como qualquer outro aspecto do
projeto, se encontra livre para discussao e alteracao. Redija 0 seu verbete em
IATEX e analise 0 que ja esta feito para tentar criar alguma coisa seja pare-
cida. Se quiser propor modificacBes, nao tenha dividas em fazé-lo, mas pense
gue sejam exequiveis uma vez que somos nos, os autores, 0os que administram
o projeto. Por exemplo inclua a indexagao dentro do verbete, se tiver dlvidas
como isto & feito, pergunte-me, mas eu logo vou criar um arquivo de FAQ para
responder perguntas frequentes.

A estrutura inicial & muito simples, afinal, neste momento had um pouco
mais de 30 verbetes... quando o trabalho atingir um nivel adequado eu vou
fazer uma rodada de discusstes com os envolvidos para encontrar uma estrutura
mais adequada, possivelmente dividindo em capitulos que reunam os verbetes
pela letra inicial, como & costume em dicionarios, ou qualquer outra forma
de sistematizac@o o que & extremamente simples de fazer com apoio de IATEX
Por exemplo, logo terei que ter um corpo editorial para ter cuidado com areas
especificas porque o meu conhecimento nao &, e nem pretende ser, enciclopédico.

O trabalho promete ser divertido, lutei um pouco para redigir “aproximacao”
e qualquer critico deve encontrar no texto incompletitudes ou imprecisoes, e sou
um “especialista” da area de aproximacao... nao tenha pudor, critique!

Este dicionario esta sendo compilado com IATEX e o trabalho esta sendo au-
tomatizado com make um programa de dominio pUblico produzido e distribuido
pela fundagdo FSF. A saida de dados & um arquivo de tipo pdf produzido com
pdfEGX e que pode ser lido com xpdf que também & de dominio pdblico. Tudo
isto rodando dentro de um ambiente Debian/GNU/Linux.

Tarcisio Praciano-Pereira
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Abel, Lema de Considere a série de poténcias S,, > a,,z" por comparagao
k=0

com séries geométricas se pode deduzir que se lim {/]a,| = 1 entdo S, converge
absolutamente e uniformemente no disco B(0, p);p < r. Nada se pode dizer
sobre o que acontece na fronteira deste disco. O namero r & o raio de con-
vergéncia da série de poténcias. As séries de poténcias definem fungGes de classe
C* no interior do disco de convergéncia e tais funcdes satisfazem as equacoes
de Cauchy-Riemann sao as fung¢Oes analiticas, ou holomorfas.

absolutamente somavel

n
Uma série S, = (Y. ax), Se diz absolutamente somével ou absolu-
k=0
tamente convergente se a série obtida com a substituicdo a, = |ax| for
convergente.

Theorem: 1 (comutatividade) Séries e comutatividade Se S,, for absolu-
tamente convergente e se « for uma bije¢ao de N entao, [2, pdgina 39]

O a)n = aam)n
k=0 k=0

A série harmonica, S, = (> (~1)**1/k),, converge mas a permutagdo
k=1

2n71 2n71

3 . 3 _1
s 2n 4 (25 +1) 4~ 2725
Jj=1 Jj=1 "
Nnao converge.
algoritmo & um método descrevendo a execugao de uma tarefa. Um pro-
grama, escrito em uma linguagem de computacgao, & um algoritmo. Algumas
equagdes podem representar um algoritmo, como

p=dq+rmrpdqreN,r<d;qg>0 N

& o algoritmo da divisao euclidiana de p por d, porque, dados p,d podemos
encontrar dois Unicos nimeros ¢, de modo a definir a divisdao de p por d.
Embora este “algoritmo” seja passivo, ele & um antigo exemplo de expressao
algoritmica em Matematica. Como exemplo de algoritmo, fere um pouco a
concepgao atual desta palavra uma vez que ele nao produz os nimeros q,r,
apenas serve para testar uma quantidade finita de de pares (¢, ) com objetivo
de encontrar um que sirva. Mas, como esta expressao podemos construir um
método, com divisdes sucessivas, e expressar esta sucessao de divisdes com uma
linguagem de programagao que seria um algoritmo na concepgao atual.
aproximagao E um método pelo qual construimos objetos, dentro de um
conjunto (ou espaco), que representam um outro objeto com um erro aceitavel.
Por exemplo a imagem transmitida a distancia nao corresponde a uma copia



exata do objeto captado, ha um erro que & consequéncia da necessidade que
temos de considerar apenas uma quantidade finita pixels (no caso da imagem)
para compor a representacao do objeto no espaco de chegada. Outro exemplo &
o ndmero 7, que & obtido, aproximadamente, quando consideramos o0 quociente
entre o perimetro de um poligono regular convexo inscrito no circulo unitario
dividido pelo diametro 2. O resultado deste quociente & uma aproximagao de
. Maior o nimero n, melhor a aproximacgao obtida de .

Banach, espago de € a teoria que generaliza os espacos vetoriais normados
de dimensao finita como R™ ou C™ em que 0s vetores sao “médidos” com a
norma euclidiana. Ha duas teorias elementares que fazem esta generalizagao, a
dos espagos de Hilbert e a dos espagos de Banach, [5, segunda parte].

A formulagao do que & um espago de Banach pode se expressar de forma
absolutamente simples, com a linguagem do Calculo no R™, apenas com a sub-
stituicao dos vetores x = (x4, ..., x,) pelo simbolo f representando os elementos
de um certo espaco de funcdes.

Por exemplo, se considerarmos o conjunto de todas as fungOes continuas
definidas, definidas num intervalo fechado da reta, C([a,b]), podemos provar
que a equacao

£ lleo =D [f()] 2

zin[a,b)

tem as mesma propriedades que
|z| = Zxk;xeRn 3)
k=0

portanto (C([a, b]), |||| fl|le-) & um exemplo de uma estrutura semelhante a (R, | |).

A equacdo (2) recebe a denominagao de norma caracterizando que obtivemos
uma generalizacdo do conceito tradicional “mbdulo”, ou seja, 0 mddulo &€ um
exemplo de norma. Os espagos vetoriais em que for possivel definir uma norma
se chamam espagos vetoriais normados.

O mesmo se poderia fazer substituindo o “espaco” [a,b] por um espaco
topoldgico X e o resultado desta generalizagao conduziu a descoberta de pro-
priedades topologicas finas sobre os espacos topologicos que tornam a familia dos
espacos de fungBes C(X) em que X & um espago genérico, uma teoria bastante
complexa inclusive ainda com alguns resultados abertos associados aos tipos de
medida que & possivel definir em X associadas a dimensao do resultante espago
C(X).

Um exemplo, dentre muitos que podemos dar, seria o espaco vetorial das
séries trigonométricas absolutamente convergentes.

A soma (ponto a ponto) de duas tais séries & outra do mesmo tipo das
anteriores, assim como o produto por um escalar (real ou complexo, e neste caso
falariamos de espagos vetoriais reais ou complexos) temos um espago vetorial
sobre um destes corpos. E interessante este caso porque ele estabelece ligacao
com outro tipo espaco associado aos coeficientes das séries de Fourier.

binomial, coeficiente Procure coeficiente binomial




Bourbaki, N Nicolas Bourbaki, 0 nome de um grupo de matematicos france-
ses, criado por volta de 1940, idealizando reescrever toda a Matematica de forma
rigorosa e axiomatica.

O projeto Bourbaki nasceu morto, na mesma &poca de sua criagdo Godel
demonstrou a impossibilidade de completacao axiomatica dos naturais. Mesmo
que o seu objetivo fosse impossivel, a contribuicdo do grupo Bourbaki para a
Matematica foi muito grande tendo influenciado profundamente a discussao so-
bre os fundamentos. Serve de exemplo, por um lado, para mostrar que um grupo
de matematicos excelentes pode errar em sua visao geral da Matematica, como
todos os seres humanos e o erro faz parte do processo de construgao do conhec-
imento, e por outro lado, para nds alertar sobre as burocracias governamentais
que podem, e costumam, parar projetos porque os burocratas nao conseguem
entender os objetivos difusos dos germens de uma construgao cientifica.

Calculo** E uma disciplina da Matematica que estuda o comportamento
das fun¢Bes com o objetivo de descrever a continuidade, diferenciabilidade e
integrabilidade das mesmas. Ver continuidade, diferenciabilidade e integrabili-
dade.

campo escalar & uma fungdo, em geral multivariada, e tomando valores em

Rou C. Euma antiga denominagao para fungdes. O adjetivo escalar caracteriza
que o conjunto de chegada € de dimensao 1 (real ou complexa).
campo vetorial A palavra campo & uma antiga denominagao para funcdes

e que permaneceu na Fisica sendo usada também na literatura matematica. E
mais frequente o uso de campo wvetorial ou de campo escalar para funcbes de
varias variaveis. Ha varias formas de apresentar este conceito. Se F' for um
campo escalar, entdo a sua derivada, J(F') € um campo vetorial, uma funcao
definida no mesmo dominio de ' mas agora tendo tantas fungdes-coordenadas

quantas sejam as variaveis. Se R" L R™ entdo a derivada de F' & uma matriz
(funcional) de dimensao m x n formada com as derivadas parciais das coorde-
nadas de F'. A derivada de fungGes multivariadas recebeu o nome de jacobiana
numa época em que nao era reconhecida como a derivada, € algumas vezes se
usa o simbolo J(F) para representa-la.

categoria E uma classe de estruturas algebricas, por exemplo, Grupo seria
categoria de todos os grupos e Abel seria uma sub-categoria dos grupos comu-
tativos. Entre os membros de uma mesma categoria se estabelecem funtores
que colocam em correspondencia as respectivas operacdes e 0s elementos priv-
ilegiados destas estruturas, como, por exemplo, elementos neutros. Podemos
estabelecer um funtor especial entre uma categoria mais complexa, como a EV,
dos espacos vetoriais, e outra mais simples, como Grupo, que & 0 funtor es-
quecido que esquece aspectos da estrutura para produzir uma estrutura mais
simples, no caso do funtor esquecido de £V para Grupo esqueceriamos 0 produto
por um escalar para obter a categoria dos grupo aditivos subjacentes ao espacgo
vetorial.

A Teoria das Categorias foi construida por Cartan e Eilenberg que, se diz,
num primeiro momento, a chamaram de general abstract nonsense porque,
embora ndo houvesse dlvida do poder de abstracdo que esta teoria nos traria,




eles sabiam que ela dificilmente se tornaria um instrumento popular dentro da
Matematica. Mesmo assim uma consequéncia pratica da Teoria das Categorias
€ a orientacdo a objeto em Computacao que & uma aplicacdo das categorias
concretas.

Cauchy-Riemann, equagoes de Considere a fungao complexa

w= f(z) =u(z) +iw);u,v:Q—-R 4)
Se f for diferenciavel, como fungao complexa, entao
Uy = Uy, Uy = —Vy; (Cauchy-Riemann) 5)

Estas equagOes sao necessarias e suficientes para que 0 (ug, uy), 0U (—vz, vy),
sejam diferenciais exatos com a integral de linha se anulando sobre qualquer
curva fechada dentro do dominio de validade das equagdes de Cauchy-Riemann,
Q, portanto, pelo Teorema de Green,

fD:uw+iuy=(uw uy)z(vy _’U”“'>=( Uz uy) (6)
Vg Uy Vg Uy —Uy Uy

em que a matriz na equagao (6) & a matriz da transformagao linear tangente
de f vista como fungdo vetorial de variavel vetorial. As funcBes de R? em R?
que satisfizerem as equagdes de Cauchy-Riemann, sao um sub-espago vetorial do
espago das fungBes derivaveis de R? em R?2, as fun¢Bes analiticas ou derivaveis
no sentido complexo.

ciclo & um conceito difuso, e muito importante em diversos aspectos da
ciéncia. Poderiamos defini-lo como comprimento de onda, entretanto nem sem-
pre & possivel entender claramente o que seria uma onda.

Em computagao, nos computadores, o ciclo & o comprimento de onda de uma
célula de quartz excitada por um pulso de energia elétrica que & o substituto do
“cabelo™ nos reldgios mecanicos existentes até a década de 60 do século 20, o do
péndulo.

Entre os seres vivos poderia ser 0 comprimento médio de vida , 0S SEres vivos
sao estruturas que podem ser muito complexas, agregados de outros seres vivos,
as células, e estas tem distintos ciclos. Seria possivel definir um espectro para
seres vivos que identificasse cada espécie?

coeficiente binomial Dados dois nUmeros a, b podemos expressar (a + b)™
COmo uma soma em que aparecem a, b e os coeficientes C*, os nmeros combi-
natorios:

n n
(a+b)" =) Ckabpr™F =" ClanFpt ©)
k=0 k=0

Esta afirmacgdo & conhecida como teorema do binémio de Newton mas possivel-

mente ja era conhecida por matematicos chineses ha oito mil anos.
Estes coeficientes, conhecidos tamb&m como nimeros binomais se dispostos
em linhas crescentes pelo indice n da poténcia, formam o triangulo de Pascal
também, possivelmente, ja conhecido por matematicos chineses ha oito mil anos.



E interessante observar que se « = b = 1 se obtém esquematicamente o
triangulo de Pascal e se pode ler em cada linha as poténcias de 11, apenas
temos que adaptar a base de numeragao. Por exemplo, até a quarta poténcia se
podem ler as poténcias de 11 diretamente do tridngulo, dentro do nosso sistema
de base 10, mas para 11° temos que incluir “10” como um algarismo afim de
ainda ler uma poténcia de 11, portanto passar a uma base de numeragao em que
“10” (ou outro simbolo) seja o digito para representar o “10” da base decimal.

complexidade pode ser descrita usando como modelo a teoria dos conjun-
tos. O tipo mais simples (menos complexo) de conjunto & o conjunto finito,
aqui estou me referindo a uma classe de conjuntos. O representante da classe
dos conjuntos com n elementos &

A={1,2,...,n};n>1; 8)

Claro que logo temos uma discussao a fazer? onde fica o conjunto {} = nesta
classificacdo? Vou deixar de lado esta querela, por enquanto! Neste mesmo
grau de complexidade podemos encontrar uma variante P(A), conjunto das
partes de A. Ele contém parte dos modelos A, os produtos cartesianos de A,
porém sem repetigBes. AF seriam os arranjos com repeti¢Bes de n elementos
tomados k a k e em P(A) as repeticdes estao eliminadas. Mas podemos dizer
que se trata da mesma complezidade. O proximo grau de complexidade seria o
conjunto N dos nimeros naturais que € o conjunto infinito mais simples (menos
complexo), aqui nao cabe mais falar em “nimeros de elementos” que & um
conceito generalizado pela cardinalidade. Ha diversos conjuntos com a mesma
complexidade de N, Z,Q,Q", se n for um inteiro... e se ndao for, como esta
exressao representa um conjunto de funcBes, pode haver uma complexidade
mais elevada nesta expressao!

P(IN) & uma nova classe de complexidade.

Aqui vem a descoberta fundamental de Cantor o operador P(IN) produz um
novo grau de complexidade. A cardinalidade de P(IN) & diferente da card(IN)
com a sua hipotese de que nao ha complexidade intermediaria entre card(IN) e
card(P(IN)) = card(R) a cardinalidade do conjunto dos niimeros reais, também
chamada de cardinalidade do continuo. AsSSim

seria uma lista de complexidades sucessivas, em que A &€ um subconjunto finito
de N.

A hipodtese de Cantor estabelece que nao ha cardinalidades intermediarias
entre as que se obtiver com o operador P, sao os chamados ““saltos de cardinal-
idade”.

congruéncia & um tipo de relacio de equivaléncia entre os inteiros posi-
tivos, pelo resto que eles deixam na divisao por outro nimero inteiro. Fixe o
ndmero inteiro n e considere dois outros nimeros inteiros, p, q. Dizemos que p
& congruente a ¢ se eles deixarem o0 mesmo resto na divisao por n. Notagao:
p = q(mod n). Como a quantidade de restos possiveis & n entdo esta relag¢ao de
equivaléncia determina n classes no conjunto dos niimeros inteiros positivos. As



duas operacOes, soma e produto, podem ser definidas sobre estas classes criando
uma aritmética semelhante a dos nimeros inteiros sobre este conjunto finito.

Por exemplo, o caso n = 2 corresponde aos niUmeros binarios da computacao,
a aritmética dos computadores. Quando n for um nGmero primo esta aritmética
& semelhante a dos nGmeros reais tendo como base um conjunto finito, que &
0 caso de n = 2, os nimeros binarios da computagdo. A estrutura aritmética
facilmente se extende para eniplas de elementos da classe o que nos permite tra-
balhar com “nGmeros” congruentes com quantidade de digitos arbitrariamente
grandes (ainda um conjunto finito) como & a aritmética dos computadores.

Na teoria das congruéncias, os restos sao chamados residuos, € 0 conjunto
das classes na congruéncia mod n de conjunto dos residuos mod n.

conjectura E uma afirmacao que se considera verdadeira mas da qual ndo
se conseguiu ainda estabelecer uma prova. Nos Ultimos 20 anos duas conjecturas
importantes foram provadas, em Matematica, o ultimo teorema de Fermat, por
Wiles e outros, e a conjectura de Poincaré, por Perelman.

conjectura de Poincaré Nao & mais uma conjectura, embora ainda seja
conhecida assim, agora & um teorema demonstrado pelo russo Grigori Perelman,
em 2002, que por tal ganhou a medalha Fields (mas a recusou). E extremamente
dificil enunciar este teorema e mais ainda entender a sua demonstragao, um livro
publicado pela American Mathematical Society, com 520 paginas & a metade
do projeto para explicar a teoria que conduz a demonstracao (ha outro livro
que o completa com igual nimero de paginas), mas intuitivamente pode ser
expressa dizendo-se que, se um elastico muito tenso, preso em volta de uma
esfera, for deslizado para fora da mesma, se vai reduzir a um ponto, e que
isto vale em qualquer esfera de qualquer dimensdo. Para dimenstes maiores de
que 3 a conjectura ja havia sido provada, mas ndo para a comum e corrente
dimensao 3. Na linguagem da topologia isto se expressa dizendo-se que uma
esfera & homeotdpica a um ponto: pode ser deformada continuamente para um
ponto. Uma busca na Internet com a palavra chave Poincaré vai leva-1@ a uma
quantidade grande publicacOes, inclusive filmes, descrevendo esta conjectura.

continuidade Para uma fungdo R —*> R (ou (a,b) —/~ R uma fungo
definida num subintervalo da reta, a continuidade significa preservar convergéncia
de sucessdes no sentido de que, se lima,, =a = lim f(a,) = f(a). Em outras
n n

palavras se (ay),) definir o nUmero a entdo (f(ay)),) define o nimero f(a).
Isto & verdade para a grande maioria das fungdes que usamos no Calculo o que
torna este conceito dificil pela pratica auséncia de contra-exemplos, os contra-
exemplos em geral parecem “fabricados”, e a grande quantidade de fun¢Ges nao
continuas & pouco intuitiva, por exemplo, a fungdo y = f(z) = ||=|| & continua,

mas sua derivada
_Jz<0 -1

& descontinua no ponto a = 0.

convergéncia E um conceito associado a aproximagao. Ha varias formas de
considerar-se “convergéncia” e elas dependem da densidade do espago em que se
estiver trabalhando. Por exemplo n@o tem sentido em falar-se de convergéncia




dentro do conjunto dos nimeros naturais', mas cabe falar em convergéncia den-
tro de Q e neste caso se podem descobrir as “falhas” do conjunto dos nimeros

racionais.

Uma forma de abordar convergéncia em Q pode ser descrita sumari-

amente assim

1. considerar o conjunto das sucessdes de de nimeros racionais, este conjunto
& muito amplo e temos que classificar os seus elementos em duas classes,
das sucessOes convergentes a classe das nao convergentes. Uma forma
bonita e efetiva passa pela estrutura de grupo:

CY
(b)

©

O conjunto de todas as sucessoes & um grupo aditivo;

o subgrupo nulo O subconjunto das sucessdes que satisfazem a
condicao

(Ve > 0)@N € N)(Vn > N)(||znl| < €) (10)

& um sub-grupo aditivo do grupo de todas as sucessOes que vou
designar por ¢y e a razao & porque ele vai ser o zero do novo con-
junto. Este subgrupo & formado de todas as sucessdes que vou definir
como ““convergentes para zero”. Como estamos num grupo comuta-
tivo & desnecessario mencionar que este grupo & normal, propriedade
necessaria no proximo passo.

Quando consideramos o quocidente de um grupo por um seu grupo
(normal) o resultado & um grupo também - das classes quociente, foi
criada uma classificag@o, quando translatarmos a classe do zero, va-
mos obter todas as outras classes. Mas esta linguagem & insuficiente
uma vez que estamos criando novos objetos que nao conhecemos e ao
falar em “translatar” queremos dizer ¢y +a em que a & um elemento
do grande grupo. Por exemplo, um elemento do grande grupo & uma
sucessao constante de nimeros racionais e o resultado da tranlagao
€ o conjunto de todas as sucessdes equivalentes a esta - quer dizer as
sucessOes que vamos “etiquetar” com a expressao lim,, x,, = a em que
“a” & o valor constante da sucessao x. Mas ha sucesstes de nimeros
racionais que sao constante para quais nao sabemos escrever uma eti-
queta ta@o simples, por exemplo as que convergirem para 7. Poristo
usei a expressao “etiqueta” e vou escrever ¢+ para me referir a esta
classe. Se vocg conhecer algum método para construir = voc€ pode
descobrir elementos nesta classe, e se vocg descobrir um elemento os
outros passam a ser sem importancia (sao equivalentes ao que vocé
tiver descoberto...) - procure 7.

2. O grupo-quociente definido acima & um novo conjunto que contém Q, € o
conjunto R dos numeros reais.

3. Esta construg@o define a convergéncia de sucessoes numéricas (podemos
falar em sucessdes de nmeros reais agora - € 0 mesmo conjunto definido

1Tem sentido, ver topologia...
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acima... das classes quocientes do grupo de todas sucessdes de ntmeros
racionais pelo subgrupo ¢y. O operador lim, aqui, apenas identifica um
ndmero real.

convolugao produto de - & uma operagao definida em conjuntos de fung¢des
ou de distribuicoes. Se f, g forem duas fungBes integraveis sobre o conjunto dos
nameros reais, podemos definir uma terceira fungao com a equagao

fgla) = / F(gC — )dt 1)

O fisico Dirac precisou deste produto para montar um espaco de Hilbert de
“objetos” representando ondas na sua construcao tedrica da Mecanica Quantica
e com isto criou 0 que durante muito tempo foi chamado de “func¢do de Dirac
que & a unidade relativamente a convolugao:

0o x g(x) = / 0o(®)g(x — t)dt = g(x); 00 x g = g = g * dp; (12)

apenas esta esta expressao nao pode ser vista como uma integral e com a teoria
das distribuicOes esta situacdo incdmoda foi resolvida com a distribuicao de
Dirac representando a unidade relativamente ao produto de convolugao.

Durante anos a formula na equacdo (12) representou apenas um aspecto
tedrico sem grande “interesse pratico” porque calcular convolugBes era muito
dificil para o calculo manual. Hoje até algoritmos nao otimizados calculam
convolugBes com relativa rapidez o que re-acende o interesse por esta formula.

Além do mais ela aparece na definigao da transformada de Fourier que pode
ser expressa como uma sucessao de produtos de convolugao por unidades aprox-
imadas convergindo para dy.

Considere agora que na equacao (11), uma das fungBes, a funcao ¢ tenha
integral 1 e seja positiva, como na figura (1) pagina 11, A integral na equagao
(11) & o valor médio de f no suporte de g. Se o suporte de g estiver contido
numa vizinhanca de raio ¢ do ponto 2 = a ent@o a equagao (11) o valor médio
integral de f nesta vizinhanca. Este raciocinio nos conduz ao valor de médio
de f no ponto x = a mesmo que neste ponto f nd@o seja continua, como mostra
a figura (2) pagina 12, Como a integral sobre um intervalo compacto converge
uniformemente, podemos derivar dentro da integral, e se g for diferenciavel entao
f * g sera diferenciavel. E o que se chama de regularizagao por convolugao .

Se f = X[, @ fungdo caracteristica de um intervalo centrado na origem de
médida 2¢, entdo f x f € uma funcao linear por pedacos cujo grafico sera um
tridngulo com suporte medindo 6e¢ que pode ser visto na figura (3) pagina 13,
portanto um 1-splines com suporte compacto. Calculando outra poténcia por
convolug@o vamos encontrar pedagos de parabola formando agora uma fungao
diferenciavel com derivada continua, de classe C!, portanto um 2-splines com
suporte compacto. Podemos agora estabelecer a hipdtese de induc@o de que
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Isto e uma media

1£)y)

f(hg(x-t dt = fg(x)

£3V)

gdt = 1;, g=>0

Figura 1: Convolugio com uma funcio cuja integral seja 1

a k—eésima poténcia por convolugao seja um k-splines com suporte compacto,
quer dizer uma fungZo de classe C*¥~! formada de polindmios de grau menor ou
igual a k£, uma nova poténcia por convoluga@o vai nos fornecer um grau a mais
na classe de continuidade e nos pedagos de polindmios, quer dizer um (k+1)-
splines, mas com suporte (2 + 4k)e. E possivel manter o suporte sob tamanho
contralado com uma mudanca de variavel adequada da funga@o caracteristica
cujas poténcia se estiver calculando. Este método mostra que & possivel obter-
se fungOes altamente diferenciaveis, n-splines com suporte concentrado em volta
da origem e com integral 1. Uma famila de tais funcGes & chamada de unidade
aproximada.

derivada Se uma fung¢ao y = f(z) for diferencidvel numa vizinhan¢ao do
ponto a, a fungdo y = f{z) que fornece o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto (a, f(a)) se chama derivada de f. A equacao da reta
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) &

P(z) = f(a) + f{a)(z — a)

Usando gnuplot com 0s comandos

f(x) = (x+3)*(x-5)*sin(x/5.0);
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regularizacdo por convolugéo

Figura 2. regularizacio por convolucio

df (x) = (x-5)*sin(x/5.0)+ (x+3)*sin(x/5.0)+0.2*(x+3)*(x-5)*cos(x/5.0);
P(x) = f(a) + df(a)*(x-a)

a = 4;

plot f(x),P(x),0

e Voc€ pode ver na figura (4) pagina 14, o grafico da reta tangente ao grafico
de f(z) = (« + 3)(x — 5)sin(xz/5.0) no ponto (4, f(4)). Apenas trocando valor
de a voc€ pode obter graficos de outras retas tangentes ao grafico desta mesma
funcao.

A derivada nao & uma operagao aritmética, ela & o resultado da aplicagao
do operador limite ao quociente de diferencas isto torna pouco provavel que
se consiga implementar a derivagdo em Computacdo Algébrica. Ainda assim
0s programas de Computacdo Algébrica conseguem calcular derivadas de forma
mais efetiva que o humano ao aplicar as regras do Calculo para diferenciacao
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Figura 3. Poténcia de convolucio da funcio caracteristica

que se podem resumir nas seguintes:

e Se uma funcgao for linear ela & a sua propria fungao linear tangente portanto
a derivada de uma fungao linear & ela mesma;

e se uma funcao for linear afim, entdo a fun¢@o linear adjancente lhe €
tangente portanto a derivada de uma fungao linear afim & a func¢ao linear
que a define 0 que mostra que a derivada de f + a, em que a, & uma
constante, & a derivada de f quando f for linear.

e a aplicacao do operador limite ao quociente de diferengas mostra, em al-
guns casos com alguma dificuldade, que

— Derivada de fungBes polindmiais a derivada de f(z) = z™ & fYz) =
n = z™ para funcdes reais de variavel real (ou complexa);

— derivada da soma que se f, g forem duas fungdes diferenciaveis, entao

(f+ 9= fHg"

— derivada do produto que se f,g forem duas fungbes diferenciaveis,
entao

(f9)"= f9+ fq"
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Figura 4. Reta tangente ao gréfico de uma fungdo - derivada

— derivada do quociente quando g(z) n@o se anula no ponto a, entdao
numa vizinhanga de a

_ O
(i)Dz f% Qfg
g g

— aregra da cadéia, a derivada da fungao composta, que se f, g forem
duas funcdes diferenciaveis e se a composta f(g(x)) existir entao

(f(g@@) = fHo(2))g'(x)

A regra da cadeia se aplica ipsis literis em qualquer dimensao em que
as compostas estejam definidas.

Estas regras junto com um banco de derivadas conhecidas permitem que o0s
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programas de Computag@o Algébrica calculem derivadas de forma muito mais
efetiva que o ser humano sugerindo a existéncia de inteligéncia artificial.

Uma alternativa a Computacao Algébrica é a diferenciag@o algoritmica que
tem conseguido alguns avangos, mais ainda nao se pode comparar com as pos-
sibilidades da Computacao Algébrica, e como esta, esbarra no salto ldgico entre
operagOes aritméticas e operador limite.

derivada parcial

Quando uma fungado, F' for multivariada, ha derivadas “parciais” que podem
ser calculadas relativamente a cada uma de suas variaveis considerando entao
as demais variaveis como constantes. Notac0es:

a_F ] FI

ox
indica que a derivada foi calculada relativamente a variavel z considerando as
demais variaveis “constantes”. E uma contradicdo dificil de resolver (a nao ser
com uma notagdo mais complicada e pouco usada, de multindices), porque F
& uma fungao das mesmas variaveis que F'.

Quando se fala, “considerando as demais variaveis constantes”, isto vale
apenas para efeito do calculo da derivada. Por exemplo, se

F(x,y,2) =2+ 2zyz + > + 23
entao
Fo(x,y,2) =20+ 2yz, Fy(x,y,2) =202+ 2y, F.(x,y,2) =22y + 322

que sao, respectivamente as derivadas
F F F
aa_z(ma Y, Z), g_y(ma Y, Z), g_z(ma Y, Z)

A jacobiana & a matriz (funcional) das derivadas parciais.

A letra “2” que aparece no simbolo do operador derivada, & apenas um indice
indicando relativamente a que variavel a derivada foi calculada. Se eu quiser
calcular o valor da derivada, por exemplo, no ponto (—1, 2, 3) eu vou escrever:

F5(—1,2,3) = 22 + 22|y y=2..=3 (13)
90(-1,2,3)=-2+12=10 (14)
F,(-1,2,3) =10 (15)

diferenciabilidade** E uma propriedade das func¢@es, estudadas no Calculo
Diferencial e Integral que diz respeito a possibilidade do grafico de uma fungao
poder ter uma reta tangente num ponto. E um conceito importante da geometria
diferencial que estuda as propriedades dos objetos geométricos suficientemente
macios a ponto de poderem ter tangentes. A geometria diferencial @ uma divisao
da topologia diferencial.




16

A possibilidade de ter variedades lineares afins tangentes (objetos lineares
tangentes) permite que se calcule o coeficiente angular instantaneo (local) de
uma variedade nao linear. Observe que o coeficiente angular pode ser uma
matriz de coeficientes angulares.

E a propriedade de uma variedade ter derivada.

diferenciavel Uma propriedade de certas fungBes. Diz-se que uma fungao
/ & diferenciavel em um ponto a, se for possivel encontrar uma reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)), e neste caso a equagao desta reta tangente &

y = fl@)+ fHa) —a)

Por exemplo, a fungdo y = f(x) = ||z|| ndo & diferenciavel no ponto a« = 0
porque neste ponto ha duas retas tangente ao grafico de f, as retas

como ha duas retas tangentes, entdo dizemos que f ndo & diferenciavel neste
ponto. Observe que esta funcdo y = f(x) = ||z|| & diferenciavel em qualquer
ponto diferente de « = 0. Dizemos que a diferenciabilidade & uma caracteristica
avancada de continuidade, porque € preciso que a fungao seja continua para ser
diferenciavel (a reciproca & falsa, y = f(x) = ||z|| & continua na reta inteira).
De forma mais ampla ser diferencidvel significa ter uma funcado linear tangente.
Para espacos de dimensao diferente de 1 & preciso contornar o quociente na
definicdo de tangéncia com uma relagao de equivaléncia.

JAqy = fla) + A (z — a) (16)
y+R= f(a) +rAs(z —a) 17
(18)

A, & a derivada de f no ponto g e esta forma de falar conduz a definicao de
derivada em espacos de dimensao diferente de 1: f & diferencidvel se f(x)— f(a)
for tangente a uma fung@o linear A,.

e A func@o identicamente nula & diferenciavel e sua derivada e ela mesma.

e Mais geral, se f for linear entdo & a tangente a si propria, porque a
tangéncia & uma relagao de equivaléncia, logo € a sua propria derivada.

e Como a translacao de uma funcao linear, uma func¢ao linear afim, tem
a funcao linear tangente, entdo as funcBes constantes podem ser vistas
como lineares afins tendo por derivada a fun¢@o indenticamente nula. Isto
pOe em evidéncia uma propriedade de inversao da derivag¢do: ha uma in-
finidade de fun¢Bes com a mesma derivada, aquelas cuja diferenca seja
uma constante, todas as constantes tém a mesma derivada, a fun¢ao iden-
ticamente nula, que & linear.

e Se f — g = r, uma constante, entao & derivavel. Se f for derivavel entao
g & derivavel e g"= fU
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Dirichlet, ntcleo ver nicleo de Dirichlet.

distribuicao Em 1945, aproximadamente, Laurent Schwartz, um matematico
franc€s, consegui sintetizar, simultaneamente com um matematico portugugs,
Sebastiao e Silva, a Teoria das Distribuic@es, resolvendo uma situagao incomoda
criada pelo fisico Paul Adrien Maurice Dirac, que, ao criar a formulagao tedrica
da mecdanica quantica precisou de criar uma unidade para o produto de con-
volug@o que tinha que ser uma funcao nula em todos os pontos da reta, exceto
na origem onde seria infinita, e com integral igual a 1, que durante muito tempo
se chamou de “fun¢a@o de Dirac”.

A func¢ao de Dirac, com esta propriedades, ndo pode ser uma funcdao sem
colocar em cheque todas as teorias de integrac¢ao existentes, mas Dirac respondia
que isto nao era seu problema, que os matematicos corrigissem as teorias de
integrac@o porque para ele tudo funcionava perfeitamente bem.

A descoberta de Schwartz e de Sebastidao e Silva, ambos pesquisadores de
equac0es diferenciais parciais, resolveu o problema criado por Dirac criando um
novo objeto matematico, a distribuicao mostrando que a chamada func¢do de
Dirac, € uma distribui¢@o que € a derivada da fungao de Rademacher, a fungao
queézerosexz <0elsex>0

No seu livro intitulado Téorie des Distributions, Laurent Schwartz, construiu
uma generaliza¢ao do Calculo Diferencial e Integral usando as distribuicdes como
elemento em lugar das fungBes e & em funcao deste livro que o trabalho de
Sebastido e Silva ficou na sombra durante muito tempo.

Embora Laurent Schwartz tenha durante algum tempo carregado sozinho
os louros da construcao da teoria, e possivelmente ele tenha sido o “inventor”
do nome, a ideia ja estava latente desde o século 19 e a teoria recupera nomes
como de Cauchy que ja havia pensado em um objeto que atuasse sobre classes
de fungBes, uma distribuicao & um funcional linear criando uma distribui¢ao
chamada wvalor principal que era o nome que Cauchy dava um certo de integral
que nao teria sentido usual de uma integral e que como a “fung@o de Dirac
encontrou um lugar preciso dentro da teoria das distribuicdes.

A teoria das distribuicOes, durante algum tempo eletrizou todas as atencoes
dos que estudavam equagOes diferenciais parciais porque parece que se havia
descoberto a teoria final... nd@o foi, mas marcou profundamente toda a linguagem
com que se falam hoje as equacOes diferenciais parciais.

divisao euclidiana & a forma tradicional que temos para dividir um nimero
natural, p, chamado dividendo por outro, d, chamado divisor

p=dq+r;pd,qreN;r<d;,qg>0 (19)

Esta equacgado gera um método em que divisoes sucessivas nos permitem encontrar
q,r e algumas vezes & este método que & designado como algoritmo da divisao
euclidiana.

divisoes da Matematica Nao ha um consenso sobre as grandes divisoes
da Matemdtica que alguns consideram como sendo, Algebra, Analise, Estatistica,
Geometria, Logica, Topologia

Tao pouco estas divisdes conseguiriam descrever o escopo muito grande que
a Matematica atingiu nos Gltimos 100 anos, e basta ver o grande projeto, falido,
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infelizmente, Bourbaki, que um grupo de matematicos franceses encetou na
década de 40, quando, prudentemente, criaram uma figura, Nicolas Bourbaki,
sob a qual se esconderam para reescrever toda a Matematica. Dizer que o projeto
¢ falido nao significa que ele ndao tenha tido uma influéncia significativa no
desenvolvimento da Matematica, mas significa que ele nao conseguiu preencher
seus objetivos. De certa forma o projeto nasceu morto, um poco antes, 1931,
Godel havia demonstrado que seria impossivel “descrever” de forma completa os
nimeros naturais que foi a base do monumental tratado de Russel e Whitehead,
Principia Mathematica, escrito em 1910.

A American Mathematical Society mantém uma tabela das areas da Matematica,
1991 Mathematics Subject Classification, [1] que & quase universalmente uti-
lizada como descritiva de toda a Matematica contendo 100 grandes itens com
0s quais pretende descrever toda a atividade Matematica hoje conhecida.

equagao diferencial Sao equagbes em que a principal operagao & a diferen-
ciabilidade. Se as fungBes-solucOes destas equacdes forem univariadas, elas sao
chamadas equacoes diferenciais ordindrias, se as fungdes-solugao forem multi-
variadas, elas sao chamadas equacoes diferenciais parciais.

As equac0es diferenciais aparecem logo nas primeiras aulas de um curso de
Calculo Diferencial quando se procura saber qual & a fungao F' que corresponde
a f tal que FP= f. Neste contexto estas duas fungOes recebem os nomes

e F &uma primitiva de f, ou ainda F"= f;
e f &aderivada de F

Ha varias formas de entender a “indefinicao” da frase F' € uma primitiva de
£, que significa que f tem muitas primitivas. A mais simples vem das expressoes

/f(t)dt = Fi(x); /.f(t)dt = Fy(x); (20)
a b

cuja interpretacao grafica aparece na figura (5) pagina 19, Estas duas areas
diferem pela condicao inicial, Fy esta definida com a condicdao inicial a e Fy
esta definida com a condicdo inicial b e a diferenca entre as duas areas € a
constante

b
/ f@dt = C; Fi(x) = Fa(x) + C, (21)

Partindo deste exemplo simples de equagao diferencial ordinaria podemos
entender que as equacOes diferenciais tem uma infinidade de solu¢Bes como con-
sequéncia da escolha da condi¢&o inicial.

Ainda uma outra forma de interpretar este resultado pode ser a curva de
crescimento bioldgico.

Cada espécie seres vivos tem uma curva de crescimento especifica, & uma
primitiva da “velocidade de crescimento” especifica da espécie.
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Figura 5: Diferenca entre duas primitivas é uma constante

Dois seres da mesma espécie podem ter curvas diferentes, mas, se 0 “cresci-
mento de ambos for normal””, ambos tiverem a velocidade de crescimento normal
de sua espécie, f, a diferenca entre as curvas de crescimento vai ser uma con-
stante, a figura (6), pagina 20, mostra alguns exemplos de curvas de crescimento
partindo de um ponto no eixo vértical que o tamanho ao nascer do ser vivo a
que corresponde a curva.

Este exemplo mostra a importancia das equagdes diferenciais no estudo
dos serres vivos e de certa forma dramdtico do ponto de vista social: dois
seres humanos que ao nascer tenham tido condicBes diferentes de gestacao, al-
imentacao diferenciada da mae, condi¢Oes habitacionais da mae, entre muitas
outras condicOes, resultam em criangas que vao nascer com tamanhos difer-
entes: vao ter selecionada, ao nascerem, sua curva de crescimento, mas nao
apenas esta, a curva de conhecimento, as diversas curvas de desenvolvimento.
A condic¢do inicial, ou, neste caso, as condi¢Oes iniciais, determinam de forma
inexoravel o resto da vida, porque a “derivada & a mesma”, um caracteristica
da espécie, mas as curvas de desenvolvimento, sao as primitivas que dependem
das condicoes iniciais.

Este exemplo da biologia mostra que existem equagOes diferenciais cuja
solugBes dependem de varias variaveis, cada uma das variaveis com “veloci-
dades” distintas, as derivadas parciais do crescimento.
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Curvas de crescimento

fim da
vida ...

Tamanho ao nascer
define a curva de crescimento.

Figura 6: Curvas de crescimento diferem de uma constante

equacgao diferencial ordinaria

Sao chamadas de equag®es diferenciais ordinarias aquelas cujas solugdes sao
fungBes univariadas, dependem de uma 0Unica variavel. Existem também as
equac0es diferenciais parciais que descrevem o comportamento de funcdes mul-
tivariadas.

Estas equag0es aparecem muito cedo no estudo de Matematica, num primeiro
ano de Calculo, quando surgem no calculo de primitivas.

Uma forma aparentemente simples de definir uma equacado diferencial or-
dinaria é expressa-la sob a forma

P(z,y,y7...,y") =0 (22)

em que P & uma expressao envolvendo as operacGes da algebra, tendo como
“coeficientes” constantes (nmeros reais ou complexos) ou funcdes elementares
e as derivadas de uma funga@o que & a incognita da equagao representada na
equacao (22) pelo simbolo y.

Se os coeficientes forem constantes, se fala de uma equacao diferencial a coe-
ficientes constantes, € no outro caso se diz uma equacao diferencial a coeficientes
varidaveis.

O teorema da Funcdo Implicita estabelece as condi¢Ges para que se possa
escrever esta equacao explicitando a maior derivada o que pode conduzir a uma
expressao conhecida (solu¢@o conhecida).

A maior derivada caracteriza a ordem da equagao. Podemos transformar e
equacao (22) num sistema de n equactes de primeira ordem e desta forma uma
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equacao diferencial ordinaria de ordem n & equivalente a um sistema de equag®es
de primeira ordem. Se nesta transformagao se obtiver um sistema linear entao
a equagao se chama equacdo diferencial linear . Se 0 sistema assim resultante
nao for linear, temos uma equacao diferencial nao linear .

Sabemos tudo sobre as equacdes diferenciais lineares exceto resolve-las! A
teoria das equagOes diferenciais lineares esta praticamente pronta e a dificul-
dade na solugao depende de que outras teorias ndo estao prontas ou dificilmente
algum dia estardao, como a teoria das equagOes algébricas, ou a Algebra Lin-
ear. Obviamente, o defeito nao se encontra na teoria das equagdes diferenciais
lineares...

Como & possivel transformar a equagao (22) num sistema de equagdes de
primeira ordem, torna-se importante saber resolver as equacOes de primeira
ordem. Mesmo aqui o problema ndo & facil e ainda esta muito longe de ser
resolvido, uma simples troca de “coeficiente variavel” altera completamente o
comportamento da equagao. Este problema & bem descrito numa teoria que
vem se desenvolvendo muito e que tem representacd@o significativa dentro da
Matematica brasileira, chamada de sistemas dindmicos

Se considerarmos 0s casos simples da teoria, exatamente o que & considerado
nos cursos de Calculo, podemos descrever de maneira muito elegante o que
acontece com uma equacao diferencial. Esta descricdo tera que ser ajustada
posteriormente, mas serve como descri¢ao inicial.

Toda fung@o razoavelmente bem comportada, f, @ uma derivada e 0 calculo
de uma primitiva & feita com a formula

/' F(0)dt = F(a); 23)

em que F & a primitiva de f associada & condicao inicial a. A figura 5 que
pode ser vista na pagina 19, mostra que a diferenca entre duas primitivas & uma
constante neste caso. Mas, em geral, nem sempre & uma translagao como no caso
do Calculo, porque podem surgir pontos criticos que mascaram esta propriedade.
Isto se consegue entender bem dentro da teoria dos sistemas dindmicos.

Entretanto podemos dizer que as equagOes diferenciais ordinarias de primeira
ordem tem uma condicdo inicial € a escolha desta condicao inicial seleciona as
distintas primitivas.

A denominagao ordindria € um exemplo de preconceito, ou de vocabulario
mal utilizado que domina a linguagem cientifica que esperamos que seja impar-
cial mas nao pode ser uma vez que & produzida por seres que tem sentimento e
individualidade. E possivel que a palavra ordindria aqui tenha tido um signifi-
cado de mais facil ou simples com alguma razao porque a solugao das equagoes
diferenciais parciais com frequéncia depende da solu¢@o de alguma equacao difer-
encial ordinaria e elas podem ser consideradas mais dificeis.

equacgao diferencial parcial

Uma equacao diferencial parcial, carinhosamente chamada de EDP, & uma
expressao envolvendo uma func@o, a incognita xn+1 = F(x1,...,x,), as operacoes
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usuais da Algebra, as derivadas parciais de F' e coeficientes que podem ser
constantes ou outras fungdes. Se os coeficientes forem constantes se tem uma
equacao diferencial parcial a coeficientes constantes, ou a coeficientes variaveis
no outro caso.

As equagoes diferenciais ordindrias podem ser inicialmente descritas de uma
forma muito simples, que embora na@o represente completamente estas equagoes
servem como uma forma inicial de descri¢cdo: toda fun¢ao univariada comportada
& uma derivada. Isto & absolutamente falso quando se passa ao caso multivari-
ado.

A maneira mais facil de entender esta diferenca passa por dos mais bonitos
teoremas da Analise, 0 teorema de Green, que tem duas versoes: a trivial e a
nao trivial! Na versao trivial, aplicada a fungOes bivariadas, o teorema de Green
descreve duas integrais nulas e desta forma separa as funges em duas classes:

e Nno caso trivial as fungBes cujas integrais (de linha) nao dependem do cam-
inho escolhido entre dois pontos do dominio, ou equivalentemente, suas
integrais (de linha) se anulam sobre qualquer caminho fechado;

e No caso nao trivial as fung¢Bes cujas integrais (de linha) dependem do cam-
inho escolhido entre dois pontos do dominio, ou equivalentemente, suas
integrais (de linha) nao se anulam sobre algum caminho fechado;

As primeiras tem primitiva e a expressao da integral de linha do teorema de
Green, na sua versao trivial € uma generalizacao direta do calculo de primitivas
de fung¢Bes univariadas ou do teorema Fundamental do Calculo .

A segunda forma do teorema de Green diz que integral depende do contdrno
e neste caso a fun¢ao (x,y) — (P(z,y), Q(x,y) nao tem primitiva. Este e um
primeiro exemplo de equacao diferencial parcial

Pz, y)de + Qz,y)dy = 0; (24)
9L = P(x,9); %5 = Q(,y); (25)

que & chamada exata e que se puder ter solugao, se for exata, tem como solugcao
a familia das curvas de nivel de z = F(z,y). Como a solugao & uma familia
de curvas esta equagdo & considerada uma equacao diferencial ordinaria sendo
estudada como tal.

Este exemplo de equagao a derivadas parciais tem um significado especial de
mostrar que a solugdao de uma equacao diferencial parcial depende da fronteira
de uma regiao, esta & outra das diferengas entre equagdes diferenciais ordinarias
e parciais, a dependéncia da fronteiras ou ainda como se diz, dependéncia das
condi¢oes de contorno. .

Este ramo da Matematica & possivelmente o mais profundamente estudado
e por uma quantidade muito grande de matematicos. Por um lado, porque ap-
resenta dificuldades muito grandes, e por outro lado, por seu envolvimento com
todos os ramos das ciéncias onde se possa verificar uma dindmica ou variagao,
ou seja pela enorme influéncia junto as demais ciéncias.
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Para desenvolver as diversas teorias dentro deste campo do conhecimento
matematico, & necessario usar ferramentas avancadas da Algebra, como Teoria
dos grupos, dos semi-grupos, anel e moddulos assim como da Geometria Difer-
encial.

Em 1945 Laurent Schwartz, um matematico franc€s, consegui sintetizar,
simultaneamente com um matematico portugugs, Sebastiao e Silva, a Teoria
das DistribuicBes, criando um novo objeto matematico, diferente de funcoes,
e por algum tempo se teve a quase certeza de que se havia encontrado uma
metodologia para resolver as equactes diferencias parciais.

As equages a derivadas parciais se classificam em duas grandes classes, as
lineares e as nao lineares. Como no caso das equacoes diferenciais ordindrias,
nods sabemos tudo sobre as lineares exceto resolvé-las porque dependemos de
outros ramos da Matematica que ainda nao conseguiram desenvolver os métodos
necessarios... Ja as equacdes nao lineares quase que formam, cada uma delas, a
sua propria teoria.

Com a transformada de Fourier, que alterna derivada em produto por con-
volugdo, & possivel identificar as equagOes diferenciais lineares parciais com
expressoes vindas da Geometria Analitica que definem as conicas, pardbolas,
hipérboles e elipses estabelecendo uma grande classificacao das equactes lin-
eares.

Desde o advento da computagao cientifica, na década de 50, avangou muito a
pesquisa de solucBes aproximadas de equagdes diferenciais com alguns resultados
tedricos que surgiram com a possibilidade de compreender computacionalmente
algumas solugdes. O método dos elementos finitos € um dos métodos computa-
cionais que mais tem se mostrado promissor quanto a construir aproximagoes
de solucgBes e na construcao de visualizagOes graficas das mesmas.

equivaléncia & uma generalizagao do conceito de igualdade. A igualdade
& muito restrita, a equivaléncia & mais ampla: & possivel ter uma infinidade
de objetos equivalentes mas que de alguma forma nds tenhamos o interesse em
vé-los como iguais. Por exemplo, os nlUmeros racionais se agrupam em classes
de equivaléncia, sdo equivalentes quando estiverem numa propor¢ao:

(26)

.
p_1T P
q S q

V-

em que o segundo membro, na equivaléncia, &€ uma propor¢ao, (o produto dos
extremos € igual ao produto dos meios). € NBS precisamos que eles representem
0 mesmo resultado.

A soma e o produto de nmeros racionais respeitam as classes desta relagao
de equivaléncia (ou, sao compativeis com esta relagao de equivaléncia) no sentido
de que as duas agoes,

e somar ou multiplicar dois niUmeros racionais e depois identificar a classe
de equivaléncia do resultado;

e somar ou multiplicar os representantes de classe de dois nUmeros racionais
e depois identificar a classe a que pertence este resultado.
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produzem o mesmo resultado.
O que caracteriza uma relagdo de equivaléncia S0 as propriedades:

1. a = a, reflexividade.
2.a=b = b=a, simetria.

.a=beb=c = a=c, transitividade .

Estas trés propriedades, reflexividade, simetria, transitividade SA0 impor-
tantes por si proprias e aparecem em outras relagdes, parcialmente. Por exem-
plo, a implicacdo légica n@o tem a propriedade 2 mas tem as propriedades 1,3.
Consequentemente a implica¢ao ldgica NA0 € uma relagdo de equivaléncia € nem
seria desejavel que o fosse.

A congruéncia, definida pelos restos na divisao por um nimero inteiro maior
ou igual que 2, & uma relacao de equivaléncia.

Dado um conjunto A e uma relag@o de equivaléncia R(x,y) definida entre os
elementos de A, chamamos de classes quociente aos subjuntos definidos em A
formados por todos os elementos equivalentes entre si. Por exemplo, os nimeros
inteiros positivos que deixam o mesmo resto na divisao por um inteiro n < 2
sao as classes quociente na divisao por n em N.

existéncia, teorema de

Os teoremas de existéncia Sa0 instrumentos poderosissimos da Matematica e
ao mesmo tempo disputadissimos. Ha escolas de matemdticos que nao aceitam
os teoremas de existéncia considerando-os algoritmicamente impossiveis, isto g,
representam afirmac®es para as quais nao seja possivel construir um algoritmo
com tempo de execugdo finito. Mas sem eles a Matematica iria se reduzir muito,
e 0 raciocinio de algoritmicidade & fraco porque a Matematica ndao pretende ser
algoritmica, esta & uma pretensao (bem sucedida) da Computagao...

A importancia dos teoremas de existéncia consiste em provar, com alguma
logica, e aqui temos que considerar as limitagBes impostas pelo teorema de
Gddel, a existéncia de um objeto matematico criando condicGes, entdo sim, para
que produzem algoritmos que devem chegar a pelo menos uma aproximacao do
objeto.

Alguns teorema de existéncia sao enunciados em equagdes diferenciais garantindo
a existéncia das solugBes para uma certa classe de equacGes, o Teorema da
Funcao Implicita & um teorema de existéncia, o axioma da escolha teorema do
valor médio da derivada, teorema de Rolle, sao exemplos bem conhecidos de
teoremas de existéncia.

Fermat, o iltimo teorema de O advogado, e matematico Pierre de Fer-
mat, afirmou, nas margens de um seus livros que a™ + b™ = ¢" nao poderia
ter solugBes inteiras quando n > 2 e que ele tinha uma simples demonstracao
para esta afirmacao que infelizmente nao cabia na margem do livro, por volta
de 1632. Um caso bem conhecido em que esta afirmagao é verdadeira & o Teo-
rema de Pitagoras expresso para alguns inteiros quando n = 2 o que define
os chamados nGimeros pitagoricos, por exemplo, 3,4,5;3% + 42 = 52, Em 1993
Wiles anunciou a demonstragao do Gltimo teorema de Fermat, mas um erro
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foi descoberto em sua demonstracao que foi finalmente corrigida em 1995 num
artigo publicado por ele e por Taylor.

Fourier , transformada de -. Ver transformada de Fourier.

funcao & um tipo de relagdo f entre dois objetos satisfazendo as propriedades

1. Existem dois conjuntos z € A e y € B designados, respectivamente,
dominio de f e contradominio de f.

2. Todo elemento = € A, do dominio, tem um Unico elemento y € B, do
contradominio, tal que y = f(z), a notagao para indicar que z,y estao

relacionados, com frequéncia se usa a notacdo x A 1.

Notacao: A N By re A—y= f(x) € B.

Observe que ndao ha a condicao de fazer uso de todos os elementos do con-
tradominio B, em particular, a fun¢ao constante, que associa todos o0s elementos
do dominio A com um Gnico elemento do contradominio B & uma fungao de
grande importancia.

O subconjunto de B formado por todas as imagens f(z);x € A & chamado
de conjuntos dos valores de f.

Se todos os elementos do contradominio forem utilizados, cabe pensar numa
func@o inversa e ela existe de em dois casos:

1. se f for injetiva,

r#Fy = f@)F f@ouf(x)=fy) = ==y

neste caso f & também bijetiva representando uma forma de identificar os
dois conjuntos A, B.

Podemos usar isto para identificar duas estruturas algébricas, como (R, +)
e (R*T,.) porque a fungdo log & uma bijecdo entre os dois conjuntos
subjacentes a estas duas estruturas.

2. Se o conjunto B for todo utilizado, mas f nao for injetiva confundindo
elementos que tenha a mesma imagem, podemos definir uma relacao de
equivaléncia (mod f) e definir uma funggo bijetiva do conjunto quociente
(mod f) em B que entao sera bijetiva. E isto que ocorre na congruéncia,
nos restos da divisao por um nmero inteiro maior ou igual a 2. As classes
de equivaléncia (mod f) sao definidas como os subconjuntos de A, do
dominio, que tenham a mesma imagem em B.

As fungbes que utilizam todos os elementos do contradominio, portanto
quando contradominio e conjunto de valores coincidem, se chamam sobrejetivas.
Estas fungBes podem ser “corrigidas” quando definirmos uma fungdo semelhante
a f sobre as classes quociente (mod f).

fungao aritmética &€ uma funcao f definida de N em C tal que

() =1; m,n primos entre si f(mn) = f(m)f(n); 27)
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Uma funcdo & dita ser totalmente aritmética se n@ao houver a restricao de que
m,n Sejam primos entre si.

Este tipo de fun¢@o & muito importante em teoria dos niumeros e alguns
exemplos sao:

e 7(n) o nUmero de divisores positivos de n;

o(n) a soma dos divisores de n;

w(n) o nlmero de fatores primos distintos de n;

Q(n) o nmero de fatores primos de n;

A func@o de Euler,

p(n)card ({m;m < n;(m,n) =1})

gnuplot & um programa que tem por objetivo fazer graficos de fun¢des ou

curva definidas parametricamente. E distribuido livremente, mas, apesar do
nome, nao faz parte do projeto GNU. A péagina do gnuplot &
http://www.gnuplot.info

Green, teorema de Este teorema & um dos resultados mais importantes
do Cdlculo multivariado junto com outros teoremas que podem ser consider-
ados extensdes ou complementacBes dele: teorema de Stokes e o teorema da
divergéncia de Gauss.

O teorema de Green tem uma versao trivial pela qual vou comegar e que
serve para classificar os campos vetoriais que vou usar ao final na expressao do
teorema.

Se F for uma campo vetorial, uma funcao de duas variaveis, por exem-
plo, continuamente diferenciavel, entdo, pelo teorema de Schwartz-Clairaut , as
derivadas mistas sao iguais

OF? OF?
= Fw =F z =
Oxdy Y Y Oyox
0 que torna a integral _
/ /(Fyx — Fpy)daxdy =0
D

nula. Como podemos calcular as primitivas destas fungOes, & possivel deduzir
desta integral a integral de linha

j{ Fpdx + F,dy
oD
em que agora o simbolo 9D representa a fronteira do dominio D e esta integral

& também nula. Se eu alterar um pouquinho a notagao vou obter a expressao
comum nos livros de Calculo.
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P(z,y) = Fu(z,y); Qz,y) = Fy(z,y); (28)
afls P(z,y)dx + Q(z,y)dy = g Q2 — P,)dxdy (29)

que & a expressao (trivial) do Teorema de Green quando partimos de uma fungao
diferenciavel F’, porque todas as integrais envolvidas sao nulas. Se (P, Q) for um
campo vetorial diferenciavel continuamente, ainda vale o teorema de Green mas
as integrais nao precisam ser nulas sobre um dominio D qualquer. A integral
de linha, por exemplo, separa 0s campos vetoriais em duas classes:

e Campos conservativos, € 0 caso trivial, quando o campo vetorial € a derivada
de um campo escalar. Entd@o a integral de linha sobre qualquer curva
fechada € zero, & uma aplicagao direta do Teorema Fundamental do Calculo.

e Campos nao conservativos, quando houver uma curva fechada, fronteira de
um dominio D sobre a qual a integral de linha na equacao (29) é diferente
de zero.

o valor da integral de linha & entao a perda (ou ganho) de energia que 0 campo
escalar sofre ao longo da curva 0D. Neste caso o campo vetorial (P, Q)) nao tem
primitiva. Esta formulacdo permite ainda explicar dois tipos de integrais,

e integrais independentes do caminho aquelas, da forma

f P(e.y)da + Q. y)dy

oD

que sao nulas sobre qualquer curva fechada. O campo escalar & conserva-
tivo, tem primitiva (vem da derivada de um campo escalar diferenciavel).

e integrais que dependem do caminho aquelas, da forma

jé' Pz, y)dz + Q(x, y)dy

oD

que podem ser nao nulas sobre uma curva fechada. O campo escalar &
nao conservativo e nao tem primitiva (n@o vem da derivada de um campo
escalar diferenciavel). Dizemos que integral depende do caminho porque,
escolhidos dois caminhos entre dois pontos dados P, P>, como se pode
ver na figura (7) pagina 28, se o valor da integral sobre um dos caminhos,
de P, até P, for diferente do valor da integral sobre o outro caminho,
também de P, até P,, podemos definir uma curva fechada, indo de P,
até P, entdo a integral sera diferente zero sobre esta curva fechada. Isto
equivale a dizer-se que o campo vetoria (P, Q) nao tem primitiva, ndo é a
derivada de um campo escalar.
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um dominio ndo convexo no plano

Figura 7: duas curvas ligando um ponto

HTML** E uma das 'markup languages’. Junto com TeX, Postscript, PDF
e outras variantes destas, &€ uma das linguagens para automatizar a produgao
de textos. HTML esta voltada para processar textos e imagens no video com
particular uso na Internet.

hipétese E uma afirmacao que se julga verdadeira e que nao & possivel
encontra uma demonstracdo a partir de outras hipdteses (axiomas) de uma
teoria. A geometria euclidiana € considerada um das mais antigas construces
légicas estruturada como um conjunto de axiomas e 0s teoremas que podem
ser deduzidos a partir dos axiomas. As hipoteses sao afirmacfes que se espera
poder demonstrar. Conjectura & uma classe de hipdtese, mas as nem sempre se
consideram estas duas palavras como sindnimas.

hip6tese de Cantor Georg Cantor & possivelmente um dos que melhor
formulou a teoria dos Conjuntos que & considerada o principal fundamento da
Matematica. Em seus estudos ele construiu a cardinalidade que & uma general-
izag@o do principio da contagem com o qual se constrdi o conjunto dos nimeros
naturais, N. Todo nimero natural tem um sucessor (axioma de Peano) mas
nao podemos falar da “quantidade de elementos do conjunto dos naturais”, e
Cantor inventou o conceito de cardinalidade para resolver este problema. Ao
fazé-lo descobriu que haviam classes de conjuntos que se agrupam por cardinali-
dade mas que a cardinalidade da saltos estabelecendo entao a sua hipdtese: nao
hd conguntos com cardinalidade intermedidria entre a cardinalidade de N = R
e a cardinalidade de R = ¢ ou Ny, 0 salto de cardinalidade, o primeiro dos
23 problemas de Hilbert. Em 1963 Cohen provou que nao & possivel provar a
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hipotese de Cantor a partir dos axiomas de Zermelo-Fraenkel, adotados para a
teoria dos conjunto o que a tranforma em novo axioma.

holomorfas, fungées Uma funcao complexa & dita holomorfa, ou analitica,
se satisfizer as equagOes de Cauchy-Riemann. O conjunto das fung¢des analiticas
num disco aberto do plano complexo tem a estrutura de anel com a soma e
0 produto de func¢Oes definido ponto a ponto e de espago vetorial complexo.
Elas sdo o conjunto solugdo das equagdes de Cauchy-Riemann que formam um
sistema linear de equacOes diferenciais parciais.

implicita, teorema da funcao

E um teorema de existéncia!
Considere uma equagao como

z=F(z,y) (30)
em que F' & uma fungao diferenciavel pelo menos uma vez continuamente (tem

derivadas parciais continuas) em um dominio do plano. E possivel derivar
implicitamente a equagao (30) para obter

dz = —dx + —dy (31)
x y

A equacgdo (31) & uma soma por duas razoes,

1. a equagdo (30) & uma soma;

2. a derivada de uma soma & uma soma de derivadas.

A equagdo (31) &€ um modelo?que pode nos conduzir & equagdo da variedade

linear tangente a variedade z = F'(x,y) em um ponto (a,b,c) = (a,b, F(a,b))
que seja conhecido do grafico desta variedade com auxilio das subsituictes

dz:=z—cde=x—a,dy=1y— b (32)
A= (a,b); B = 8 (a. 1) (33)
z—c=A(x —a) + B(y — b); (34)

Se, na equagao (30) eliminarmos a variavel z considerando o seu valor constante,
z = ¢, a dimensao desta variedade cai de uma unidade. Enquanto a variedade
na equacao (30) & uma variedade diferenciavel de dimensao dois, uma superficie,
com esta substituicao temos uma variedade diferenciavel de dimensao 1, uma
curva e a variedade linear tangente, também de dimensao 1, serd uma reta.
Quando as retas nao forem paralelas aos eixos, na notagao padrao carte-
sianda que usamos, elas tem coeficiente angular e podem ser escritas com uma
das alternativas, sempre coerente com a nota¢@o acima, uma reta que passe pelo

2A derivada ndo exibe a variedade linear tangente, ela é um modelo que nos permite
descobrir a variedade linear tangente a partir de uma fungao linear que este modelo constréi.
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ponto (a,b)
de=x—a;dy =y —b; (35)
A= 50(a,0); B = 3 (a,b); (36)
A(x —a)+ By —b) =0; (37)
y=—5(z —a); (38)
=By - by (39)

Como & uma reta tangente a uma curva, com a hipodtese de que a reta nao
seja paralela a nenhum dos eixos® entdo a curva que tem esta por tangente
definida por F'(z,y) = ¢, € o grafico de y = g(x) no caso da equagao (38), ou &
o grafico de x = h(x) no caso da equagao (39).

No primeiro caso, o coeficiente angular da reta € a derivada de y = g(z) no
ponto x = a, e POSSO escrever

A_ G(ab)
gla) = -5 = -5 (40)
B~ 2(ab)
No segundo caso, o coeficiente angular da reta & a derivada de = = h(y) no
ponto y = b, e poSSO escrever

B %@
) = —— = —24——; 41
O=-F=—arc7 (41)
Embora nao seja possivel, em geral, encontrar uma equagao para y = g(x)
ou para x = h(y), mas a existéncia de um grafico com uma tangente como se
pode ver na figura (8) pagina 31, ndo paralela aos eixos garante a existéncia de
uma fungdo com as derivadas calculadas acima numa vizinhanca do ponto (a, b).
Se apenas uma das derivadas for diferente de zero, o teorema ainda se aplica
com existéncia de apenas y = g(z), quando %—g(a,b) # 0 mas com ga) = 0,
porgue neste caso a reta & paralela ao eixo OX, ou no caso reciproco, existe
x = h(y), com h'{b) = 0 uma vez que a reta tangente & paralela ao eixo OY o
que elimina a restricao de que a reta ndo possa ser paralela a um dos eixos.
Com a notagao do caso bivariado, o Teorema da Fung¢ao Implicita tem a
seguinte redagdo

1 (fungao implicita, teorema da ) Teorema da Func¢ao Implicita
Sey = F(x,y) for uma fun¢ao continuamente derivdvel numa vizinhanga do
ponto (a,b) do seu dominio, entao

® se %—5(@,1)) % 0 entao existe uma funcao y = g(x), definida numa vizin-
hanca do ponto x = a tal que nesta vizinanca z = F(x, g(x)) e

28 (a,b).
87 (a,1)

g'la) = —

3Eu vou retirar esta restricio mais a frente.
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)

Figura 8: Teorema da Funcio Implicita

® se %(a,b) % 0 entao existe uma funcao x = h(y), definida numa vizin-
hanca do ponto y = b tal que nesta vizinanc¢a z = F(h(y),y) e

& (a,b)
5 (a,b)’

h'p) = —

indugao finita @ um método para conduzir demonstragtes baseado no con-
junto dos nimeros naturais. Para isto precisamos de uma afirmagao P(k) que
represente o teorema sob forma de uma expressao que dependa de um nimero
natural k, por exemplo,

&
Pk) = Yar-ar < %Z a; (42)
j=1

ou ainda que “a media geométrica & menor do que a média aritmética de &
nameros positivos dados. Podemos facilmente provar que P(2) & verdadeira
(como também P(1)) e assim estabelecer a hipdtese de indugao: “a relagao
expressa na equacao (42) é verdadeira”.

Se conseguirmos provar que P(k) — P(k + 1), entdo, pelo Teorema da
Inducgao finita, P(n) & verdadeira para qualquer nimero natural n. A im-
plicag@o, no exemplo acima, se obtém facilmente usando as propriedades do
logaritmo, uma fungao convexa crescente.
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Assim o0 método da inducdo finita tem duas etapas:

1. A demonstragao da expressao para um valor especial, aqui no exemplo,
mencionamos k = 2;

2. A demonstracdao do encadeamento indutivo, a implicacao

P(k) — P(k+1)

Em geral esta & a grande demonstracao, o encadeamento indutivo. No ex-
emplo, usamos um teorema dificil, que o logaritmo & crescente e convexo, para
“terminar” a demonstracao da desigualdade artimético-geométrica.

Algumas formulas que podem ser provadas com indugao finita.

1+2+.--+n=12Hy (43)
14+4+.. '712 — n(n+1)6(2n+1) (44)
Nk =QQ+2+ .- +n)? (45)
k=1
n 2 2
3K = (agtn)? = (46)
=1
n—1
kX_:O k4 = 6n5—15n;(-)f-10n3—n (47)
n—1 6 _6n5+5n%—n?
f5 = 2n°—6 1;5 (48)

k=0

Se chamarmos de progressao de grau m a uma expressao P(k) que se pode
expressar como um polindmio do grau do grau m, entao “a soma dos termos de
wma progressao de grau m ¢ uma progressao de grau m +1 ” & um exemplo de
teorema que pode ser demonstrado por induc¢ao finita.

integral Ha varias formas de entender a integral, @ mais elementar & como
uma area. Se f for uma funcdo univariada integrdvel no sentido de Riemann
entdo o simbolo

b
/ f(@)dx (49)

representa a area limitada pelo gréafico de f, pelo eixo OX desde o ponto a até
o ponto b, quer dizer que &€ uma area algébrica porque o sinal muda se ela for
calculada de b para a. Na figura (9) pagina 33, vocg pode ver a interpretacao
geométrica da integral de f com a indicagao de que algumas das “subareas” sao
positivas ou negativas. A razao do sinal & que a integral, mesmo interpretada
como area, & uma quantidade de uma determinado fendmeno, quantidade calor,
quantidade de movimento, distancia percorrida dependendo do significado de
f. Se f representar a velocidade com que um corpo se move, temos a distancia
percorrida pelo corpo entre os pontos a e b. A fungao f(x) = % nao & integravel
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b

S f(x) dx

a

Area limitada pelo grafico de f
e pelo eixo OX desde o ponto a
até o ponto b.

Figura 9:

a Riemann se o ponto 2 = 0 pertencer ao intervalo de integracao, mas & possivel
definir uma “medida adequada™ na reta que torne esta funcao integravel em
qualquer subintervalo da reta. O conceito primitiva esta associado a integral
como inversa da derivada.

integral de Lebesgue De Riemann, 1866, até Lebesgue, 1941 a teoria da
integracao evoluiu de drea a funcional embora ndo seja esta a formulagao que
Lebesgue deu a integracao ao fazer parte importante do grupo que construiu
a teoria das medidas. Com a teoria das medidas se entendem falhas na teoria
de integragao motivada pela area (que & uma médida) produzida pelos contem-
poraneos de Riemann e da qual Riemann & um dos nomes mais significativos.
Um resultado sutil da teoria da medida mostra que no intervalo unitario, o con-
junto dos nUmeros irracionais tem medida 1 e o seu complementar, o conjunto
dos nimeros racionais tem medida zero. Isto faz com que a fungao caracteristica
do conjunto dos irracionais, deste intervalo, tenha medida de Lebesgue 1, mas
esta fungao nao & integravel & Riemann porque suas somas inferiores serao sem-
pre zero e as superiores sempre 1. Podemos dizer que a medida de Lebesgue &
uma completacdo da medida de Riemann na reta, ou no espagos de dimensao
finita. Ha varias extenstes da teoria da integracao de Riemann, uma delas de-
nominada Riemann-Stieltjes & um passo intermediario para a teoria dita de
Daniel em que a integral & vista como um funcional linear. Esta forma de de-
screver integragao & muito mais poderosa do que o processo dito de Lebesgue e
inclusive a integral de Lebesgue passa a ser representada pela fungao constante
1. Porem a teoria das medidas langa luz em outros aspectos que se perdem com
a visao da integral como funcional linear, como por exemplo a complexidade dos
conjuntos 0 que pode ser pressentido com a medida do conjunto dos nimeros
irracionais de mddulo menor do que 1, acima mencionados. Nao tem sentido
falar em quantidades, aqui, mas podemos falar em medidas. A continuagao deste
processo levou & teoria das distribuicdes construida de forma independente, por
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L Schwartz, na Francga, e Sebastidao Silva em Portugal em 1940.

integral de linha E uma generalizacdo das integrais a uma varidvel em
que o integrando & uma fungao vetorial (com valores num espago vetorial de
dimensao maior do que 1) com variaveis reais. Um caso tipico & o comprimento
de arco de uma curva (embora nem sempre caracterizado como integral de linha).
O teorema de Green & uma igualdade entre duas integrais em que uma delas &
a integral sobre a fronteira da regiao sobre a qual a outra integral & calculada.
A primeira & entao uma integral de linha.

inteligéncia artificial E um ramo da computagao cientifica que procura
criar programas capazes de tomar decistes independentes daquelas que o progra-
mador tiver previsto e assim adquirir novas habilidades diferentes das originais.
Ha uma defini¢do, devida Turing, do que seria inteligéncia artificial mas parece
que ela nunca foi comprovada (a existéncia de inteligéncia usando a defini¢cao
de Turing). Alan Mathison Turing & considerado um dos fundadores da com-
putac@o teorica o que inclue os seus experimentos chamados de maquinas de
Turing que fazem parte da Ldgica.  Ha muita informagao sobre Turing na
wikipedia que seria inGtil repetir aqui.

isomorfismo Dadas duas estruturas, aparentemente diferentes, & possivel
estabelecer entre elas um funtor que ponha em relagdo os aspectos essenciais
das duas teorias. Se este funtor tiver na base uma funcao bijetiva entre os dois
conjuntos das duas estruturas, temos um isomorfismo entre elas. Por exemplo,
0 espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a n & caracterizado
essencialmente pelos coeficientes destes polindmios e assim podemos colocar em
correspondéncia qualquer polindmio neste espaco com a endipla de n+1 nimeros
reais dos coeficientes. Estabelecemos assim uma correspondéncia bijetiva entre
R.,.[z], 0 espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a n, e R*+1,
Se mostrarmos que a soma de um lado correspondente, pelo isomorfismo, a
soma do outro lado, e semelhantemente, o produto por um escalar, entao ter-
emos mostrado que se trata de um isorfismo de espaco vetorial e ndao havera
mais raz0es para nao considerarmos estas duas estruturas como idénticas. Um
isomorfismo & um tipo particular de morfismo € 0 texto acima pode ser lido
substituindo isomorfismo por morfismo apenas nao valeria a equivaléncia entre
as estutruturas, os morfismos sao mais fracos que 0s isomorfismos.

jacobiana & o nome adquiriu a derivada DF' de uma fungao de varias vari-
aveis, a matriz das derivadas parciais.

limite E um operador que produz um elemento que completa um espaco.
Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais & incompleto no sentido de que
ha sucessdes de nimeros racionais que sao “convergentes” e assim definem um
namero, mas este nimero nao & um namero racional. Por exemplo, considere a
sucessao P, dos poligonos regulares inscritos num circulo de raio 1. O quociente
do perimetro de P, pelo diametro do circulo se aprozima arbitrariamente de
um nOmero que os gregos chamaram de w que nao & possivel escrever como o
quociente de dois inteiros e portanto nao & um namero racional. Desta forma

lim % = 7 e 0 operador lim fornece um niimero que completa Q. O conjunto

n
de todos os nimeros que completam Q € o conjunto R dos nlmeros reais, e
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naturalmente Q C R.

Outros exemplos mais simples de nimeros nao racionais sao as raizes dos
ndmeros naturais que, ou sao nameros naturais, ou sao namero irracionais.
Um algoritmo geométrico que faz esta construgao pode ser encontrado em [3,
Capitulo 5] ;

medida & uma generalizacao do conceito de area. Area & um tipo de me-
dida. Ha varias formas de fazer esta generalizacdo, uma delas, que se deve ao
matematico Francés Lebesgue, consiste em identificar uma familia de subcon-
juntos de um determinado conjunto para construir com eles uma o-dlgebra de
conjuntos e sobre esta o-algebra se pode definir uma funga@o p que tem as mesmas
propriedades da area. Esta fun¢a@o se chama “medida” e os subconjuntos que
formam a o-algebra sao os conjuntos mesuraveis. Desta forma se pode definir
funges integraveis relativamente a esta o-algebra, ditas “integraveis no sentido
de Lebesgue” em oposi¢ao a forma habitual do Calculo de definir a integral que
& dita “integrag@o no sentido de Riemann”.

métrica & a generalizagao do conceito de distancia. Dado um conjunto M
e uma fung@o positiva

d:M x M— R, (50)
d(z,y) = d(y, z); simetria (51)
d(z,z) = 0; d(z,y) < d(x,z) + d(z,y); desigualdade triang(day

(53)

dizemos que (M, d) &€ um espagco métrico .
Um exemplo trivial & a médida ¢ definida pela “pela delta de Dirac”

d(z,y) = 0y = { i ; z 2 (54)

Este medida & comumente usada em conjuntos onde nao se encontrem definidas
operagOes algébricas e 0 espago métrico resultante & chamado de espago métrico
discreto

Outro exemplo & a medida usual da Geometria Analitica, também chamada
mdida euclidiana

z,y € R d(z,y) = \/(1’1 —y1)? + (x2 — y2)? + (x3 — y3)? (55)

modelo modelo & uma palavra técnica que representa um método que dom-
inamos, que sabemos implementar computacionalmente, por exemplo, e que
devera representar a realidade.

Ha diversos tipos de modelos, para citar alguns, modelos polindmiais, com
frequéncia representados pelos splines. Modelos aletdrios, em que se usam ex-
pressoes obtidas usando varidveis aleatorias em lugar de coeficientes constantes.

Um exemplo simples de modelo (polinomial) s@o os polindmios de Taylor.
em que uma certa fungao f da qual se conhecem poucos dados, & modelada por
um polindmio.
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morfismo E a imagem de um funtor entre duas categorias. Em alguns
textos & chamado de homomorfismo Um exemplo mostra melhor o que & um
funtor. Conside o grupo aditivo dos polindmios de grau menor ou igual a n,
(R,[x],+). Este grupo & caracterizado essencialmente pelos coeficientes dos
polindmios e assim podemos colocar em correspondéncia qualquer polindmio
deste grupo com a eniipla de n+ 1 niimeros reais dos coeficientes. Se chamarmos
esta correspondéncia de 7" temos:

P c R,[z] — T(P) = (a0,al,...,a,) =p c R"(56)

P,Q € Ry[z] — T(P) =p,T(Q) = q € R"™! (57)
(P+Q)eRy[z] = T(P)+T(Q)=p+qeR"! (58)
0 € R,[z] — (0,0,...,0) ¢ R"*! (59)

entdo dizemos que 7' & um morfismo de grupos.

Um outro exemplo & o logaritmo entre (R™",-) o grupo multiplicativo dos
nmeros reais estritamente positivos e (R, +) o grupo aditivo de todos os nimeros
reais. Aqui teremos que escrever

(PQ) % (log(P) + log(Q)) = p+q (60)

e temos um morfismo entre o grupo multiplicativo dos nimeros reais estrita-
mente positivos e 0 grupo aditivo de todos os nimeros reais.

A imagem inversa do elemento neutro do grupo imagem no grupo pré-
imagem & um subgrupo chamado de nicleo. Aqui T~ !(0), neste caso & o
subgrupo com um Gnico elemento 1, isto caracteriza que este morfismo & um
isomorfismo.

Uma matriz m X n, qualquer, define um morfismo entre os grupos aditivos
de vetores R",R"™. Se m # n este morfismo nao sera um isomorfismo. Se
n > m 0 ndcleo, um subgrupo de saida R"™, serd o conjunto n@o trivial de
solugBes do sistema de equagBes com vetor de dados nulo e podemos com este
sub-grupo construir a solugao geral de qualquer sistema de equagdes definido
com esta matriz com uma translacdo.

Se estivermos estudando um categoria cujos elementos sejam fungGes um
tipo especial de morfismo pode ser construido, 0 morfismo de evaluacdo que
em geral nao sera um isomorfismo. Em geral produz um exemplo de funtor
esquecido.

Este Gltimo exemplo mostra o poder de sintese que o uso de morfismos pode
dar para o estudo das diversas estruturas algébrico, topologicas ou geométricas.
Obviamente se acrescenta um nivel maior de abstracao com o que se consegue
expressar de forma muito mais simples os problemas.

morfismo de evaluagao

Considere a estrutura de grupo aditivo da algebra de Winner, das séries
trigonométricas absolutamente convergentes, (W (T, +) . A funcao

W(T) %3 C;6.(f) = f(a) (61)
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em que f & a fungao definida por uma série trigonométrica absolutamente con-
vergente, e ¢, € o funtor evaluagao no ponto a € T & um exemplo de morfismo
de grupo de W (T) no grupo dos nUmeros complexos:

(f +9)(a) = f(a) + g(a);0(a) = 0 (62)

Este morfismo & chamado de morfismo complexo da agebra W (T) e todos os
morfismos complexos desta algebra sao deste tipo.
nucleo de Dirichlet a sucessao de funcdes

sinnx

Dn(z) = (63)

x
convergem no sentido das distribuicOes para a distribuicdo de Dirac e desta
formam representa uma unidade aproximada relativamente & operacao de con-
volug@o,

D,xf~f (64)
em que a convoluga@o é definida como uma integral sobre R. Como a sucessao
& quase limitada uma condicao suficiente para que esta sucessao de integrais
convirja é que f seja integravel. A deducao vem da expressdo complexa da série
de Fourier

@)~ 3 =y (— J e—mtf(t)dt) cn=(69)
k=—n k=—n -

= [) ~ f+ Dp(@) D) = 32 (66)

Du(e) = 5 ©7)

sin(x)

D,, @ uma fungao 2w —periddica e a medida que n cresce as oscilactes no intervalo
[—7, w] aumentam por que a aceleragcao n aumenta o niUmero de raizes de sin(nzx).

Operador integral E 0 nome de uma transformagdo (usualmente entre
espacos de fun¢a@o) cuja equacgao se expressa com uma integral

T(Hw) = / b (@)K (2, y)dpu(r) = g(y) (68)
Q

em que Q & o espaco (medido) em que T' esta definido. A fung@o K se chama,
neste contexto, kernel do operador. Um exemplo importante e elementar & dado
pelo nacleo de Dirichlet que & uma forma simples de expressar a transformada
de Fourier.

Polinémio de Taylor Ver Taylor.

primitiva Se uma func¢@o f for integravel no sentido de Riemann & possivel
definir uma outra fung¢@o associada a f usando a integral como “equagdo”

t
t / F@)dz = F(t) (69)
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que & uma primitiva de f. Podemos provar que F(t) = f(t) e neste caso também
& verdade que, se G(t) = F(t) + C, em que C' & uma constante, entdo G{t) =
f(t) o que mostra que f tem uma infinidade de primitivas e portanto para
que esta operacao seja inversa da derivada & preciso selecionar uma constante,
por exemplo, C = 0. A constante a na expressao da integral, recebe o nome
“condicdo inicial” e esta relacionada com a constante C.

Este & um primeiro exemplo de equacao diferencial ordindria, uma primitiva,
F da fun¢do f & uma solucdo da equacao diferencial

F=f; (70)

Quando a fung¢ao f for multivariada ela pode (ou ndao ter uma primitiva) que
entao sera solugao de uma equacdao diferencial parcial. ~ Neste caso entra o
conceito de integral dependente, ou independente de um caminho e o Teorema
de Green tem uma versao trivial que separa estas aguas.

primo & um ndmero natural positivo, maior do que 2, que ndo pode ser
decomposto como um produto de outros nimeros naturais. 7 & um nimero
primo, assim como 5,3 e 2. Mas, como 8 = 23 entdo 8 ndo &€ um namero primo.
O crivo de FEratdstenes & a lista dos nimeros primos até um certo “dltimo
ndmero primo”, observando que o conjunto dos mimeros primos ¢ infinito, & 0
chamado teorema de Euclides, & um dos teoremas faceis da Algebra.

O teorema fundamental da Algebra afirma que todo nimero inteiro maior
do que 2 pode ser escrito de maneira nica como um produto de fatores primos,
a menos da ordem como estes fatores aparecam:

neZin>2;n=q"t ¢ (71)

quando dizemos que n tem r fatores primos distintos.
O teorema seguinte mostra que a “densidade” dos nmeros primos no con-
junto dos nimeros naturais & grande

> (12)
P T

diverge, em que P & o conjunto de todos os nmeros primos. Compare o conceito
de “densidade” com a série obtida quando P for o conjunto das poténcias de
qualquer inteiro, entdo uma série geométrica, logo, convergente.

E divertido observar que todos os conjuntos P mencionados tém a mesma
cardinalidade apenas o salto entre os seus elementos aumenta com grande “celeri-
dade” em todos casos, exceto quando P for o conjunto dos niUmeros primos. Isto
justifica a intensa pesquisa que continua a ser feita para entender a estrutura
do conjunto dos nimeros primos.

Observe que o produto

[1I a+)= (73)
p 23,5}
=1+ > p+ > pg+ > pgr (74)

p 23,5} p,q 23,5} p,q,r 23,5}
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=1+ > p+ > pg+ > pgr (75)
p 23,5} p,q I2,3,5} p,q,r (23,5}
=1+ 3 p+ > pg+pgr (76)

p 23,5} p,q 23,5}

pode ser escrito como somas de produtos com termos aumentando sucessiva-
mente o nimero de fatores o que nos permite de chamar um “produto infinito”
(que nao existe, como também nao existem “somas infinitas™) de série. O de-
senvolvimento nas equactes (73)- (77) mostra que a série

[Ta+ %) (77)

p[P]

em que P & o conjunto de todos os nimeros primos, contém todos os termos da
série na equagdo (72) e a conclusao é a de que se esta divergir, também a série
na equagao (77 diverge. Este &€ um resultado bem conhecido, ambas divergem!
Dois teoremas para fechar o verbete! O primeiro conhecido como teorema
dos numeros primos
lim @) 4 (78)
z o0 1 /In(x)
A notacdo, w(z), representa todos os ndmeros primos menores ou igual ao
numero primo .
O segundo, o teorema de Mertens

1 e
H(l --)= m (79)

p<x p

quando z cresce indefinidamente e v & a constante de Euler definida por

n
y=lim <Z
k=1

Os nameros primos sao muito importantes na teoria das congruéncias que
servem para clasificar objetos e criar estruturas aritméticas finitas.

primos entre si Dados dois nimeros naturais, p,q dizemos que ele sao
primos entre si Se ele n@ao tiverem fatores comuns. Por exemplo 12, 15 nd@o sao
primos entre si uma vez que 3 & um fator comum entre 12 e 15. Mas 21 e 25
sao primos entre si. Um teorema de Dirichlet descreve uma lista de nimeros
primos, dados p, ¢ primos entre si.

— ln(n)) (80)

>

f(m)=pn+gneN (81)

produz uma lista infinita de nimeros primos.

redundante** Que contem repeti¢Oes de informagdes. Uma base ortogonal
de vetores & um exemplo de sistema nao redundante. Uma base de um espago
vetorial, por definicdo, nao pode ser redundante porque o nimero dos seus
elementos & que define a dimensao do espaco.
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A redundancia & uma fraqueza na teoria mas pode ser um aspecto positivo.
Isto foi descoberto com a Teoria da Informagao, o acréscimo de uma quanti-
dade maior de elementos no sistema de geradores de uma estrutura acrescenta
mais informacdo a ser utilizada nos processos estastisticos de correcao dos da-
dos transmitidos (ou na recuperacao de dados compactados em processos de
encriptagao. Desta forma se criou um conceito alternativo ao de base que & di-
ciondrio. Um dicionario & um sistema de geradores que pode ser redundante...em
geral & redundante.

série

e série, a definicdo

e série de Fourier

e série trigonométrica € a série de Fourier.

e série trigonométrica absolutamente convergente, o conjunto de tais séries
forma um espaco de Banach.

Uma série e um tipo de sucessdo, .S,, cujo termo geral se expressa com uma
soma:

Sp =3 ap; (82)
k=0
S=1limS, =>"a (83)
k=0

A expressao de uma soma com um ndmero infinito de termos, na equagao (83),
& apenas um simbolo, o simbolo do limite desta sucessao, que & muito pratico
porque simula uma soma 0 que nos permite descrever propriedades, teoremas,
sobre uma determinada série de forma bem compacta. Por exemplo se

k=0 k=0
S=3 apT =3 by, (85)
k=0 k=0
S+T=73% ai+by; (86)
k=0

A express@o na (85) apenas se refere a propriedade, “a soma dos limites € o
limite da soma” se as duas séries envolvidas forem convergentes. E um exemplo
de como a notagao, apesar de envolver uma expressao artimética impossivel,
se salvou dentro do crivo de perfeicdo matematica do século 20, como muitas
outras notagOes igualmente criticas (porém magnificas) como esta.

Oindice inicial da soma, nem sempre pode ser 0 zero, ou algum dos primeiros
nimeros naturais, e isto cria uma problema para a descricao geral de uma série,
mas nas séries, assim como nas sucessoes, Nnos interessa &€ 0 comportamento
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assintdotico das mesmas e nao valores particulares de termos, entendendo assim,
salvamos a descricao geral acima.
oo

Algumas se usa dizer que Y ay € a série de termo geral ay.
k=0

oo
Uma série, como > aj, pode ser vista como uma integral e a teoria da

integracao se aplica ac]; egtudo das séries.

série de Fourier Ha duas formas das séries de Fourier, a complexa e a real.

Com a série de Fourier real podem ser aproximadas ondas de periodo ar-
bitrario, pelas ondas basicas sin, cos desde que devidamente transformadas por
alteragao dos seus parametros para corrigir o periodo.

Como esta correcao do periodo & uma operacao elementar, vou me fixar aqui
no caso genérico em que se usam as ondas bésicas convencionais sin, cos. Esta
forma de escrever simplifica a exposi¢cdo mas esconde algumas propriedades, en-
tretanto o interessado por recuperar a informagao dentro de um texto especifico
sobre o0 assunto. Neste caso

Sn(@) = ag + Y _ ax cos(kzx) + by sin(kz) (87)
k=1
& a a reduzida de ordem n da série de Fourier que produz uma fungao (difer-
enciavel) e periddico com periodo 27. O espago gerado por fungdes considerada
uma norma oriunda do produto escalar

<fg>= / F@)g(x)dz (89)

& um espaco de Hilbert que contém elementos que ndo sao fungbes diferenciaveis
(de forma muito semelhante com o que acontece com 0s nUmeros irracionais
relativamente ao conjunto Q com que se obtém a completitude que & R. Este
espago completo & denominado £2([—, 7).

Os coeficientes do polindmio trigonométrico, equagao (87), sdo as projegoes
de uma onda f na direcao das ondas basicas como a Algebra Linear explica.
O coeficiente ay tem a aparéncia de um caso particular, mas uma analise mais
cuidadosa do mesmo mostra que ele resolve o caso das “ondas nao continuas,
onde surjam alguma perturbac@o, ele memoriza o valor médio nas perturbacges,
e como equacd@o (87) define uma func@o de classe C* se produz assim uma
regularizacdo da perturbacao com este coeficiente. Algus autores evitam esta
discussao definindo a equagao (87), usando .

Esta descrigao ultrapassa muito a visao que Fourier tinha em 1822 quando
apresentou a sua monografia Théorie analytique de la chaleur a Academia Francesa
de Ciéncias que foi recebida com reservas... as consequéncias deste trabalho de
Fourier foram muito profundas em Matematica criando ou alterando significati-
vamente diversos setores ndo menos com o debate que se seguiu a publicagao do
seu trabalho. Fourier entendeu e incorporou em um trabalho, tudo que ja vinha
sendo escrito e usado por matematicos como Euler e alguns dos Bernouilli que
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usaram somas de senos e cosenos para encontrar solucdes de equacOes diferen-
ciais.

Seria injusto nao computar como consequéncia das séries de Fourier a in-
vencao da década de 80 das wavelets que, de uma certa forma, generalizaram a
conceituagao das séries de Fourier liberalizando-a de uma onda particular alem
de considerar duas operacOes chamadas translagdes e dilagoes para descobrir a
presenca de modificacbes de uma certa onda madae dentro de um sinal que € o
que fazem as séries de Fourier relativamente a onda mdae seno, porque coseno &
apenas uma translacao do seno.

somavel

e absolutamente somavel

e convergéncia e comutatividade

tangente Duas fungBes f, g se dizem tangentes no ponto (a,b) sse

1. f(a) = g(a), ou seja (a,b) € graf(f) Ngraf(g);

2. Existe uma fung@o linear K do espaco vetorial onde f, g estiverem definidas,
tal que f(z) — g(x) = o(K(x — a) em que o & o pequeno de Landau, a or-
dem de grandeza de f(z) — g(x) & menor do que a ordem de grandeza de
K(z — a) numa vizinhanca de x = a (o limite do quociente pelo mddulo
de x — a existe.

Por exemplo, se f for derivavel, entao em cada ponto do seu dominio existe
uma func¢ao linear tangente ao grafico de f. A relagao de tangéncia num ponto
& uma relagao de equivaléncia e a classe de f, se existir, & chamada de germe
de f.

Taylor, polinémio O polindmio de Taylor de uma fung¢ao univariada e
tenha derivadas até a ordem n, conhecidas, num ponto x = a & a expressao
polindmial

P(z) = ap +a1(x —a) + ax(z —a)® + ... an(z — a)” (89)
com ai = % Os coeficientes sao determinados pelo conjunto de equactes
P(@) = f(a) = ao = f(a);
Pa)= fYa) = a1 = fYa); (90)

PE@) = fB(a) = ap= %

Como 0! = 1! e 2! = 2 entdo esta formula pode ser escrita de forma concisa
como

ek
P@)=Y" ! kf“) (91)
k=0 ’

Dois exemplos importantes da formula de Taylor, chamadas de McLaurin &
quando aplicamos a Formula de Taylor ao seno ou ao coseno. NOs conhecemos



as derivadas de qualquer ordem destas fun¢Bes em alguns pontos, na origem por
exemplo.
As derivadas do seno na origem sao

0,1,0,-1,...,0,1,0,-1,..., (92)
dsen(n)(n%4 == 0)?0 : (n%4 == 1)?1 : (n%4 == 2)?0 : —1, (93)
em que usei if-else-compacto com a sintaxe da linguagem C na equacao (93),
uma fungao inteira de periodo 4, entdo o polinémio de Taylor (ou de McLaurin)
do seno &

- F®(a)
P(x) = dsen(k) o (94)
k=0
Usando a linguagem calc, usualmente distribuida com os sistemas De-
bian/Gnu/Linux, vocé pode implementar este algoritmo para obter o seno com

alta precisao, porque calc & de precisao infinita (inteira) como também o sao
Python e em geral os dialetos da linguagem LISP, embora nao seja necessario
usar polindmios de grau muito alto definindo médulo 7, por exemplo, com um
polindmio de grau 17.

Na figura (10) pagina 43, voc€ pode ver o grafico da fungao seno, definida

T T
Seno(x,17,0,0) ——
sin:
£\

x)
S
/ i A \
\ / \
\ / \
05t \ / \

Figura 10: Polinémio de Taylor de grau 17 do seno na origem

algoritmicamente dentro do gnuplot e de um polindmio de Taylor de grau 17,
do seno, no intervalo [—6,6]. e na figura (11) pagina 44, também usando a

17, coseno, no intervalo [—6, 6].

expressao algoritmica do coseno de gnuplot e do polindmio de Taylor de grau
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15 T T T
Cosenolx,17,0,0) ——

coslx)
U S—

& -/'-'\\ 75, /\r

05 \ / i
\ ‘I \ /

05 F \\. [ ‘.1 { S

Figura 11: Polinémio de Taylor de grau 17 do coseno na origem

Teorema espectral Ea generalizacao, na teoria dos operadores, do sistema
de valores proprios e vetores proprios da Algebra Linear no sentido de que um
operador, T definido num espaco medido de fungGes, tem uma representacao
sob forma de integral num certo dominio Q pode ser reparametrizado (mudanga
de variavel) para ser representado como uma integral sob um dominio spec(T")

de tal modo que

T(f) = / rdp(z) (95)

spec(T)

a integral da funcao identidade deste espaco de funcBes. Isto & a forma como
se consegue colocar uma matriz diagonolizada usando 0s seus vetores proprios
como base para o espaco vetorial. No caso das matrizes aparecem os valores
proprios como multiplicadores do vetores proprios que representam a escala do
operador na direcao de cada um dos vetores proprios, aqui, € a medida do
espaco que faz este papel “distribuindo” a massa no espaco. Desta forma a
medida & definida no espaco por 7. A transformada de Fourier & um exemplo
de aplicag@o do teorema espectral e portanto uma versao da transformada de
Gelfand. O operador linear definido na equagao (95) se chama operador integral

TEX & um programa feito por Donald Knuth, incialmente para que ele
pudesse produzir o seu livro (inacabado) The art of computer programming
mas que terminou se tornando um objetivo em si proprio as custas do livro...O
programa na verdade & uma linguagem rudimentar de programagao que obje-
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tiva colocar texto em forma artistica (no sentido que as Editoras entendem) em
papel. Como Knuth, que assim & um dos pioneiros do cddigo aberto deixou o
seu programa em dominio pdblico, uma grande colecao de outros programas
e linguagens de programacgao de nivel mais alto foram produzidas em cima do
TEX, como, por exemplo IATEX que & possivelmente a forma mais comum de
usar TEX. Este dicionario esta sendo redigido com IATEX .

Topologia & uma das grandes divisdes da Matemdtica.

A Topologia consiste na busca das estruturas que permitam a definicao de
fungBes continuas, neste caminho se procurou “limpar” o caminho na busca
de uma melhor compreensao do que seria uma fun¢do continua Se chegando a
relac@o entre “abertos” e a imagem inversa de funcBes destes “abertos” como
forma de estabelecer o que & uma fungdo continua. A continuidade & entao um
conceito relativo a estrutura topoldgica que estiver definida entre dois espacos,
se 0 espaco de saida for suficientemente rico de abertos entdo as fungtes nele
definida tem mais “chance” de serem continuas, e reciprocamente, quanto mais
“pobre” em abertos for o espaco de chegada, maior “chance” tém as funcoes,
que nele tomem valor, de serem continuas.

Entretanto existem topologias “usuais” que de uma certa forma ja foram
aprovadas por uma certa pratica, ao reduzir a quantidade de abertos se “en-
fraquece” a topologia (porque se diminue as chances de que uma funcao, definida
nesta topologia, seja continua). Este processo de analise do enfraquecimento de
topologias conduz a descoberta de propriedades interessantes de algumas fungdes
ou classes de fung@es, € esta a pesquisa central na Topologia. Desta forma a
Topologia € vista como uma pesquisa de estruturas, as estruturas topoldgicas
dos espacos.

Ha um outra forma de ver a Topologia como o estudo das propriedades locais
de um espaco, independente (de certa forma) de funcBes definidas nele, mas na
verdade analisando as fun¢Ges definidas dele, nele mesmo, Em particular a iden-
tidade ou a inclus@ao em espacos de dimensao maior. Isto conduz a descoberta
de objetos com formatos muito interessante e a chamada conjectura de Poincaré
cai neste caso. Um exemplo entre os mais simples € a fita de Moebius que & o
simbolo do IMPA.

Transformada de Fourier Traz o nome de Joseph Fourier que entre 1807
e 1822 escreveu alguns trabalhos publicados nos anais da Academia Francesa
de Ciéncias sobre a propagacao do calor usando somas de senos e cosenos acel-
erados € amplificados para aproximar as ondas térmicas conseguindo assim de-
screver com grande precisdo a propagacao do calor. Estas somas de senos e
cosenos acelerados e amplificados, hoje chamadas de séries de Fourier [9], ja
vinham sendo utilizadas por Euler e alguns dos irm@os Bernouilli na solugao
de equacg0es diferenciais. As transformadas de Fourier (as séries ou a integral)
redescrevem uma onda em termos das ondas mais simples, sin, cos que sao assim
os vetores proprios de um sub-espaco (medido) de fun¢Bes sendo os coeficientes
desta transformagao os valores proprios que caracteriazam uma determinada
equacao diferencial que esteja sendo estudada.

trigonometria € a parte elementar da Matematica em que se relacionam os
angulos num triangulo ret@ngulo com seus catetos e a hipotenusa, a figura (12)
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pagina 46, mostra o circulo trigonométrico, o angulo « e as duas fungdes funda-

i

Figura 12:

mentais, sin(«), cos(«) que podem ser calculadas geometricamente se o circulo
for desenhado em papel milimetrado, por contagem das subunidades. Como
sin(«), cos(«) sao as coordenadas de um ponto no circulo unitario determinado
pela origem (1,0) do circulo trigonométrico, e a hipotenusa tracada da origem
dos eixos (0,0), o teorema de Pitagoras nos fornece a relagdo fundamental da
trigonometria

sin?(a) + cos?(a) = 1 (96)
a formula de De Moivre-Euler-Abel,
e’ = cos(a) + isin(a) 97)

permite-nos descobrir rapidamente varias outras formulas fundamentais da trigonome-
tria

e'e’ = (cos(a) + isin(a))(cos(B) + isin(B)) (98)

el = cilat+h) = (99)

cos(a + 3) +isin(a+ 3) = (100)

cos(«) cos(3) — sin(«) sin(B) + i (cos() sin(B) + sin(«) cos(5))  (101)
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B) (102)

sin(a + 3) = cos(«) sin(3) + sin(a) cos(B) (103)
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A passagem da equacao (101) para as equacbes (102) e (103), as chamadas
equagdes do coseno do angulo soma € seno do dngulo soma , € feita observando
as partes real e imaginaria na equagao (101) comparada com a equagao (100).

O nome de De Moivre esta associado as poténcias de e’ que nos per-
mitem descobrir diversas variantes de expressdes trigonométricas associando as
poténcias de cos(a) + isin(a) com sua expressao expandida usando o bindmio
de Newton.

trigonométrica, série

Procure séries. Uma série trigonométrica € um dos formatos em que as
transformadas de Fourier podem se apresentar & a chamada transformacao disc-
reta de Fourier.

trigonométricas, séries absolutamente convergentes

Se uma série trigonomética for absolutamente convergente, ela define uma
funcao (se nao for absolutamente convergente também define, mas pode nao
ser continua e se enrique a teoria com novos aspectos). Vamos usar a notagao
complexa porque ela nos permite um texto mais resumido.

fl@)=co+ Y cpe™ (104)
k[Z1

podemos mostrar que a equagao
= leol + > lex] (105)
k[Z1

& uma norma e portanto o conjunto das séries trigonométricas absolutamente
convergentes & um espaco vetorial normado..

Se “esquecermos” as fungBes e?** na expressdao podemos identificar, na ex-
pressao de uma série trigopnométrica absolutamente convergente, a série de termo
geral ay, a série dos termos em mddulo sendo convergente o que nos permite
associacao com um outro tipo de espaco vetorial, o das sucessdes associadas a
séries absolutamente convergentes que & o espago vetorial normado |! e os dois
espaco vetoriais normados em questao serao isomorfos, este & o conteldo do
Lema de Winner. Um século se passou antes que este detalhe fosse descoberto.
A importancia deste detalhe aparece num fato simples: & “facil” provarmos
que no espago ]! das sucessBes, existe mais uma operagao: 0 produto de con-
volugdo das sucessoOes que neste caso & uma operagao interna, o produto de duas
sucessOes cujas séries sejam absolutamente convergentes, & outra sucessao com
uma série absolutamente convergente. Com o isomorfismo mencionado acima
podemos retornar ao espaco das séries trigonométricas absolutamente conver-
gentes e obter de forma relativamente simples que elas formam uma dlgebra de
Banach. O isomorfismo mencionado associa o produto de convolugao do espaco
1! com o produto ponto a ponto das fungBes que as séries trigonométricas de-
finem. Porém com um problema extra a unidade no algebra de Banach das
séries trigonométrica & a func@o constante que nao tem série de Fourier. Em ]!
€ a sucessao dp. Os morfismos sao uma forma de descobrir problemas! Quer
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dizer os espagos de Banach sao isomorfos mas ndo o sao as algebras de Banach,
e ndo o deveriam?

E interessante como este problema, da falta de unidade na algebra de Banach
da séries trigonométricas absolutamente convergentes, a algebra de Winner,
esta associada com outras questdes. Em teoria da informagao e comunicacdes
este problema & conhecido como a dualidade entre a limitagdo no espago da
frequéncia vis a vis espaco do tempo, ou, se uma das transformadas tiver
suporte limitado a outra o terd nao limitado. A resposta para existéncia da
unidade seria uma imagem com suporte reduzido a um ponto, a distribuicao de
Dirac. Este & apenas um resumo, entretanto.

UML** Do inglés, Universal Modeling Language, uma das tentativas de se
criar uma linguagem universal de processamento - independente de linguagens
particulares. Uma outra tentativa se chama Interlanguage Unification.

variedade A palavra variedade foi inventada para nos liberar da prisao
tridimensional em que nos encontramos tanto por razoes fisico-energéticas, como
culturais uma vez que a nossa cultura geométrica, de origem diga grega, nos fixou
0 vocabulario dentro da dimensao trés. Os objetos da geometria se chamam
variedades.

e Diremos uma variedade de dimensao 1, para fazermos referéncia aso seg-
mentos de reta, as retas, as curvas. Todos estes objetos sao variedades de
dimensao 1.

e Quando nos referirmos aos objetos de dimensao 2, diremos variedades de
dimensao dois

e Ha uma grande subclassificagao das variedades - duas grandes classes:

— As variedades lineares, segmentos de reta, retas, planos , as var-
iedade lineares de dimensao 3, 4 para as quais nao temos mais nomes
geomeétricos.

— As variedades nao lineares, um circulo, uma parabola, sao dois ex-
emplos de variedades nao lineares de dimensao 1. Uma superficie de
tipo paraboldide, as parabolicas podem ser pensadas como sendo tal,
sao variedades nao lineares de dimensao 2.

— Um ponto voce pode classificar como quiser, uma variedade linear de
dimensao 0, ou uma variedade nao linear de dimensao 0.

e Herdamos nomes particulares para alguns tipos de variedades de dimensao
1, circulos, retas, parabolas, ou simplesmente a palavra curva, variedades
de dimensao 1.

e Também temos nomes para algumas variedades de dimensao dois, plano,
superficie esférica. A palavra superficie quer dizer uma variedade de di-
mensao 2.

e O espaco todo em que estamos imersos & uma variedade linear de dimensao
3.
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e O espago-tempo da Fisica & uma variedade de dimensao 4. Linear? de-
pende, se o tempo tiver uma condi¢do inicial, n@o! porque neste caso seria
um poliedro... poliedros, embora tenham fronteiras feitas de subconjuntos
de variedades lineares, nao sao mais variedades lineares.

e Observe que uma reta qualquer & uma variedade linear afim, isto quer
dizer, por exemplo, que a origem pode nao pertencer a reta. Se a origem
pertencer a reta, ela &€ uma variedade linear. Se a origem nao pertencer a
reta ela & uma variedade linear afim de dimensao 1.

e As variedades lineares afins de dimensao 2 sao os planos que nao passarem
pela origem.

vizinhanga & um aberto de um espaco topoldgico contendo um ponto z, se
diz entdo uma vizinhanga de x, v,. Ha autores que admitem vizinhancas que
nao sejam abertas, aqui vou considerar apenas abertos como vizinhangas. Uma
bola aberta, centrada num ponto x em um espago métrico & uma vizinhanga
de = neste espago métrico. Se usa a notacao B(z,¢), bola de centro z e raio e.
Um tipo particular de espago métrico & o espagos das fungdes continuas com a
métrica do supremo (convergéncia uniforme) e na figura (13) pagina 50, vocé
pode ver um exemplo de vizinhanga tubular, uma bola da métrica do supremo
no espaco C([a, b]) centrada em uma func¢@o continua, o gréafico de f & o centro da
faixa (vizinhanca tubular). A distancia entre duas func¢Oes, no espacgo C([a, b])
pode ser definida como a distancia entre os valores das fun¢des em cada ponto
do espaco, neste caso uma vizinhanga de f, pode ser vista na figura (14) pagina
51, & o conjunto de todas as fungBes que passam, no ponto ¢ a uma distancia ¢
de f(c). O sistema destas vizinhancas define a convergéncia ponto a ponto em
C([a, b]).

Winner, algebra de

O espaco das fungdes definidas por uma série trigonométrica absolutamente
convergente & fechado para somas e produtos ponto a ponto e para o produto
por um escalar (complexo ou real, sao dois casos). Pensando no caso complexo,
a notacdo & W(T) em que T & o grupo dos numeros complexos de moddulo
1, porque as fungdes assim definidas podem ser restringidas ao circulo unitario.
W (T) & um espago de Banach isomorfoa ]! . O produto ponto a ponto de W (T)
corresponde ao produto de convolug@o em [* o que mostra um defeito na algebra
de Banach de Winner que nao tem uma unidade, a func¢ao identidade, que seria
esta unidade, pode ser aproximada arbitrariamente por séries trigonométricas
absolutamente convergentes, sendo portanto um ponto de acumulagdo com uma
topologia convenientemente definida.

Os dois espagos de Banach, W(T), |* sdo isomorfos e podemos trazer para
W (T) um resultado que & facil de ser demonstrado em [! e agora expresso com
a notacd@o da algebra de Winner: ||| fgllll < ||| f]I/llg]||| este produto ponto se
transforma em [! num produto por convoluggo de sucessBes valendo a mesma
desigualdade com a correspondente expressao. Esta desigualdade &€ chama de
desigualdade de Winner.
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Figura 13: Vizinhanga tubular em C([a, b])
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Figura 14: Distancia ponto, da convergéncia pontual
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reflexividade, 24 de Rolle, 24
regra dos nimeros primos, 39
da cadgéia, 14 fundamental da Algebra, 38
regras de derivacdo, 13 Schwartz-Clairaut, 26
regularizacao valor médio da derivada, 24
por convolugao, 10 teorema espectral, 44
residuos, 8 teorema Fundamental
reta tangente, 15, 16 do Calculo, 22

Riemann teoria
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das distribuicoes, 10, 34

das medidas, 33

dos conjuntos, 7
Teoria das DistribuicOes, 23
TeX, TEX, 44
topologia, 8, 45

diferencial, 15
transformada de Fourier, 45
transitividade, 24
translactes, 42
triangulo de Pascal, 6
trigonométrica

série, 47
trigonomeétricas

séries

absolutamente convergentes, 4,

47

trigonometria, 45

angulo soma, 47

circulo unitario, 46

formulas, 46
Turing

Alan Mathison, 34

maquina de, 34

uml, 48
unidade

aproximada, 37
unidades aproximadas, 10

variaveis aleatorias, 35
variedade, 29, 48
tangente, 29
variedades
dimensao 1, 48
dimensao 2, 48
lineares, 48
nao lineares, 48
vetor proprio, 45
vida
comprimento médio, 6
vizinhanca, 12, 49
tubular, 49

wavelet, 42
Winner
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