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Figura 3.12: Um (n+1)-spline k ernel construido indutiv amen te de um n-spline k ernel..
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Figura 3.11: Sucess~ ao de regulariza� c~ oes de uma fun� c~ ao linear p or p eda� c~ oes. Uso de

uma sucess~ ao de n � ucleos com sup ortes dimin uindo de medida.
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Figura 3.10: Uma fun� c~ ao linear p or p eda� c~ oes e sua regulariza� c~ ao p or con v olu� c~ ao.
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Figura 3.9: A soma alterada com os v alores de f em alguns n� os, pro duz uma apro x-

ima� c~ ao P ( f ) de f .
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Figura 3.8: Alterando a soma de fun� c~ oes usando como co e�cien tes alguns v alores de

uma fun� c~ ao dada.
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Figura 3.7: Uma com bina� c~ ao linear de uma fam � �lia de fun� c~ oes que comp~ oe uma

p arti� c~ ao da unidade .
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Figura 3.6: Uma fam � �lia de fun� c~ oes que comp~ oe uma p arti� c~ ao da unidade .
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Figura 3.5: sinais parab� olicos, b olhas formadas de par� ab olas p or p eda� cos.
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Figura 3.4: fun� c~ ao com duas b olhas triangulares.
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Figura 3.3: Um sinal formado de retas p or p eda� cos com sup orte no in terv alo [ � 7 : 5 ; 7 : 5] :
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Figura 3.2: um exemplo de sinal .
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Figura 3.1: Solu� c~ ao apro ximada, p elo m � eto do de Euler. uma p oligonal que apr oxima

uma solu� c~ ao p articular
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2. R esolva o pr oblema y

00

= 0; y

0

(0) = y (0) = 0

3. R esolva o pr oblema:

y

0 0

+ 3 y

0

+ y = 0 ; y (0) = y

0

(0) = 1

no intervalo [ � 5 ; 5] .
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Dem : Como P ( D ) � e uma com bina� c~ ao linear de de deriv a� c~ oes de ordens sucessiv as,

estamos considerando p ortan to uma soma de deriv adas

d

k

� � g

dx

k

e nos basta demonstrar en t~ ao que

d

k

� � g

dx

k

=

d

k

eta

dx

k

� g (3.79)

p orque dep ois somaremos as parcelas para obter o resultado �nal se este for v� alido.

Mais uma redu� c~ ao na demonstra� c~ ao, se v aler a equa� c~ ao (eq. 20, v aler� a qualquer iterada

da mesma. Basta-nos, p ortan to, demon trar a primeira deriv ada, que � e (teorema 20) j� a

demonstrado. q.e.d.

V amos discutir a precis~ ao da con v olu� c~ ao:

T eorema: 25 Apr oxima� c~ ao uniforme p or c onvolu� c~ ao .

j ( P ( D ) � � g )( x ) � P ( D ) g ( x ) j � e uniformente p e-

queno num intervalo fe chado [ a; b ] sendo � um n � ucle o c om su-

p orte [ � �; � ] : Dem : :

Como g p or hip� otese � e uma fun� c~ ao que tem to das as deriv adas indi-

cadas no op erador diferencial L = P ( D ) en t~ ao p o demos simpli�car a nota� c~ ao discutindo:

j � � g � g j

� e uniformemen te p equeno em que g � e uma fun� c~ ao con t � �n ua. P or de�ni� c~ ao temos:

j � � g ( x ) � g ( x ) j =

= j

1

R

�1

� ( t ) g ( x � t ) dt �

1

R

�1

g ( x ) � ( t ) dt j =

= j

�

R

� �

� ( t )( g ( x � t ) � g ( x )) dt j �

=

�

R

� �

� ( t ) j g ( x � t ) � g ( x ) j dt �

� �

(3.80)

em que para qualquer erro � p o demos escolher � tal que a desigualdade acima v alha p ela

con tin uidade uniforme de g no in terv alo [ a; b ]. q.e.d.

O signi�cado geom � etrico do teorema an terior se

p o de expressar dizendo que � � g se encon tra n uma vizinhan� ca

tubular de g sobre o in terv alo [ a; b ].

Exerc � �cio: 32 Equa� c~ oes line ar es.

1. Par a a e qua� c~ ao y

0

= x enc ontr e uma matriz 50 x 50 que

discr etize P ( D ) � � y = x e enc ontr e uma apr oxima� c~ ao da

p ar� ab ola que r esolve esta e qua� c~ ao no intervalo [ � 2 ; 2]



3.7. SOLUC �

~

AO DE EQUAC �

~

OES LINEARES. 177

da parti� c~ ao considerada do in terv alo [ a; b ] :

n � 1

P

k =0

� ( x

i

� x

k

)� xX

k

� h ( x

i

)

n � 1

P

k =0

a

ik

X

k

� h ( x

i

)

i = 0 ; :::; ( n � 1)

(3.78)

cuja solu� c~ ao f X

0

; :::; X

n � 1

g � e um conjun to de n � 1 p on tos que

apro ximam f em cima dos n� os f a = x

0

; :::; x

n � 1

= b g do in ter-

v alo [ a; b ]. A matriz ( a

ik

)

i;k

que obtiv emos dep ende da escolha

do n � ucle e da parti� c~ ao f a = x

0

; � � � ; x

i

; � � � ; x

n � 1

= b g uniforme

de [ a; b ] : Esta dep end ^ encia � e fr ac a no sen tido de que se consid-

erarmos duas sucess~ oes de n � ucleos con v ergindo para Delta de

Dir ac os erros en tre as resp ectiv as solu� c~ oes dimin ue a medida

que o � �ndice da sucess~ ao cresce. Isto ainda signi�ca que a real

dep end ^ encia � e do sup orte do n � ucleo, p orque se a medida do su-

p orte tender a zero, a solu� c~ ao apro ximada tende �a solu� c~ ao

exata.

Exerc � �cio: 31

Use um pr o gr ama de c omputa� c~ ao alg � ebric a p ar a

fazer estas exp eri ^ encias.

1. Consider e alguns sinais � sim � etric os em r ela� c~ ao �a origem.

R epr esente gr a�c amente � e P ( D ) � p ar a alguns op er ador es

difer enciais line ar es.

2. Consider e P ( x ) = x

2

+ 3 x + 1 determine a matriz ( a

ik

)

ik

c orr esp ondente a discr etiza� c~ ao de P ( D ) y = sen em [ � 5 ; 5]

c om uma p artic ao uniforme de p asso = 0.1.

3.7.2 As demonstra� c~ oes .

Come� caremos p or demon trar a itera� c~ ao do (teo-

rema 22), p� agina 171.

T eorema: 24 Memoriza� c~ ao de P ( D ) via c onvolu� c~ ao.

P ( D )( � � g ) = P ( D )( � ) � g :
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1
R

�1

� ( x � t ) f ( t ) dt � h ( x )

b

R
a

� ( x � t ) f ( t ) dt � h ( x )

n � 1

P

k =0

� ( x � a � k � x ) f ( a + k � x )� x � h ( x )

n � 1

P

k =0

� ( x � x

k

) f ( x

k

)� x � h ( x )

n � 1

P

k =0

� ( x � x

k

) X

k

� h ( x )

(3.77)

com as seguin tes justi�cativ as:

1. como � � e um n � ucleo en t~ ao

� � f = P ( D ) � � f � h

memoriza apro ximadamen te o op erador diferencial;

2. a sup osi� c~ ao de que a f tenha sup orte [ a; b ] justi�ca a se-

gunda in tegral;

3. escrev emos com uma soma de Riemann, asso ciada a uma

parti� c~ ao uniforme do in terv alo [ a; b ], uma apro xima� c~ ao da

in tegral an terior;

4. c hamamos x

k

= a + k � x a co ordenada de ordem k de

um v etor que tem n co ordenadas. S~ ao os n� os da parti� c~ ao

uniforme do in terv alo [ a; b ];

5. c hamamos de ( X

k

)

k

= ( f ( x

k

))

k

a imagem p or f do v etor

( x

0

; � � � ; x

k

; � � � ; x

n � 1

). Este v etor represen ta uma apro x-

ima� c~ ao da ig� onita do problema que estamos resolv endo.

O resultado destas transforma� c~ oes � e uma equa� c~ ao

linear se discretizarmos a fun� c~ ao h que � e um dado do problema,

considerando seus v alores em cada um dos n� os

f x

0

; � � � ; x

i

; � � � ; x

n � 1

g
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que desejamos resolv er:

P ( D ) � � f � h (3.75)

Observ a� c ~ ao: 40 Tip os de apro xima� c~ ao. A escolha de sinais p ositiv os elimina

um problema s � erio de apro xima� c~ ao : as oscila� c~ oes das fun� c~ oes apro ximan tes e de suas

deriv adas. V eja o gr� a�co (�g. 3.10) que se encon tra na p� agina 189. Observ e que o gr� a�co

da fun� c~ ao con t � �n ua tangencia o primeiro segmen to de reta p or cima e a seguir tangencia

o segmen to de reta seguin te, p or b aixo de mo do a represen tar uma m � edia en tre os dois

segmen tos de reta. Isto se dev e �as duas propriedades do n � ucleo usado na con v olu� c~ ao:

1. p ositiv o;

2. in tegral v alendo 1.

Se v o c ^ e ainda comparar com a apro xima� c~ ao obtido com os p olin^ omios trigonom � etricos,

v eja (�g. 1.8), na p� agina 55, os p olin^ omios trigonom � etricos oscilam em torno da fun� c~ ao

que eles apro ximam. P o demos mostrar mostrar que os p olin^ omios trigonom � etricos s~ ao

con v olu� c~ ao com o n � ucleo de Diric hlet que tem ap enas a propriedade (2) das en umeradas

acima. Observ e que oscilar n~ ao c hega a ser um defeito, � e devido a esta oscila� c~ ao que a

apro xima� c~ ao, do p on to de vista da in tegral, dos p olin^ omios trigonom � etricos � e m uito b oa.

O pr� oximo exerc � �cio represen ta um lab orat� orio para

que v o c ^ e compreenda de que oscila� c~ ao falamos na observ a� c~ ao an-

terior:

Exerc � �cio: 30 Oscila� c~ ao da derivada.

1. Calcule \ge ometric amente" a derivada de um n � ucle o, use

alguma de�nida no exer c � �cio 29. F a� ca o gr� a�co do n � ucleo

e desenhe sua deriv ada n um sistemas de eixos sincronizado

com o primeiro.

2. Calcule as derivadas dos n � ucle os ( �

a

) de�nidos no exer c � �cio

29 p ar a a 2 f 1 ; 2 ; 4 ; 8 ; 16 g .

P ara resolv er o problema (eq. 3.75) v amos fazer

uma discretiza� c~ ao de

P ( D ) � � f :

P ara simpli�car a nota� c~ ao v amos designar: � = P ( D ) � e p or-

tan to

� � f = P ( D ) � � f (3.76)
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Se � for um n � spline, a primitiv a considerada acima ser� a um p olin^ omio

p or p eda� cos de grau n + 1 com classe diferenciabilida de sup erior a de � de uma unidade,

logo um ( n + 1) � spline

Finalmen te temos que a justar o sup orte com a mudan� ca de vari� avel :

� := x 7! 2 � (2 x )

� e uma transforma� c~ ao que preserv a a in tegral e dimin ue a medida do sup orte p orp or-

cionalmen te ao co e�cien te 2 p ortan to supp ( � ) = [ � �; � ] : q.e.d.

O exemplo 3.36, 144 � e uma constru� c~ ao deste tip o

em que �

0

� e 1-Spline, um n � ucleo triangular e p ortan to � = �

1

� e um 2-Spline. No gr� a�co (�g. 3.12) o pro cesso do (exemplo

3.36) se rep ete agora com um n � ucleo-n-spline em lugar de um

n � ucleo-1-spline, ilustrando o con te � udo teorema.

Observ a� c ~ ao: 39 Splines n~ ao p olinomiais.

Alguns autores fazem refer ^ encias a um tip o de splines n~ ao p olino-

miais . A constru� c~ ao do teorema 23 se serv e naturalmen te para a constru� c~ ao de tais

splines, basta que � seja um n � ucleo obtido p or um pro cesso n~ ao p olinomial e de classe

C

n

para que o n � ucleo resultan te do teorema seja de classe C

n +1

. T ais ob jetos seriam

splines n~ ao p olinomiais que p o dem ser usados na constru� c~ ao dos pro jetores que de�nimos

an teriormen te.

O algoritmo do teorema 23 � e indutiv o e p o de-

mos assim construir sinais de diferenciabilidade arbitraria, �nita.

P o demos, com uma outra constru� c~ ao alternativ a pro duzir sinais

de classe C

1

usando regulariza� c~ ao p or con v olu� c~ ao , uma v ez que

a regularidade de um n � ucleo se transfere para a fun� c~ ao com ela

con v oluida.

No exerc � �cio 29 v o c ^ e encon tra ainda outro m � eto do

alternativ o para construir sinais ou n � ucle os .

Con tin uaremos do fato de que p o demos construir

sinais com grau arbitr� ario de diferenciabilidade com sup orte

[ �

�

2

;

�

2

] , e � arbitrariamen te p equeno. A constru� c~ ao acima

al � em do mais mostra que eles p o dem ser at � e mesmo (n+1)-Spline

a sup orte compacto [ �

�

2

;

�

2

] sim � etricos relativ amen te a origem,

p ortan to sinais de classe C

n +1

.

P assaremos agora a uma apro xima� c~ ao da equa� c~ ao

diferencial linear

P ( D ) f = h (3.74)
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em que � � e uma n � ucle o . Como a apro xima� c~ ao indep ende, em

certa forma, da escolha da n � ucleo

9

, desde que o sup orte tenha

medida p equena, v amos sup or, para tornar as coisas mais sim-

ples, que supp ( � ) seja o in terv alo [ � �; � ], com � p equeno e p os-

itiv o e � um (n+1)-spline sim � etrico relativ amen te �a origem.

Um tal n � ucleo p o de ser indutiv amen te construido da seguin te

maneira:

1)Sup onha que �

0

seja um n � ucleo n-Spline

com sup orte [ � �; � ]

3)De�na:

1) �

0

( x ) = �

0

( x + � ) � �

0

( x � � )

2) A =

1
R

�1

�

0

( t ) dt

3) �

1

( x ) =

1

A

x

R

�1

�

0

( t ) dt

4) �

1

( x ) = 2 �

1

(2 x ) � e um n � ucleo(n+1)-Spline.

cujo sup orte � e o in terv alo [ � �; � ]

(3.73)

T eorema: 23 Exist ^ encia de ( n + 1) � Spline.

O algoritmo 3.73 c onstr oi indutivamente n � ucle os-

splines de or dem arbitr� aria �nita.

Dem :

Se � for um n � ucleo cen trado em 0 e com sup orte igual a [ � �; � ] en t~ ao

�

1

= � ( x + � ) � � ( x � � ) � e uma fun� c~ ao com a mesma classe de diferenciabilid ade de � ,

diferen� ca de duas fun� c~ oes com sup ortes disjun tos e p ositiv as, ou uma soma de fun� c~ oes

de sup ortes disjun tos e an ti-sim � etricas em torno da origem, assim supp ( �

1

) = [ � 2 �; 2 � ] :

Chamemos de � uma primitiv a de �

1

= � ( x + � ) � � ( x � � ) com

condi� c~ ao inicial menor ou igual a 2 �: � ter� a deriv ada n ula para j x j > 2 � e como para estes

mesmos v alores de x ela ser� a a soma das duas in tegrais com sinais con tr� arios, en t~ ao v ai

se an ular para to do x ; j x j > 2 �:

Assim � � e a sup orte compacto.

Se a dividirmos p elo v alor da in tegral teremos um n � ucleo:

� :=

�

1

R

�1

� ( t ) dt

:

9

a apro xima� c~ ao indep ende at � e mesmo de uma unidade apro ximada, que � e uma

sucess~ ao de n � ucleos que \con v erge" para Delta de Dirac, mas isto precisa ser demon-

strado... tam b � em � e preciso explicar o que signi�ca \con v erge".
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Observ a� c ~ ao: 38 Co e�cientes vari� aveis de um Op er ador Difer-

encial.

V eja que n~ ao nenhuma c ondi� c~ ao esp e ci�c amente

ne c ess� aria sobr e a fun� c~ ao h na demonstr a� c~ ao do te or ema ante-

rior. T udo que � e ne c ess� ario � eque h ( x ) exista p ar a to do x p elo

menos em valor m � edio, p ortanto h p o de ser at � e mesmo uma

fun� c~ ao n~ ao -c ont � �nua.

Isto r esolve o exer c � �cio 29.5, se h for uma fun� c~ ao

a sup orte c omp acto P ( D ) � p o de ser a sup orte c omp acto mesmo

que � ou alguma derivada sua n~ ao o seja. P o de...

Usaremos estes m � eto dos no pr� oximo par� agrafo na

solu� c~ ao apro ximada de equa� c~ oes diferenciais.

3.7 Solu� c ~ ao de equa� c~ oes lineares.

V amos tratar esta quest~ ao em duas etapas. Primeiro

v amos descrev er o m � eto do em linhas gerais e c hegar a um sis-

tema de equa� c~ oes que discretiza a equa� c~ ao diferencial linear que

desejamos resolv er. Dep ois v amos v eri�car a precis~ ao obtida

com a apro xima� c~ ao.

3.7.1 O m � eto do.

Nesta se� c~ ao v amos usar a r e gulariza� c~ ao p or c on-

volu� c~ ao para resolv er o seguin te problema:

L ( y ) = g ( x ) ; y ( a ) = b (3.71)

em que L = P ( D ) � e um op erador diferencial linear de ordem n .

O m � eto do consiste em discretizar o problema (eq. 3.71) e assim

transform� a-lo n um sistema de e qua� c~ oes line ar es . Este m � eto do

� e usado p or outos autores, v er Lanczos, [10, cap. 4, pag 172],

p or exemplo. Chegaremos ao mesmo resultado de Lanczos, mas

com outra meto dologia.

O p on to cen tral � e a equa� c~ ao

� � g � g (3.72)
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V amos terminar esta se� c~ ao com um teorema que

mostra que o m � eto do que temos a nossa disp osi� c~ ao tem um al-

cance bastan te amplo na solu� c~ ao apro ximada de equa� c~ oes difer-

enciais lineares.

Se � for um sinal e f for lo calmen te in tegr� av el,

en t~ ao � � f � e uma fun� c~ ao do par^ ametro x:

( � � f )

x

=

1

Z

�1

� ( t ) f ( x � t ) dt

e se m ultiplicarmos a in tegral p ela constan te x temos:

x ( � � f )

x

= x

1

Z

�1

� ( t ) f ( x � t ) dt =

1

Z

�1

x� ( t ) f ( x � t ) dt = [( x� ) � f ]

x

p orque x � e ap enas uma constan te m ultiplicando a in tegral. V alem

os mesmo calculos para h ( x ) em lugar de x

h ( x )( � � f )

x

= h ( x )

1

Z

�1

� ( t ) f ( x � t ) dt =

1

Z

�1

h ( x ) � ( t ) f ( x � t ) dt = [( h ( x ) � ) � f ]

x

P o demos assim generalizar o teorema 21 em que

usamos ap enas co e�cien tes constan tes no p olin^ omio que de�nia

o op erador diferencial:

T eorema: 22 Convolu� c~ ao e op er ador es difer enciais II.

Se � for uma fun� c~ ao de classe C

n

e se P ( D ) for um

op er ador difer encial de or dem n a c o e�cientes vari� aveis ent~ ao

P ( D )( � � g ) = P ( D )( � ) � g

se a c onvolu� c~ ao existir.

Estamos en unciando o teorema com uma ampli-

tude que ultrapassa as condi� c~ oes em que ele foi en unciado an te-

riormen te. V eja as observ a� c~ oes que �zemos em 21. Aqui sempre

ha v er� a uma fun� c~ ao a sup orte compacto en v olvida na con v olu� c~ ao

.
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. No in � �cio do s � eculo o f � �sic o ingl ^ es Dir ac inventou a derivada

de H

0

que chamou de �

0

criando uma acirr ada p ol ^ emic a c om

matem� atic os p or que al � em de tudo ele dizia que a derivada �

0

her dava as pr oprie dades dos n � ucle os que r epr esentavam uma sua

apr oxima� c~ ao :

1
R

�1

�

0

dt = 1

�

0

� 0

�

0

(0) = 1

�

0

( x ) = 0 ( x 6= 0

(3.70)

criando assim o ob jeto inteir amente inac eit� avel p ar a os p adr~ oes

matem� a-tic os. Somente p or volta de 1945 os matem� atic os c on-

se guir am explic ar a ab erra� c~ ao criada p or Dir ac. V� arios matem� atic os

che gar am mais ou menos simult^ ane amente a uma te oria que

gener aliza o c onc eito de fun� c~ ao , inclusive um matem� atic o p or-

tugu ^ es, Sebasti~ ao Silv a . A te oria que � e mais c onhe cida p er-

tenc e a um fr anc ^ es, L aur ent Schwarz, se chama T eoria das Dis-

tribui� c~ oes , na qual ele criando um novo objeto, as distribui� c~ oes

, classi�c a a delta de Dir ac, �

0

, c omo um exemplo deste novo

objeto.

Uma das pr oprie dades da delta de Dir ac � e

�

0

� f = f :

de mo do que a delta de Dirac � e a unidade r elativamente a op er a� c~ ao

de c onvolu� c~ ao e um n � ucle o � r epr esenta uma apr oxima� c~ ao da

delta de Dir ac inclusive neste sentido:

� � f � f :

n � ucleos s~ ao quase -unidades r elativamente �a c onvolu� c~ ao. O

gr� a�c o (�g. 3.11) na p� agina 190, apr esenta o r esultado da c on-

volu� c~ ao de uma fun� c~ ao c om tr es n � ucle os cujos sup ortes dimin-

uem em me dida. Uma suc ess~ ao de n � ucle os c om esta pr oprie dade

se chama uma unidade apro ximada , no sentido de que � e uma

suc ess~ ao que se apr oxima da delta de Dirac .
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4. Se � for a fun� c~ ao de�nida no primeir o exer c � �cio, pr ove

que se P ( D ) for um op er ador difer encial de se gunda or dem

a c o e�cientes c onstantes, ent~ ao P ( D ) � n~ ao � e a sup orte

c omp acto. Calcule o sup orte de P ( D ) � .

5. R etir ando-se a hip� otese a co e�cien tes constan tes , pr ove c om

um exemplo que P ( D ) � p o de ser a sup orte c omp acto.

6. Se

� ( x ) =

(

0 ( x =2 [ � 1 ; 1]

(1 � x )

3

( x + 1)

3

x 2 [ � 1 ; 1]

ent~ ao

5

P

k = � 5

�

k

� 1 ( x 2 [ � 5 ; 5] . Assim ( �

k

)

k =1 :: 5

� e

uma p arti� c~ ao da unidade de classe C

2

. V eri�que que n~ ao � e

de classe C

3

.

7. Se

� ( x ) =

(

0 ( x =2 [ � 1 ; 1]

( x � 1)

4

( x + 1)

4

x 2 [ � 1 ; 1]

veri�que que ( �

k

)

k =1 :: 5

� e uma p arti� c~ ao da unidade e deter-

mine sua classe de difer enciabilidade.

8. Em c ada c aso acima, enc ontr e A tal que

1

A

� seja um n � ucle o.

9. Consider e um n � ucle o � c om sup orte [ � 1 ; 1] . Pr ove que

�

a

( x ) = a� ( ax ) � e tamb � em um n � ucle o c om sup orte [ �

1
a

;

1
a

]

desde que a > 0 . F a� ca os gr� a�c os de �

a

c om a 2 f 1 ; 2 ; 4 ; 8 ; 16 g .

10. Obtenha gr a�c amente H

0

� �

a

em que �

a

est� a de�nida no

exer c � �cio anterior, sendo um n � ucle o difer enci� avel. Calcule

( H

0

� �

a

)

0

e c onclua que se tem assim uma apr oxima� c~ ao

p ar a a derivada de H

0

que n~ ao existe no sentido usual .

Observ a� c ~ ao: 37

O �ultimo exer c � �cio tem um sentido hist� oric o que

devemos r essaltar aqui. Como as fun� c~ oes ( H

0

� �

a

) s~ ao difer-

enci� aveis no sentido usual e o r esultado da difer encia� c~ ao � e �

a

e,

c omo � � f � f , ent~ ao a c onclus~ ao natur al � e que ( H

0

� �

a

)

0

� H

0

0
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compacto a demonstra� c~ ao e o teorema represen tam o que pre-

cisamos.

Com indu� c~ ao �nita p o deriamos generalizar o teo-

rema an terior:

T eorema: 21 Convolu� c~ ao e op er ador es difer enciais.

Se � for uma fun� c~ ao de classe C

n

e se P ( D ) for

um op er ador difer encial de or dem n a c o e�cientes c onstantes

ent~ ao

P ( D )( � � g ) = P ( D )( � ) � g

Exerc � �cio: 29 N � ucle os, c onvolu� c~ ao e apr oxima� c~ ao .

1. O pr o gr ama compara.pas c omp ar a as derivadas primeir a

e se gunda de uma fun� c~ ao de�nida no pr� oprio pr o gr ama,

formalmen te , p or quo cien te de diferen� cas , e p or con v olu� c~ ao

,

(a) T r o que o N � ucleo al � � de�nido p or outr o que seja de classe

C

4

e r o de o pr o gr ama p ar a analisar os valor es obtidos.

(b) Mantendo o n � ucleo p ar ab� olic o, inclua na listagem de

dados os valor es dos dois n � ucle os p ar a efeito de c om-

p ar a� c~ ao de dados da se gunda derivada.

(c) Pr o duza um pr o c esso estat � �stic o c om uma c olet^ ane a de

fun� c~ oes p ar a veri�c ar se uso de um n � ucleo 4-spline

gar ante melhor r esultado no c� alculo da se gunda derivada.

2. Se

� ( x ) =

(

0 ( x =2 [ � 1 ; 1]

( x � 1)

2

( x + 1)

2

x 2 [ � 1 ; 1]

ent~ ao

5

P

k = � 5

�

k

� 1 ( x 2 [ � 5 ; 5] . Assim ( �

k

)

k =1 :: 5

� e

uma p arti� c~ ao da unidade c ont � �nua e difer enci� avel.

3. V eri�que que a fun� c~ ao � de�nida no item anterior n~ ao � e

de classe C

2

, (duas vezes deriv� avel c ontinuamente).
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lim

h =0

� � g ( x + h ) � � � g ( x )

h

=

= lim

h =0

1
R

�1

g ( t )

� ( x + h � t ) � � ( x � t )

h

dt =

=

1
R

�1

g ( t ) lim

h =0

� ( x + h � t ) � � ( x � t )

h

dt =

=

1
R

�1

g ( t ) �

0

( x � t ) dt

(3.69)

mostramos assim:

T eorema: 20 Derivada da c onvolu� c~ ao .

Se a c onvolu� c~ ao � � g existir e se � for difer enci� avel

ent~ ao

( � � g )

0

= �

0

� g

A justi�cativ a mais simples para a deriv a� c~ ao se

p erm utar com a in tegral � e de que, como as fun� c~ oes in tegrandas

s~ ao in tegr� av eis, e o in terv alo � e fec hado e limitado, en t~ ao as so-

mas de Riemann con v ergem uniformen te, to das, cada uma de-

las dominada p ela norma da parti� c~ ao, logo estas con v erg ^ encias

preserv am o limite da diferen� ca de quo cien tes represen tado p ela

deriv ada: a derivada do limite � e o limite da derivada .

Como a con v olu� c~ ao � e com utativ a, n� os p o deriamos

ter c hegado �a conclus~ ao de que

( � � g )

0

= � � g

0

desde que tiv essemos sup osto que g fosse diferenci� av el e com

uma p equena mo di�ca� c~ ao na demonstra� c~ ao , (p or usamos o su-

p orte compacto de � ). P ortan to o teorema n~ ao usa o fato de

que um dos termos da con v olu� c~ ao � e um sinal e assim diz mais:

se a con v olu� c~ ao existir e uma das fun� c~ oes for diferenci� av el, en t~ ao

a con v olu� c~ ao � e diferenci� av el. En tretan to esta no v a formula� c~ ao

exige uma demonstra� c~ ao diferen te da que �zemos acima, como

aqui sempre teremos um dos termos da con v olu� c~ ao com sup orte
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� e um n � ucle o c ontinuamente difer enci� avel.

2. Determine a classe de difer enciabilidade do n � ucle o de�nida

no exer c � �cio anterior.

3. V eri�que que a fun� c~ ao �

a

( x ) = a� ( ax ) � e um n � ucle o de

classe C

1

p ar a qualquer valor de a > 0 . F a� ca os gr� a�c os

desses n � ucle os p ar a a 2 f 2 ; 3 ; 4 ; 5 g .

4. (***) Calcule �

5

� H

0

V amos con tin uar analisando resultados que justi-

�cam o t � �tulo desta se� c~ ao .

Sup onha que � seja um sinal diferenci� av el. No

blo co an terior de exerc � �cios v o c ^ e tem uma fam � �lia deles e inclu-

siv e um m � eto do para construir quan tidades inde�nidas de tais

sinais. P elo teorema dos acr � escimos �nitos, ( T e or ema do difer-

encial ), se tem:

� ( x + h ) � � ( x ) = �

0

( x ) h + o

x

( h ) (3.67)

em que a fun� c~ ao o � e uma fun� c~ ao de duas vari� aveis que tem o

mesmo sup orte que � na vari� avel x e

lim

h =0

o ( h )

h

= lim

h =0

O ( h ) = 0 ;

p or de�ni� c~ ao da derivabilidade de � , assim

� � g ( x + h ) � � � g ( x )

h

=

1
R

�1

g ( t )

� ( x + h � t ) � � ( x � t )

h

dt =

=

1
R

�1

g ( t )( �

0

( x � t ) + O ( h )) dt =

=

1
R

�1

g ( t ) �

0

( x � t ) dt +

1
R

�1

g ( t ) O

x

( h ) dt:

(3.68)

Como a fun� c~ ao O tem limite zero uniformen te rel-

ativ amen te a v ari� av el x: sup

x

O dep ende de h e con v erge para

zero com h , e al � em disto tem mesmo sup orte que f en t~ ao p o de-

mos in tercam biar a in tegral com o limite:
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x 7!

1

x

n~ ao tem esta propriedade no p on to 0. A raz~ ao desta

�ultima fun� c~ ao n~ ao ter esta propriedade no p on to 0 reside no

fato de que ela n~ ao in tegr� av el em nenh uma vizinhan� ca de zero.

Da � � tiramos a solu� c~ ao da quest~ ao : se uma fun� c~ ao

g for lo c almente inte gr� avel ent~ ao ela ter� a m � edia em to dos os

seus p ontos . Como � � g ( x ) = V M

�

( g )( x ) � e o v alor m � edio de g

relativ amen te a � no p on to x se tomarmos o limite

lim
h =0

1

h

x + h

Z

x � h

g ( t ) dt :

teremos o v alor inst^ ane o de � � g no p on to x que nada mais � e

que � � g ( x ), isto � e � � g tem como limite no p on to x o seu v alor

no p on to x : � e uma fun� c~ ao con t � �n ua. Demonstramos assim:

T eorema: 19 Continuidade de � � g .

Se g for lo c almente inte gr� avel, ent~ ao � � g � e c ont � �nua

p ar a to do n � ucleo � .

V amos v er mais alguns exemplos e resultados que

salien tam o fato de que com con v olu� c~ oes , i.e. c om m � edias

volantes , p o demos construir fun� c~ oes mais regulares pro duzindo

apro xima� c~ ao para outras fun� c~ oes . Os exerc � �cios do blo co acima

fornecem v� arios exemplos. Mesmo assim v amos construir uma

fam � �lia de exemplos semelhan tes e n uma dire� c~ ao que dep ois

ser� a de imp ort^ ancia para os nossos ob jetiv os. P ara que v o c ^ e

nos acompanhe com mais aten� c~ ao lhe prop omos que efetue os

c� alculos seguin tes sob nossa cuidadosa assistencia...

Exerc � �cio: 28 Constru� c~ ao de n � ucle os cujos sup ortes de cr esc em

em me dida.

O exer c � �cio mar c ado c om (***) n~ ao � e di�cil, mas

c ertamente � e tr ab alhoso...

1. V eri�que que a fun� c~ ao

x < � 1 ) � ( x ) = 0

x 2 [ � 1 ; 1] ) � ( x ) =

15
16

( x + 1)

2

( x � 1)

2

x > 1 ) � ( x ) = 0
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tem a medida do sup orte cada v ez menor enquan to que a am-

plitude dos mesmas � e cada v ez maior. Isto se faz ob viamen te

necess� ario para que se man tenha a rela� c~ ao de grandeza necess� aria

�a const^ ancia de

1

Z

�1

�

i

( t ) dt = 1 :

Sinais serv em para \injetar" uma p equena quan-

tidade energia n um sistema , funcionando como um p equeno

acr � escimo feito. Isto p o de ser usado, en tre outras coisas, para

medir \taxas de v aria� c~ ao ". Aqui estamos usando sinais, n � ucle os ,

de sup orte p equeno para regularizar fun� c~ oes ou para apro xim� a-

las.
Exemplo: 27 R e gulariza� c~ ao de fun� c~ oes p or c onvolu� c~ ao .

No �ultimo blo c o de exer c � �cios vimos que � � H

0

� e

uma fun� c~ ao c ont � �nua que se apr oxima da fun� c~ ao de He aviside

H

0

. Isto � e:

� � H

0

� e uma fun� c~ ao c ontinua que foi obtida a p artir da fun� c~ ao desc ontinua

H

0

em c onvolu� c~ ao c om um n � ucle o tamb � em desc ont � �nuo r esul-

tando numa fun� c~ ao c ont � �nua que apr oxima H

0

.

P o demos tomar carona com este exemplo para

analisar mais a fundo quando � e que a con v olu� c~ ao pro duz uma

fun� c~ ao con t � �n ua de uma fun� c~ ao descon t � �n ua. Usando a lin-

guagem pitoresca de [23], quando �zermos uma m � edia v olan te

com um n � ucleo � em torno dos p on to de uma fun� c~ ao g p o der-

emos ter uma m � edia ap enas se a fun� c~ ao g tiv er v alor m � edio em

to dos os seus p on tos:

1

h

x + h

Z

x � h

g ( t ) dt :

As fun� c~ oes con t � �n uas tem esta propriedade. H� a

fun� c~ oes descon t � �n uas que n~ ao t ^ em esta propriedade: a fun� c~ ao
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Isto demonstra:

T eorema: 18 Convolu� c~ ao e apr oxima� c~ ao .

Se � for um n � ucle o c om sup orte p e queno, ent~ ao

� � g � g no sentido de que � � g ( x ) � e o � -valor m � edio de g

numa vizinhan� ca de x .

A seguin te lista de exerc � �cios mostra que na pro-

p or� c~ ao em que o sup orte de um n � ucleo � p erde me dida , a con-

v olu� c~ ao � � f pro duz fun� c~ oes mais pr� oximas de f :

Exerc � �cio: 27 Convolu� c~ ao c om n � ucle os, apr oxima� c~ ao .

1. Consider e a fun� c~ ao de He aviside

H

0

= 1 � �

( �1 ; 0]

c alcule � � H

0

em que � = �

[ �

1
2

;

1
2

]

2. c alcule � � H

0

em que � = (

5
2

) �

[ �

1
5

;

1
5

]

3. c alcule � � H

0

em que � = (

10

2

) �

[ �

1

10

;

1

10

]

4. c alcule � � H

0

em que � = 10 �

[ �

1

20

;

1

20

]

5. c alcule � � � em que � = �

[ �

1
2

;

1
2

]

6. c alcule � � g em que � = (

5
2

) � �

[ �

1
5

;

1
5

]

e g = �

[ �

1
2

;

1
2

]

Os exp erimen tos que �zemos acima nos conduzi-

ram �a conclus~ ao de que � � f � e uma apro xima� c~ ao de f tan to

melhor quan to supp ( � ) seja p equeno. Na �ultima sequ ^ encia de

exerc � �cios se p o de tam-b � em concluir que n � ucleos (que tenham in-

tegral 1 e sup orte p equeno) t ^ em que, necess� ariamen te, assumir

v alores m uito grandes, p or exemplo, a sequ ^ encia de n � ucleos

�

1

= �

[ �

1
2

;

1
2

]

(3.63)

�

2

= 2 : 5 �

[ �

1
5

;

1
5

]

(3.64)

�

3

= 5 � �

[ �

1

10

;

1

10

]

(3.65)

�

4

= 10 � �

[ �

1

20

;

1

20

]

(3.66)
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e assim a inte gr al

x

g

7! ( � � f )( x ) =

�

Z

� �

� ( t ) g ( x � t ) dt

� e uma a m � edia p onder ada de N valor es de f tomados numa � -

vizinhan� ca de x em que N e � s~ ao arbitr� arios. Isto � e esc olhendo

um n � ucle o � p o demos c alcular c om esta inte gr al o \valor m � edio

p onder ado de f " sub or dinado a um n � ucle o � uma vez que a viz-

inhan� ca de x dep ende do supp ( � ) .

�

E algumas vezes inter essante

ter uma nota� c~ ao pr e cisa p ar a este valor m � edio. Costumamos

chamar este valor m � edio que dep ende de um determinado p eso

de v alor m � edio viciado p elo p eso � em que, natur almente, � � e

um n � ucle o.

De�ni� c ~ ao : 17 � -valor m � edio viciado de uma fun� c~ ao .

Seja � um n � ucle o c om sup orte [ � �; � ] , ent~ ao a

inte gr al

V M

�

( g )( x ) = ( � � g )( x ) =

�

Z

� �

� ( t ) g ( x � t ) dt

� e o � -valor m � edio de g no p onto x.

H� a autores, v er [23], que descrev em a con v olu� c~ ao

, ge ometric amente , como uma m � edia volante , p orque � e este o

resultado da con v olu� c~ ao com um n � ucleo, uma m � edia v olan te em

cada p on to.

A principal consequ ^ encia destes fatos � e que � � f

� e uma fun� c~ ao que apro xima f \� a maneira de � " sendo esta

apro xima� c~ ao tan to melhor quan to o sup orte de � seja p equeno

p orque a m � edia �ca melhor lo calizada em v olta de cada p on to

x

8

.

No exerc � �cio acima a apro xima� c~ ao � e m uito prec� aria

p orque o sup orte da unidade apro ximada � e m uito grande, tem

aplitude 1. V eja (�g. 3.11).

8

Os p olin^ omios trigonom � etricos s~ ao tam b � em uma con v olu� c~ ao, com um n � ucleo que

oscila lev emen te em torno de zero, um n � ucleo que n~ ao � e p ositiv o.
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Enc ontr e f � g analitic a e gr a�c amente e analise a difer en� ca

f � g ( x ) � f ( x ) :

F a� ca c om um pr o gr ama em Pasc al, p or exemplo, o gr� a�c o

de f ( x ) ; f � g ( x ) ; f � g ( x ) � f ( x )

3. V eri�que que �

[ �

1
2

;

1
2

]

� e um n � ucle o e mostr e que se f for

c ont � �nua, ent~ ao , se g = �

[0 ; 1]

� f , g ( x ) � e o valor m � edio de

f numa vizinhan� ca de x .

Exemplo: 26 \Solu� c~ ao " do �ultimo exer c � �cio.

Consider emos � � f em que � � e um n � ucle o, (inte-

gr al � e 1 e o sup orte � e p e queno), �

[ �

1
2

;

1
2

]

� e um exemplo de n � ucle o.

V amos acr esc entar mais uma hip� otese sobr e o su-

p orte de � : supp ( � ) = [ � �; � ] e mostr ar que se g = � � f ent~ ao

g ( x ) � e o valor m � edio de f numa � -vizinhan� ca de x .

g ( x ) = ( � � f )( x ) =

�

R

� �

� ( t ) f ( x � t ) dt �

�

N � 1

P

k =0

� ( � � + k � x ) � f ( x + � � k � x ) � � x

=

N � 1

P

k =0

� ( � � + k � x ) � � x � f ( x + � � k � x )

Como a inte gr al de � � e 1 ent~ ao a soma

=

N � 1

X

k =0

� ( � � + k � x ) � � x � f ( x + � � k � x )

r epr esenta uma m � edia aritm � etic a p onder ada dos N n � umer os

f ( x + � ) ; f ( x + � � � x ) ; � � � ; f ( x + � � 2 � + � x )

| {z }

N

que s~ ao os valor es de f nos p ontos:

x + �; x + � � � x; � � � ; x � � + � x

| {z }

N

2 [ x � �; x + � ]
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O teorema 16 n~ ao estab elece claramen te um dom � �nio

para a op era� c~ ao bin� aria c onvolu� c~ ao como seria correto fazer. O

caminho para se conseguir isto seria um p ouco longo e suger-

imos ao leitor in teressado a leitura dum livro de an� alise, p or

exemplo [11] onde se p o de encon trar a op era� c~ ao de con v olu� c~ ao

inserida propriamen te n um con texto alg � ebrico. P ara nossas ne-

cessidades seria um exagero construir aqui to do este aparato

alg � ebrico. Com o T eorema 16 sab emos que quando �zermos

con v olu� c~ ao com um sinal en t~ ao a outra fun� c~ ao p o de p ertencer

a uma classe bastan te ampla para que a op era� c~ ao ainda tenha

um signicado preciso. Isto � e tudo que precisaremos aqui.

A lista de exerc � �cios seguin te tem a �nalidade de

deixar o leitor habituado com a no v a op era� c~ ao .

�

E preciso lem-

brar, en tretan to, que a con v olu� c~ ao �cou duran te anos relegada

a circunst^ ancia de uma op er a� c~ ao de natur eza te� oric a p orque � e

m uito trabalhosa para ser efetuada a m~ ao. A con v olu� c~ ao en-

tre duas fun� c~ oes � e sempre feita den tro de programas onde ela � e

rapidamen te efetuada. Use um programa para efetuar as con tas

abaixo, e p ossiv elmen te fazer uma ou duas a m~ ao para sentir o

pr oblema .

Exerc � �cio: 26 Convolu� c~ ao .

1. Calcule as c onvolu� c~ oes ab aixo:

(a) �

[0 ; 1]

� �

[0 ; 1]

(b) �

[0 ; 1]

� �

[0 ; 0 : 1]

(c) 10 � �

[0 ; 1]

� �

[0 ; 0 : 1]

(d) �

[0 ; 1]

� �

[ � 0 : 1 ; 0 : 1]

(e) 5 � �

[0 ; 1]

� �

[ � 0 : 1 ; 0 : 1]

(f ) ( �

[0 ; 1]

� �

[0 ; 1]

) � �

[0 ; 1]

2. Seja f ( x ) = x

2

+ 3 x + 1 e

g ( x ) = x + 1 ( x 2 [ � 1 ; 0)

g ( x ) = 1 � x ( x 2 [0 ; 1]

g ( x ) = 0 ( x =2 [ � 1 ; 1]
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sinal,

f � g ( x ) =

1
R

�1

f ( t ) g ( x � t ) dt = (3.60)

=

b

R
a

f ( t ) g ( x � t ) dt = (3.61)

= �

x � b

R

x � a

f ( x � y ) g ( y ) dy =

x � a

R

x � b

f ( x � y ) g ( y ) dy (3.62)

em que [ a; b ] con t � em o sup orte de f . As duas �ultimas equa� c~ oes,

na sequ ^ encia acima, s~ ao as express~ oes c omputacionais da con-

v olu� c~ ao, est~ ao no p on to de serem colo cadas n um programa de

computa� c~ ao. Basta que g seja lo calmen te in tegr� av el para que

estas in tegrais existam, para cada v alor do par^ ametro x, o que

se p o de v er claramen te das duas �ultimas.

T eorema: 16 Convolu� c~ ao c om um sinal.

Se � for um sinal e g for uma fun� c~ ao lo c almente

inte gr� avel, ent~ ao � � g est� a b em de�nida.

O pr� oximo teorema � e de uso pr� atico frequen te:

T eorema: 17 Comutatividade da Convolu� c~ ao .

Se f � g existir, ent~ ao f � g = g � f

Dem:

( f � g )( x ) =

1

Z

�1

f ( t ) g ( x � t ) dt = lim

a = �1

b = 1

b

Z

a

f ( t ) g ( x � t ) dt =

se t := x � t temos:

= lim

a = �1

b = 1

�

x � b

Z

x � a

f ( x � t ) g ( t ) dt =

observando que x � e uma \c onstante", p assando ao limite temos

�nalmente

lim

a = �1

b = 1

�

x � b

Z

x � a

f ( x � t ) g ( t ) dt =

1

Z

�1

f ( x � t ) g ( t ) dt = ( g � f )( x ) 2
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O gr� a�co (�g. 3.10) ilustra o uso das n � ucle os .

Nele v o c ^ e p o de v er uma fun� c~ ao descon t � �n ua, linear p or p eda� cos,

e sua con v olu� c~ ao com um n � ucleo. O resultado � e uma fun� c~ ao

con t � �n ua que � e uma apr oxima� c~ ao da fun� c~ ao linear p or p eda� cos.

�

E isto que se c hama de r e gulariza� c~ ao p or c onvolu� c~ ao : a fun� c~ ao

g � e descon t � �n ua, G = g � f � e con t � �n ua, e G � e uma apro xima� c~ ao

de g : Na (�g. 3.10), p� agina 189 v o c ^ e p o de v er tres gr� a�cos

obtidos usando-se tres \v alores" distinitos para n � ucle o , �

1

; �

2

; �

3

de�nidos assim ( f � e um n � ucleo) :

�

1

( x ) = 2 f (2 x ) (3.57)

�

2

( x ) = 4 f (4 x ) (3.58)

�

3

( x ) = 8 f (8 x ) (3.59)

Observ a� c ~ ao: 36 Mudan� ca de v ari� av el.

A op era� c~ ao

f 7!

a

f ;

a

f ( x ) = af ( ax )

pro duz uma no v a fun� c~ ao a � acelerada em rela� c~ ao a fun� c~ ao f e ao mesmo temp o a � dilatada,

relativ amen te a mesma fun� c~ ao inicial. Conseq • uencia disto:

a

f tem a mesma in tegral que

f :

As fun� c~ oes que formam as parti� c~ oes da unidade

no par� a-grafo an terior s~ ao exemplos de sinais, mas nem sempre

ser~ ao n � ucle os . Sinais ou n � ucleos n~ ao precisam ser con t � �n uos. H� a

exemplos de n � ucleos que t ^ em sup orte n~ ao limitado, mas isto � e

uma outra hist� oria que n~ ao v ai nos in teressar aqui. Fica ap enas o

registro para que o leitor saiba da p ossibilidade: a propriedade

cen tral dos n � ucleos � e que tenham in tegral 1 como se v er� a em

seguida, o resto � e con torn� av el.

Um outro exemplo de sinal � e a fun� c~ ao caracter � �stica

de um in terv alo limitado. Se a medida do in terv alo for 1 este

sinal ser� a um n � ucleo, e neste caso, um n � ucleo descon t � �n uo.

Se na con v olu� c~ ao uma das fun� c~ oes for um sinal

en t~ ao a in tegral que de�ne a con v olu� c~ ao se restringe a um in ter-

v alo limitado, para cada v alor de x : sup onhamos que f seja um
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f � g ( x ) =

1

Z

�1

f ( t ) g ( x � t ) dt (3.54)

que de�ne uma no v a fun� c~ ao , se a inte gr al na (eq. 3.54) for �nita

p ar a to dos os valor es de x . A con v olu� c~ ao en tre duas fun� c~ oes f � g

nem sempre est� a de�nida, p or exemplo se f = g = sin en t~ ao

f � g n~ ao existe p orque a in tegral n~ ao c onver ge para nenh um

v alor de x . Precisamos de algumas condi� c~ oes sobre as fun� c~ oes

para garan tir esta con v erg ^ encia, uma condi� c~ ao su�ciente mas

n~ ao ne c ess� aria � e que uma das fun� c~ oes que esteja sendo c onvolu-

ida tenha sup orte compacto.

Observ a� c ~ ao: 34 Dom � �nio da con v olu� c~ ao.

Uma quest~ ao bastan te dif � �cil � e pro curar o dom � �nio da c onvolu� c~ ao ,

quer dizer, um espa� co D de fun� c~ oes tal que se f ; g 2 D en t~ ao f � g est� a de�nida. Em

geral n~ ao nos in teressa isto a n~ ao ser que desejemos estudar as propriedades da op er a� c~ ao

con v olu� c~ ao. N~ ao � e este o nosso ob jetiv o aqui, com frequ ^ encia se usa a con v olu� c~ ao de

forma mais amena:

g

F

! G = F ( g ) (3.55)

F ( g )( x ) = G ( x ) =

1

R

�1

f ( t � x ) g ( t ) dt = f � g ( x ) = G ( x ) (3.56)

em que a con v olu� c~ ao aparece como um pro cesso in termedi� ario para de�nir uma trans-

forma� c~ ao sobre outras fun� c~ oes. Neste caso o cen tro da quest~ ao � e a fun� c~ ao f que represen ta

uma esp � ecie de matriz de transforma� c~ ao via con v olu� c~ ao. No sistema de equa� c~ oes acima

a fun� c~ ao g foi transformada na fun� c~ ao G = f � g :

�

E sob esta �otica que estaremos usando a con v olu� c~ ao aqui.

Um tip o particular de sinal para o qual teremos

uso frequen te � e:

De�ni� c ~ ao : 16 N � ucle o.

Chamar emos de n � ucleo a um sinal cuja inte gr al

seja 1 e cujo sup orte tenha me dida p equena .

Observ a� c ~ ao: 35 Multi uso da pala vra n � ucleo.

A pala vra n � ucle o � e usada com signi�cados diferen tes em v� arios con-

textos. Algumas v ezes faz refer ^ encia �a fun� c~ ao que atua como matriz na de�ni� c~ ao de

um op erador in tegral.

N~ ao confundir com n � ucle o de um op er ador inte gr al que ainda � e outra

coisa diferen te: � e o sub espa� co das solu� c~ oes n ulas de uma equa� c~ ao linear. Neste cap � �tulo

estaremos usando a pala vra n � ucleo exclusiv amen te com o sen tido da de�ni� c~ ao (def. 16).
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Obtiv emos assim uma apro xima� c~ ao para y

0

a qual

v amos aplicar o m � eto do in tegral de Picard para obter uma solu� c~ ao

apro ximada:

y

1

= b +

t

Z

a

f

n

( x ) dx (3.53)

y

1

= b +

t

Z

a

f

n

( x ) dx =

y

1

= b +

t

Z

a

X

x

k

g ( x

k

; y

k

) �

x

k

( x ) dx = b +

X

x

k

g ( x

k

; y

k

)

t

Z

a

�

x

k

( x ) dx

y

2

= b +

x

Z

a

( b +

X

x

k

g ( x

k

; y

k

)

t

Z

a

�

x

k

( x ) dx ) dt

= b + b ( x � a ) +

X

x

k

g ( x

k

; y

k

)

x

Z

a

(

t

Z

a

�

x

k

( x ) dx ) dt

Rep etidas in tegra� c~ oes lev am a express~ ao :

n � 1

X

k =0

b ( x � a )

k

+

X

x

k

g ( x

k

; y

k

)

x

Z

a

� � �

t

Z

a

�

x

k

( x ) dx : : : dt

3.6 Regulariza� c ~ ao p or con v olu� c ~ ao .

V amos desen v olv er neste par� agrafo uma t � ecnica

que nos auxiliar� a no pr� oximo ao discretizarmos um op erador

diferencial linear e p ortan to na solu� c~ ao apro ximadas de equa� c~ oes

diferenciais lineares. Ela tam b � em represen ta uma alternativ a

diferen te na constru� c~ ao de splines, v er, [17 ].

Dadas duas fun� c~ oes in tegr� av eis f ; g em R , de�ni-

mos a op era� c~ ao
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� e uma solu� c~ ao apro ximada do (problema 3.48), p� agina 154. A

precis~ ao da solu� c~ ao se encon tra asso ciada ao re�namen to da

parti� c~ ao do in terv alo em que est� a de�nida a \v ari� av el livre".

Observ e que se a parti� c~ ao da unidade for p olinomial en t~ ao a

solu� c~ ao � e do tip o splines com to das as facilidades que isto rep-

resen ta.

Exerc � �cio: 25 R esolva os pr oblemas ab aixo usando uma p arti� c~ ao

uniforme de malha h := 0 : 1 no intervalo indic ado e c om a

c ondi� c~ ao inicial dada.

1. y

0

= e

� x

2

; y (0) = 1 ; x 2 [0 ; 10]

2. y

00

= 0; y

0

(0) = 0 ; y (0) = 0 ; x 2 [0 ; 10]

3. y

0

=

x

3

x

6

+1

; y (0) = 1 ; x 2 [0 ; 10]

3.5.5 Solucao p eri� odica de y

0

= g ( t; y ) .

V amos extender o m � eto do usado na se� c~ ao an terior

para resolv er a equa� c~ ao

y

0

= g ( t; y ); ( t

k

; y

k

)

t

k

2 �[ a;b ]

(3.51)

em que ao in v � es de ter uma �unica condi� c~ ao inicial, temos uma

fam � �lia de condi� c~ oes iniciais. Um exemplo de problema deste

tip o � e quando se pro cura uma solu� c~ ao p eri� odica para uma equa� c~ ao

.

A ideia consiste em aplicar o m � eto do de Picard

a uma apro xima� c~ ao da deriv ada obtida p or uma in terp ola� c~ ao

-Spline seme-lhan te a que j� a usamos an tes.

Consideremos a parti� c~ ao da unidade ( �

t

k

)

t

k

2 �[ a;b ]

e v amos memorizar em �

t

k

as informa� c~ oes da equa� c~ ao diferencial

discretizada:

y

0

( t ) �

X

t

k

g ( t

k

; y

k

) �

t

k

( t ) = f

n

( t ) (3.52)
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Na literatura cien t � ��ca, os Splines c � ubicos s~ ao de

longe os mais utilizados. A raz~ ao disto se p o dem en umerar:

1. O grau � e baixo, o que torna estas fun� c~ oes computacional-

men te con�� av eis. Elas di�cilmen te saem da faixa de pre-

cis~ ao dos computadores a n~ ao ser, ob viamen te para grandes

n � umeros.

2. O fato de serem c � ubicos lhes jun ta uma v aria� c~ ao de con-

ca vidade que p ermite excelen te apro xima� c~ ao.

3.5.4 Solu� c ~ ao de y

0

= g com 2-Splines.

V amos aplicar o m � eto do desen v olvido na �ultima

se� c~ ao para resolv er equa� c~ oes diferenciais. Como primeiro passo

v amos resolv er uma equa� c~ ao b em simples, mas que tem sua im-

p ort^ ancia esp ec � ��ca uma v ez que nem sempre p o demos encon-

trar formalmen te uma primitiv a.

P ara resolv er o problema:

dy

dx

= g ( x ) ; y ( a ) = b ; x 2 [ A; B ] (3.48)

v amos considerar uma parti� c~ ao uniforme de [ A; B ] com passo

h sendo [ A; B ] um in terv alo em que o problema tem solu� c~ ao ,

isto � e g est� a de�nida em to dos os p on tos deste in terv alo. Se

expressarmos g com aux � �lio da equa� c~ ao 3.41 teremos:

g ( x ) �

X

x

k

2 �

n

[ a;b ]

�

x

k

( x ) g ( x

k

) = P

n

( x ) (3.49)

em que n represen ta o n � umero de elemen tos de �

n

[ a; b ] en t~ ao a

in tegral

b +

x

Z

a

P

n

( t ) dt (3.50)



3.5. INTERPOLAC �

~

AO POLINOMIAL. 153

necess� ariamen te to dos os co e�cien tes tem que ser n ulos, (p orque

to dos os somandos s~ ao iguais a 1 sobre os n� os da parti� c~ ao ), en t~ ao

concluimos que a fam � �lia geradora � e line armente indep endente e

p ortan to uma base para o espa� co v etorial em quest~ ao que v amos

designar, m uito sugestiv amen te de

Espa� co de k+1-Splines.

S

P

: (3.47)

A dimens~ ao de S

P

� e n � umero de elemen tos de P que p or sua

v ez, em consequ ^ encia da constru� c~ ao que �zemos no par� agrafo

an terior � e o n � umero de n� os da parti� c~ ao considerada no in terv alo

[ a; b ].

Um \pro cesso de con v erg ^ encia"

7

�ca gerado quando

sucessiv amen te re�namos as parti� c~ oes de [ a; b ] e in tro duzimos

assim mais elemen tos na base S

P

.

Como o ob jetiv o deste par� agrafo era o de escrev er

uma de�ni� c~ ao para Spline v amos agora faz ^ e-lo. Um Spline � e um

elemen to de um espa� co de Splines, que p or sua v ez � e a imagem

de um pro jetor asso ciado a uma parti� c~ ao da unidade construida

com k + 1 � S pl ines .

De�ni� c ~ ao : 15 Esp a� co de Splines sobr e [ a; b ] .

� Uma fun� c~ ao p olinomial p or p e da� cos de gr au k + 1 a sup orte

c omp acto c ontido em [ a; b ] e de classe C

k

� e um k + 1 -Spline

sobr e [ a; b ] .

� Uma p arti� c~ ao da unidade sub or dinada a uma p arti� c~ ao de

[ a; b ] formada de k + 1 -Splines ger a um esp a� co vetorial de

dimens~ ao �nita S

P

cujos elementos s~ ao k + 1 -Splines.

� A dimens~ ao de S

P

� e o n � umer o de n� os da p arti� c~ ao c onsid-

er ada sobr e [ a; b ] .

7

a con v erg ^ encia que se tem aqui � e semelhan te a das somas de Riemann, n~ ao se p o de

falar diretamen te de con v erg ^ encia como das sucess~ oes, p orque h� a uma quan tidade n~ ao

en umer� av el de sucess~ oes con v ergen tes, se houv er con v erg ^ encia.
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Como estas constru� c~ oes foram feitas abundamente-

mente no cap � �tulo an terior, n~ ao precisamos incluir aqui nenh um

exemplo, e v o c ^ e sab e n~ ao somen te que eles existem em qual-

quer quan tidade e forma e que al � em disto h� a uma pluralidade

de m � eto dos para constru � �-los, satisfazendo a to dos os gostos. Na

pr� oxima se� c~ ao v o c ^ e ainda v er� a um outro m � eto do de constru� c~ ao

destes ob jetos.

Uma parti� c~ ao da unidade feita com k + 1-Splines

� e um ob jeto m uito esp ecial: tem m elemen tos:

P = f P

1

; � � � ; � � � ; � � � ; P

m

g (3.43)

e com eles p o demos construir com bina� c~ oes lineares:

g = �

1

P

1

+ � � � ; � � � ; � � � + �

m

P

m

(3.44)

que v oltam a ser p olin^ omiais p or p eda� cos do mesmo grau com um

k + 1 de cada elemen to P

i

da soma (eq. 3.44)

6

. A classe de

con tin uidade sendo tam b � em a mesma de cada elemen to da soma,

g � e uma fun� c~ ao p olin^ omial p or p eda� cos, de grau k + 1 e de classe

C

k

.

Observ e que a equa� c~ ao 3.44 � e uma equa� c~ ao fun-

cional.

Se considerarmos to dos os co e�cien tes �

i

= 0 em

3.44 o resultado ser� a a fun� c~ ao iden ticamen te zero. Se tomarmos

uma cole� c~ ao qualquer com m co e�cien tes, construindo assim a

fun� c~ ao g , ao tro carmos to dos os sinais dos co e�cien tes, resulta

na fun� c~ ao � g que somada a an terior repro duz 0.

V emos assim, que o leitor termine os passos, que

a equa� c~ ao 3.44 de�ne um espa� co v etorial de fun� c~ oes gerado p or

P = f P

1

; � � � ; � � � ; � � � ; P

m

g : (3.45)

Esta fam � �lia se c hama ger ador a . Como, se impusermos a condi� c~ ao

g = �

1

P

1

+ � � � ; � � � ; � � � + �

m

P

m

= 0 (3.46)

6

Aqui � e preciso alterar a de�ni� c~ ao de grau, caso con tr� ario a a�rma� c~ ao an terior �ca

falsa. V amos en tender grau como menor ou igual ao grau com um aos elemen tos da

fam � �lia. Assim a fun� c~ ao iden ticamen te n ula tem grau k + 1... esta � e uma mo di�ca� c~ ao

temp or^ anea, para efeito lo cal.
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dos gr� a�cos est~ ao as parcelas individualmen te represen tadas, j� a

m ultiplicadas p elos co e�cien tes f ( f� 2 ; � 1 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ) aplica-

dos aos �atomos que pro duzem o pro jetor. No outro est~ ao os

gr� a�cos conjun tos de f e de P ( f ).

Neste caso particular, p arti� c~ oes da unidade p oli-

nomiais, a pr oje� c~ ao � e um Spline que apro xima f . No caso acima

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

( x ) f ( x

k

) � f ( x )

� e um 2-Spline. Se quisermos um 3-Spline basta construir um

sinal de classe C

2

� com p eda� cos de p olin^ omio de grau 3.

Na pr� oxima se� c~ ao construiremos os Splines, a�nal.

Observ a� c ~ ao: 33 Pro jetores.

A som bra de um ob jeto tridimensional sobre o solo � e uma pr oje� c~ ao .

Esta pala vra � e usada m uitas v ezes com o sen tido de uma redu� c~ ao da dimens~ ao. No caso

da som bra, o ob jeto � e tridimensional e sua som bra � e bidimensional.

Ao pro jetarmos p erdemos parte das informa� c~ oes, este � e o caso t � �pico

de uma apro xima� c~ ao. As apro xima� c~ oes s~ ao descri� c~ oes de ob jetos em que algumas in-

forma� c~ oes s~ ao p er didas ou simplesmen te n~ ao se enc ontr am disp on � �veis .

Este � e sen tido dos pr ojetor es em Matem� atica: buscam um espa� co de

ob jetos sobre os quais tenhamos dom � �nio, p or exemplo sejam c omputacionais , e criam

nele uma imagem de um ob jeto que desejamos estudar.

�

E o que fazem os p olin^ omios

trigonom � etricos, os splines, os p olin^ omios de T a ylor.

Os p olin^ omios trigonom � etricos captam asp ectos ondulat� orios das fun� c~ oes

e as pro jetam n um espa� co de ondas. Quan to maior for a quan tidade termos, mas precisa

ser� a a informa� c~ ao.

Os splines captam informa� c~ oes sobre o comp ortamen to diferenci� av el

das fun� c~ oes, com frequ ^ encia ap enas o v alor no p on to, e as pro jetam n um espa� co de

splines. Quan to maior for a informa� c~ ao de v alores p on to a p on to das fun� c~ oes, mais

precisa ser� a a pro je� c~ ao.

3.5.3 Splines.

Estamos em condi� c~ oes de de�nir de maneira sim-

ples, (dep ois de tan to material te� orico...), os Splines.

Como dissemos no cap � �tulo 3, um Spline � e uma

fun� c~ ao p olin^ omial p or p eda� cos de um determinado grau k + 1

e de classe de con tin uidade C

k

. Consequen temen te um sinal

construido p or p eda� cos de p olin^ omio de grau k + 1 que tenha

to das as deriv adas at � e a ordem k con t � �n uas � e um exemplo de

k + 1-Spline.
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unidade. Observ e que a equa� c~ ao 3.41 que foi obtida da equa� c~ ao

n um � erica 3.40 v olta a ser uma equa� c~ ao funcional que p o de ser

ainda escrita asssim:

g =

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

f ( x

k

) � f (3.42)

e v oltamos a incen tiv� a-lo a fazer um esfor� co para v er a diferen� ca

en tre as duas formas de escrev er: a equa� c~ ao 3.42 � e uma equa� c~ ao

funcional, a equacao 3.41 � e uma equa� c~ ao n um � erica.

V eja o gr� a�cos (�g. 3.8) e (�g. 3.9 em que usamos

os co e�cien tes:

f ( � 2) ; f ( � 1) ; f (0) ; f (1) ; f (2) ; f (3) ; f (4) ; f ( x ) = x

2

:

O efeito da soma, (equa� c~ ao funcional):

X

x

k

2 �[ a;b ]

f ( x

k

) �

x

k

� f

� e uma apro xima� c~ ao da fun� c~ ao f ( x ) = x

2

que tem precis~ ao total

sobre os n� os f� 2 ; 0 ; 2 ; 4 g : Se quisermos ter maior precis~ ao bas-

tar� a reconstruir a parti� c~ ao da unidade com uma rede mais �na

de n� os.

Nos dois gr� a�cos (�g. 3.8) e (�g. 3.9) se p o de v er

comparativ amen te os gr� a�cos de f e de sua apro xima� c~ ao com

este pro jetor-parti� c~ ao da unidade. Observ e que os gr� a�cos, s~ ao

semelhan tes ap esar de ha v er uma deforma� c~ ao que torna dif � �cil de

v er esta semelhan� ca. Esta deforma� c~ ao, j� a dissemos isto an tes,

se dev e a uma otimiza� c~ ao que Scilab faz da tela gr� a�ca para

o cup� a-la to da com o gr� a�co. Esta otimiza� c~ ao � e m uito com um

em to dos os programas de computa� c~ ao alg � ebrica ou n um � erica

e represen ta a melhor saida den tre as p oucos que se tem para

fazer uma b oa represen ta� c~ ao de fun� c~ oes gra�camen te. Em um
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4. Nestas condi� c~ oes a iden tidade seguin te se v eri�ca sobre

[ a; b ]:

f �

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

=

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

f = f : (3.39)

p orque na primeira express~ ao da iden tide acima, temos o

pro duto da fun� c~ ao f p or uma fun� c~ ao que � e iden ticamen te

1 sobre o in terv alo [ a; b ] : A segunda express~ ao consiste de

aplica� c~ ao da propriedade distributiv a da m ultiplica� c~ ao rel-

ativ amen te �a adi� c~ ao. As duas express~ oes coincidem, p or-

tan to com a fun� c~ ao f sobre o in terv alo [ a; b ] : Uma outra

forma de expressar a iden tidade acima � e:

f ( x ) �

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

=

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

f ( x ) = f ( x ) :

(3.40)

particularizando o v alor da iden tidade para cada p on to x 2

[ a; b ]. A diferen� ca en tre as duas equa� c~ oes � e: a primeir a � e

identidade entr e fun� c~ oes , a se gunda � e uma identidade entr e

n � umer os , que o leitor se esforce para v er esta diferen� ca.

Na �gura (�g. 3.6) v emos o gr� a�co de algumas das

fun� c~ oes duma tal fam � �lia, neste caso elas s~ ao simples transla� c~ oes

do sinal parab� olico, v er exemplo 3.38, de�nido an tes:

x 7! � ( x � 4) ; x 7! � ( x � 2) ; x 7! � ( x ) ; x 7! � ( x + 2)

A soma destes sinais translatados se encon tra no

gr� a�co, (�g. 3.7), p� agina 186.

Se �zermos uma p equena mo di�ca� c~ ao na equa� c~ ao

(eq. 3.40), p� agina 149 teremos um resultado in teiramen te difer-

en te:

X

x

k

2 �[ a;b ]

�

x

k

( x ) f ( x

k

) � f ( x ) : (3.41)

Agora, em v ez de somar as fun� c~ oes m ultiplicadas p on to a p on to,

estamos escolhendo alguns v alores de f para servir de co e�-

cien tes das m ultiplica� c~ oes dos sinais que comp~ oem a parti� c~ ao da
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neste gr� a�co h� a uma fun� c~ ao que assume v alores p ositiv os e neg-

ativ os para evitar que Scilab nos imp e� ca de iden�car o que acon-

tece com a parti� c~ ao da unidade

5

.

Estas s~ ao propriedades particulares de uma classe

mais geral de fam � �lias de fun� c~ oes c hamadas de Parti� c~ oes da

Unidade . A �ultima condi� c~ ao � e esp ec � ��ca das aplica� c~ oes que

nos in teressam aqui e em geral � e substituida p or uma condi� c~ ao

mais fraca. N� os v amos trabalhar com estas p arti� c~ oes da unidade

�nitas que ser~ ao su�cien tes para os nossos ob jetiv os. Consul-

tando [11] v o c ^ e encon trar� a uma descri� c~ ao mais detalhada das

P arti� c~ oes da Unidade se o seu in teresse for excitado. Uma

parti� c~ ao da unidade n~ ao precisa ser uma fam � �lia �nita de fun� c~ oes

mas em cima de compactos estas fam � �lias sempre se reduzem a

um n � umero �nito satisfazendo a p en � ultima propriedade lista na

(observ a� c~ ao, 32), p� agina 147. Somas �nitas s~ ao deriv a v eis, in-

tegr� av eis etc... se as parcelas destas somas o forem, este � e o uso

das parti� c~ oes da unidade, jun to com o fato de que os seus ele-

men tos lo c alizam os pr oblemas e os valor es . Na pr� oxima se� c~ ao

usaremos as parti� c~ oes da unidade na apro xima� c~ ao de fun� c~ oes .

3.5.2 Pro jetores de�nidos com P arti� c~ oes da Unidade.

V amos mostrar uma aplica� c~ ao das parti� c~ oes da

unidade.

1. Considere o conjun to das fun� c~ oes reais f con t � �n uas de�nidas

no in terv alo: [ a; b ] e um in terv alo ab erto 
 que con tenha

[ a; b ]:

f 2 C ([ a; b ]) ; [ a; b ] � 


2. Seja uma parti� c~ ao f a = x

0

; x

1

; : : : ; x

n

= b g de [ a; b ].

3. Considere uma cole� c~ ao de fun� c~ oes ( �

x

k

)

x

k

) indexada em

�[ a; b ] satisfazendo as condi� c~ oes 32.

5

Scilab otimiza a janela gr� a�ca de mo do que n~ ao conseguiriamos v er a soma das

fun� c~ oes.
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precisam siquer ser semelhan tes, basta que tenham �areas alg � ebricas

de sinais con tr� arios.

Exerc � �cio: 24 T r ansla� c~ oes e homotetias de sinais.

1. Chame �

o

a fun� c~ ao de�nida no exemplo 3.36, p� agina 144,

e �

2

( x ) = � ( x � 2) uma tr ansla� c~ ao p ar a dir eita de � . V er-

i�que que �

2

+ �

o

� e uma fun� c~ ao a sup orte c omp acto, que

seu valor � e exatamente 1 sobr e o intervalo [0 ; 2] , sempr e

p ositiva, se anula for a do intervalo [ � 2 ; 4] .

2. Chame �

k

( x ) = � ( x � k )

k 2f 0 ; 1 ;::: ;n

em que � est� a de�nida

na p� agina 144. V eri�que que a fun� c~ ao �

0

+ �

2

+ �

4

+ �

6

� e identic amente 1 sobr e o intervalo [0 ; 6] , � e p ositiva, difer-

enci� avel, e se anula for a do intervalo c omp acto [ � 2 ; 8] .

3. Qual � e o sup orte de �

� 2

+ �

0

+ �

2

?

No �ultimo exerc � �cio v o c ^ e foi lev ado a construir

uma fam � �lia ( �

�

)

�

de fun� c~ oes que satisfazem �a s seguin tes

condi� c~ oes :

Propriedades da fam � �lia ( �

�

)

�

.

Observ a� c ~ ao: 32 Pr oprie dades dum p arti� c~ ao da unidade.

1.

�

E uma fam � �lia de fun� c~ oes p ositivas e a sup orte c omp acto.

2. T o das as fun� c~ oes da fam � �lia �c am entr e zer o e 1.

3. A soma das fun� c~ oes � e a fun� c~ ao c onstante 1 sobr e um inter-

valo c omp acto da r eta.

4. Cada uma das fun� c~ oes da fam � �lia assume o valor 1 em ex-

atamente um p onto.

O gr� a�co (graf. 3.6) mostra tres fun� c~ oes que for-

mam uma fam � �lia do tip o descrito. No gr� a�co h� a uma fun� c~ ao

que assume v alores p ositiv os e negativ os ap enas para efeito com-

parativ o. No (graf. 3.7) se p o de no v amen te v er elemen tos da

p arti� c~ ao da unidade jun to com a soma das mesmas. T am b � em



146 CAP

�

ITULO 3. EQUAC �

~

OES DIFERENCIAIS ORDIN

�

ARIAS.

5. Consider e o sinal � ( x ) =

x

R

�1

f ( t ) dt em que f � e a fun� c~ ao

de�nida no (exemplo, 3.38). Mostr e que a tr ansla� c~ ao �

a

( x ) =

� ( x � a ) � e tamb � em um sinal.

6. Mostr e a soma de duas tr ansla� c~ oes �

a

+ �

b

� e um sinal.

7. Mostr e que  ( x ) = � ( ax ) � e um sinal se � o for e que se

a > 1 o sup orte de  ter� a medida menor do que o sup orte de

� . V eri�que que se a < 1 a medida (supp orte(  ) ser� a maior

do que medida (supp orte( � ). V er a de�ni� c~ ao de sup orte,

(def. 13) ab aixo.

8. Use um pr o gr ama de c omputa� c~ ao alg � ebric a, (ou fa� ca um

pr o gr ama em Pasc al) p ar a c alcular somas de tr ansla� c~ oes.

V eri�que que o sinal da (�g. , 3.2) � ea soma das tr es tr ansla� c~ oes

�

� a

+ �

0

+ �

a

do sinal de�nido no exemplo (exemplo, 3.36).

9. * V o c ^ e p o de usar os p ar^ ametr os a; b c omo b ot~ oes no for-

mato � ( ax + b ) p ar a obter sinais c om sup orte do tamanho

desejado e c entr ado no p onto

� b

a

e inclusive somas destes

sinais c om b ot~ oes difer entes. Construa um pr o gr ama em

Pasc al que fa� ca isto

4

.

10. *** V o c ^ e p o de fazer que um pr o gr ama alter e os valor es dos

b ot~ oes mencionados no exer c � �cio anterior, ao ap ertar as

te clas: ! ; " ; # ;  A fun� c~ ao do T urb oPasc al p ar a isto se-

ria ReadKey e uma c omp ar a� c~ ao c om o c� odigo ASCII das

setas do te clado.

V amos explorar a constru� c~ ao feita no exemplo 3.36

para a constru� c~ ao da fam � �lia de fun� c~ oes que nos in teressa.

Os tres exemplos na �gura an terior s~ ao de fun� c~ oes

a sup orte compacto. Qualquer fun� c~ ao construida com tri^ angulos

cujas �areas se an ulem m utuamen te ter� a como primitiv a uma

fun� c~ ao diferenci� av el e a sup orte compacto. Os tri^ angulos n~ ao

4

este m � eto do se encon tra p or traz da generaliza� c~ ao que as wavelets represen tam para

as s � eries de F ourier, ou para as transformadas de F ourier. Os \b ot~ oes" receb em os nomes

de dilata� c~ ao e transla� c~ ao.
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� e os dois r amos externos enc ontr am o eixo O X tamb � em

tangencialmente.

Sua e qua� c~ oes s~ ao :

Um sinal p ar ab� olic o, � .

8
>

>
>

<
>

>
>

:

x 2 [ � 2 ; � 1] ) � ( x ) =

1
2

( x + 2)

2

x 2 [ � 1 ; 1] ) � ( x ) = �

x

2

2

+ 1

x 2 [1 ; 2] ) � ( x ) =

1
2

( x � 2)

2

x =2 [ � 2 ; 2] ) � ( x ) = 0

(3.38)

No gr� a�c o (�g. 3.5) ab aixo vo c ^ e p o de ver tr es sinais p ar ab� olic os

obtidos c om c o e�cientes angular es difer entes imp ostos aos \sinais"

triangular es.

O exerc � �cio seguin te prop~ oe uma outra maneira

de construir um sinal diferenci� av el. Na parte �nal do exerc � �cio

v o c ^ e ser� a conduzido a fazer algumas exp eri ^ encias \alg � ebricas"

com sinais.

Exerc � �cio: 23 Constru� c~ ao de um sinal difer enci� avel.

1. Enc ontr e os valor es dos p ar^ ametr os � ; � ;  de mo do que as

p ar� ab olas

� ( x + 2)

2

; � � x

2

+  ; � ( x � 2)

2

se c ortem tangencialmente. Enc ontr e os p ontos de tang ^ encia

e de�na uma fun� c~ ao difer enci� avel que se anule for a do in-

tervalo [ � 2 ; 2] .

2. V eri�que na c onstru� c~ ao anterior que � n~ ao � e �unic o.

3. V eri�que que a fun� c~ ao � c onstruida no exemplo 3.36 � e igual

a c onstruida acima c om � = 1 .

4. Melhor e o m � eto do de c onstru� c~ ao no exemplo 3.36 substi-

tuindo os tri^ angulos p or dois sinais p ar ab� olic os, um deles

ne gativo, de mo do a obter uma fun� c~ ao p ositiva, de classe

C

2

, que se anule for a de um intervalo fe chado.
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que seu sup orte � e limitado e p ortan to \ estar� a c entr ado em algum

p onto " do espa� co...

A fun� c~ ao f construida no exemplo an terior, n~ ao

� e diferenci� av el, mais in teressan te seria construir uma fun� c~ ao

que se an ulasse fora de um in terv alo fec hado e o �zesse difer-

enci� av elmen te, como parece ser o caso da (�g. , 3.2). H� a duas

maneiras simples de se o fazer.

Exemplo: 25 Constru� c~ ao de um sinal difer enci� avel I.

Construir emos ab aixo uma fun� c~ ao f de�nida p or

dois tri^ angulos sim � etric os em torno da origem, c omo na (�g.,3.35),

um deles negativ o , entr etanto:

8
>

>
>

<
>

>
>

:

x 2 [ � 2 ; � 1] ) f ( x ) = x + 2

x 2 [ � 1 ; 1] ) f ( x ) = � x

x 2 [1 ; 2] ) f ( x ) = x � 2

x =2 [ � 2 ; 2] ) f ( x ) = 0

(3.36)

O gr� a�c o vo c ^ e p o de ver na (�g. 3.4). Se c alcular-

mos a inte gr al

t

R
a

f ( x ) dx c om c ondi� c~ ao inicial a < � 2 , o r esultado

ser� a uma inte gr al nula p ar a valor es de t > 2 mas p ositiv ou nula

p ar a qualquer outr o valor de t :

De�na agor a:

� ( x ) =

x

Z

�1

f ( x ) dx (3.37)

�

E f� acil veri�c ar que

� � � e difer enci� avel, sua derivada sendo f ;

� que se anula for a do intervalo [-2,2].

� Seu gr� a�c o � e formado p or tr es r amos de p ar� ab olas que c o-

incidem tangencialmente nos p ontos ( � 1 ;

1
2

) , (1 ;

1
2

) duas a

duas;
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Mas as fun� c~ oes que se originem de algum fen^ omeno f � �sic o, qu � �mic o

ou biol� ogic o p o dem ter sup orte limitado.

�

E pr e ciso n~ ao c onfundir o mo delo alg � ebrico que

r epr esenta uma apr oxima� c~ ao do fen^ omeno, c om o pr� oprio fen^ omeno... a intensidade do

c alor se c omp orta c omo f ( r ) =

1
r

em que r � e a dist^ ancia da fonte p ar a dist^ ancias n~ ao

muito p e quenas. Entr etanto p ar a dist^ ancias muito gr andes se p o de sup or que o c alor

que atinge um objeto a p artir da fonte � e nulo e assim f � e a sup orte compacto . Melhor

dizendo, os instrumentos que temos p ar a me dir, j� a n~ ao s~ ao mais sens � �veis a quantidade

c alor que emana da fonte. A qui entr aria em uso uma fun� c~ ao c omo �

D (0 :r )

multiplic ando

aquela que mo dela algebric amente a distribui� c~ ao de c alor em termos da dist^ ancia, f , e

cujo efeito ser� a de anular os valor es do mo delo for a da �ar e a de sensibilidade do ap ar elho

me didor. O novo mo delo ser� a �

D (0 :r )

f :

Um in terv alo fec hado e limitado � e um conjun to compacto . Entr e

outr os c onjuntos, que p o demos de�nir c omo c omp actos, se enc ontr a um disc o fe chado,

D [0 ; r ] , de c entr o 0 e r aio r :

Precisamos uma fam � �lia de fun� c~ oes com as seguin tes

propriedades: c ont � �nuas, p ositivas, se anulando for a de um in-

tervalo fe chado . V amos come� car com a constru� c~ ao de tais fun� c~ oes

, que c hamaremos sinais .

De�ni� c ~ ao : 14 Sinal

Chamamos de sinal uma fun� c~ ao p ositiva, limitada,

inte gr� avel e a sup orte c omp acto.

No gr� a�co (�g. 3.2) v o c ^ e tem um exemplo sinal.

V amos a seguir mostrar-lhe como construir sinais, algebrica-

men te.

Exemplo: 24 Constru� c~ ao de um sinal triangular.

Consider e a fun� c~ ao f de�nida p elas c ondi� c~ oes :

8
>

<
>

:

x 2 [ � 2 ; � 1] ) f ( x ) = x + 2

x 2 [ � 1 ; 0] ) f ( x ) = � x

x =2 [ � 2 ; 0] ) f ( x ) = 0

(3.35)

f � e c ont � �nua e se anula for a do intervalo [ � 2 ; 0] .

Seu gr� a�c o � e \tri^ angulo" sobr e o intervalo [ � 2 ; 2]

Os exemplos de sinais das �guras (�g.,3.3) e (�g.,3.2)

p o dem induz � �-lo n um erro de in tui� c~ ao, am b os est~ ao cen trados na

origem. A �unica coisa que � e v erdade a resp eito de um sinal � e
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De�ni� c ~ ao : 13 Sup orte de uma fun� c~ ao.

Sup orte de uma fun� c~ ao [ a; b ]

f

! R � e o menor c on-

junto fe chado que c ontenha f x ; f ( x ) 6= 0 g .

Exemplo: 23 F un� c~ oes e seus sup ortes.

1. f ( x ) = x

2

; R

f

! R , o sup orte de f = supp ( f ) = R p or que,

c omo f � e um p olin^ omio, o c onjunto f f ( x ) 6= 0 g � e um c on-

junto ab erto e o �unic o c onjunto fe chado que o c ont � em � e

R . Qualquer p olin^ omio tem c omo sup orte o intervalo em

que estiver de�nido. Num c erto sentido isto signi�c a que o

c onjunto dos zer os de um p olin^ omio � e insigni�c ativo.

2. Se f = �

( a:b ]

for a fun� c~ ao c ar acter � �stic a do intervalo ( a; b ]

de�nida p or

�

( a;b ]

( x ) =

(

x 2 ( a; b ] 1

x =2 ( a; b ] 0

ent~ ao supp ( f ) = [ a; b ] .

3. Se f = �

( a;b )

a fun� c~ ao c ar acter � �stic a do intervalo ab erto

( a; b ) , ent~ ao supp ( f ) = [ a; b ]

4. Se f r epr esenta a intensidade de c alor que emana de uma

fonte em fun� c~ ao da dist^ ancia, r elativamente a um determi-

nado instrumento, supp ( f ) = D [0 ; r ] = o disco fec hado de

c entr o 0 e r aio r , em que r r epr esenta a dist^ ancia a p ar-

tir da qual o instrumento me diria c omo 0 a quantidade de

c alor dete ctada e 0 � e o p onto onde se lo c aliza a fonte de

c alor.

Observ a� c~ ao: 31 F un� c~ oes a sup orte c omp acto.

Os exemplos acima, exc eto o �ultimo, deixam uma clar a impr ess~ ao

de que fun� c~ oes que tiver em sup orte difer ente de R s~ ao fun� c~ oes c onstruidas p ar a ter um

sup orte esp e cial. De fato � e assim, a quase totalidade das fun� c~ oes de�nidas p or algum

pr o c esso alg � ebrico , e a � � incluindo fun� c~ oes c omo

f ( x ) =

1

x

; f ( x ) = ln j x j ;

tem c omo sup orte R .
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Isto denuncia uma vantagem p ar a o m � eto do de Pi-

c ar d se n~ ao levarmos em c onta que for am feitas 12 iter a� c~ oes ...

ou que os nosso pr o gr amas s~ ao muito ruins.

A �ob via conclus~ ao dos exemplos que temos acima

� e ainda a mesma que j� a tiramos an teriormen te: os m � eto dos de

apro xima� c~ ao deixam a desejar. En tretan to o m � eto do de Picard

p o de p ermitir que descubramos a solu� c~ ao exata como o exemplo

an terior o mostra. O segundo exemplo indica que isto p o de ser

algumas v ezes dif � �cil de se conseguir.

3.5 In terp ola� c ~ ao p olinomial.

Neste par� agrafo v amos discutir um outro m � eto do

para solu� c~ ao de equa� c~ oes diferenciais ordin� arias bastan te difer-

en te dos j� a estudados an tes. Ele se baseia em In terp ola� c~ ao p oli-

nomial cujo estudo se iniciou no C� apitulo 1 e que ser� a aprofun-

dado com a in tro du� c~ ao dos Splines que al � � ap enas foram an un-

ciados.

Queremos resolv er o problema:

dy

dx

= g ( t; y ) ; y ( a ) = b ; (3.34)

e para isto v amos memorizar os v alores da deriv ada n uma familia

de fun� c~ oes que gozam de algumas propriedades esp eciais que

tornam isto p ossiv el. Esta fam � �lia de fun� c~ oes se c hama p arti� c~ ao

da unidade e v amos iniciar este par� agrafo com a sua constru� c~ ao

.
3.5.1 P arti� c ~ ao da unidade.

V amos de�nir o conceito de sup orte que in tuitiv a-

men te signi�ca o conjun to que con tem os v alores n~ ao n ulos de

uma fun� c~ ao. Alguns exemplos abaixo lhe mostrar~ ao que esta

conceitua� c~ ao in tuitiv a � e falha.
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Assim

y

2

( t ) = 2 +

t

R
0

g ( � ; y

1

( � )) d� =

y

2

( t ) = 2 +

t

R

0

(2 + 2 � � � ) d� =

y

2

( t ) = 2 +

t

R

0

(2 + � ) d� = 2 + 2 t +

t

2

2

Continuando ter emos:

y

3

( t ) = 2 +

t

R
0

g ( � ; y

2

( � )) d� =

y

3

( t ) = 2 +

t

R
0

(2 + 2 � +

�

2

2

� � ) d� = 2 + 2 t +

t

2

2

+

t

3

6

= 1 + t +

t

2

2

+

t

3

6

+ t + 1 � e

t

+ t + 1

onde j� a vemos ap ar e c er uma apr oxima� c~ ao da solu� c~ ao exata

y = e

x

+ x + 1 :

Exemplo: 22 Uma outr a c omp ar a� c~ ao .

Po demos aplic ar o m � eto do de Pic ar d p ar a r esolver

a mesma e qua� c~ ao c om a c ondi� c~ ao inicial y ( � 5) = 5 p ar a estab-

ele c er c omp ar a� c~ ao c om os r esultados do p ar� agr afo anterior, em

que r esolvemos este pr oblema.

As primeir as c ontas j� a se r evelam c omplic adas e

nada de n � �tido sur ge c omo no exemplo anterior, mesmo sab endo

qual � e a solu� c~ ao exata...

F azendo uso de um pr o gr ama de c omputa� c~ ao alg � ebric a,

c alculamos 12 iter a� c~ oes do m � eto do de Pic ar d e assim obtivemos:

y

12

( � 4 : 77) = 6 : 2924

enquanto que o valor obtido c om a solu� c~ ao exata, mas ob via-

men te com apro xima� c~ ao calculada p elo pr� oprio programa com 4

casas decimais , � e 3 : 9272 . O valor neste mesmo p onto usando-se

qualquer dos m � eto dos anterior es � e 7 : 4467 .



3.4. UM M

�

ETODO ITERA TIV O. 139

T eorema: 15 T e or ema de Pic ar d (the little the or em of Pic ar d)

Seja g uma fun� c~ ao de�nida e c ont � �nua assim c omo

@ g

@ x

num r et^ angulo R do plano c om lados p ar alelos aos eixos.

Dada uma c ondi� c~ ao inicial ( a; b ) 2 R

o

existe ent~ ao um intervalo

( a � h; a + h ) c ontido na pr oje� c~ ao de R sobr e O

~

X tal que y

0

=

g ( t; y ) ; y ( a ) = b sendo esta solu� c~ ao �unic a.

A demonstra� c~ ao do teorema Picard p o de ser en-

con trada em [26],p� aginas (424-426). A referida demonstra-� c~ ao

claramen te constroi a seq ^ encia ( y

k

) acima e mostra sua con-

v erg ^ encia.

�

E preciso um p ouco mais de Matem� atica para mostrar

que o mo delo com um para este teorema e o de Newton-Raphson

� e o mesmo garan tindo a exist ^ encia de um p on to �xo: teri-

amos que discutir mais aprofundadamen te a top olo gia do esp a� co

C ([ a; b ]). O leitor in teressado p o de consultar [25],p� aginas (337-

339), onde se encon tra o te or ema do p onto �xo que justi�ca tan to

o T eorema de Piccard como o T eorema de Newton-Raphson.

Observ e tam b � em que no T eorema de P eano, (que � e

an terior ao teorema de Picard), n~ ao se tem unicidade da solu� c~ ao

.

V amos resolv er a equa� c~ ao

dy

dt

= g ( t; y ) = y � t ; y (0) = 2

que j� a resolv emos an teriormen te, para comparar os resultados.

Exemplo: 21 Soluc~ ao de

dy

dx

= g ( x; y ) p elo T e or ema de Pic ar d.

Como o m � eto do suger e temos que usar um ele-

men to inicial ao qual aplic ar emos o op erador . Este elemen to

inicial � e uma fun� c~ ao e p o de ser a fun� c~ ao line ar que p assa p elo

p onto (0 ; 2) c om derivada g (0 ; 2) que � e a apr oxima� c~ ao mais sim-

ples e elementar p ar a r esolver o nosso pr oblema.
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e p ortan to nos encon tramos literalmen te den tro do espirito do

M � eto do de Newton-Raphson

3

: ser� a que existe um p on to �xo

y

0

tal que K ( y

0

) = y

0

? Se houv er um tal p onto �xo p o demos

escrev er:

y

0

( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; y

0

( � )) d� ; (3.32)

cuja deriv ada nos lev a de v olta ao problema 3.6:

dy

0

dt

= g ( t; y

0

( t )) ; y

0

( a ) = b (3.33)

do qual y

0

� e a solu� c~ ao .

Observ a� c ~ ao: 30 Constantes.

Pro cure n~ ao se confundir com esta observ a� c~ ao, mas quando resolv e-

mos uma equa� c~ ao, pro curamos um ob jeto, uma c onstante , que satisfa� ca determinadas

condi� c~ oes. Nas equa� c~ oes elemen tares se se costuma dizer que esta constan te resolv eu

o problema. Da mesma forma uma solu� c~ ao de uma equa� c~ ao diferencial, (ou de uma

equa� c~ ao funcional), � e uma fun� c~ ao determinada, uma constan te. N~ ao confundir com

fun� c~ ao constan te.

A resp osta para esta quest~ ao � e sim , dada p elo

teorema:

T eorema: 14 T e or ema de Pe ano

Seja g uma fun� c~ ao de�nida e c ont � �nua num r et^ angulo

R do plano c om lados p ar alelos aos eixos. Dada uma c ondi� c~ ao

inicial ( a; b ) 2 R

o

= interior de R , existe ent~ ao um inter-

valo ( a � h; a + h ) c ontido na pr oje� c~ ao de R sobr e O

~

X tal que

y

0

= g ( t; y ) ; y ( a ) = b .

Observ e-se que o teorema n~ ao fala da exist ^ encia

de um p on to �xo para nenh um op erador. Mas este teorema � e

uma generaliza� c~ ao do que v amos agora en unciar, tendo demon-

stra� c~ oes praticamen te id ^ en ticas:

3

n~ ao � e nada eviden te, mas a situa� c~ ao se assemelha a de uma pr o gr ess~ ao ge om � etric a

em que o op erador K funciona como a raz~ ao m ultiplicativ a.
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f

K

7! h ; K ( f )( t ) = h ( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; f ( � )) d� ;

(3.28)

de�nida n um espa� co de fun� c~ oes e que aplicada a uma fun� c~ ao f

resulta n'outra fun� c~ ao h , em outras pala vras temos:

K : C ([ a; b ])

K

7! C ([ a; b ]) ; h ( t ) = K ( f )( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; f ( � )) d� ;

(3.29)

que, para ser v erdade, basta que a fun� c~ ao g seja con t � �n ua no

in terv alo [ a; b ] como os c� alculos seguin tes demonstram:

j h ( x

0

) � h ( x

0 0

) j = j

x

0 0

Z

x

0

g ( � ; f ( � )) d� j < C j x

0

� x

00

j )

) fj x

0

� x

0 0

j < � ) j h ( x

0

) � h ( x

0 0

) j < C �

p orque a constan te C dep ende ap enas de f ; g ; x

0

; x

00

Observ a� c ~ ao: 29 Op er ador es.

Por v� arias r az~ oes, at � e mesmo de pr e c onc eito nos

primeir os dias em que fun� c~ oes for am de�nidas sobre outr as fun� c~ oes,

quando uma fun� c~ ao se enc ontr a de�nida num espa� co de fun� c~ oes

, � e c ostume cham� a-la de op erador .

P osto nos termos da equa� c~ ao (eq. 3.29) a equa� c~ ao

primitiv a (eq. 3.26) p o de se escrev er assim:

y

2

= K ( y

1

); y

3

= K ( y

2

); : : : ; y

k +1

= K ( y

k

);

(3.30)

ou ainda p o demos observ ar que o op erador K est� a sendo iter ado :

y

2

= K ( y

1

); y

3

= K ( y

2

) = K ( K ( y

1

)); : : : ; y

k +1

= K

k

( y

1

);

(3.31)
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F

0

( x ) = g ( t; y ) ) F ( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; y ) d� :

(3.25)

Esta express~ ao � e, no en tan to, inc^ omo da. Como

in terpretar y no in tegrando? Quem resolv e isto s~ ao os m � eto dos

iter ativos : eles consistem da ideia de c ome� car alguma c oisa de

algum lugar , a partir de um p on to inicial, construindo uma

sucess~ ao e v eri�car dep ois se p o demos descobrir condi� c~ oes que

garan tam a c onver g ^ encia da mesma, � e nisto que se baseia o

m � eto do de Newton-Raphson para determina� c~ ao de raizes de uma

equa� c~ ao . A fundamen ta� c~ ao te� orica �nal de tais m � eto dos � e o

teorema do p on to do �xo, v er [25, Ap ^ endice, teorema do p on to

�xo].

V amos re-escrev er a equa� c~ ao an terior:

y

2

( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; y

1

( � )) d� ; (3.26)

com a sup osi� c~ ao de que temos alguma sugest~ ao y

1

que � e a

primeira fun� c~ ao de uma sucess~ ao

y

1

; y

2

; y

3

; : : : ; y

k

; y

k +1

; : : :

que con v ergeria para a solu� c~ ao do problema (eq. 3.6), p� agina

119. A v eri�ca� c~ ao de con v erg ^ encia de que falamos acima p o de

consistir ap enas na demonstra� c~ ao de que a sucess~ ao construida

p or este m � eto do � e de Cauc h y . Assim

y

k +1

( t ) = b +

t

Z

a

g ( � ; y

k

( � )) d� : (3.27)

V amos gener alizar mais um p ouc o , observ ando que

a equa� c~ ao (eq. 3.26) represen ta uma fun� c~ ao K :



3.4. UM M

�

ETODO ITERA TIV O. 135

O resultado gr� a�co do programa � e uma descri� c~ ao do uxo das �orbitas

da equa� c~ ao diferencial de�nida no programa que se encon trem den tro de um ret^ angulo,

tam b � em de�nido no programa.

Uma alta densidade de segmen tos reta p o de imp edir a visualiza� c~ ao

do uxo, assim como uma b aixa densidade p o der� a ter o mesmo efeito. Existe uma

faixa de densidades c ertas , a ser encon trada exp erimen talmen te, que torna n � �tido este

uxo para uma determinada r e gi~ ao .

Com frequ ^ encia se encon tra este problema de sele� c~ ao de uma densi-

dade ade quada na aquisi� c~ ao de dados para in terpretar um fen^ omeno. V o c ^ e ir� a compreen-

der o que estamos dizendo se ro dar o programa algumas v ezes.

O nome do m � eto do se justi�ca p orque p o demos

iden ti�car atra v ez dele os p on tos em que h� a mesmo, iso , co-

e�cien te angular. Ele tem uma outra imp ort^ ancia adicional:

p ermite algumas v ezes se ter uma vis~ ao do uxo das solu� c~ oes .

O m � eto do das Is� oclinas � e um m � eto do global, o que

c ontr adiz cham� a-lo de m � eto do p asso a p asso... , p orque ele nos

fornece o uxo das solu� c~ oes n uma regi~ ao . Observ e que acima

escrev emos ap enas a equa� c~ ao diferencial, sem nenh uma condi� c~ ao

inicial.

Se �zermos um programa tra� car p equenas retas

com o co e�cien te angular g ( x

k

; y

k

) estaremos implemen tando

gr a�c amente o m � eto do de Euler. No disco v o c ^ e encon tra este

programa feito: � e a pro cedure Iso clinas.pas que se encon tra na

biblioteca curv as .

O leitor dev e observ ar a aus ^ encia de um gr� a�co

nesta se� c~ ao, ela se dev e ao fato de que n~ ao conseguimos resolv er

esta quest~ ao com SciLab, [21], �cariamos gratos se algu � em nos

ap on tasse esta solu� c~ ao. A solu� c~ ao em P ascal � e o programa iso-

clinas.p as .

3.4 Um m � eto do iterativ o.

Uma outra alternativ a para resolv er o pr oblema

3.6 consiste n uma aplica� c~ ao quase direta do T eorema F unda-

men tal do C� alculo:



134 CAP

�

ITULO 3. EQUAC �

~

OES DIFERENCIAIS ORDIN

�

ARIAS.

c om

K

1

= hg

k

K

2

= hg ( x

k

+ h; y

k

+ K

1

)

3.3 O m � eto do das Is� oclinas.

Em geral este m � eto do � e apresen tado assim:

1. Seja 
 uma regi~ ao do plano em que est� a de�nida a equa� c~ ao

diferencial

dy

dt

= g ( t; y ) :

2. Consider emos uma discr etiza� c~ ao de 
 represen tada p or

uma parti� c~ ao qualquer da mesma, para �xar ideias: uma

malha retangular cobrindo 
 da qual tomamos ap enas os

n� os ( x

k

; y

k

)

k

que se encon trem den tro de 
.

3. A solu� c~ ao apro ximada p elo M � eto do das Is� oclinas � e um

conjun to de segmen tos de reta r

k

cen trado em ( x

k

; y

k

) de

comprimen to inferior �a norma da malha e com co e�cien te

angular g ( x

k

; y

k

) :

4. A condi� c~ ao de que os segmen tos de reta sejam de compri-

men to inferior �a norma da malha � e est � etica. Est � etic a nem

sempre � e futilidade, m uitas v ezes p o de represen tar uma

classi�ca� c~ ao essencial. Com esta condi� c~ ao o conjun to destes

p equenos segmen tos de reta d~ ao uma vis~ ao de conjun to

das solu� c~ oes da equa� c~ ao diferencial mostrando o uxo das

solu� c~ oes . Ro de o programa iso clinas.p as referido abaixo e

nele altere o tamanho dos segmen tos de reta para en tender

melhor de que est � etic a estamos falando.

Observ a� c ~ ao: 28 In terpreta� c~ ao dos dados.

Um problema b� asico na mo delagem de fen^ omenos p o de ser facilmen te

exempli�cado com o programa iso clinas.p as . Ro de este programa alterando o tamanho

dos segmen tos de reta r

k

e p ossiv elmen te tam b � em alterando a equa� c~ ao diferencial dada.
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Uma outra exp eri ^ encia ilustrativ a p o de ser feita

com a mesma equa� c~ ao e diferen te condi� c~ ao inicial:

Exemplo: 20 Solu� c~ ao apr oximada de y

0

� y = x ; y ( � 5) = 5 .

A solu� c~ ao exata desta e qua� c~ ao � e y =

6

exp (5) exp ( x )

+ x + 4 : A b aixo

vo c ^ e p o de ver alguns p ar es de dados c omp ar ativos feitos c om

Euler1 :

Dominio do programa: x -> [-37.9 , 37.9] y -> [-19 , 19]

Este programa resolve graficamente e aprox. a equacao diferencial

dy/dx = f(x,y)

com a precisao escolhida e condicoes iniciais dadas

precisao = 0.1 condicao inicial (-5,5).

x = -5.0000 y = 5.0000

Sol exata: x = -5.0000 y = 5.0000

x = -4.9900 y = 5.1000

Sol exata: x = -4.9900 y = 4.9503

x = -4.8000 y = 7.0900

Sol exata: x = -4.8000 y = 4.1124

em que se p o de ver um err o muito gr ande. N~ ao melhor a nada

tentar Euler2 ou Euler3 . Se tentar usar os pr o gr amas n~ ao se

esque� ca de substituir na fun� c~ ao T este a expr ess~ ao da solu� c~ ao

exata p ar a a c ondi� c~ ao inicial esc olhida. V o c ^ e p o der� a enc ontr ar

no disc o o pr o gr ama RungeK que � e ligeir a variante de Euler2 .

Numa r� apida conclus~ ao , v o c ^ e tem aqui uma �unica

equa-� c~ ao para a qual, dep endendo da condi� c~ ao inicial, os m � eto dos

descritos colapsam. Seria incorreto sugerir que temos m � eto dos

n um � ericos de alta precis~ ao para resolv er qualquer equa� c~ ao ...

En tretan to se p o de melhorar a apro xima� c~ ao dimin-

uindo o passo e consequen temen te consumindo mais temp o.

Exerc � �cio: 22 Mo di�que o pr o gr ama R ungeK usando o pr� oximo

p onto no formato

y

k +1

= y

k

+

K

1

+ K

2

2
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x = 0.5000 y = 3.1474

Sol exata: x = 0.5000 y = 3.1487

x = 0.7000 y = 3.7116

Sol exata: x = 0.7000 y = 3.7138

x = 0.9000 y = 4.3562

Sol exata: x = 0.9000 y = 4.3596

x = 1.0000 y = 4.7141

Sol exata: x = 1.0000 y = 4.7183

x = 2.0000 y = 10.3662

Sol exata: x = 2.0000 y = 10.3891

x = 3.0000 y = 23.9926

Sol exata: x = 3.0000 y = 24.0855 erro < 0.1

O pr o gr ama ConvR ot que se enc ontr a no disc o chama a se guinte

r otina que pr o duz os dados acima, entr etanto ser� a ne c ess� ario

fazer alter a� c~ oes nos pr o gr amas Eulerxx e RungeKxx que se

enc ontr am dentr o da bibliote c a Curv as . V o c ^ e p o de enc ontr ar

novas vers~ oes de RungeKXX no disc o, for a da bibliote c a Cur-

v as . O pr o gr ama usa algumas fun� c~ oes de�nidas na bibliote c a

Curv as que se enc ontr a no disc o, c omo p or exemplo Dfx, Dfy

que c alculam apr oximadamente as derivadas p ar ciais em r ela� c~ ao

a x ou a y .

3.2.3 Precis ~ ao da solu� c ~ ao .

O leitor p o de ser ten tado a apr ofundar o m � eto do

ten tando calcular deriv adas de maior ordem. An tes faz ^ e-lo use

o programa Con vRot substituindo Euler p or Euler2, Euler3 .

V er� a que n~ ao h� a grande signi�cado em ten tar deriv a� c~ oes de

maior ordem. H� a uma propaga� c~ ao de erro que torna relativ a-

men te in � util ten tar apro xima� c~ oes p olinomiais de ordem m uito

alta. Em suma, as apro xima� c~ oes p olinomiais de grau 1 e 2 s~ ao

m uito efetiv as al � em de simples. A este resp eito v er [14], na in-

tro du� c~ ao se discute a diferen� ca en tre as t � ecnicas de difer encia� c~ ao

algor � �tmic a con tra a diferencia� c~ ao p or difer en� cas divididas que

� e o m � eto do usado nos nossos programas em P ascal.
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V amos a um exemplo n um � erico, mas observ e que

que programas como Eulerxx.pas ou RungeKxx p o dem ofer-

ecer v� arios exemplos a gosto do estudan te que neles p o de v ariar

tan to as equa� c~ oes como a precis~ ao e assim observ ar melhor os

efeitos destes par^ ametros. V amos a um c� alculo man ual, dep ois

dele incluiremos uma listagem de dados feita p or computador.

Exemplo: 19 A e qua� c~ ao

dy

dx

= y � x ; y (0) = 2 .

A qui g ( x; y ) = y � x . A c ondi� c~ ao inicial diz-nos

que pr o cur amos uma curva que p asse no p onto (0 ; 2) .

Ent~ ao

@ g ( t; y )

@ t

+

@ g ( t; y )

@ y

g ( t; y ) =

= � 1 + y � x = y � ( x + 1) :

Assim

f ( a + h ) � f ( a ) + g ( a; b ) h +

g

1

( a; b )

2

h

2

= 2 + 2 h +

h

2

2

Se h = 0 : 1 ent~ ao f (0 : 1) � 2 + 0 : 2 + 0 : 005 = 2 : 205 .

Os dados ab aixo for am obtidos c om o pr o gr ama Euler2.p as em

Pasc al que se enc ontr a listado mais adiante:

Dominio do programa: x <- [-37.9 , 37.9] y <- [-19 , 19]

Este programa resolve aprox. a equacao diferencial

dy/dx = f(x,y)

com a precisao escolhida e condicoes iniciais dadas

precisao = 0.1 ; condicao inicial (0,2).

x = 0.0000 y = 2.0000

Sol exata: x = 0.0000 y = 2.0000

x = 0.1000 y = 2.2050

Sol exata: x = 0.1000 y = 2.2052

x = 0.2000 y = 2.4210

Sol exata: x = 0.2000 y = 2.4214

x = 0.3000 y = 2.6492

Sol exata: x = 0.3000 y = 2.6499
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equa� c~ ao, em que aparecem as deriv adas parciais de g seja igual

a (eq. 3.17), o que nos lev a a solu� c~ ao seguin te nas v ari� av eis

�

1

; �

2

; �

1

; �

2

:

�

1

+ �

2

= 1 (3.21)

�

2

=

1
2

(3.22)

�

1

= �

2

= 1 (3.23)

p ortan to:

1. existem estes co e�cien tes,

2. a no v a f� orm ula que dep ende ap enas do v alor inicial de f e

de g

3. temos uma apro xima� c~ ao com a mesma precis~ ao que a f� orm ula

de T a ylor de segunda ordem:

y

k +1

� y

k

+

1
2

g ( a; b ) h + g ( t

k

+ h; y

k

+ g ( a:b ) h )

h

2

2

(3.24)

usando ap enas os v alores de g nos p on tos da malha.

Demonstramos assim a v alidade do m � eto do de Runge-

Kutta, em uma de suas v arian tes:

T eorema: 13 M � eto do de R unge-Kutta.

Dada a e qua� c~ ao difer encial

dy

dt

= g ( t; y ) e uma

malha de p ontos em que os valor es de g s~ ao c onhe cidos e mais

uma c ondi� c~ ao inicial ( a; b ) = ( a; f ( a )) , p o demos enc ontr ar o

valor apr oximado de uma solu� c~ ao f deste pr oblema no p onto

a + h , em que h � e o p asso da malha, c om a mesma pr e cis~ ao da

f� ormula de T aylor de se gunda or dem c om a f� ormula:

f ( a + h ) = y

k +1

� y

k

+

1
2

g ( a; b ) h + g ( t

k

+ h; y

k

+ g ( a:b ) h )

h

2

2
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grau e p ortan to p o demos utilizar este m � eto do em substitui� c~ ao ao

an terior para obter uma solu� c~ ao gr� a�ca, ou uma listagem , mais

precisa da solu� c~ ao apro ximada da equa� c~ ao diferencial dada.

P or se baseiar n um p olin^ omio de T a ylor de se-

gundo grau � e que a (eq. 3.17) oferece mais precis~ ao na apro x-

ima� c~ ao do v alor de f ( a + h ) : En tretan to um problema de ordem

pr� atica se imp~ oe, (a raz~ ao p or traz do m � eto do de Runge-Kutta),

os dados desta equa� c~ ao diferencial p o dem ser resultados exp eri-

men tais. Os v alores de g , um lev an tamen to de taxas de v aria� c~ ao,

p o dem ser v alores tomados em alguns p on tos de uma malha, e

a � � n~ ao temos uma equa� c~ ao alg � ebrica para calcular deriv adas par-

ciais.

Recordando, queremos encon trar v alores apro xi-

mados pa-ra uma solu� c~ ao f da equa� c~ ao diferencial

dy

dt

= g ( t; y ) :

Isto ainda quer dizer que desejamos encon trar f ( a + h ) em que

h � e um p asso de uma malha de apro xima� c~ ao.

Retomando a (eq. 3.17), como queremos evitar

de calcular deriv adas parciais

2

, O T eorema do v alor m � edio do

c� alculo diferencial nos traz uma sugest~ ao para substituir as deriv adas

parciais de g p or um quo cien te com v alores desta fun� c~ ao nos ex-

tremos de um in terv alo. O m � eto do de Runge-Kutta altera esta

sugest~ ao substituindo a diferen� ca p elo v alor da fun� c~ ao calculada

em um �unico p on to obtido obtido p ela in tro du� c~ ao de no v os co e-

�cien tes e dep ois a imp osi� c~ ao de uma igualdade que lev e a uma

equa� c~ ao linear, p or compara� c~ ao com (eq. 3.17). V ejamos como

isto se faz:

f ( a + h ) � f ( a ) + �

1

g ( a; b ) h + �

2

hg ( a + �

1

h; b + g ( a; b ) �

2

h ) h(3.18)

� f ( a ) + �

1

g ( a; b ) h + �

2

h [ g ( a; b ) +

@ g
@ t

�

1

h +

@ g

@ y

g ( a; b ) �

2

h ](3.19)

� f ( a ) + ( �

1

+ �

2

) g ( a; b ) h + ( �

2

�

1

@ g
@ t

+ �

2

�

2

@ g

@ y

g ( a; b )) h

2

(3.20)

V amos agora imp or a condi� c~ ao de que esta �ultima

2

Se os dados forem exp erimen tais, n~ ao p o deremos mesmo calcular deriv adas parciais,

se a equa� c~ ao diferencial for dada p or uma equa� c~ ao, alg � ebrica, en t~ ao a (eq. 3.17) p o de

ser usada.
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x ( � 5) = 49 e duas p oligonais obtidas com passos distin tos:2,1.

O m � eto do de Euler consiste, assim da f� orm ula de T a ylor de

primeiro grau.

Usamos ap enas p olin^ omios de T a ylor de primeiro

grau. Nisto se constitue o m � eto do de Euler. A garan tia de

apro xima� c~ ao que se tem neste m � eto do v em da f� orm ula de T a ylor.

O erro cometido � e medido com o resto desta f� orm ula.

3.2.2 M � eto dos de Runge-Kutta.

Mas p o demos insistir calculando agora f

00

( a ) que

signi�ca calcular a deriv ada de g ( t; y ) em rela� c~ ao a t :

d

2

y

dt

2

=

@ g ( x; y )

@ t

+

@ g ( t; y )

@ y

dy

dt

(3.14)

que se explica p ela regra da cadeia em que deriv amos em rela� c~ ao

a t e y : Agora

dy

dt

aparece na equa� c~ ao inicial o que nos p ermite

de re-escrev er a express~ ao como:

d

2

y

dt

2

=

@ g ( t; y )

@ t

+

@ g ( t; y )

@ y

g ( t; y ) (3.15)

T emos o v alor da segunda deriv ada em termos das

deriv adas pariciais da equ� c~ ao g ( t; y ) dada e p o demos retonar a

f� orm ula de T a ylor para escrev ermos um p olin^ omio do segundo

grau em h :

f ( a + h ) � f ( a ) + f

0

( a ) h + f

00

( a )

h

2

2

(3.16)

f ( a + h ) � f ( a ) + g ( a; b ) h + (

@ g ( t; y )

@ t

+

@ g ( t; y )

@ y

g ( t; y ))

h

2

2

(3.17)

P ara v alores m uito p equenos de h o erro desta

f� orm ula do segundo grau � e ainda menor do que a do primeiro
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V amos no v amen te interpr etar f ( a + h ). Signi�ca

o v alor de uma fun� c~ ao desc onhe cida no p on to a + h . Dep endo

dos ob jetiv os que se tenha a solu� c~ ao do problema p o de parar

aqui: se o ob jetiv o for:, obter um v alor apro ximado da fun� c~ ao f

no p on to a + h ; est� a feito!

Exerc � �cio: 21 1. Use o m � eto do de Euler p ar a enc ontr ar (a+h,

f(a+h)) apro ximadamen te em c ada uma das e qua� c~ oes ab aixo,

c om h := 0.01:

(a) y

0

= sen ( xy ) ; y (0) = 1

(b) y

0

= x

2

+ y

2

; y (0) = 1

(c) y

0

= �

x
y

; y (0) = 1

2. Consider e uma suc ess~ ao x

0

= a; : : : ; x

n

formando uma

p.a. de r az~ ao h:= 0.1 e c onstrua uma p oligonal que r esolva

apr oximada- mente c ada uma das e qua� c~ oes anterior es c om

o m � eto do de Euler.

O ob jetiv o p o de ser mais amplo, en tretan to, do

que ap enas encon trar um p on to pr� oximo da condi� c~ ao inicial: se

p o de desejar um gr� a�co entenda-se: uma listagem �na de val-

or es de f nas pr oximidades da c ondi� c~ ao inicial dada , p or que um

gr� a�c o no computador nada mais � e que uma listagem de p on tos

com um passo m uito p equeno que p o de ser alternadamen te ap-

resen tada como uma listagem de pares de n � umeros. Neste caso

desejamos ter o conjun to:

f ( a; b ) = ( x

0

; y

0

) ; ( x

1

; y

1

) ; : : : ; ( x

k

; y

k

) ; ( x

k +1

; y

k +1

) g

(3.13)

Basta iter ar o pro cesso considerando

y

1

= f ( a + h ) = b + g ( a; b ) h = b

1

como uma no v a condi� c~ ao inicial e assim calcular y

2

= f ( a + 2 h ).

O pr� oximo gr� a�co, (�g. 3.1) con t � em a solu� c~ ao

exata da equa� c~ ao diferencial

dx

dt

= �

x

t

com a condi� c~ ao inicial
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f ( a + h ) = f ( a ) + f

0

( a ) h = b + g ( a; b ) h ) f ( a + h ) = b + g ( a; b ) h

(3.12)

N~ ao se p erca com a nota� c~ ao: queremos encon trar

uma fun� c~ ao f que � e solu� c~ ao da equa� c~ ao diferencial e sab emos

que f

0

( a ) = g ( a; b ) ; b = f ( a ) : Estaremos sempre falando a

fun� c~ ao f que � e solu� c~ ao pro curada

1

.

1

nem sempre a solu� c~ ao de uma equa� c~ ao diferencial � e uma fun� c~ ao , a maneira mais

adequada de falar � e c ham� a-la de curva , aqui h� a um erro sup ort� av el...
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Nas express~ oes acima, h represen ta um erro, o

que em programa� c~ ao se c hama as v ezes p asso . P o demos assim

in terpretar a f� orm ula (eq. 3.11), v endo �a direita uma apro x-

ima� c~ ao do v alor de f n um p on to pr� oximo de a sendo h o passo

escolhido.

A express~ ao g ( t; y ) na equacao 3.4 represen ta uma

f� orm u-la "alg � ebrica" asso ciando a um p on to do plano a deriv ada

de uma curv a que passa p or ele: as equa� c~ oes diferenciais repre-

sen tam curv as ou planos de�nidos atra v � es de uma express~ ao em

que as deriv adas destes ob jetos geom � etri-cos en tram en v olvidas.

O gr� a�co (�g. 3.2) abaixo traz tres curv as, cada

uma � euma solu� c~ ao particular de uma equa� c~ ao diferencial. Uma

\ curva " � e a solu� c~ ao de um pr oblema , � e determinada p or um

p on to que caracteriza a condi� c~ ao inicial, observ e que esta condi� c~ ao

inicial tem o mesmo signi�cado n uma in tegral em que ap enas um

dos limites de in tegra� c~ ao est� a de�nido enquan to que o outro �ca

vari� avel .

Exerc � �cio: 20 1. R esolva as se guintes e qua� c~ oes difer enciais

exatamen te enc ontr ando a solu� c~ ao identi�c ada p ela c ondi� c~ ao

inicial dada:

(a) y

0

= 3 x ; y (0) = 0 ;

(b) y

0 0

= 0 ; y (0) = 0 ; y

0

(0) = 0 ;

(c) y

0

= sen ( x ); y (0) = 0 ;

2. Enc ontr e to das as solu� c~ oes das e qua� c~ oes difer enciais do

item anterior, (gr a�c amente).

3.2.1 O m � eto do de Euler.

Como usar 3.11 em conex~ ao com a equa� c~ ao difer-

encial

dy

dt

= g ( t; y ) ; y ( a ) = b ? V amos in terpretar f ( a ) como a

condi� c~ ao inicial dada. Assim x = a ) y = b e p ortan to temos
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em seu estudo as equa� c~ oes lineares.

O quin to � e o mais in teressan te e tomar� a mais o

nosso temp o p orque ele � e um m � eto do usado tam b � em para as

e qua� c~ oes difer enciais p ar ciais e represen ta uma form ula� c~ ao difer-

en te de um mesmo princ � �pio de apro xima� c~ ao: elementos �nitos .

P ara desen v olv ^ e-lo come� ca-remos p or discutir um m � eto do difer-

en te de apro xima� c~ ao de fun� c~ oes que � e o quadro geral em que se

colo cam os Splines: a r e gulariza� c~ ao p or c onvolu� c~ ao .

Em b ora citadas div ersas v ezes acima, as equa� c~ oes

diferenciais parciais n~ ao ser~ ao estudadas neste texto.

A parte �nal destes cap � �tulo v ai se dedicar a um

tip o particular de equa� c~ oes diferenciais: as lineares. Nestas apli-

caremos o �ultimo m � eto do.

3.2 M � eto dos p asso a p asso .

V amos come� car estudando tres m � eto dos, na ver-

dade tr es variantes de um mesmo m � eto do p or que est~ ao to dos

b ase ados na f� ormula de T aylor . Nos desagrada a etiqueta: p asso

a p asso colo cada nestes m � eto dos, p orque, como to da etiqueta � e

restritiv a e algumas v ezes en v elhece mais r� apido que as t � ecnicas

en v olvidas. V o c ^ e v er� a algumas raz~ oes para esta cr � �tica no texto.

Como to dos os m � eto dos usam a F� orm ula de T a ylor, esta dev eria

ser a etiqueta .

Os p olin� omios de T a ylor oferecem um m � eto do de

apro-xima� c~ ao de objetos diferenci� av eis. Relem brando a f� orm ula:

f ( a + h ) = f ( a ) + f

0

( a ) h + � � � +

f

( n )

( a )

n !

h

n

+ R

n

( x )

(3.10)

em que f � e uma fun� c~ ao su�cien temen te deriv� av el. Se despre-

sarmos o erro, o que signi�ca substituir f p or uma apro xima� c~ ao

sua, escrev eremos:

f ( a + h ) � f ( a ) + f

0

( a ) h + � � � +

f

( n )

( a )

n !

h

n

(3.11)
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uma sonda, ou um sat � elite em �orbita signi�ca encon trar o n � �vel

ener g � etic o preciso em que uma p art � �cula v ai �car em torno de um

n � ucle o , consideradas as resp ectiv as massas e v elo cidade angular

do sat � elite. Nestes termos se trata de encon trar uma curv a que

tangencie outra: solu� c~ ao de uma equa� c~ ao diferencial ordin� aria.

Este mesmo problema en v olv e um outro: con tro-

lar a rota� c~ ao do sat � elite em torno do seu pr� oprio eixo para garan-

tir uma exp osi� c~ ao maximal de suas c � elulas foto-el � etricas �a luz

solar, p or exemplo: solu� c~ ao de uma e qua� c~ ao difer encial p ar cial

p or que o sat � elite deixa de ser uma p art � �cula e o pr oblema deixa

de ser univariado p assando a multivariado .

T emos assim que resolv er equa� c~ oes diferenciais coisa

que nem sempre conseguimos fazer formalmen te, isto justi�ca

folgadamen te nos preo cuparmos com m � eto dos de solu� c~ ao apro x-

imada, n um � erica, p or que em m uitos casos � e tudo o que p o demos

fazer.

V amos estudar cinco m � eto dos de apro xima� c~ ao :

� Os tres primeiros se baseiam na f� orm ula de T a ylor:

{ M � eto do de Euler ;

{ M � eto do das Is� oclinas ;

{ M � eto do de R unge-Kutta .

O m � eto de de Euler e o de Runge-Kutta s~ ao c hamados de

m � eto dos passo p orque p o demos obter a solu� c~ ao da equa� c~ ao

diferencial, apro ximadamen te no p on to ( x

k

; y

k

) com aux � �lio

dos v alores j� a obtidos an teriormen te. O m � eto do das Is� oclinas

� e um m � eto do global, p orque, p or exemplo, ignorando condi� c~ oes

iniciais, pro cura descrev er o comp ortamen to das solu� c~ oes

no dom � �nio dado. Ele p ermite algumas v ezes um visual-

iza� c~ ao do uxo das curv as-solu� c~ ao.

� O quarto parte de uma aplica� c~ ao iterativ a do T eorema F un-

damen tal do C� alculo � e o m � eto do de Picard.

� O quin to se baseia nos Splines e se con�na na class�ca� c~ ao

m � eto do de interp ola� c~ ao p olinomial . Aqui nos restringiremos
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@ u

@ x

�

@ u

@ t

� 3 t + 4 x = 0 :

Resolv er equa� c~ oes diferenciais parciais � e mais dif � �cil

que resolv er equa� c~ oes diferenciais ordin� arias, em princ � �pio... ali� as,

r esolver e qua� c~ oes difer enciais de qualquer natureza, ordin� arias

ou parciais, em princ � �pio n~ ao � e f� acil e nem siquer p ossiv el. H� a

alguns tip os de equa� c~ ao sobre as quais se sab e tudo, mesmo que

resolv � e-las explicitamen te nem sempre seja algo trivial. Algumas

delas foram resolvidas ao longo de anos e somen te aos p oucos se

�cou claro para os matem� aticos eles ti-nham a sua solu� c~ ao como

� e o caso da equa� c~ ao de Laplace:

@

2

u

@ x

2

+

@

2

u

@ t

2

= 0 (3.8)

cujas solu� c~ oes se c hamam fun� c~ oes harm^ onicas e s~ ao a parte real

ou a parte imagin� aria de uma fun� c~ ao anal � �tica. Estas �ultimas,

p or sua v ez s~ ao as solu� c~ oes de uma outra equa� c~ ao diferencial

parcial que tam b � em lev ou dois s � eculos para que os matem� aticos

compreendensem que a ha via resolvido indiretamen te:

Equa� c~ oes de Cauc h y-Riemann.

@ u

@ x

=

@ v

@ y

@ u

@ y

= �

@ v

@ x

(3.9)

que ainda p o demos c hamar de um sistema de equa� c~ oes difer-

enciais parciais de primeira ordem.

P o demos facilmen te demonstrar as rela� c~ oes acima

en tre fun� c~ oes anal � �ticas e fun� c~ oes harm^ onicas, mas represen ta

um curso com dura� c~ ao de um semestre, dep endendo, ob viamen te

dos prerequesitos... em que se descrev em 200 anos de hist� oria

da Matem� atica.

Seria in teressan te que �zessemos algumas refer ^ encias

con-cretas a situa� c~ oes em que se usam equa� c~ oes diferenciais.

Uma �area m uito momen tosa de aplica� c~ oes � e a espacial. Colo car
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tr ata-se de uma e qua� c~ ao difer encial de se gunda or dem, es-

tas pr e cisam de uma c ondi� c~ ao m � utipla p ar a sua solu� c~ ao, e

neste c aso se fala de c ondi� c~ oes de fr onteir a: o in � �cio e o

�m do intervalo no temp o. O pr oblema � e ent~ ao:

F

00

= f

F (0) = 0

F (1) = � 1

Um outr o pr oblema alternativo p o deria ser:

F

00

= f

F (0) = 0

F

0

(0) = � 1

em que as duas c ondi� c~ oes s~ ao dadas no p onto t = 0 .

3. Numa e qua� c~ ao difer encial p o demos ter expr ess~ oes c ombi-

nando op er ador es aritm � etic os e fun� c~ oes c omp ondo uma ex-

pr ess~ ao desde que a � � ap ar e� cam as derivadas de uma fun� c~ ao

que se desc onhe c e:

3 ty

0 0

� 5 t

2

y

0

= 0

4. No exemplo anterior os termos \ 3 t " e \ 5 t

2

" s~ ao c o e�cientes

da e qua-� c~ ao , isto � e os dados que se com binam linearmen te

c om as vari� aveis. A quela e qua� c~ ao � e p ortanto uma equa� c~ ao

a co e�cien tes v ari� av eis em op osi� c~ ao a e qua� c~ ao :

3 y

0 0

� 5 y

0

= 0

que � e e qua� c~ ao a co e�cien tes constan tes .

5. Se na expr ess~ ao ap ar e c er em deriv adas parciais se tr ata de

uma e qua� c~ ao a derivadas p ar ciais, ou equa� c~ ao diferencial parcial .

Em op osi� c~ ao , as outr as em que n~ ao ap ar e c em derivadas

p ar ciais, s~ ao chamadas equa� c~ oes diferenciais ordin� arias . A

e qua� c~ ao se guinte � e uma e qua� c~ ao difer encial p ar cial:
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Este conjun to formado p ela equa� c~ ao mais a c ondi� c~ ao

inicial y ( a ) = b receb e com umen te o nome de pr oblema . F are-

mos algumas v ezes refer ^ encias ao problema 3.6 para com isto in-

dicar uma equa� c~ ao mais uma condi� c~ ao inicial. No gr� a�co acima

temos tres solu� c~ oes de uma equa� c~ ao diferencial, naturalmen te

asso ciadas a tres condi� c~ oes iniciais distin tas. A semi-reta que

aparece no gr� a�co coincide com o p on to inicial (0 ; 0) de uma

dessas curv as, sendo-lhe tangen te neste p on to, p ortan to o co e�-

cien te angular da reta � e g (0 ; 0) :

Esta maneira de falar tem um sen tido geom � etrico

f� acil de explicar: a solu� c~ ao de uma equa� c~ ao diferencial � e um ob-

jeto ge om � etric o , aqui ser� a sempre uma curva , que passa p or um

determinado p on to: ( a; b ). Isto � e o mesmo que a determina� c~ ao

duma primitiv a, no C� alculo univ ariado:

F ( t ) = b +

t

Z

a

f ( x ) dx (3.7)

em que o gr� a�co de F passa no p on to ( a; b ): T eorema F unda-

men tal do C� alculo.

Exemplo: 18 A lguns exemplos de e qua� c~ ao difer encial.

1. A e qua� c~ ao difer encial acima se expr essa c omo F

0

= f . T ais

e qua� c~ oes difer enciais s~ ao c omuns num curso de C� alculo

quando se diz que se deseja c alcular a primitiva duma fun� c~ ao

.

2. Um p ouc o mais dif � �cil seria a e qua� c~ ao difer encial

F

00

= f

que dizemos ser uma e qua� c~ ao difer encial de se gunda or dem

p or que em sua expr ess~ ao se tem derivadas de se gunda

or dem. Par a r esolver explicitamente esta e qua� c~ ao difer-

encial, pr e cisamos de duas condi� c~ oes iniciais , p o deria ser

uma c ondi� c~ ao inicial, o p on to inicial do in terv alo do temp o

e uma c ondi� c~ ao �nal, o p on to �nal do in terv alo de temp o :
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Exerc � �cio: 19 T e or ema da fun� c~ ao implicita.

1. Enuncie o T e or ema da func� c~ ao implicita p ar a fun� c~ oes R

3

7!

R :

2. Mostr e que a hip� otese acima enunciada � e su�ciente p ar a

que uma e qua� c~ ao difer encial c omo for am de�nidas se p ossa

escr ever na forma explicita

dy

dt

= g ( t; y ) :

Ao escolhermos escrev er a \v ari� av el" indep enden te

com a letra t estamos tam b � em tomando uma p osi� c~ ao de indicar

que nossas equa� c~ oes diferenciais ser~ ao dep endentes do temp o .

�

E

uma atitude natural que v ai de encon tro a grande maioria das

aplica� c~ oes em que se expressa com uma equa� c~ ao diferencial uma

rela� c~ ao de v aria� c~ ao ao longo do temp o de algum fen^ omeno.

3.1.2 A solu� c ~ ao de uma equa� c ~ ao diferencial.

Resolv er uma e qua� c~ ao difer encial or din� aria sig-

ni�ca encon trar uma curv a, algumas v ezes o gr� a�co uma fun� c~ ao

, que satisfa� ca equa� c~ ao 3.6, no sen tido de que a tangen te, ou o

co e�cien te angular do v etor tangen te �a curv a, ou ao gr� a�co, � e

dado p ela express~ ao g ( t; y ) em qualquer p on to ( t; y ( t )) da curv a.

Isto � e m uito \v ago" en tretan to, para se c hamar de

uma solu� c~ ao . Precisamos de um p on to a partir do qual tra� car a

curv a, de mo do que o que se estuda s~ ao pr oblemas . Um pr oblema

� e um par de dados da forma:

Um problema.

dy

dt

= g ( t; y ) (3.5)

y ( a ) = b (3.6)

em que y ( a ) = b represen ta um p on to ( a; b ) p or onde passa

a curv a-solu� c~ ao . Este p on to � e c hamado apropriadamen te de

c ondi� c~ ao inicial .
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cos ( xy ) seria uma express~ ao alg � ebrica... ) . Ou seja, uma

e qua� c~ ao difer encial or din� aria � e uma e qua� c~ ao em que se enc ontr e

envolvida, como incognita , uma fun� c~ ao t 7! y ( t ) assim c omo

suas derivadas at � e uma c erta or dem n , e dizemos ent~ ao que se

tr ata de uma equa� c ~ ao diferencial ordin � aria de ordem n .

De mo do an� alo go se de�niria uma equa� c~ ao difer-

encial parcial c omo

F ( t; x; u;

@ u

@ t

;

@ u

@ x

; : : : ;

@

n

u

@ t

p

x

q

) = 0 (3.2)

que p ortanto � e uma e qua� c~ ao em que se enc ontr a envolvida uma

fun� c~ ao multivariada assim c omo suas derivadas p ar ciais at � e uma

c erta or dem.

Neste livr o estar emos nos r estringindo �a dis-

cuss~ ao das e qua� c~ oes difer enciais or din� arias de primeir a or dem

e se gunda or dem. Entr etanto o objetivo princip al do livr o n~ ao

� e o estudo das equa� c~ oes diferenciais e sim as t � ecnic as de apr ox-

ima� c~ ao p olin^ omial. As e qua� c~ oes difer enciais entr am aqui ap enas

c omo um desa�o fascinante de apr oxima� c~ ao p olinomial. No �-

nal do c ap � �tulo nos estender emos a solu� c~ ao apr oximada de uma

e qua� c~ ao difer encial line ar de or dem n:

3.1 Equa� c~ oes Diferenciais.

3.1.1 Exemplos e nota� c ~ ao.

F ( t; y ; y

0

) = 0 ; (3.3)

que p elo T eorema da F un� c~ ao Impl � �cita p o dem ser escritas na

forma:

dy

dt

= g ( t; y ) (3.4)

desde que

@ F

@ y

0

6= 0 o que sup oremos v erdadeiro, em uma certa

regi~ ao de�nida p elos par^ ametros t; y .
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Ordin � arias.

In tro du� c~ ao .

Este livr o n~ ao se de dic a a e qua� c~ oes difer enciais e

p ortanto este c ap � �tulo ap enas usa c onhe cimentos que vo c ^ e deve

ter de e qua� c~ oes difer enciais obtidos em C� alculo. Nosso objetivo

� e o m � eto do p olinomial de apr oxima� c~ ao de fun� c~ oes que discutimos

no c ap � �tulo 1. As e qua� c~ oes difer enciais s~ ao um exemplo de pr ob-

lema ao qual tentamos aplic ar o m � eto do p olinomial. Na primeir a

p arte do c ap � �tulo discutir emos m � eto dos cl� assic os de apr oxima� c~ ao

p olinomial da solu� c~ ao de uma e.d.o. c omo m � eto do de Euler , e os

m � eto dos do tip o Runge-Kuta que se classi�c am c omo m � eto dos

passo a passo . T amb � em discutir emos o m � eto do das is� oclinas

que � e um m � eto do global . Dep ois nos de dic ar emos aos splines

e a solu� c~ ao apr oximada de e qua� c~ oes line ar es de or dem maior

em que se utiliza a te oria das matrizes estudadas no c ap � �tulo

anterior.

Uma equa� c~ ao diferencial ordin� aria � e uma r ela� c~ ao

do tip o

F ( t; y ; y

0

; : : : ; y

( n )

) = 0 (3.1)

em que F � e uma expr ess~ ao alg � ebric a, ( alg � ebrica est� a aqui tomado

em seu sen tido mais amplo, do s � eculo 19, em que G ( x; y ) =

117



116 CAP

�

ITULO 2.

�

ALGEBRA LINEAR COMPUT A CIONAL.

Teste := False

Else inf[i][j] := aMat[i][j];

j := j+1;

End;

inf[i][j] := 1;

While j <= dim Do

Begin

sup[i][j] := aMat[i][j];

For k := 1 to i-1 Do

sup[i][j] := sup[i][j] - inf[i][k]*sup[k][j];

j := j+1;

inf[i][j] := 0;

End;

End;

Apeteco;ClrScr;

WriteLn('Matriz triangular inferior: ');

PrintMatriz(inf,'matriz inferior');

Apeteco; ClrScr;

WriteLn('Matriz triangular superior: ');

PrintMatriz(sup,'matriz superior');

Apeteco; ClrScr;

Repeteco; Resposta := UpCase(Resposta);

Until (Resposta = 'N');

End.



2.7. O M

�

ETODO DE GA USS-JORD AN. 115

6. Mostr e que se A e B for em duas matrizes n x n ent~ ao

p o demos de c omp^ o-las em sub-matrizes de or dem jxj, jxk,

kxj, kxk ; j+k=n de mo do que a multiplic a� c~ ao A � B

p o de ser efetuada usando as sub-matrizes c omo se fossem

n � umer os. (F a� ca algumas exp eri ^ encias p ar a enc ontr ar a lei

de forma� c~ ao do pr o duto, intr o duza uma nota� c~ ao ade quada

p ar a descr ever esta quest~ ao ).

O seguin te trec ho de programa em P ascal repre-

sen ta o algoritmo para determina� c~ ao das duas matrizes triangu-

lares do T eorema 2.72:

{** programa para fatoracao de matrizes num produto

de matrizes triangulares.

por Tarcisio Praciano Pereira - DMa - UEM -

Projeto: Programas em Pascal para Analise Numerica

- 1994 ***}

program FatorT;

Uses Tipos, Matrizes,Graph, Crt;

Var

sup,inf : Matriz;

Begin

Repeat

projeto := ' Fatora'+cedi+atil+' de Matrizes ';

RestoreCrtMode; Mask;EntradaMatriz;

WriteLn(' primeira linha da matriz inferior');

For i := 1 to dim Do

Begin

sup[1][i] := aMat[1][i];

inf[1][i] := 0;

End;

inf[1][1] := 1;

WriteLn(' matrizes inferior e superior');

For i:= 2 to dim Do

Begin

WriteLn('Escrevendo a linha ', i);

j := 1;

While j < i Do

Begin

sup[i][j] := 0; inf[i][j] := aMat[i][j];

For k := 1 to j-1 Do

inf[i][j] := inf[i][j] - inf[i][k]*sup[k][j];

If sup[j][j] <> 0 Then

inf[i][j] := inf[i][j]/sup[j][j]

Else

If inf[i][j] <> 0 Then
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A condi� c~ ao de in v ersibilidade de A � e eviden te-

men te neces-s� aria para a solu� c~ ao descrita acima que exige que

s

ii

6= 0. En tretan to o sistema � e sup er-determinado: tem mais

e qua� c~ oes que inc o gnitas p ortan to, se tiver solu� c~ ao ter� a um in-

�nidade delas. A indetermina� c~ ao reside na p ossibilidade de s

ii

ser igual a zero o que implica em que i

ij

6= 0 qualquer. Isto

mostra que o T eorema 2.72 v ale mesmo no caso de matrizes

singulares como est� a en unciado.

As equa� c~ oes tem que ser calculadas nesta ordem

den tro dum programa, o programa abaixo faz isto.

Exerc � �cio: 18 1. T r aduza as e qua� c~ oes 2.72 p ar a um pr o gr ama

em Pasc al (ou C ou outr a linguagem), veja ab aixo p arte do

algoritmo em Pasc al.

2. F a� ca um pr o gr ama que teste uma matriz quanto a sua in-

vertibilidade e c aso seja invers � �vel a triangularize.

3. Mostr e que se uma matriz for obtida p or p ermuta� c~ oes das

linhas (ou c olunas) da matriz identidade ent~ ao :

(a) seu determinante � e � 1 .

(b) seus elementos ser~ ao ap enas a unidade ap ar e c endo uma

�unic a vez numa linha ou c oluna mas em to da linha ou

c oluna h� a uma entr ada n~ ao nula igual a 1.

4. Mostr e que, r e c � �pr o c amente, se em to da linha ou c oluna

houver uma entr ada igual a unidade sendo as demais en-

tr adas nulas ent~ ao esta matriz � e obtida p or p ermuta� c~ ao de

linhas (ou c olunas) da identidade.

5. Consider e a se qu ^ encia de n � umer os � = ( a

1

; :::a

n

) to dos

difer entes e a matriz A cuja c olunas sejam as p ot ^ encias

�

0

; �

1

; :::�

n � 1

; �

n

(entenda �

k

c omo sendo a se qu ^ encia das p ot ^ encias k dos el-

ementos de � ). Calcule o determinante de A . (Estab ele� ca

uma hip� otese a p artir de algumas exp eri ^ encias).
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sup erior S em que os elemen tos da diagonal: s

ii

memorizam o

determinan te de uma matriz A dada:

I =

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

i

21

1 0 0

i

31

i

32

1 0

i

41

i

42

i

43

1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

S =

�
�

�
�

�
�

�
�

�

s

11

s

12

s

13

s

14

0 s

22

s

23

s

24

0 0 s

33

s

34

0 0 0 s

44

�
�

�
�

�
�

�
�

�

; A = I � S

(2.70)

A equa� c~ ao do T eorema 12 gera um sistema de

equa� c~ oes que nos p ermitem encon trar as matrizes I ; S uma v ez

que A � e dada:

s

11

= a

11

s

12

= a

12

s

13

= a

13

s

14

= a

14

i

21

s

11

= a

21

i

21

s

12

+ s

22

= a

22

i

21

s

13

+ s

23

= a

23

i

21

s

14

+ s

24

= a

24

i

31

s

11

= a

31

i

31

s

12

+ i

32

s

22

= a

32

i

31

s

13

+ i

32

s

23

+ s

33

= a

33

i

31

s

14

+ i

32

s

24

+ s

34

= a

34

i

41

s

11

= a

41

i

41

s

12

+ i

42

s

22

= a

42

i

41

s

13

+ i

42

s

23

+ s

33

= a

43

i

41

s

14

+ i

42

s

24

+ i

43

+ s

44

= a

44

(2.71)

Se a matriz A for in v ers � �v el, a solu� c~ ao deste sis-

tema, (agora p ensando n um sistema n x n), � e da forma:

8 j = 1 ::n s

1 j

= a

1 j

j < i i

ij

=

a

ij

�

P

k <j

i

ik

s

k j

s

ii

j = i i

ij

= 1

j > i i

ij

= 0

j < i s

ij

= 0

j � i s

ij

= a

ij

�

P

k <i

i

ik

s

k j

(2.72)



112 CAP

�

ITULO 2.

�

ALGEBRA LINEAR COMPUT A CIONAL.

E � A � F �

�
�

�
�

�

D 0

0 0

�
�

�
�

�

em que E ; F sao matrizes triangular es tendo ap enas a unidade

sobr e a diagonal princip al e D � e uma matriz diagonal de or dem

k semelhante do p onto de vista de sistema de e quac~ oes a matriz

menor de or dem k invers � �vel de A , em que k � e o p osto de A .

P o demos escrev er este resultado n um outro for-

mato. V eri�que que nas igualdades abaixo se tem a fatora� c~ ao

de A como matrizes triangulares:

A = E

0

� ( D � F

0

) = ( E

0

� D ) � F

0

em que �a esquerda temos a matriz triangular sup erior E

0

ap enas

com a unidade na diagonal m ultiplicada p ela matriz triangular

inferior D � F

0

:

P o demos da � � en unciar dois teoremas semelhan tes

um dos quais � e:

T eorema: 12 Uma matriz quadr ada A p o de ser fator ada num

pr o duto de uma matriz triangular inferior p or uma matriz tri-

angular sup erior:

A = I � S

de mo do que os elementos na diagonal de I sejam ap enas a

unidade e a diagonal de S memoriza det A .

V amos represen tar matricialmen te o T eorema 12

para deduzir um m � eto do de resolu� c~ ao de sistema de equa� c~ oes

lineares. V amos nos �xar em matrizes 4x4 para facilitar a repre-

sen ta� c~ ao esquem� atica das matrizes. Estaremos ao mesmo temp o

estab elecendo o formalismo necess� ario ao programa F atorT que

executa a tarefa expressa no T eorema 12.

Queremos encon trar uma matriz triangular infe-

rior I ap enas com a unidade na diagonal, uma matriz triangular
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Exatamen te como se an ulam elemen tos n uma ma-

triz, p o demos an ular os blo cos B

0

; C

0

obtendo a matriz-blo cos:

A �

�
�

�
�

�

D 0

0 G "

�
�

�
�

�

V emos assim que tudo se reduz a discutir o que

acon tece com uma matriz n~ ao in v ers � �v el G " cuja ordem � e o com-

plemen tar relativ amen te a n da ordem de D .

Observ a� c ~ ao: 27 Parte singular de uma matriz.

G " represen ta a p arte singular da matriz A . Assim um sistema p o de

ser fator ado de mo do a evidenciar a sua p arte singular e a sua p arte n~ ao singular .

A parte n~ ao singular represen ta a informa� c~ ao �univ o ca do sistema:

cada v ari� av el tem uma e uma �unica solu� c~ ao . Na parte singular, se houv er solu� c~ oes elas

n~ ao s~ ao �unicas.

A parte singular de um sistema corresp onde a uma equa� c~ ao n um � eri-

ca da forma 0 x = b que tem solu� c~ ao ap enas se b = 0 e neste caso tem um n � umero in�nito

de solu� c~ oes : qualquer n � umero real � e uma solu� c~ ao .

Como a matriz G " p o de ser triangularizada sup e-

riormen te, v emos que ela n~ ao p o de ter en tradas n~ ao n ulas sobre

a diagonal, (do con tr� ario p or tro cas de linhas e colunas p o deri-

amos deixar uma tal en trada no can to sup erior esquerdo de G "

e dep ois agregar mais uma linha e uma coluna �a matriz D o

que con tradiz a hip� otese de esta era uma matriz menor de maior

ordem in v ers � �v el. P or raz~ ao semelhan te G " n~ ao p o de ter nen-

h uma en trada n~ ao n ula acima diagonal t~ ao p ouco, isto � e G " � 0,

assim:

A �

�
�

�
�

�

D 0

0 0

�
�

�
�

�

As matrizes triangulares sup erior e inferior na fa-

tora� c~ ao de A t ^ em ap enas 1 sobre a diagonal. Demonstramos

assim o

T eorema: 11 (da fator a� c~ ao triangular)

Seja A uma matriz de or dem n tendo uma matriz

menor de or dem k invers � �vel. Ent~ ao
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Observ a� c ~ ao: 26 O anel das matriz triangulares sup eriores.

O conjun to das matrizes triangulares sup eriores � e est� av el sob as op era� c~ oes

usuais com matrizes: soma de matrizes, m ultiplica� c~ ao de uma matriz p or um escalar ou

pro duto de matrizes. Este conjun to tem assim uma estrutura alg � ebrica, � e um anel.

Como tais matrizes p o dem ter elemen tos n ulos na diagonal, nem to das

s~ ao in v ers � �v eis.

P o demos mostrar, � e o con te � udo do T eorema 7, que o conjun to de to das

as matrizes se encon tra represen tado neste conjun to das matrizes triangulares sup eriores.

O mesmo se p o de dizer do conjun to das matrizes triangualres inferiores.

De�ni� c ~ ao : 12 Pivots da matriz A .

Sup onha que uma matriz A tem uma fator a� c~ ao

A = E

0

� D � F

0

triangular c omo descrito no te or ema 10. Ent~ ao os elementos da

diagonal de D se chamam piv ots de A .

V amos agora extender o T eorema 10. An tes de

faz ^ e-lo observ emos que ele represen ta uma forma fr ac a do T eo-

rema sobre in v ers~ ao de matrizes, uma v ez que n~ ao obtiv emos

a iden tidade, mas sim uma matriz diagonal. P ara extender o

teorema v amos retirar a hip� otese de in v ersibilidade de A .

Se A n~ ao for in v ers � �v el mesmo assim p o der� a ter al-

guma matriz menor que o seja, basta que n~ ao seja n ula e ha v er� a

p elo menos uma menor de ordem 1 x 1 que seja in v ers � �v el. V a-

mos considerar a maior, (de maior ordem), das menor es n~ ao

invers � �veis de A . P or tro ca de linhas e colunas esta matriz p o de

ser colo cada como um blo co no can to sup erior esquerdo de A .

P elo T eorema 10 p o demos escrev er:

A =

�
�

�
�

�

E D F C

B G

�
�

�
�

�

em que E D F � e um pro duto de blo cos de acordo com o T eorema

10 p or que al � � temos uma matriz menor in v ers � �v el. Ou seja temos

a seguin te e quival ^ encia de matrizes de sistemas de e qua� c~ ao :

A �

�
�

�
�

�

D C

0

B

0

G

0

�
�

�
�

�

em que o blo co D � e o blo co diagonal escrito an teriormen te com

aux � �lio do T eorema 10.
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Chamemos F a matriz triangular sup erior que memoriza estas op era� c~ oes

, comp ondo com o que j� a obtiv emos acima temos agora:

E � A = S ) ( E � A ) � F = S � F = D (2.69)

resultando na matriz diagonal D , p elo lema. q.e.d.

Observ e ainda que os elemen tos da diagonal da

matriz D no teorema 9 s~ ao �unicos a menos de uma constan te:

um sistema de equa� c~ ao p o de ter uma de suas equa� c~ oes m ultipli-

cada p or um mesmo n � umero sem que isto altere o resultado da

equa� c~ ao , (o sistema de equa� c~ ao assim mo di�cado � e equiv alen te

ao an terior). P o demos escolher a constan te que m ultiplica cada

equa� c~ ao de tal mo do que as en tradas nas diagonais de E ; F se-

jam ap enas 1. Desta forma a matriz D �ca b em determinada.

Mais do que isto, p elo teorema 8, p� agina 103, temos:

det ( D ) = det(( E � A ) � F ) = 1 � det ( A ) � 1 = det ( A )

Os n � umeros que aparecem na diagonal de D se

c hamam pivots , e p o demos garan tir que s~ ao to dos diferen tes de

zero devido a hip� otese de in v ersibilidade de A , al � em do mais o

pro duto deles � e det ( A ).

T o das as matrizes en v olvidas na express~ ao

( E � A ) � F = D = E ( AF ) = E AF

s~ ao in v ers � �v eis, (p or que o determinante do pr o duto � e o pr o duto

dos determinantes) . A in v ersa de uma matriz triangular sup erior

( inferior ) � e tam b � em uma matriz triangular sup erior ( inferior ).

Demonstramos assim um caso particular de fa-

tora� c~ ao triangular de matrizes:

T eorema: 10 (F ator a� c~ ao triangular de uma matriz.)

Se A for invers � �vel ent~ ao existe uma matriz trian-

gular inferior, E e uma matriz triangular sup erior F tal que

E � A � F = D ) A = E

0

� D F

0

em que D � e uma matriz diagonal. Os elementos nas diagonais

de E ; F sendo to dos 1.
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2.7 O m � eto do de Gauss-Jordan.

V amos discutir um exemplo que v eremos n~ ao ser

nada particular assim. Consideremos uma matriz A . P elo

T eorema 7 p o demos encon trar uma matriz E in v ers � �v el tal que

E � A = S uma matriz triangular sup erior.

Se supusermos al � em do mais que A seja in v ers � �v el

to dos os elemen tos na diagonal de S ser~ ao diferen tes de zero:

o su�cien te para an ularmos to dos os elemen tos da mesma linha

que lhe estejam a direita rep etindo o algor � �timo con tido no T eo-

rema 7 adaptado a an ula� c~ ao dos elemen tos das linhas, em v ez

de an ular os elemen tos das colunas. Estas no v as op era� c~ oes ser~ ao

as duais relativ amen te aquelas que �zemos na demon tra� c~ ao do

T eorema 7, quer dizer, o que �zemos com as linhas, agora fare-

mos com as colunas. Em particular resulta disto que a matriz

que ir� a memorizar as op era� c~ oes feitas, F , ser� a uma matriz tri-

angular sup erior. V amos registrar sob a forma de teorema este

resultado dual:

T eorema: 9 T riangulariza� c~ ao inferior de matrizes. T o da ma-

triz p o de ser triangularizada inferiormente e a matriz de tr ans-

forma� c~ ao F � e uma matriz triangular sup erior invers � �vel.

Dem :

L ema: 1 A triangulariza� c~ ao inferior de uma matriz triangular sup erior � e uma matriz

diagonal.

Dem : T emos uma matriz S que � e triangular sup erior, quer dizer que tem ap enas

zero abaixo da diagonal principal. A primeira op era� c~ ao do pr o c esso de triangulariza� c~ ao

inferior consiste em com binar linearmen te a primeira coluna com to das as demais para

an ular-lhes os elemen tos da primeira linha o que n~ ao altera os elemen tos abaixo da

diagonal da primeira coluna que s~ ao to dos zero. Mas este primeiro elemen to da primeira

coluna p o de ser zero. Se for, passaremos �a primeira coluna que tenha o primeiro

elemen to n~ ao n ulo para com ela an ular to dos os demais elemen tos da primeira linha e

consequen temen te a op era� c~ ao de an ula� c~ ao dos elemen tos da primeira linha n~ ao alteram

os elemen tos n ulos abaixo da diagonal. O pro cesso se rep etir� a sucessiv amen te para an ular

to dos os elemen tos da segunda linha �a direita da diagonal principal, que analogamen te

n~ ao ir~ ao alterar os elemen tos abaixo da diagonal principal. Ao �nal de

n ( n +1)

2

op era� c~ oes,

no m� aximo, teremos an ulado to dos os elemen tos �a direita da diagonal principal, sem ter

alterado os elemen tos abaixo desta diagonal. T eremos p ortan to uma matriz triangular

sup erior que � e tam b � em � e triangular inferior, logo diagonal. q.e.d.
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use o pr o gr ama anterior p ar a levar este elemento n~ ao nulo

p ar a a diagonal.

3. Melhor e o pr o gr ama anterior p ar a que s� o leve o elemento

p ar a diagonal se ele estiver ab aixo da diagonal

4. T r ansforme os pr o gr amas acima em pr o c e dur es e crie um

ger enciador p ar a as mesmas.

5. Inclua no seu "p ac ote" uma pr o c e dur e A nulaSubDiagonal

que anule os elementos de c ada c oluna que se enc ontr em

ab aixo da diagonal, se na diagonal o elemento n~ ao for nulo.

6. Construa uma pr o c e dur e Determinan teDiagonal que c alcule

o determinante de uma matriz T riangular.

O programa sistemas con t � em uma solu� c~ ao para

os exerc � �cios an teriores. Nele v o c ^ e p o de encon trar as pro ce-

dures Entr adaMatriz, SupT riangulariza, DeterminanteT riang-

Sup, etc... .

Observ a� c ~ ao: 25 Pro cessamen to paralelo.

Aparen temen te o que se p o de fazer para tornar mais e�cien te a

solu� c~ ao de equa� c~ oes � e divid � �-las em blo cos e aplicar programa� c~ ao paralela, en tretan to

a en trada de dados con tin uar� a sendo o gargalo do pro cesso... Na �ultima se� c~ ao v o c ^ e

v er� a que uma matriz p o de ser fatorada e divida em blo cos o que inclue blo cos n ulos. A

presen� ca de blo cos n ulos represen ta indep end ^ encia de en tre conjun to de v ari� av eis. Na lin-

guagem de espa� cos v etoriais, signi�ca que o sistema se refere a sub-esp a� cos line armente

indep endentes . Esta indep end ^ encia line ar � e que torna p ossiv el o uso de pro cessamen to

paralelo.

Isto marca o gargalo referido acima. S� op o demos aplicar pro cessa-

men to paralelo a um sistema dep ois de mo di�c� a-lo: blo co-diagonaliz� a-lo para que surjam

os sub-espa� cos linearmen te indep enden tes relativ amen te ao sistema considerado.

Em programas que gerem sistemas de equa� c~ oes ou que fa� cam leitura

autom� atica de dados que pro duzam matrizes, eviden temen te que n~ ao existe o gar galo da

en trada de dados.

A pr� oxima se� c~ ao con tem algumas ferramen tas para aplicar estas ideias,

en tretan to n~ ao apresen taremos nada diretamen te en v olvido com pro cessamen to paralelo

p or as linguagens de pro cessamen to que usamos n~ ao p ossuem este conceito. Pro cessa-

men to paralelo, neste livro, � e ap enas uma curiosidade.
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O programa sistema n~ ao v ai t~ ao longe. Ele ap e-

nas analisa se h� a uma solu� c~ ao �unica, e a calcula ou sendo o

Determinan te zero v eri�ca se h� a imp ossibilidade de solu� c~ ao e o

diz. Finalmen te se o sistema tiv er m uitas solu� c~ oes encon tra uma

que tenha algumas co ordenadas n ulas.

O planejamen to de um tal programa p o de ser o

seguin te:

Exemplo: 17

program sistema;

{**** corpo do programa *******}

Begin

EntradaMatriz;

SupTriangulariza;

Writeln('Determinante: ',DeterminanteTriangSu p(di m,a Mat) );

Write('Matriz triangular superior:',Chr(25));

Write('Matriz modificada de dados: ',Chr(25));

PrintMatriz;

If Teste then

Begin

WriteLn(' a solucao eh unica.');

Resolve;

End

Else

SolucaoPossivel;

Read;

End.

Este � e o corp o do programa sistema que se en-

con tra no disco. Ro de o programa para v er como ele funciona,

na qualidade de usu� ario... e dep ois ten te resolv er os exerc � �cios

abaixo. O programa Sistemas se encon tra no disco. Se precisar

consulte-o. Dep ois complete o pro jeto exp osto acima, o resul-

tado p o de ser incluido no seu pacote GaPlana... Os exerc � �cios

abaixo p o dem lhe servir como roteiro.

Exerc � �cio: 17 Solu� c~ ao de sistemas line ar es.

O pr o gr ama Sistema r esolve to das estas quest~ oes.

1. F a� ca o pr o gr ama P erm utaLinha que leia uma matriz e de-

p ois tr o que duas linhas da mesma e volte a impr � �-la.

2. F a� ca um pr o gr ama Pro curaNaoNulo que leia uma matriz,

identi�que em c ada linha um elemento n~ ao nulo e dep ois
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A rotina DeterminanteT riangSup tem como fun� c~ ao

v eri�car se o determinan te da matriz triangularizada � e n ulo ou

n~ ao para decidir se c hama R esolve ou Soluc aoPossivel .

A p ergun ta: to da matriz p o de ser triangularizada?

tem uma resp osta p ositiv a no T eorema 7.

A primeira ten tativ a na pro du� c~ ao de um programa

para resolv er equa� c~ oes lineares p o de recair na pro du� c~ ao de uma

rotina que calcule determinan tes. Com uma linguagem recursiv a

isto se torna m uito f� acil, P ascal n~ ao � e uma linguagem ver dadeir a-

mente r e cursiva ... como � e o caso de LISP .

Mas calcular determinan tes, com linguagens re-

cursiv as ou n~ ao � e sempre m uito demorado. Usando-se recurs~ ao

os programas �cam mais b onitos en tretan to a mem� oria da m� aquina

�car� a m uito mais densamen te o cupada o que p o de at � e tornar

in vi� av eis os c� alculos.

Calcular determinan tes em to da sua generaliada

n~ ao � e essencial e nem siquer decisiv o. Na pr� oxima se� c~ ao v o c ^ e

v er� a como eles p o dem ser calculados indiretamen te.

Um dos casos mais in teressan tes, a resp eito de de-

terminan tes de sistemas � e aquele em que o determinan te se an-

ula... e neste caso o melhor caminho � e o da triangula� c~ ao sup erior

ou inferior da matriz. P ara isto se op era sucessiv amen te sobre

as linhas ou colunas.

Se a matriz for singular , isto � e , n~ ao tiv er in v ersa,

p ortan to com determinan te n ulo, se v ai ter p elo menos uma

ultima linha totalmen te n ula, e o programa p o de reorganizar a

matriz para que esta linha seja a ultima linha. Se a alguma

linha n ula corresp onder uma linha n~ ao n ula na matriz de dados,

a conclus~ ao � e de que o sistema n~ ao tem solu� c~ ao.

O programa dev e p ortan to ter uma pro cedure que

tro que linhas e analise quando os elemen tos de uma coluna s~ ao

zeros

Se o determinan te for zero, mas houv er solu� c~ ao ,

elas ser~ ao os elemen tos de uma reta, de um plano etc... En t~ ao o

que se dev e fazer � e determinar a dimens~ ao da solu� c~ ao.
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1. Aplique o pr o gr ama Sistema ab aixo em uma gr ande var-

ie dade de sistemas de e qua� c~ oes .

2. Mo di�que o pr o gr ama Sistema p ar a que as matrizes obtidas

em c ada op er� c~ ao-linha seja impr essa. Este foi o m � eto do

usado p ar a c onstruir o exemplo desenvolvido acima.

3. Consider e uma matriz diagonal, to dos seus elemen tos s~ ao

n ulos exceto os que se encon tram sobre a diagonal principal,

ev en tualmen te... .

� V eri�que que num sistema de e qua� c~ oes c om uma tal

matriz, se tem ap enas:

a

ii

x

i

= b

i

:

� Enc ontr e a solu� c~ ao sob a hip� ose: 8 i a

ii

6= 0 :

� Po de haver solu� c~ ao sem a hip� otese anterior?

2.6.1 O programa Sistema .

A solu� c~ ao de um sistema de equa� c~ oes p elo m � eto do

de substitui� c~ ao encon tra um meio natural n uma linguagem de

programa� c~ ao , em outras pala vras ele � e essencialmen te algorit-

mico o que justi�ca seus 150 anos imp� avidos de exist ^ encia.

O programa sistema represen ta, em P ascal, o m � eto do

de elimina� c~ ao de Gauss. Este programa se constitue de um

conjun to de pro cedures que executam as tarefas elementar es do

pro cesso, como tro car linhas, an ular e homogeneisar elemen tos,

etc... Abaixo se encon tra a lista das pr o c e dur es e functions de

que se comp~ oe sistema :

Procedure EntradaMatriz;

Function LocalizaNaoZeroSubDiago nal( j:I nteg er) :Boo lea n;

Procedure PermutaLinha(linha1,lin ha2: int eger );

Procedure HomogeneisaAnula(i,j:in tege r;b Mat: Mat riz) ;

Function DeterminanteTriangSup(d im:I nte ger; bMa t:Ma tri z):R eal;

Procedure PrintMatriz;

Procedure SupTriangulariza;

Procedure Resolve;

Procedure SolucaoPossivel;

{*** rotina principal *****}
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Observ a� c ~ ao: 23 A matriz de tr ansforma� c~ ao .

A matriz de tr ansforma� c~ ao 2.67 � e uma matriz tri-

angular inferior, to dos os elementos acima da diagonal princip al

s~ ao nulos.

Observ a� c ~ ao: 24 Complexidade do algoritmo.

Uma outra forma de demonstrar este teorema � e construtiv a: pro-

duzindo a triangulariza� c~ ao n uma matriz formal, h� a um m� aximo de m �

( n +1) n

2

op era� c~ oes in v ers � �v eis para serem executadas n uma matriz nxn . P ortan to a matriz inicial

p o de ser recup erada p or m op era� c~ oes in v ersas: Sim b olicamen te

E = P

1

� � � P

m

que � e o pro duto de m matrizes in v ers � �v eis.

Este n � umero m� aximo de op era� c~ oes que se p o de ter que fazer para

que um algoritmo seja executado, se c hama de de c omplexidade do algoritmo , no caso

de triangulariza� c~ ao sup erior de uma matriz o n � umero � e

( n +1) n

2

, m uito menor que a

complexidade do c� alculo do determinan te de uma matriz que � e n ! : Como p o demos usar

a triangulariza� c~ ao para indiretamen te calcular determinan tes, o uso destes �ultimos �ca

assim recup erado.

V amos en unciar um teorema que completa as ideias

v en tiladas acima, sem demonstra� c~ ao. Sua demonstra� c~ ao p o der� a

ser encon trada n um livro de

�

Algebra, v er [7].

T eorema: 8 Determinante do pr o duto. det ( AB ) = det ( A ) det ( B )

Com o teorema 8 p o demos calcular facilmen te o

determinan te de M :

det ( E � M = det ( S ) = det ( E ) det ( M )

como S � e triangular sup erior, seu determinan te � e o pro duto dos

termos sobre a diagonal principal. Dividindo-se p elo det ( E ) se

tem det ( M ) : A complexidade deste algoritmo � e

n ( n + 1)

2

+ n �

n ( n + 1)

2

�

n

2

2

14
Exerc � �cio: 16 Solu� c~ ao autom� atic a de e qua� c~ oes.

14

a complexidade � e dada p or p ela sucess~ ao simples da classe de equiv al ^ encia a que

p erten� ca a sucess~ ao que traduz o n � umero de op era� c~ oes elementar es do algoritmo.
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R esolve-se este sistema de tr az p ar a fr ente. A

�ultima linha da matriz pr o duz � 63 w = 87 de onde se tir a que

w = �

29
21

. A p en � ultima linha nos d� a:

� 6 z + 3 w = � 7

da qual p or substitui� c~ ao se c onclue que z =

10
21

. Da se gunda linha

vem

� 3 y � 3 z + 3 w = � 5

e p ortanto que y =

4

21

. Da primeir a linha se tem

x + 2 y + 3 z � w = 2

p ortanto x = �

25
21

T eorema: 7 T riangulariza� c~ ao sup erior de matrizes.

T o da matriz p o de ser triangularizada sup eriormente e a ma-

triz de tr ansforma� c~ ao � e uma matriz triangular inferior invers � �vel.

Dem : Que to da matriz p o de ser triangularizada equiv ale a dizer que a equa� c~ ao

sa + tb = 0 sempre tem solu� c~ ao em que a � e a en trada sobre a diagonal em uma deter-

minada coluna. Se a 6= 0 a equa� c~ ao tem solu� c~ ao �unica. Se a = 0 basta escolher t = 0.

Se houv er alguma en trada diferen te de zero na coluna ela p o de ser transferida para a

diagonal p or tro ca de linhas. Isto mostra que to da matriz p o de ser triangularizada.

Resta-nos mostrar que as op era� c~ oes efetuadas s~ ao resultan tes de pro duto de matrizes

in v ers � �v eis, para garan tir a in v ersibilidad e da matriz E 2.67. Acima descrev emos as

op er a� c~ oes elemen tares que pro duzem a triangulariza� c~ ao :

1. Com bina� c~ ao linear de duas linhas em substitui� c~ ao a uma das linhas.

2. T ro ca de linhas.

�

E su�cien te mostrar que estas op era� c~ oes s~ ao in v ers � �v eis e represen t� av eis como um pro-

duto de matrizes. A tro ca de linha na matriz iden tidade pro duz uma matriz com deter-

minan te diferen te de zero, p ortan to in v ers � �v el. O pro duto desta matriz �a esquerda p or

uma matriz T qualquer pro duz a mesma tro ca de linhas na matriz T. A op era� c~ ao

sL

i

+ tL

j

! L

i

de com bina� c~ ao linear n~ ao trivial das linhas L

i

; L

j

com os co e�cien tes s; t 6= 0 e substi-

tui� c~ ao da linha L

i

p or esta com bina� c~ ao na matriz iden tidade pro duz uma matriz cujo

determinan te ser� a s . Como s 6= 0 esta matriz, que � e tam b � em a matriz da trasnsforma� c~ ao

, � e in v ers � �v el. q.e.d.
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Sexto P asso:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 0 � 6 3

0 0 0 � 63

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

� 7

87

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

1 � 5 � 3 0

3 � 15 � 27 � 18

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.66)

A nulamos to dos os elementos que se enc ontr avam

ab aixo da diagonal princip al: triangularizamos sup eriormente a

matriz.

A matriz:

E =

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

1 � 5 � 3 0

3 � 15 � 27 � 18

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.67)

memoriza o c onjunto das op er a� c~ oes efetuadas. Se aplic armos

esta matriz �a matriz incial, o r esultado e a nova matriz dos

c o e�cientes j� a triangularizada:

E � M =

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 0 � 6 3

0 0 0 � 63

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.68)

Matricialmente, melhor, algebric amente, �zemos:

M � x = b ) E � M � x = E � b;

multiplic amos to da a e qua� c~ ao p ela matriz invers � �vel E . A gor a

E � M sendo uma matriz triangular o sistema E � M � x = E � b

� e f� acil de r esolver e � e e quivalente ao primeir o do p on to de

vista de solu� c ~ ao do sistema de equa� c~ oes . A matriz de

tr ansforma� c~ ao E ser invers � �vel � e c ondi� c~ ao sine qua non p ar a

que se tenha a e quival ^ encia dos dois sistemas.
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�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 5 3 � 4

� 2 1 � 4 2

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

6

� 4

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

2 0 � 1 0

0 0 0 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.62)

T erceiro passo: Multiplic ar a primeir a linha p or

-2 e a quarta p or -1, som� a-las c olo c ando o r esultado na quarta

linha:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 5 3 � 4

0 � 5 � 2 0

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

6
0

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

2 0 � 1 0

� 2 0 0 � 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.63)

Conse guimos anular to dos os elementos da primeir a

c oluna exc eto o primeir o elemento. As op er a� c~ oes tamb � em se en-

c ontr am r e gistr adas na �ultima matriz. Continuar emos c om o

mesmo pr o c esso p ar a anular to dos os elementos da se gunda c ol-

una, exc eto o primeir o e o se gundo, to dos que se encon trem

abaixo da diagonal principal .

Quarto passo: Multiplic ando a se gunda linha

p or 5 e a ter c eir a p or -3, somando-as e c olo c ando o r esultado

em lugar da ter c eir a linha:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 0 � 6 3

0 � 5 � 2 0

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

� 7

0

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

1 � 5 � 3 0

� 2 0 0 � 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.64)

Quin to passo:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

0 0 � 6 3

0 0 9 � 15

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

� 7

25

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

1 � 5 � 3 0

� 1 5 0 3

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.65)
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Consider e o sistema:

x + 2 y + 3 z � w = 2

� x + y + 2 w = 3

2 x � y + 3 z + 2 w = � 2

� 2 x + y � 4 z + 2 w = � 4

(2.59)

que p o de ainda ser r epr esentado p elo pr o duto de matrizes:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

� 1 1 0 2

2 � 1 3 2

� 2 1 � 4 2

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

x
y

z

w

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2
3

� 2

� 4

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.60)

acr esc entamos a matriz identidade ao �nal, to das as op er a� c~ oes

ser~ ao feitas simultane amente na matriz dos c o e�cientes, na ma-

triz dos dados e na matriz identidade. Em c onse qu ^ encia �c ar� a

r e gistr ado na matriz identidade mo di�c ada o c onjunto das op er a� c~ oes

efetuadas nas matrizes: a matriz r esultante � e a c omp osi� c~ ao de

to das as op er a� c~ oes - linha efetuadas.

Primeiro passo: Multiplic ar a primeir a linha

p or -1, a se gunda pr o -1 e som� a-las c olo c ando o r esultado na

se gunda linha:

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

0 � 3 � 3 3

2 � 1 3 2

� 2 1 � 4 2

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

� 5

� 2

� 4

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1 0 0 0

� 1 � 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

�
�

�
�

�
�

�
�

�

(2.61)

Observe que omitimos a matriz das \vari� aveis"

que aqui n~ ao faria nenhum sentido, elas ap enas mar c am a p osi� c~ ao

dos dados.

Segundo passo: Multiplic ar a primeir a linha p or

2 e a ter c eir a p or -1, somar c olo c ando o r esultado na ter c eir a

linha:
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como x

n

� e conhecido tem-se

x

n � 1

:=

b

n � 1

� a

n � 1 n

x

n

a

n � 1 n � 1

(2.57)

se a

n � 1 n � 1

6= 0. Se a

n � 1 n � 1

= 0 s� o � e p ossiv el ha v er solu� c~ ao se

b

n � 1

� a

n � 1 n

x

n

= 0 tam b � em, e neste caso x

n � 1

� e qualquer, ( o

pr o gr ama p o de atribuir qualquer v alor a v ari� av el para encon trar

uma solu� c~ ao particular).

O mesmo racio c � �nio con tin ua a se pro duzir com

rela� c~ ao as demais linhas:

x

i

:=

b

i

�

n

P

k = i

a

1 k

x

k

a

ii

) a

ii

6= 0 (2.58)

p orque x

k

s~ ao to dos conhecidos desde x

n

at � e x

k

; k = i . Se a

ii

= 0

o sistema s� o ter� a solu� c~ ao caso b

i

�

n

P

k =2

a

1 k

x

k

= 0 e se for assim o

pr o gr ama p o de atribuir qualquer v alor a x

i

para encon trar uma

solu� c~ ao particular.

M � eto do de Gauss.

Este � e o m � eto do da elimina� c~ ao sucessiv a de Gauss

aplicado a um sistema de equa� c~ ao j� a triangularizado. P ortan to,

em s � �n tese, para resolv er um sistema p elo m � eto do de Gauss

temos que:

1. T riangularizar a matriz do sistema.

2. Resolv er o sistema p or substitui� c~ ao a partir da �ultima equa� c~ ao

. Sempre analisando se a

ii

= 0

V ejamos um exemplo de solu� c~ ao de um sistema de

equa� c~ oes p or este m � eto do.

Exemplo: 16 M � eto do de elimina� c~ ao de Gauss.
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tidade de elemen tos n ulos. Zero � e um n � umero m uito r� apido de

ser pro cessado p or que o cupa um b yte, to dos os outros n � umeros,

p e quenos ou gr andes o cupam mais b ytes e tomam mais temp o

de pro cessamen to. Assim, matrizes esparsas, que con tem uma

grande quan tidade de zeros s~ ao in teressan tes p ela rapidez com

que ser~ ao pro cessadas.

M � eto do de elimina� c~ ao .

As matrizes triangularizadas s~ ao um exemplo de

matriz esp arsa equiv alen te, do p on to de vista de sistemas de

equa� c~ oes �a matriz dada. As matrizes mais esparsas que � e p os-

siv el obter s~ ao as matrizes diagonais, nelas se reduziu ao m � �nimo

p ossiv el a r e dund^ ancia do sistema: elas r epr esentam uma tr ans-

forma� c~ ao line ar numa b ase de vetor es orto gonais . J� a sab emos,

que p or um defeito in tr � �nseco do corp o R , nem sempre � e p ossiv el

diagonalizar matrizes reais. Mas sempre � e p ossiv el triangulariz� a-

las.

O m � eto do de Gauss consiste na elimina� c~ ao suces-

siv a das incognitas at � e que se tenha uma equa� c~ ao com uma �unica

inc� ognita para resolv er. Sup onhamos que a triangula� c~ ao sup e-

rior � e aquela em se an ulam to dos os elemen tos inferiores a diag-

onal principal. A �ultima linha do sistema se reduz a:

a

nn

x

n

= b

n

: (2.54)

Assim, se a

nn

6= 0 en t~ ao

x

n

:=

b

n

a

nn

; (2.55)

Se a

nn

= 0 en t~ ao o sistema s� o ter� a solu� c~ ao se b

n

= 0 e neste caso

pr o gr ama p o de atribuir qualquer v alor a x

n

para encon trar uma

solu� c~ ao particular. A linha imediatamen te sup erior � e en t~ ao :

a

n � 1 n � 1

x

n � 1

+ a

n � 1 n

x

n

= b

n � 1

(2.56)
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um dos seus pro cessadores, v er [24 , v ol 29, n

o

9 - No v em bro 1996, A p ar al lel Climate Data

Assimilation Package - Ding, H. Q. e F erraro, R. D.]. Este exemplo mostra um problema

do cotidiano que en v olv e m uitos c� alculo matriciais sobre uma massa m uito grande de dados

e a necessiade de se dominarem m � eto dos que dimin uam o temp o de pro cessamen to. Em

certa forma h� a uma sensa� c~ ao de que as otimiza� c~ oes puramen te matem� aticas j� a foram feitas e

seguem-se fazendo as otimiza� c~ oes computacionais: melhora na arquitetura dos computadores,

que p ermitam um pro cessamen to paralelo mais efetiv o, nas linguagens para que se adaptem

ao pro cessamen to paralelo e distribuido, (den tro em brev e certamen te n~ ao ha v er� a diferen� ca

en tre estes dois conceitos do p on to de vista de linguagem de pro cessamen to, ser� a de p ouca

imp ort^ ancia onde se encon tra o pro cessador, na mesma m� aquina em que se iniciou o pr o c esso

ou n'outra m� aquina remota...

Gauss publicou o seu m � eto do h� a cerca de 150 anos e nada se conseguiu

fazer de mais efetiv o desde en t~ ao . H� a div ersas v arian tes do seu m � eto do que se aplicam com

b ons resultados a casos m uito esp ec � ��cos de matrizes.

Matrizes esparsas.

O m � eto do de Gauss consiste em sucessiv amen te

irem-se eliminando \incognitas" p or um pro cesso de somas de

equa� c~ oes . Na v erdade n~ ao s~ ao as \incognitas" que se eliminam

uma v ez que elas nem siquer \existem", e sim os co e�cien tes que

lhes corresp ondem.

Matricialmen te falando este m � eto do consiste na

triangulariza� c~ ao sup erior ou inferior da matriz do sistema. Aplicam-

se �a matriz do sistema as op era� c~ oes acima referidas de \somas

de equa� c~ oes" de mo do a que paulatinamen te se an ulem to dos

os elemen tos da matriz que �quem abaixo da diagonal principal,

triangulariza� c~ ao sup erior , ou alternativ amen te, se an ulem os ele-

men tos que �quem acima da diagonal principal, triangulariza� c~ ao

inferior .

Os dois m � eto dos, do p on to de vista de uma matriz

s~ ao equiv alen tes, mas n~ ao do p on to de vista de um sistema como

�car� a claro ao �nal. V amos adotar triangulariza� c~ ao sup erior . A

no v a matriz triangularizada � e equiv alen te a an terior do p on to

de vista do sistema de equa� c~ oes , v er (observ a� c~ ao , 19). Como

as altera� c~ oes feitas na matriz do sistema s~ ao acompanhadas das

mesmas mo di�ca� c~ oes feitas tam b � em na matriz de dados, v amos

obter assim um sistema de equa� c~ oes equiv alen te ao inicial, isto � e,

a solu� c~ ao dos dois sistemas, do inicial ou do no v o s~ ao as mesmas.

Um classe de matrizes que surge na pr� atica com

frequ ^ encia s~ ao as matrizes esp arsas : elas tem uma grande quan-
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A e qua� c~ ao c ar acter � �stic a �c a:

det ( T � � I ) =

�
�

�
�

�

cos ( � ) � � � sin ( � )

sin ( � ) cos ( � ) � �

�
�

�
�

�

= ( cos ( � ) � � )

2

+ sin

2

( � ) = 0

que n~ ao tem r aizes r e ais a n~ ao ser quando � = 2 k � p ar a k 2 Z :

Se uma matriz puder se colo cada na forma diago-

nal os elemen tos da diagonal s~ ao as raizes da equa� c~ ao p olinomial

de grau n

D et ( A � �I ) = 0 ;

c hamada e qua� c~ ao c ar acter � �stic a . As solu� c~ oes da equa� c~ ao car-

acter � �stica se c hamam valor es pr� oprios e os v etores solu� c~ ao da

equa� c~ ao linear asso ciada, para cada v alor pr� oprio se c hamam

vetor es pr� oprios

Conclus~ ao, a forma �otima de simpli�ca� c~ ao de ma-

trizes, a diagonal, nem sempre � e ating � �v el em sua plenitude.

V amos v er na pr� oxima se� c~ ao que sempre p o deremos encon trar

uma forma triangular e mostraremos l� a as consequ ^ encias disto

para o problema imp ortan te de v alores pr� oprios.

2.6 Sistemas lineares: triangulari� c ~ ao de ma-

trizes.

Resolv er sistemas de equa� c~ oes lineares � e uma tarefa que surge p ela fren te

em m � ultiplas situa� c~ oes em div ersos ramos cien t � ��cos represen tando p ossiv elmen te uma das

mais imp ortan tes aplica� c~ oes da Matem� atica at � e mesmo p elo seu asp ecto elemen tar. Ao mesmo

temp o esta � e uma tarefa m uito dif � �cil p or que a sua teoria alg � ebrica � e m uito complexa n~ ao sendo

acess � �v el a n � �v el elemen tar. Os m � eto dos elemen tares rep ousam em um n � umero de op era� c~ oes

que crescem m uito rapidamen te com a dimens~ ao do sistema, (cerca de n

2

op era� c~ oes ). Ap esar

disto computadores r� apidos resolv em sistemas de equa� c~ oes 100 x100 como aqueles necess� arios

aos problemas que se encon tram no cap � �tulo 3, em alguns segundos. Num 386 com 20 MHz de

frequ ^ encia, (um m� aquina len ta), resolv emos equa� c~ oes at � e 10 x10 instan taneamen te, (d � ecimos

de segundo). En tretan to �ca claro que se o n � umero de equa� c~ oes crescer m uito o pro cessamen to

p o de �car m uito mais demorado. Na m� aquina a que nos referimos p o demos lev ar algumas cen-

tenas de segundos, (alguns min utos), para resolv er um sistema 100 x 100, en tretan to j� a existem

ho je computadores p equenos m uito mais v elozes que um 386 com 20 MHz de frequ ^ encia...

V ale a p ena indicar um problema atual en v olv endo c� alculos matriciais,

um, que nos to ca no dia a dia, � e o problema da mo delagem do clima. A ag ^ encia americana

NASA tem um cen tro, o Go ddar d Sp ac e Flight Center , em que parte substancial dos dados

metereol� ogicos colhidos ao redor do m undo s~ ao pro cessados. Um blo c o de informa� c~ oes se

completa, c hegando ao cen tro, em p er � �o dos de 6 horas e h� a uma estimativ a de que estes dados

s~ ao pro cessados, (lidos e atribuidos os v alores �as matrizes de dados e dep ois efetuadas as

div ersas op era� c~ oes, m uitas das quais matriciais, sobre estes dados), p erfazendo assim um c � �clo

de pro cessamen to que dura en tre 4 e 7 horas de trabalho n um Cra y C90 o cupando ap enas
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uma solu� c~ ao x existir, p o demos escrev er o sistema, neste caso

particular como:

A x = �x

ou equiv alen temen te

A x = �I x

em que I represen ta a matriz iden tidade e agora subtraindo as

duas equa� c~ oes:

( A � �I ) x = 0

o que nos lev a a dizer que estamos pro curando uma solu� c~ ao , x ,

diferen te de zero para a equa� c~ ao com matriz A � �I e p ortan to,

p ela nossa discuss~ ao com determinan tes, estamos pro curando

solu� c~ ao para a equa� c~ ao alg � ebrica (nada �ob vio):

D et ( A � �I ) = 0 :

Como A � e de ordem n , (nada �ob vio), en t~ ao esta-

mos em presen� ca de uma equa� c~ ao p olinomial de grau n que tem

exatamen te n raizes c omplexas . Mas se estiv ermos trabalhando

com n � umeros reais o n � umero de solu� c~ oes ser� a no m� aximo n: De-

p endendo da paridade de n p o de n~ ao ha v er nenh uma solu� c~ ao e

a conclus~ ao � e:

T eorema: 6

Po de haver matriz p ar a as quais a forma diagonal

seja imp oss � �vel.

Exemplo: 15 Uma tr ansforma� c~ ao line ar imp oss � �vel de diago-

nalizar.

Consider e R

2

3 x

T

7! y 2 R

2

de�nida ge ometric a-

mente p or: T x d� a uma r ota� c~ ao de ^angulo � em x. A expr ess~ ao

alg � ebric a p ar a T � e:

Exerc � �cio :

T =

 

cos ( � ) � sin ( � )

sin ( � ) cos ( � )

!

(2.53)
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� Se det ( A ) 6= 0 ent~ ao o sistema tem uma �unic a solu� c~ ao que

se p o de expr essar c omo

x = A

� 1

b

� Se det ( A ) = 0 ent~ ao o sistema, se tiver solu� c~ ao, tem uma

in�nidade delas.

N~ ao � e o ob jetiv o a demonstra� c~ ao do teorema 5

agora. Ele represen ta ap enas a s � �n tese das discuss~ oes que �zemos

at � e o momen to.

Assim as matrizes com determinan te n ulo gener-

alizam o n � umero zero, neste con texto em que v emos as matrizes

como n � umeros generalizados.

V alores pr� oprios, v etores pr� oprios.

Cheguemos ao p on to cen tral. Queremos sab er se

uma matriz A p o de ser diagonolizada. Isto equiv ale a p ergun tar

se o sistema

A x =

2
6

4

a

11

� � � a

1 n

� � � � �

a

n 1

� � � a

nn

3
7

5

2
6

6
4

x

1

.
.

.

x

n

3
7

7
5

� (2.51)

2
6

6
4

�

1

0 � � � 0 0

.
.

. 0 �

k

� � � 0

0 0 � � � 0 �

n

3
7

7
5

2
6

6
4

x

1

.
.

.

x

n

3
7

7
5

(2.52)

Observ e que se x = ( x

1

; 0 ; � � � ; 0 ; 0) en t~ ao se p o de-

ria ter A x = �

1

x: Claro, o v etor x ser� a um caso particular de

solu� c~ ao de uma equa� c~ ao . N~ ao � e nada �ob vio o que diremos agora,

mas � e in tuitiv o: Estamos pro curando n n � umeros,

f �

1

; � � � ; �

n

g

e naturalmen te v etores x tais que se p ossa escrev er a equa� c~ ao A x

na forma �x . Se um tal n � umero existir e naturalmen te tam b � em
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Na busca de algor � �tmos para transformar um sis-

tema em sua forma mais simples, v emos que o m � eto do se con-

cen tra em simpli�c ar a matriz .

H� a dois grandes tip os de matrizes que se busca

encon trar: matrizes triangular es ou matrizes diagonais . As ma-

trizes diagonais s~ ao uma forma particular de matrizes trian-

gulares. Elas s~ ao m uito esp eciais p or m uitas raz~ oes que aos

p oucos mostraremos, mas ob viamen te elas tem uma forma ob vi-

amen te simples. Seria ideal se encon trassemos um m � eto do geral

para diagonalizar to da matriz, ou, colo cado em outras pala vras:

encon trar a forma diagonal de uma matriz qualquer. V amos

usar agora os determinan tes para descrev er de forma b em geral

o m � eto do e suas limita� c~ oes e sobretudo mostrar que isto nem

sempre � e p oss � �v el.

Observ a� c ~ ao: 22 Determinantes.

O nosso uso dos determinan tes � e ile gal . N~ ao de�nimos o que era

det ( A ) para uma matriz A qualquer. Con tin uaremos sem o fazer p orque � e di�cil de

faz ^ e-lo corretamen te e deixaremos que o leitor leia a resp eito em algum outro livro. Ao

mesmo temp o o con vidamos para con tin uar usando os determinan tes de forma extra-

o�cial. Esta nossa op� c~ ao p ermite deixar

�

Algebra Linear con�nada n um cap � �tulo de livro

quando ela sozinha p o deria o cupar um livro in teiro.

Ap enas para p o der fazer algumas con tas, digamos que os Determi-

nan tes s~ ao funcionais de�nidos em n v etores to dos de dimens~ ao n , ou seja s~ ao fun� c~ oes

de n v ari� av eis v etoriais to das elas de dimens~ ao n . Isto equiv ale a dizer que s� o existe

determinan tes de matrizes quadradas.

Al � em do mais digamos que os determinan tes s~ ao funcionais n -lineares

de�nidos sobre estas n v ari� av eis v etoriais, s~ ao funcionais m ulti-lineares.

�

E este o caminho

para de�n � �-los corretamen te, p orisso tomaria temp o.

O determinan te de uma matriz A de�ne se a fun� c~ ao

R

n

3 ~ x

A

� ! A ~ x 2 R

n

� e injetiva ou n~ ao. As fun� c~ oes injetiv as tem solu� c~ ao �unica para

as equa� c~ oes que elas de�nem, se tiver em solu� c~ ao . Se o deter-

minan te for zero a funcao A n~ ao � e injetiv a p o dendo ter uma

in�nidade de solu� c~ oes. As alternativ as s~ ao:

T eorema: 5 Solu� c~ oes de um sistema line ar. Consider e o sis-

tema line ar:

A x = b
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da outr a, e se as c o or denadas i; j do v etor de dados n~ ao es-

tiver em na mesma pr op or� c~ ao , ent~ ao o sistema de e qua� c~ oes

� e imp ossivel.

2. ** Gener alize o exer c � �cio anterior: Se o mesmo teste de

\dep endencia line ar" aplic ado a um sub-c onjunto de linhas

da matriz do sistem ao ser aplic ado ao mesmo c onjunto de

linhas da matriz de dados tiver r esultado difer ente ent~ ao o

sistema � e imp oss � �vel. solu� c~ ao : a igualdade de v etores represen tada p elo

sistema...

Observ a� c ~ ao: 20

Esta segunda forma de simpli�ca� c~ ao de sistemas de equa� c~ oes difere da

primeira n um p on to fundamen tal: redu� c~ ao de linhas da matriz do sistema. Isto equiv ale a

substituirem-se as linhas tiradas p or linhas n ulas o que signi�ca que a matriz do sistema

e quivale a uma matriz cujo determinante � e zer o .

Determinan te de A ser zero signi�ca que a equa� c~ ao linear

A x = b

� e uma equa� c~ ao indeterminada . As equa� c~ oes indeterminadas s~ ao generaliza� c~ oes das equa� c~ oes

n um � ericas da forma

0 x = b

sendo que estas �ultimas s� o tem solu� c~ ao quando b = 0 enquan to que as equa� c~ oes matriciais

com determinan te n ulo p o dem ter solu� c~ ao quando b 6= 0 mas neste caso o v etor b tem que

apresen tar a mesma dep endencia linear en tre suas linhas que existir en tre as linhas da matriz

do sistema. Esta � e a c ha v e geral para solu� c~ ao de sistemas de equa� c~ oes e sua completa discuss~ ao

. P osta neste termos a discuss~ ao � e simples, mas o que complica � e criar um algor � �timo que se

aplique a um sistema qualquer.

�

E este ob jetiv o da pr� oxima se� c~ ao.

2.5.3 Classes de matrizes.

Fizemos refer ^ encia acima a dois tip os de equiv al ^ encia

de matrizes. Isto quer dizer que no conjun to de to das as matrizes

h� a p elo menos dois m � eto dos de classi�car as matrizes.

Observ a� c ~ ao: 21 Classi�c a� c~ ao .

Em v� arios momen tos, em Matem� atica, passamos p or classi�ca� c~ oes . Al-

guns casos s~ ao t~ ao habituais que n~ ao os p erceb emos como � e caso da class�ca� c~ ao das fra� c~ oes. O

conjun to de to das as fra� c~ oes est� a divido em classes e n~ ao v emos diferen� ca en tre elemen tos de

uma mesma classe:

3
4

;

6
8

s~ ao tidas como iguais, na v erdade s~ ao equiv alen tes, mas na pr� atica

funciona como se fossem iguais.

Uma dessas fra� c~ oes ,

3
4

, � e considerada o p adr~ ao , ou como se costuma

dizer: a v ers~ ao simpli�cada. Alguns professores prim� arios cometem o absurdo de marcar com

um erro se um aluno deixar

6
8

em v ez de escrev er

3
4

:

P o demos, n uma compara� c~ ao , dizer que o sistema escalonado na p� agina

88 � e uma express~ ao mais simples do sistema original. Observ e que dissemos uma expr ess~ ao

mais simples em v ez de dizer a expr ess~ ao mais simples , p orque h� a v arias express~ oes mais

simples, h� a v� arias maneiras de se fazerem os escalonamen tos.
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Em geral a propriedade \univ ersalidade" � e dada como sub en tendida querendo

dizer que to dos os pares de elemen tos de um determinado conjun to onde uma rela� c~ ao estiv er

de�nida tem que p ertencer ao dom � �nio da rela� c~ ao. Consequen temen te se costuma dizer que

uma rela� c~ ao de equiv al ^ encia �ca de�nida p elas tres propriedades: simetria, r eexividade,

tr ansitividade e v amos aderir a esta pr� atica ignorando a primeira. A equiv al ^ encia de sis-

temas induz sobre o conjun to das matrizes uma rela� c~ ao de equiv al ^ encia uma v ez que as tres

propriedades v alem.

Uma outra forma de de�nir equiv al ^ encia de matrizes � e: Duas matrizes

quadradas, n � n , A; B , s~ ao equiv alen tes se houv er uma matriz in v ers � �v el T tal que

T A = B T

essas duas formas de equiv al ^ encia n~ ao coincidem.

2.5.2 Dep end ^ encia linear das linhas.

A dep end ^ encia linear das linhas � e um outro exem-

plo que mostra uma forma diferen te de simpli�car uma matriz

e p or uma raz~ ao b em distin ta da simpli�ca� c~ ao que estudamos

acima.

O exemplo 13, p� agina 67, mostra que as linhas de

uma matriz p o dem trazer a mesma informa� c~ ao rep etida: serem

linearmen te dep enden tes.

Uma maneira de v eri�c� a-lo � e o c� alculo do deter-

minan te da matriz, mas isto p o de ser m uito custoso e v eremos

na pr� oxima se� c~ ao, triangulariza� c~ ao de matrizes no m � eto do de

Gauss , que h� a maneiras alternativ as de faz ^ e-lo.

Se uma linha for um m � ultiplo de uma outra p or

uma constan te n~ ao n ula en t~ ao uma discuss~ ao simples p o de de-

terminar se um sistema de equa� c~ oes � e p oss � �v el ou n~ ao : a matriz

de dados tem que satisfazer a mesma condi� c~ ao de m ultiplicidade

en tre as corresp onden tes \linhas". A constan te p o de ser n ula,

mas o exemplo �ca trivializado...

Se pudermos, de alguma forma, determinar quais

s~ ao as linhas linearmen te dep enden tes e encon trar um sub-conjun to

delas que n~ ao o seja, o sistema �ca simpli�cado p ela elimina� c~ ao

do c omplemento deste c onjunto de linhas da matriz do sistema

e do c orr esp ondente c onjunto de linhas da matriz de dados.

Exerc � �cio: 15 T este de dep end ^ encia line ar.

1. Pr ove que se as linhas i; j da matriz de um sistema de

e qua� c~ oes for em linearmen te dep enden tes , lo go m � ultiplas uma
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Simpli�c ando, ou melhor efetuando as op er a� c~ oes

c om as matrizes, temos:

"

3 4

0 25

# "

x
y

#

=

"

7

4 � 7 + 3 � 8

#

=

"

7

52

#

(2.49)

Ent~ ao y =

52
25

= 2 : 08 ; x = � 0 : 44

Simpli�camos o sistema substituindo a matriz do

sistema primitiv o p or uma matriz triangular sup erior . As ma-

trizes triangulares e as matrizes diagonais, s~ ao mais simples que

as outras p orque a quan tidade de zeros � e sup erior, ou p elo menos

igual a dos n � umeros diferen tes de zeros fora da diagonal. T ais

matrizes se dizem esp arsas e elas s~ ao excelen tes para serem us-

adas p or computadores uma v ez que o trabalho com elas se re-

duz quase p ela metade. Seus determinan tes s~ ao f� aceis de serem

calculados: � e o pro duto dos elemen tos da diagonal.

Mas dissemos que o algebrismo usado era p ouco

pr� atico, foi uma express~ ao infeliz que n~ ao retiraremos em re-

sp eito ao leitor... a v erdade � e que o exemplo � e p ouco pr� atico

uma v ez que nos mostrar que p o demos fazer uma simpli�ca� c~ ao

sem nos induzir em nenh uma pista de como faz ^ e-lo em qualquer

caso.

Observ a� c ~ ao: 19 Equival ^ encia de matrizes.

�

E com um dizer-se que as matrizes

h

3 4

0 25

i h

3 4

� 4 3

i

(2.50)

s~ ao equiv alen tes. Na v erdade os sistemas de equa� c~ oes p or elas de�nidos � e que s~ ao equiv alen tes.

Esta � e uma forma de de�nir \ob jetos" equiv alen tes: p ela natureza do efeito que eles causam.

H� a outras maneiras de de�nir equiv al ^ encia.

An tes de ir adian te falemos de e quival ^ encia que � e uma forma de gener-

alizar o conceito de igualdade .

De�ni� c~ ao : 11 Dizemos que uma r ela� c~ ao de e quival ^ encia, � , se enc ontr a de�nida num

c onjunto U se:

1. universalidade Se � estiver de�nida p ar a p ar de elementos do c onjunto U :

2. simetria Se x � y ) y � x

3. r eexividade Se x � x for ver dadeir a.

4. tr ansitividade Se x � y e y � z ent~ ao x � z for ver dadeir a.
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V amos r esolver o sistema usando um algebrismo

muito art � �stic o mas que lo go ver emos ser nada pr� atic o. A justi-

�c ativa do que far emos � e se guinte. Se escr ever matricialmente

o sistema temos:

"

3 4

� 4 3

# "

x
y

#

=

"

7
8

#

= A X = B (2.46)

Se multiplic armos amb os os membr os desta e qua� c~ ao

matricial p ela mesma matriz a e qua� c~ ao n~ ao se alter a, v elha regra

da �algebra :

D

"

3 4

� 4 3

# "

x

y

#

= D

"

7
8

#

� D A X = D B

(2.47)

Observ a� c ~ ao: 18 Mudan� ca de vari� avel.

Mas se a matriz D for qualquer , em v ez de fazer uma op era� c~ ao \ � util"

p o deremos ter feito uma op era� c~ ao \destrutiv a". Isto � e discutido em \m udan� cas de

v ari� av el" sobre tudo em in tegra� c~ ao a v� arias v ari� av eis: � e preciso que a jacobiana da

\m udan� ca de v ari� av eis" tenha um determinan te n~ ao n ulo: a Jacobiana � e a matriz das

deriv adas parciais que se v ^ e em C� alculo m ultiv ariado, e o determinan te represen ta o a

distor� c~ ao da me dida pro duzida p ela m udan� ca de v ari� av eis que n~ ao p o de ser zero caso

con tr� ario esta m udan� ca de v ari� av eis estar� a pro duzindo uma distor� c~ ao irrev ers � �v el. A

m udan� ca de v ari� av eis est� a represen tada p ela matriz D

A matriz que nos in teressa � e aquela que efetua a cl� assica elimina� c~ ao

de v ari� av eis: se faz uma soma das equa� c~ oes de tal mo do que p ossamos eliminar uma

das v ari� av eis, p or exemplo m ultiplicando a primeira equa� c~ ao p or 3 e a segunda p or 4 e

substituindo a segunda p ela soma das equa� c~ oes . A matriz que faz isto � e:

D =

h

1 0

3 4

i

v eri�que m ultiplicando esta equa� c~ ao p elo v etor ( a; b ) que o resultado ser� a ( a; 3 a + 4 b ) :

O seu determinan te � e 4 o que signi�ca que seu co e�cien te de distor� c~ ao � e 4. Se v o ce for

calcular uma in tegral com esta m udan� cde v ari� av eis, dep ois ter� a que dividir o resultado

p or 4, ou den tro da in tegral dev er� a aparecer a fra� c~ ao

1
4

que � e o in v erso do determinan te

da Jacobiana.

O sistema se guinte � e id ^ entic o ao primeir o:

"

1 0

3 4

# "

3 4

� 4 3

# "

x

y

#

=

"

1 0

3 4

# "

7
8

#

(2.48)
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3 x

1

+ 4 x

2

+ 5 x

3

= 0

3 x

1

+ 5 x

2

� 6 x

3

= 0

7 x

1

+ 6 x

2

� 8 x

3

= 0

2 x

1

� 2 x

2

� 3 x

3

= 0

4. Qual � e dimens~ ao da imagem da matriz usada no item an-

terior vista c omo tr ansforma� c~ ao line ar. Qual � e o esp a� co de

saida ?

2.5 Simpli�ca� c ~ ao dos sistemas de equa� c~ oes.

A simpli�ca� c~ ao de um sistema de equa� c~ oes passa

p ela simpli�ca� c~ ao da matriz deste sistema. O que seria uma

matriz \simples"? P ara come� car, esta frase sub-en tende que

p o demos mo di�car os sistemas de equa� c~ oes sem alter� a-los sub-

stancialmen te. Um exemplo pro v a isto, exemplos pr ovam a ex-

ist ^ encia de \coisas", de \m � eto dos", mas dep ois de analisar um

exemplo a gen te p o de n~ ao conseguir encon trar nenh um m � eto do

geral que o justi�que...

2.5.1 Multiplica� c ~ ao p or uma matriz n ~ ao destrutiv a.

Exemplo: 14 Simpli�c a� c~ ao de um sistema de e qua� c~ oes.

Consider e o sistema de e qua� c~ oes :

r

1

: 3 x + 4 y = 7

r

2

: � 4 x + 3 y = 8

que r epr esenta a inter ese� c~ ao de duas r etas r

1

; r

2

, cujos c o e�-

cientes angular es s~ ao

� 3

4

;

4
3

, r esp e ctivamente. L o go as r etas s~ ao

p erp endicular es entr e si. A solu� c~ ao �unic a do sistema � e o p onto

de interse� c~ ao das r etas que dep ois de algumas c ontas c oncluimos

ser: ( � 0 : 44 ; 2 : 08) :



86 CAP

�

ITULO 2.

�

ALGEBRA LINEAR COMPUT A CIONAL.

Sugerimos que a dimens~ ao de um espa� co corresp onde ao n � umero

�otimo de co ordenadas com que se expressam os seus v etores. V amos guardar esta

de�ni� c~ ao , ela � e aceit� av el. A teoria dos espa� cos v etoriais �ca mais complicada com

esta de�ni� c~ ao de dimens~ ao , ganhamos em in tui� c~ ao

13

e p orisso a v amos adotar. No

espa� co R

n

precisamos de n co ordenadas para escrev er os v etores, assim este espa� co tem

dimens~ ao n . In tuitiv amen te, a dimens~ ao � e n � umero m � �nimo de informa� c~ oes necess� arias

para descrev er os elemen tos de um espa� co, e � e tam b � em o n � umero �otimo.

�

E o que acon tece com os tres v etores n~ ao colineares dois a dois do

exerc � �cio 12, temos tres v etores que � e um excesso de informa� c~ oes para descrev er o plano:

eles tinham que ser line armente dep endentes que � e a caracteriza� c~ ao do excesso de in-

forma� c~ oes .

V etores line armente indep endentes geram um espa� co que tem p or

dimens~ ao a quan tidade desses v etores.

A de�ni� c~ ao usual de dimens~ ao � e: \o n � umero m � �nimo de v etores l.i.

do espa� co.

Exerc � �cio: 14 1. Como R

3

deve ser um esp a� co de dimens~ ao

3, mos-tr e que os vetor es

(1 ; 0 ; 0) ; (0 ; 1 ; 0) ; (0 ; 0 ; 1)

ger am qualquer vetor ( a; b; c ) 2 R

3

.

2. V eri�que quais dos c onjuntos ab aixo � e l.i ou l.d . Quando

for o c aso elimine vetor es p ar a tornar o c onjunto r estante

l.i. .

1) (1,2,3,0) , (0,3,2,1), (0, 1,1,1) , (1,-1,0,-3)

2) (-1,2,3). (0,1,0). (0,0,1) , (0,0,0)

3) (-1,2,0). (0,1,0). (1,0,1) , (1,1,1)

4) (-1,2,3). (0,1,0). (0,0,1)

3. V eri�que que as linhas do sistema de e qua� c~ oes ab aixo s~ ao

l.d. e, eliminando p elo menos uma delas, torne-o mais sim-

ples.

13

de certa forma esta maneira de fazer usa o conceito de isomor�smo, na v erdade estamos

dizendo que os espa� cos isomorfos ao R

n

tem dimens~ ao n
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exatamen te para que eles n~ ao colo cassem \ lixo nas informa� c~ oes ".

Mas v o c ^ e v ^ e do exemplo que v etores n~ ao precisam ser ortogonais

en tre si para gerar o plano. A ortogonalidade e a ortonormali-

dade de v = (1 ; 0) ; w = (0 ; 1) tornam a geometria mais simples.

Seria dif � �cil rep etir os exemplos dados acima com

v etores do espa� co tridimensional . A solu� c~ ao � e concretizar o con-

ceito de indep end ^ encia linear.

De�ni� c ~ ao : 10 Indep end ^ encia line ar.

Dizemos que os vetor es u

1

; � � � ; u

n

s~ ao line armente indep en-

dentes, se a implic a� c~ ao se guinte for ver dadeir a:

�

1

u

1

+ � � � + �

n

u

n

= 0 ) �

1

= � � � = �

n

= 0 :

Dizemos que os vetor es u

1

; � � � ; u

n

s~ ao line armente dep en-

dentes, se n~ ao for em indep endentes, isto � e se

�

1

u

1

+ � � � + �

n

u

n

= 0

n~ ao for� car que

�

1

= � � � = �

n

= 0 ;

p o dendo haver p elo menos um dos �

i

6= 0

An� alise a segunda parte da de�ni� c~ ao , a dep enden-

cia . Se houv er �

i

6= 0 en t~ ao to da a express~ ao p o de ser explici-

tada em termos de u

i

p orque p o demos dividir p or �

i

e assim u

i

dep ende dos outros v etores: o sistema � e \redundan te", u

i

p o de

ser eliminado.

Observ a� c ~ ao: 17 A otimiza� c~ ao da indep end ^ encia line ar.

Relem bre os nossos exemplos industriais, l� a nos referimos a uma linha

da matriz de taxa de v aria� c~ oes sendo m � ultipla de outra, (a forma mais elemen tar de

dep ^ endencia linear). Se uma linha for linearmen te dep enden te de outras, a informa� c~ ao

que ela con t � em � e redundan te e isto tem como consequ ^ encia maior temp o de pro cessa-

men to de dados que p o de ser evitado eliminando-se esta linha.

Se um conjun to de v etores for \ l.i. ", eles geram um espa� co, em

outras pala vras eles s~ ao o conjun to �otimo para gerar to das as informa� c~ oes con tidas neles

mesmos. Se um conjun to de v etores n~ ao for \ l.i. " en t~ ao en tre os v etores existe alguma

r e dund^ ancia , logo algum deles p o de ser apagado.

V amos usar isto para simpli�car sistemas de equa� c~ oes , quando de-

tectarmos que h� a linhas line armente dep endentes na matriz de um sistema de equa� c~ oes ,

apagaremos algumas delas tornando o sistema mais simples: eliminando as r e dund^ ancias .
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(a) v

(b) w

(c) 2v

(d) u= (-4,0); u = (4,0); u = (1,-2)

(e) u = ( a; b )

O �ultimo item do exerc � �cio an terior � e in teressan te,

v amos resolv ^ e-lo:

� u = ( a; b ) = � v + � w =

� = ( � � ; 2 � ) + ( � � ; 3 � ) =

� = ( � � � � ; 2 � + 3 � ) = ( a; b )

� Queremos calcular � e � e acima temos um sistema de equa� c~ oes

:

� � � � � = a ; 2 � + 3 � = b

� cuja solu� c~ ao � e, como dizem os buro cratas, \salv o engano":

� � = b + 2 a ; � = � ( b + 3 a );

Exerc � �cio: 13 Escr eva um pr o gr ama p ar a forne c er as co orde-

nadas de um vetor qualquer do plano r elativamente aos vetor es

v = ( � 1 ; 2) ; w = ( � 1 ; � 3) .

Observ a� c ~ ao: 16 Pac otes de C� alculo Num � eric o. V eja que [21 ] e

[8] s~ ao mais do que simples pacotes de C� alculo Num � erico, am b os s~ ao linguagens m uito

ev oluidas de programa� c~ ao. Com p equenos mo di�ca� c~ oes os programas feitos em P ascal

se adaptam a qualquer uma das duas.

Se os v etores fossem v = (1 ; 0) ; w = (0 ; 1) as co-

ordenadas de u = (x,y) seriam exatamen te: x,y .

�

E p orisso que

se escolhem estes v etores para gerar o plano, eles n~ ao c olo c am

\lixo" na informa� c~ ao como �zeram os v etores v = ( � 1 ; 2) ; w =

( � 1 ; � 3). S~ ao dois v etores unit� arios e p erp endiculares en tre si.

Lem bre-se que discutimos isto com os co e�cien tes de F ourier...

usamos um co e�cien te

1

�

para normalisar os v etores senk e cosk
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O cen tro da quest~ ao , en v olv endo os tres v etores

cuja resultan te � e n ula se encon tra na quest~ ao da indep end ^ encia

line ar . Se a resultan te dos tres v etores for n ula en t~ ao nos p o de-

mos escrev er:

u := ( x

1

; y

1

) v := ( x

2

; y

2

) u := ( x

3

; y

3

) (2.42)

r := �u + � v + ! w = 0 ) (2.43)

) �u = � ( � v + ! w ) ) (2.44)

u = �

( � v + ! w )

�

(2.45)

conclus~ ao : um dos v etores, no caso acima preferimos u mas

p o dia ser qualquer outro dos tres, desde que seu c o e�ciente seja

difer ente de zer o , p o de ser escrito como com bina� c~ ao linear dos

outros dois. Aqui est� a a c ha v e daquela quest~ ao deixada atraz:

gerar o plano. Os dois v etores v ; w p o dem repro duzir qualquer

v etor do plano, observ e que u p o de ser qualquer, at � e mesmo col-

inear com algum dos outros dois, neste caso um dos co e�cien tes

se an ula, qual?

Exerc � �cio: 12 Indep end ^ encia line ar, de c omp osi� c~ ao de vetor es.

Em to dos os itens ab aixo, os vetor es u; v ; w ser~ ao

os mesmos de�nidos no primeir o item.

1. V eri�que que os vetor es u = (1 ; 2) ; v = ( � 1 ; 2) ; w = ( � 1 ; � 3)

n~ ao s~ ao c oline ar es dois a dois.

2. Calcule �; � ; ! tal que u = �

( � v + ! w )

�

.

3. V eri�que que se p o dia ter dito: Calcule

� ; � tal que u = � v + � w :

Neste caso se diz que � e � s~ ao os co e�cien tes de u na com bina� c~ ao linear de v

com w . Na geometria anal � �tica ainda se diz algumas v ezes que � � e o co e�cien te

de u na dire� c~ ao de v e � � e co e�cien te de u na dire� c~ ao de w .

4. Calcule os c o e�cientes da c ombina� c~ ao line ar dos vetor es

ab aixo r elativamente ao p ar de vetor es v ; w de�nidos no

primeir o exer c � �cio:
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origem, p or que o termo indep endente � e zer o en t~ ao eles se in ter-

ceptam n um p on to ( �; � ; ! ) = (0 ; 0 ; 0) que � e uma solu� c~ ao do

sistema. Encon tramos assim uma solu� c~ ao e queremos mostrar

que h� a mais de uma. O conceito in tuitiv o de plano resolv e a

quest~ ao , dois planos se in terceptam:

1. s~ ao paralelos:

(a) com interse� c~ ao vazia , ou

(b) coinciden tes;

2. se in tersectam ao longo de uma reta.

s~ ao as tres p ossibilidades: f g , uma reta, um plano. Como

h� a uma solu� c~ ao en t~ ao a in terse� c~ ao v ai ser uma reta ou um

plano, em qualquer das duas circunst^ ancias um n � umero in�nito

de solu� c~ oes, q.e.d .

O racio c � �nio geom � etrico feito acima se estende a

ob jetos de maior dimens~ ao , (leia-se, com n � umero maior de co or-

denadas), mas as hip� oteses aumen tam com a dimens~ ao . Sempre

que n um sistema o n � umero de equa� c~ oes for menor que o n � umero

de inc� ognitas, se o sistema for homog ^ eneo en t~ ao h� a um n � umero

in�nito de solu� c~ oes . P orque os sistemas homog ^ eneos tem p elo

menos uma solu� c~ ao, o zero, en t~ ao; como � e indeterminado p elo

fato de ter o n � umero de inc� onitas maior do que o de equa� c~ oes,

en t~ ao ter� a uma in�nidade de solu� c~ oes. Se n~ ao for homog ^ eneo

a an� alise tem que ser con tin uada. V amos desen v olv er abaixo a

t � ecnica \alg � ebrica" com que estas quest~ oes~ ao tratadas.

O sistema acima � e um caso particular de sistemas

sub- determinados , n � umero insu�cien te de equa� c~ oes . Se trata

de um sistema homog ^ eneo: matriz de dados � e n ula, isto foi que

nos p ermitiu concluir que os dois planos passa v am p ela origem

e p orisso ha via uma solu� c~ ao .

En tretan to, se o sistema n~ ao for homog ^ eneo este

racio c � �-nio j� a n~ ao mais se aplica e os planos p o dem ser paralelos

sem coincidir um com o outro, neste caso a in terse� c~ ao � e v azia e

o sistema ser� a sub-determinado , mas imp ossiv el.
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3. Pr ove que se tr es vetor es n~ ao formar em um tri^ angulo c omo

no exer c � �cio 1, ent~ ao eles n~ ao p o dem estar num mesmo

plano. Neste c aso, qual seria o esp a� co ger ado p or eles.

Os conceitos de esp a� co e de dimens~ ao n~ ao �caram

de�ni-dos at � e agora. Esp a� co vetorial � e uma generaliza� c~ ao da

geometria. O plano � e um espa� co v etorial de dimens~ ao dois.

A Mec^ anica Relativista se passa n um espa� co v etorial de di-

mens~ ao quatro, c hamado esp a� co-temp o , mas a Mec^ anica Cl� assica

se passa n um espa� co de dimens~ ao 3. A melhor maneira de con-

cretizar estas ideias v em atra v � ez da solu� c~ ao do exerc � �cio 1 da

lista acima, que v amos resolv er agora.

V etores do R

2

s~ ao pares ordenados ( x; y ) de n � umeros

reais. Os dados do exerc � �cio se traduzem com:

u := ( x

1

; y

1

) v := ( x

2

; y

2

) u := ( x

3

; y

3

) (2.35)

r := �u + � v + ! w (2.36)

r = 0 � r

1

= r

2

= 0 (2.37)

r

1

:= �x

1

+ � x

2

+ ! x

3

= 0 (2.38)

r

2

:= �y

1

+ � y

2

+ ! y

3

= 0 (2.39)

como u; v ; w s~ ao dados, en t~ ao �; � ; ! s~ ao as tres incongnitas do

problema e temos assim um sistema de e qua� c~ oes com duas

equa� c~ oes e tres inc� onitas. Como o n � umero de equa� c~ oes � e menor

do que o n � umero de inc� ognitas, o sistema � e indeterminado , isto

signi�ca que n~ ao temos dados su�cien tes para determinar os v al-

ores de �; � ; ! ou ainda, ha v er� a mais de uma solu� c~ ao para esta

equa� c~ ao . P ara demonstr� a-lo, a maneira mais simples � e arti-

�ciosa lan� cando m~ ao de conceitos geom � etricos. O sistema se

expressa assim:

�x

1

+ � x

2

+ ! x

3

= 0 (2.40)

�y

1

+ � y

2

+ ! y

3

= 0 (2.41)

que p o demos in terpretar p ela Geometria Anal � �tica, como equa� c~ oes

de dois planos nas v ari� av eis �; � ; ! . Como os planos passam p ela
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2.4 Indep end ^ encia linear.

V amos discutir indep end ^ encia line ar , que est� a in-

timamen te ligado com o conceito de dimens~ ao . Um exemplo

inicial deixa as coisas mais claras.

Com ap enas dois v etores do R

2

p o demos escrev er

qualquer outro v etor do plano?

A resp osta � e \n~ ao", se p or exemplo este dois v e-

tores forem colineares sua com bina� c~ oes lineares �cam den tro da

reta que os con t � em. En t~ ao dois v etores quaisquer n~ ao ~ao su�-

cien tes, talv ez, para ger ar o plano .

Como estab elecer uma regra que nos garan ta quando

dois v etores p o dem gerar o plano? P ossiv elmen te dev eriamos nos

p ergun tar p orque � e imp ortan te ger ar o plano .

Observ a� c ~ ao: 15 Ger ar um esp a� co.

V amos descer um p ouco �as origens. A ci ^ encia aos p oucos descobriu

a natureza � �n tima do que ha via p or traz de um \alfab eto" e a rev olu� c~ ao que os alfab etos

trouxeram para o pro cesso de registrar a informa� c~ ao : Um \alfab eto" consegue co di�car de

mo do simples a quase totalidade dos \sons" que emitimos quando falamos. Quer dizer que

as letras do alfab eto represen tam os �atomos da linguagem, elas \geram" as pala vras de nossa

lingua.

De mo do semelhan te os algarismos \geram" os n � umeros.

Assim � e preciso descobrir \ob jetos mais simples" e leis de forma� c~ ao el-

emen tares que nos p ermitam \gerar" os objetos mais c omplexos de um certo univ erso que

nos in teressa.

�

E o que acon tece com os v etores unit� arios i; j; k da mec^ anica ou da Geometria

Anal � �tica, as p art � �culas elementar es para a F � �sica ou para a Qu � �mica, as mol � eculas para a

Biologia.

Outro conceito que v ai jun to com a id � eia de \gerar" � e a elimina� c~ ao das

redund^ ancias. No alfab eto da lingua p ortuguesa se tem redund^ ancias como \cedilha" e \s-

duplo". Se p o deria eliminar um dos dois e ainda expressar de mo do adequado as pala vras

da lingua que dep endam dum ou do outro. Raz~ oes de natureza hist� orica imp edem que isto

acon te� ca e a lingua �ca \redundan te". As redund^ ancias n� os as c hamaremos aqui de \dep en-

dencia". Dois v etores colineares n~ ao n ulos s~ ao redundan tes para de�nir uma reta, basta um

deles. Nos diremos que eles s~ ao \linearmen te dep enden tes". O adjetiv o \linearmen te" � e t � �pico

do tratamen to de v etores, dos espa� cos v etoriais.

A elimina� c~ ao das redund^ ancias deixa mais simples a sin taxe do sistema,

mas p o de tornar mais abstr atas as suas frases no sen tido que se afastem de um mo delo in tu-

itiv o, folcl� orico ou hist� orico.

Exerc � �cio: 11 Dep end ^ encia line ar.

1. Pr ove que se u; v ; w for em tr es vetor es do R

2

que n~ ao se-

jam c oline ar es dois a dois, ent~ ao p o demos enc ontr ar tr es es-

c alar es �; � ; ! tal que r = �u + � v + ! w forme um tri^ angulo,

ou que, na linguagem da F � �sic a, a r esultante r seja nula.

2. Construa um algoritmo p ar a r esolver o pr oblema anterior.
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Se diz e qua� c~ ao line ar mesmo que o termo indep en-

den te n~ ao seja n ulo. Neste caso h� a um nome para as equa� c~ oes em

que a matriz de dados � e n ula, c hamam-se e qua� c~ oes homo g ^ ene as .

Observ a� c ~ ao: 14 Esp a� co vetorial, vetor es, matrizes.

Matrizes e v etores s~ ao vetor es . V etor � e um elemen to de um esp a� co

vetorial e isto quer dizer um conjun to m unido de duas op era� c~ oes , soma e pr o duto p or

esc alar satisfazendo as propriedades habituais dos v etores, v eja n um livro de

�

Algebr a a

de�ni� c~ ao precisa de espa� co v etorial.

Queremos resolv er equa� c~ oes lineares com um grande

n � u-mero de incognitas e equa� c~ oes . O conhecido m � eto do de

Cramer que usa determinan tes se torna logo in vi� av el computa-

cionalemen te p elo grande temp o que exige para fazer as op era� c~ oes

. A grande maioria das linguagens de pro cessamen to n~ ao tem

capacidade n um � erica para calcular pro dutos que ultrapassem a

ordem de \30!" (com trin ta fatores). O n � umero 30! tem 33

casas decimais e a maioria das linguagens est~ ao estruturadas

para oferecer 16 a 20 casas decimais de precis~ ao . H� a linguagens

de programa� c~ ao v oltadas para \precis~ ao in�nita", LISP � e uma

delas

12

, P arece que Python , v er [19 ], tam b � em oferece a p ossibil-

idade de precis~ ao in�nita. Mas o problema do temp o de pro ces-

samen to con tin ua crucial. Um m � eto do extremamen te simples e

efetiv o � e da substitui� c~ ao suc essiva , de Gauss, mas sua efetivi-

dade aumen ta se primeiro a matriz do sistema for tr ansformada

n uma matriz triangular. T r ansformada � e uma pala vra-c ha v e,

quer dizer que uma mo di�ca� c~ ao ser� a feita na matriz sem que

o sistema de equa� c~ oes seja mo di�cado no sen tido de que suas

solu� c~ oes sejam preserv adas. Nas duas pr� oximas sec� c~ oes iremos

discutir como mo di�car uma matriz preserv ando as solu� c~ oes do

sistema de equa� c~ oes que elas de�nem. As pro ximas se� c~ oes se

dedicam a v er como se p o dem mo di�car equa� c~ oes sem alterar

sua solu� c~ ao.

12

nas implemen ta� c~ oes de LISP se p o de dar a uma v ari� av el de sistema o n � umero de

casas decimais com precis~ ao exata com se quer trabalhar e um v alor negativ o signi�ca

que a precis~ ao � e total, o resto dep ende da mem� oria que se dispuser na m� aquina... e do

temp o que se tenha para esp erar.
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2. Multiplique as matrizes A e B dos dois mo dos p ossiveis:

A =

2
6

4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

3
7

5

; B =

2
6

6
6

4

1 1 20

0 0 0

0 0 0

0 0 0

3
7

7
7

5

(2.32)

veri�c ando que numa das multiplic a� c~ oes , AB ou B A � e nula

e que a outr a n~ ao � e nula.

3. Conclua que na multiplic a� c~ ao de matrizes p or ac onte c er que

AB = 0 mas A 6= 0 ; B 6= 0

De�ni� c ~ ao : 9

Um p ar de \numer os" a; b que sejam difer entes

de zer o mas cujo pr o duto ab = ba = 0 , se dizem divisor es

de zer o. No (exer. 2.32), as matrizes n~ ao s~ ao um exem-

plo de divisor de zer o p or que AB 6= B A ; Par a isto veja o

(exer.2.33 ).

4. Multiplique as matrizes A e B dos dois mo dos p ossiveis:

A =

"

0 0

1 0

#

; B =

"

0 0

0 1

#

(2.33)

veri�c ando que as matrizes A ; B formam um p ar de divi-

sor es de zer o.

Com o que vimos p o demos agora considerar A x =

b como uma equa� c~ ao matricial, x habitualmen te � e um v etor

coluna, tem p co ordenadas assim como b que � e habitualmen te

c hamada de matriz de dados ap esar de ser um v etor. Dize-

mos en t~ ao que temos um sistema de e qua� c~ oes line ar es com p

inc� onitas, que corresp ondem �as co ordenadas de x , e n e qua� c~ oes

que corresp onde ao n � umero de linhas de A :

A x =

0
B

@

a

11

x

1

+ � � � + a

1 p

x

p

� � �

a

n 1

x

1

+ � � � + a

np

x

p

1
C

A

=

2
6

4

b

1

� � �

b

p

3
7

5

= b

(2.34)
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� e diferen te de (eq. 2.27), p or exemplo, as dimens~ oes de x e

de b tem que ser diferen tes. N~ ao v amos demonstrar a seguin te

a�rma� c~ ao, ela � e in tuitiv amen te �ob via, mas sua demonstra� c~ ao

tomaria algum temp o:

T eorema: 4 Equival ^ encia de e qua� c~ oes line ar es. Par a to da e qua� c~ ao

line ar �a esquer da

x

t

B = b

t

(2.29)

existe uma e qua� c~ ao line ar �a dir eita

A x = b (2.30)

que lhe � e e quivalente.

A op era� c~ ao x 7! x

t

se c hama tr ansp osi� c~ ao , e x

t

se

diz a tr ansp osta de x:

Observ a� c ~ ao: 13 H� abitos no escr ever e qua� c~ oes. O T eorema 2.30

nos lib era para escrev er as equa� c~ oes lineares no formato a dir eita , da equa� c~ ao (eq. 2.27),

que � e o que sempre faremos. Os autores que usam equa� c~ oes � a esquerda est~ ao cert � �ssimos

p orque to dos os vetor es �cam expressos como matrizes-linha que o cupam menos espa� co

de folha de livro e parecem mais naturais no escrev er, en tretan to a equa� c~ oes assumem

um asp ecto op eracional n~ ao usual relativ amen te ao h� abito elemen tar de op era� c~ ao com

os n � umeros.

Infelizmen te nem sempre p o demos resolv er uma

equa� c~ ao matricial m ultiplicando tudo p elo in v erso m ultiplica-

tiv o de A , p orque, eis a princip al difer en� ca c om os n � umer os

usuais , as matrizes nem sempre tem in v ersos m ultiplicativ os

11

.

Os n � umer os usuais to dos tem in v ersos m ultiplicativ os com exce� c~ ao

de zero: a �algebr a das matrizes � e um p ouquinho mais c ompli-

c ada... o exerc � �cio seguin te lhe mostra isto.

Exerc � �cio: 10 Divisor es de zer o.

1. Multiplique as matrizes A e B do �unic o mo do p ossivel:

A =

2
6

6
6

4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

0 0 0 1

3
7

7
7

5

; B =

2
6

6
6

6
6

4

1 1 20 � 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3
7

7
7

7
7

5

(2.31)

11

h� a v� arias teorias ten tando con tornar este problema de in v ers~ ao .
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em Pasc al que s~ ao de dom � �nio p � ublic o p ar a tr ansform� a-lo em C

ou n 'outr a linguagem de seu agr ado

9

.

Entr etanto vamos nos dirigir a um p � ublic o que

p o de n~ ao ter exp eri ^ encia em pr o gr ama� c~ ao e que se limite a ser

um usu� ario de pr o gr amas de c omputador. Par a estes ap ontar e-

mos o uso de pr o gr amas de c� alculo num � eric o e nos limitar emos

a [8] e [21 ] que s~ ao de dom � �nio p � ulic o c om implementa� c~ oes p ar a

Lin ux mas tamb � em c om vers~ oes que r o dam sob outr os sistemas

op er acionais.

2.3 Sistemas de equa� c~ oes lineares.

V amos de agora em dian te usar tacitamen te as

matrizes fazendo generaliza� c~ ao da m ultiplica� c~ ao . Escrev eremos

express~ oes do tip o

A x = b (2.27)

sem nenh um comen t� ario, considerando natural que se p ense que

A ; x; b s~ ao n � umer os gener alizados

10

, s~ ao ob jetos que se comp or-

tam como n � umeros. As matrizes s~ ao n � umeros generalizados!

J� a vimos que em express~ oes deste tip o se p o dem usar matrizes

sendo necess� ario ter cuidado com as dimens~ oes para que tais

equa� c~ oes se p ossam escrev er. Na equa� c~ ao (eq. 2.27) nx m, mx p

tem que ser as dimens~ oes de A ; x , resp ectiv amen te, e nx p a di-

mens~ ao de b , a igualdade obriga a isto. Em geral quando nos

depararmos com uma express~ ao do tip o (eq. 2.27), as matrizes

x; b ser~ ao vetor es , matrizes-coluna, quando estiv er na forma da

equa� c~ ao (eq. 2.27). Como o pro duto de matrizes n~ ao � e com uta-

tiv o, a equa� c~ ao

x A = b (2.28)

9

existe uma linguagem de programa� c~ ao de dom � �nio p � ublico, parecida com P as-

cal, c hamada Python, v er [19 ], com implemen ta� c~ oes para Linux e outros sistemas

op eracionais.

10

h� a uma generaliza� c~ ao dos n � umeros reais, non standar d r e al numb ers , que nada tem o que

v er com matrizes e s~ ao n � umeros generalizados, reconhecemos aqui um defeito de nomenclatura.
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(c) Mostr e que se T for esc alar, ent~ ao T x = �x; p ar a qual-

quer vetor x:

5. matriz diagonal: As matrizes diagonais s~ ao a gener aliza� c~ ao

mais ime diata das matrizes esc alar es:

De�ni� c ~ ao : 8

Uma matriz D , n x n , se diz diagonal se to dos os

seus termos for em nulos exc eto, p ossivelmente, os que se

enc ontr ar em na diagonal princip al.

(a) V eri�que que a matriz nula � e diagonal.

(b) Mostr e que as matrizes esc alar es s~ ao diagonais.

(c) Mostr e que as matrizes diagonais c omutam entr e si.

(d) Mostr e que as matrizes diagono ais n~ ao c omutam c om

as outr as matrizes: se D for uma matriz diagonal ent~ ao

se p o de ter D A 6= AD :

6. pr ep ar a� c~ ao p ar a o r esto do c ap � �tulo : A lternativamente:

� Construa um pr o gr ama em Pasc al, (ou apr enda a usar

um) que c onsiga ler matrizes p elo te clado ou a p artir

de dados num disc o. F a� ca o seu pr o gr ama somar e

multiplic ar matrizes. Mais p ar a fr ente o pr o gr ama de-

ver� a aprender a r esolver sistemas de e qua� c~ oes e outr as

op er a� c~ oes matriciais...

� Apr enda a usar um pr o gr ama que saib a manipular ma-

trizes, sugest~ ao : [8], [21].

Observ a� c ~ ao: 12 Pr o gr amas, pr o gr ama� c~ ao e matrizes.

V amos deslo c ar o c entr o de aten� c~ ao, no que diz

r esp eito a programa� c~ ao p ar a p ac otes de c� alculo num � eric o pr on-

tos. Se sua exp eri ^ encia c omputacional lhe p ermitir vivamente

ac onselhamos a que c ontinue a c onstruir vo c ^ e mesmos os seus

pr o gr amas. Par a isto fa� ca uso inclusive dos nossos pr o gr amas
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s~ ao os esp a� cos R

n

, um funcional line ar ser� a da forma

f : R

n

! R ; f ( x ) = ( a

1

; � � � ; a

n

)

2
6

6
6

6
4

x

1

x

2

.
.

.

x

n

3
7

7
7

7
5

2 R =

= a

1

x

1

+ � � � + a

n

x

n

Exemplos de funcionais lineares s~ ao os pro dutos

escalares, inclusiv e aquele que de�nimos en tre fun� c~ oes, com aux � �lio

de uma in tegral na sec� c~ ao sobre p olin^ omios de F ourier no cap � �tulo

an terior. Se v o c ^ e se detiv er um p ouco na an� alise daqueles fun-

cionais, v er a f� orm ula 1.5, p� agina 42, sua conclus~ ao dev e ser que

eles seguem o mesmo mo delo, a in tegral funcionando como a

generaliza� c~ ao da soma.

Exerc � �cio: 9 Tip os p articular es de tr ansforma� c~ oes line ar es.

1. Chama-se T r ( A ) a uma fun� c~ ao que asso cia uma matriz

quadr ada �a soma dos elementos de sua diagonal princip al.

Mostr e que que T r � e um funcional line ar.

2. Consider e a fun� c~ ao vetorial f : R

n

! R

n

. Escr eva div ( f )

c omo c omp osi� c~ ao de duas fun� c~ oes que tenham f c omo p ar am^ atr o.

3. A forma trivial do te or ema de Gr e en estab ele c e a igualdade

entr e duas inte gr ais nulas quando aplic ada a um gr adiente.

Escr eva a expr ess~ ao do inte gr ando matricialmente.

4. matriz esc alar: Por de�ni� c~ ao temos:

De�ni� c ~ ao : 7

Uma matriz � e esc alar se for m � ultipla da matriz

identidade p or um esc alar: �I , em que I � e matriz identi-

dade de or dem n e � um esc alar.

(a) V eri�que que a matriz identidade de or dem n � e esc alar.

(b) V eri�que que se T for uma matriz esc alar, ent~ ao T A =

A T p ar a qualquer matriz A de or dem n .
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2. Escr eva algumas fun� c~ oes line ar es usando distintas matrizes

no que diz r esp eito a dimens~ ao .

3. No planejamento de uma ind � ustria se c onsider am as vari� aveis

x

1

; � � � ; x

n

r epr esentando os difer entes itens de mat � eria prima

ne c ess� arios. A matriz de varia� c~ ao de custos da ind � ustria

tem m linhas em que for am r e gistr adas as taxas de varia� c~ ao

dos custos dos diversos itens ne c ess� arios �a pr o du� c~ ao:

2
6

4

@ f

1

@ x

1

@ f

1

@ x

2

� � �

@ f

1

@ x

n

� � � � � � � � � � � �

@ f

m

@ x

1

@ f

m

@ x

2

� � �

@ f

m

@ x

n

3
7

5

(2.26)

O de c ente governo do p a � �s e ditou uma medida pro vis� oria

estab ele c endo uma s � erie de imp ostos de�nitiv os incidindo

sobr e c ompr a de pr o dutos industriais prim� arios, a CPIP

8

,

c om valor es distintos p ar a c ada pr o duto e al � em disto su-

jeitos a algumas varia� c~ oes de mer c ado. Como to do o pr o-

c essamento da industria est� a pr onto, ser� a ne c ess� ario intr o-

duzir um pr o duto matricial p ar a c orrigir os custos que, nat-

uralmen te , devem ser r ep assados ao c onsumidor. Corrija

a expr ess~ ao inicial da fun� c~ ao de planejamento:

f ( x ) = f ( a ) + J ( f )( x � a )

intr o duzindo a matriz dos imp ostos no lo c al ade quado.

As fun� c~ oes lineares transformam v etores em out-

ros v etores ou n � umeros. Quando transformam em n � umeros, isto

� e, quando a imagem for um n � umero, receb em um nome esp ecial:

De�ni� c ~ ao : 6 F uncional line ar.

Se f for uma tr ansforma� c~ ao line ar cuja imagem

� e um n � umer o se chama funcional line ar.

Como os esp a� cos vetoriais de que tr atamos aqui

8

\C" na sigla do imp osto signi�ca \con tribui� c~ ao"...
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na no v a f� orm ula 2.25 a matriz est� a fazendo o pap el de n � umero

m ultiplicando a matriz coluna � x e como s~ ao matrizes de ordens

1x 4 e 4x1 o resultado desta m ultiplica� c~ ao � e um n � umero real.

V emos desta forma que as matrizes serv em para

de�nir nos esp a� cos vetoriais fun� c~ oes semelhan tes as fun� c~ oes do

primeiro grau:

f ( x ) = b + Ax ; b um n � umero ; x; A matrizes n x1 ; 1x n

H� a v� arias com bina� c~ oes p ossiv eis de dimens~ ao na

constru� c~ ao de tais fun� c~ oes. Acima c hamamos x de matriz quando

o habitual � e c hamar de v etor. V eja mais o seguin te exemplo:

f ( x ) = B + Ax ; B ; A; x matrizes: n x1 ; n x p; p x 1 :

Se costuma c hamar fun� c~ oes do primeiro grau de

line ar es , na v erdade dev eriam ser c hamadas de line ar es a�ns .

S~ ao line ar es aquelas com o termo constan te b ou B n ulo:

f ( x ) = Ax ; A; x matrizes: n x p; p x k :

de�nidas p or uma simples m ultiplica� c~ ao. Nestas v alem as pro-

priedas de linearidade:

De�ni� c ~ ao : 5 T r ansforma� c~ oes line ar es. Se f for uma tr ans-

forma� c~ ao line ar ent~ ao

1. f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y ) ;

2. f ( �x ) = �f ( x ) .

Os termos \ tr ansforma� c~ oes line ar es " e \ fun� c~ oes

line ar es " s~ ao sin^ onimos, mas h� a quem d ^ e um signi�cado geom � etrico

ao primeiro.

Exerc � �cio: 8 F un� c~ oes line ar es.

1. V eri�que que as pr oprie dades de line aridade valem tanto

p ar a f ( x ) = ax em que a; x s~ ao n � umer os, c omo p ar a f ( x ) =

Ax em que A; x s~ ao matrizes, con v enien temen te de�nidas

para que se p ossa fazer a m ultiplica� c~ ao .
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V eri�que se � e a melhor p alavr a � e dum ou do , n um ou no

na r e da� c~ ao acima. Justi�que.

2.2 T ransforma� c~ oes Lineares.

A f� orm ula 2.24 p o de ser escrita com outro asp ecto.

V amos sup or que f : R

4

! R en t~ ao se calcularmos f

0

( a ) no

p on to ( a

1

; � � � ; a

4

) teremos uma matriz linha com 4 en tradas

formadas p elas 4 deriv adas parciais

7

de f :

f

0

( a ) = (

@ f

@ x

1

;

@ f

@ x

2

;

@ f

@ x

3

;

@ f

@ x

4

)

Usando esta nota� c~ ao p o demos re-escrev er a f� orm ula

2.24:

f ( x ) � f ( a ) + (

@ f

@ x

1

;

@ f

@ x

2

;

@ f

@ x

3

;

@ f

@ x

4

)

2
6

6
6

4

x

1

� a

1

x

2

� a

2

x

3

� a

3

x

4

� a

4

3
7

7
7

5

= (2.25)

= f ( a ) + (

@ f

@ x

1

;

@ f

@ x

2

;

@ f

@ x

3

;

@ f

@ x

4

)

2
6

6
6

4

� x

1

� x

2

� x

3

� x

4

3
7

7
7

5

=

= f ( a ) +

@ f

@ x

1

� x

1

+

@ f

@ x

2

� x

2

+

@ f

@ x

3

� x

3

+

@ f

@ x

4

� x

4

=

= f ( a ) +

@ f

@ x

1

( x

1

� a

1

) +

@ f

@ x

2

( x

2

� a

2

) +

@ f

@ x

3

( x

3

� a

3

) +

@ f

@ x

4

( x

4

� a

4

)

em que v emos a matriz atuando como um disp ositivo op er at� orio

na de�ni� c~ ao de uma fun� c~ ao, ( uma nova fun� c~ ao que � e uma apr ox-

ima� c~ ao de f ). Observ e que esta esta express~ ao � e semelhan te �a

express~ ao de uma fun� c~ ao do primeiro grau:

f ( x ) = b + ax ; x; a; b 2 R

7

A nota� c~ ao de deriv adas parciais n~ ao deixa v er que as deriv adas est~ ao sendo calculadas

no p on to a, isto causa di�culdade para o en tendimen to.
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g r ad ( f )

( a;b )

� e um vetor p erp endicular �a curva de n � �vel

que p assa no p onto ( a; b ) : Conclua que o g r ad ( f ) ap onta

na dir e� c~ ao de cr � escimento, (ou de cr � escimento) m� aximo de

f a p artir do p onto ( a; b ) :

11. *dir e� c~ ao de cr escimento m� aximo : Consider e um p onto a 2

R

n

no dom � �nio de uma fun� c~ ao f e o c � �r culo C

a;r

= f x ; d ( a; x ) =

r g tamb � em c ontido no dom � �nio de f : V eri�que que o se guinte

algoritmo determina a r e gi~ ao onde se enc ontr a o caminho

de maior cr escimento de f :

� C� alculo do valor m � edio

V al M ed ( f )

C

a;r

=

1

2 � r

2 �

Z

0

f ( a + r cos ( t ) ; b + r sen ( t )) dt

Observe que se tr ata de uma inte gr al univariada p er-

c orr endo a p ar ametriza� c~ ao de um c � �r culo.

� Determina� c~ ao dos p ontos acima da m � edia Gr� a�c o dos

p ontos f ( x; y ) ( x; y ) 2 C

a;r

f ( x; y ) > V al M ed ( f )

C

a;r

g

� Determina� c~ ao do m� aximo c omo fun� c~ ao de r nos c on-

juntos do item anterior. Determina� c~ ao dos p ontos em

que o c orr a o m� aximo. Determina� c~ ao de uma ou mais

curvas c om os p ontos assim enc ontr ados.

12. * Construa um pr o gr ama que determine curvas de cr esci-

mento m� aximo p ar a uma fun� c~ ao bivariada usando o al-

gor � �tmo da quest~ ao anterior. Aplique-o nas fun� c~ oes do (ex-

er cicio , 8).

13. *Mostr e que se vo c ^ e estiver numa r e gi~ ao montanhosa e no

p onto a tiver g r ad ( f ) = 0 em que f � e a e qua� c~ ao da mon-

tanha, ent~ ao:

� vo c ^ e che gou ao fundo dum vale.

� vo c ^ e se enc ontr a no top o dum monte.

� vo c ^ e se enc ontr a n um p asso de montanhas.
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apr esentado no texto. F a� ca um p e queno pr ojeto de sim-

ula� c~ ao industrial usando matrizes c omo J ( f ) em que f � e

uma amostr agem de dados do pr o c esso industrial.

7. Construa um exemplo em que a matriz J ( f ) r epr esenta a

taxa de lucr o dos distintos pr o dutos. O vetor a r epr esenta

a taxa de venda dos pr o dutos. De�na um teto de lucr o

ac eit� avel e a p artir deste teto veri�que que

@ f

@ x

i

dep ende do

valor de a

i

, mostr e c omo.

8. *curva de n � �vel : Se F : 
 � R

2

! R , se de�nem os sub-

c onjuntos de 


curva de n � �vel

k

= f ( x; y ) 2 
 ; F ( x; y ) = k ; k 2 R g

5

Enc ontr e as curvas de n � �vel indic ado:

(a) F ( x; y ) = x

2

+ y

2

; k 2 f 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(b) F ( x; y ) = x

2

� y

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(c) F ( x; y ) = ( x � 3)

2

+ ( y + 4)

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(d) F ( x; y ) = ( x � 3)

2

� ( y + 4)

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(e) F ( x; y ) = ( x � a )

2

+ ( y � b )

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(f ) * F ( x; y ) = 5( x � 2)

2

+3( y � 1)

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(g) F ( x; y ) = 5( x � 2)

2

+2 xy � 3( y � 1)

2

; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

(h) F ( x; y ) = xy ; k 2 f� 1 ; � 0 : 5 ; 0 ; 0 : 5 ; 1 ; 2 g

9. *r eta tangente �a curva de n � �vel . Par a c ada fun� c~ ao do item

anterior, enc ontr e um p onto ( a; b ) sobr e a cuurva de n � �vel,

c alcule a e qua� c~ ao da r eta tangente acr a curva no p onto

( a; b ) e fa� ca os gr� a�c os c orr esp ondentes.

10. gr adiente : Se chama g r af ( f ) a jac obiana J ( f ) quando f :


 � R

n

! R : V eri�que

6

que g r ad ( f )

( a;b )

, o gr adiente

de f c alculado no p onto ( a; b ) , � e um vetor. Mostr e que

5

este nome v em dos mapas dos top� ografos que indicam assim os diferen tes n � �v eis dos

terrenos.

6

em suma, g r ad ( f ) � e um nome para uma jacobiana particular.
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mega-n� os a

�

aos principais, eles caracterizam os p on tos cen trais de uma discretiza� c~ ao

da regi~ ao de trabalho;

micro-n� os a

�;�

aos secund� arios que �cam a uma p equena na dist^ ancia dos outros e que

serv em para calcular deriv adas direcionais apro ximadas no n� o principal asso ciado

a

�

.

A linguagem est� a um p ouco mais complexa que a usada no cap � �tulo an terior p orque

estamos tratando de problemas m ulti-dimensionai s, agora tam b � em os � �ndices tem que

ter mais co ordenadas, em princ � �pio o n � umer o de c o or denadas das vari� aveis do pr oblema ,

para facilitar uma \vis~ ao geogr� a�ca" da distribui� c~ ao dos n� os den tro da regi~ ao de trabalho.

\

�

Indices" s~ ao um sistema de n umera� c~ ao, da forma como est~ ao sendo usados aqui, suas

co ordenadas s~ ao in teiras indicando a quan tidade total de p on tos indexados. P ara indexar,

p or exemplo, os p on tos de uma regi~ ao do plano usariamos:

� 2 f (1 ; 1) ; (2 ; 1) ; � � � ; ( N ; 1) ; (1 ; 2) ; (2 ; 2) ; � � � ; ( N ; 2) ; � � � ; ( N ; N ) g

que seria a mesma forma dos � �ndices � , estamos indicando que h� a N

2

mega-n� os e semel-

han te indica� c~ ao viria da n umera� c~ ao dos � �ndices � :

Exerc � �cio: 7 Matrizes.

No disc o vo c ^ e enc ontr a o ar quivo Sistema.pas que

c ont � em as r otinas ne c ess� arias �a solu� c~ ao destes exer c � �cios.

1. Escr eva um pr o gr ama que r e c eb a p elo te clado matrizes e as

multiplique na or dem em que for am dadas.

2. Mo di�que o pr o gr ama anterior p ar a, p e guntando ao usu� ario

a or dem dos fator es, multiplique as matrizes na or dem in-

dic ada.

3. Construa um exemplo de matrizes A ; B tal que A � B 6= B � A

4. Inclua no seu pr o gr ama a p ossibilidade de somar duas ma-

trizes c om um alarme no c aso de as matrizes ser em inc om-

p at � �veis p ar a soma. No c aso de inc omp atibilidade o pr o-

gr ama deve p er guntar ao usu� ario se as deve somar assim

mesmo e ent~ ao c ompletar linhas ou c olunas c om zer os de

mo do a p o der efetuar a soma.

5. F a� ca seu pr o gr ama c alcular a J ( f ) usando derivadas apr ox-

imadas.

6. Pesquise e descr eva c aso r e al de aplic a� c~ ao de matrizes em

sua �ar e a de forma� c~ ao �a semelhan� ca do exemplo industrial
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c ada c aso c omo uma fun� c~ ao sep ar ada:

C

1

( x ) = C

1

( a ) + C

0

1

( a )� x (2.19)

C

2

( x ) = C

2

( a ) + C

0

2

( a )� x (2.20)

C

3

( x ) = C

3

( a ) + C

0

3

( a )� x (2.21)

C

1

: R

4

! R ; C

2

: R

4

! R ; C

3

: R

4

! R (2.22)

sendo

C usto

total

( x ) = C

1

( x ) + C

2

( x ) + C

3

( x ) (2.23)

As tres fun� c~ oes de�nidas p or pro dutos de ma-

trizes p o dem ser somadas p orque to das tem o mesmo n � umero

de v ari� av eis, 4, e to das tem o mesmo n � umero de comp onen tes,

1.

S� o p o demos somar matrizes que sejam exatamen te

da mesma ordem.

Observ a� c ~ ao: 10 Muitas vezes c onhe c emos f

0

( a ) e n~ ao f ( a ) :

Uma p ergun ta p o deria ser feita: p orque colo camos ^ enfase em f

0

( a )

e n~ ao em f ( a )? O desen v olvimen to do cap � �tulo an terior em certa forma resp onde a esta

quest~ ao. Em geral n~ ao conhecemos f mas sim alguns de seus v alores e p ossiv elmen te

alguns v alores m uito pr� oximos de alguns n� os a

�

e consequen temen te conhecemos f ( a

�

)

e estamos em condi� c~ oes de calcular f

0

( a

�

) sab endo atra v � es de um lev an tamen to de

dados f ( a

�;�

) em que �; � s~ ao m ulti- � �ndices, sendo � o m ulti- � �ndice que caracteriza os

n� os principais da rede e � caracterizam os n� os �nos em v olta de algum n� o a

�

, b em a

semelhan� ca do que �zemos no cap � �tulo 1,

Con v � em lem brar aqui a f� orm ula de T a ylor em seu caso mais simples

que � e

f ( x ) � f ( a ) + f

0

( a )( x � a ) = f ( a ) + f

0

( a )� x (2.24)

em que f � e uma fun� c~ ao v etorial e p ortan to f

0

( a ) � e uma matriz jacobiana n~ ao trivial,

(n~ ao � e um n � umer o c omum ).

Se conhecermos f ( a

�

e f ( a

��

, os v alores de f sobre os n� os de uma

rede com um lev an tamen to de dados �no em v olta de cada n� o, p o demos pro jetar os

v alores de f n uma vizinhan� ca dos n� os com aux � �lio do p olin^ omio de T a ylor.

Observ a� c ~ ao: 11 Multi- � �ndic es.

Quando precisamos indexar p on tos de uma regi~ ao , usamos � �ndices.

Algumas v ezes precisamos de caracterizar que alguns p on tos tem uma hierarquia difer-

en te de outros: n� os princip ais ou n� os se cund� arios . Diferenciamos estes n� os \funcional-

men te" diferen tes c haman-do-os de:
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isto que uma fun� c~ ao f acelera ou desacelera o comp ortamen to

de outra g se as duas represen tam fen^ omenos que atuem si-

m ult^ aneamen te: duas for� cas atuando sobre um mesmo corp o o

aceleram se tiver em c omp onentes na mesma dir e� c~ ao . Se tiv erem

mesma dire� c~ ao e sentidos c ontr� arios p o dem lhe dar acelera� c~ ao

zero se tiv erem mesmo m� odulo. As for� cas se sup erpuser am ,

dizem os f � �sicos, se somar am dizemos os matem� aticos. Duas

for� cas s� o se p o dem somar se as suas vari� aveis e c omp onentes

forem em mesmo n � umero:

f : R

n

! R

m

; g : R

n

! R

m

p orque atuam sobre ob jetos do mesmo \esp a� co" e represen tam

resultados que se encon tram no mesmo \esp a� co" .

Con trariamen te, se

f : R

n

! R

m

; g : R

n

! R

q

; m 6= q

en t~ ao n~ ao se p o dem somar as fun� c~ oes f e g nem

f : R

n

! R

m

; g : R

q

! R

m

; n 6= q :

Como f : R

n

! R

m

; g : R

n

! R

m

se p o dem somar, tam b � em se

p o dem somar as suas deriv adas calculadas no mesmo p on to a =

( a

1

; � � � ; a

n

) que ser~ ao matrizes n x m p orque am bas as fun� c~ oes

tem nm co e�cien tes parciais. Da � � tiramos a regra, s� o p o demos

somar matrizes de mesmas dimens~ oes .

P o deriamos ten tar represen tar com um fundo in-

dustrial o signi�cado da soma de matrizes, o faremos sem grandes

detalhes.

Exemplo: 13 A soma dos custos.

No exemplo industrial acima, c onsider amos sep a-

r adamente o efeito sobr e o custo �nal duma a� c~ ao de marketing,

do custo lab or al e do custo da materia prima. Po demos entender
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mxn p or outra de ordem nx q n~ ao in teressando o v alor de m e de

q.
Exemplo: 12 O esquema da or dem das matrizes na multiplic a� c~ ao.

A

n x m

� B

m x q

! C

n x q

em que os � �ndic es se enc ontr am indic ados em c ada matriz.

H� a mais alguma coisa que p o demos explorar no

exemplo acima: que signi�c aria se os c o e�cientes que formam

a linha 3 fossem dep endentes dos c o e�cientes que formam a

linha 2 , prop orcionais, queremos dizer? Represen tariam uma in-

forma� c~ ao in � util e consequen temen te � e ter custos sem b enef � �cios

man t ^ e-los no pro cesso p ois a terceira co ordenada do v e tor de

varia� c~ ao de custos seria prop orcional �a segunda co ordenada e

p ortan to p o deria ser obtido a partir da segunda p or simples m ul-

tiplica� c~ ao. A matriz �otima para esta analise econ^ omica, neste

caso seria 2x 3 eliminando-se uma linha da matriz A e da matriz

b: Assim, se uma matriz tiv er linhas que dep endam linearmen te

de outras, o problema p o de ser simpli�cado eliminando-se as lin-

has line armente dep endentes , n~ ao to das, ob viamen te: de cada

conjun to de linhas linearmen te dep enden tes en tre si se dev em

eliminar aquelas que fazem o conjun to �car linearmen te dep en-

den te.

Observ a� c ~ ao: 9 Dep end ^ encia line ar e otimiza� c~ ao. A p alavr a

chave aqui � e otimiza� c~ ao , se otimizou o c ontr ole eliminando lin-

has linearmen te dep enden tes da matriz que c ont � em os dados do

pr o c esso industrial.

Come� camos p or m ultiplicar matrizes, acima o �ze-

mos com matrizes 3x 4 e 4x1. F alemos agora da soma de ma-

trizes. A soma de matrizes traduz um conceito da F � �sica c hamado

de sup erp osi� c~ ao . Se A = J ( f ) = f

0

( a ) e B = J ( g ) = g

0

( a ) e

se pudermos somar as duas fun� c~ oes f ; g en t~ ao tam b � em p o dere-

mos somar f

0

( a ) ; f

0

( b ) :

�

E um princ � �pio do C� alculo: se pudermos

somar duas fun� c~ oes, p o der emos tamb � em somar suas derivadas .

Os f � �sicos c hamam esta soma de sup erp osi� c~ ao signi�cando com
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essas que ac ab amos de exp or. O exemplo serve em sua simpli-

cidade p ar a ilustr ar o pro duto de matrizes , mostr ando que elas

s~ ao um no v o tip o de n � umero , um n � umer o que c ont � em m � ultiplas

informa� c~ oes a um s� o temp o: um m ulti-n � umero .

Observ a� c ~ ao: 8 Apr oxima� c~ ao difer encial e mo delagem.

Uma das li� c~ oes que p o demos tir ar do pr esente ex-

emplo � e que a exist ^ encia de uma fun� c~ ao, c omo a fun� c~ ao de custos

C , n~ ao se d� a dir etamente atr av � ez de uma e qua� c~ ao mas sim tudo

o que temos � e sua apr oxima� c~ ao difer encial:

C ( x ) � C ( a ) + C

0

( a ) dx = C ( a ) + C

0

( a )( x � a )

(2.18)

a p artir do valor c ontabilizado de custos no p onto a e c om as

inform� c~ oes estat � �stic as que che gam indic ando as distintas taxas

de varia� c~ ao J ( C ) = C

0

( a ) � e p oss � �vel determinar-se o custo pr e-

vis � �vel em curto esp a� co de temp o futur o.

�

E ainda inter essante

observar que a p alavr a \apr oxima� c~ ao" est� a sendo usada num

sentido hist� orico e folcl� orico : n~ ao existe nenhuma fun� c~ ao C p ar a

ser apr oximada. A apro xima� c~ ao diferencial � e a pr� opria fun� c~ ao.

A apr oxima� c~ ao difer encial r epr esenta, desta forma

uma mo delagem da r e alidade a p artir de dados obtidos estatisti-

c amente.

Vimos outra forma de v er o pro duto de matrizes

em que uma matriz �xa de�ne uma fun� c~ ao, neste caso dC � e a

imagem de dx p or uma fun� c~ ao cuja equa� c~ ao � e um pro duto p ela

matriz A .

�

E tam b � em uma forma de ilustrar a �algebr a de ma-

trizes mostrando o uso de adi� c~ oes e m ultiplica� c~ oes de elemen-

tos de dimens~ oes distin tas, mas compat � �v eis. As matrizes s~ ao

um novo tip o de n � umer o , um n � umero que con t � em m � ultiplas in-

forma� c~ oes a um s� o temp o.

Ficou eviden te a regra b� asica para fazer pro duto

de matrizes: a dimens~ ao in termedi� aria en tre elas coincida, no

presen te caso o 4. P o demos m ultiplicar uma matriz de ordem



2.1. A

�

ALGEBRA D AS MA TRIZES. 63

O custo da ind � ustria ser� a obtido apr oximadamente

p or

A � dx =

2
6

4

a

11

a

12

a

13

a

14

a

21

a

22

a

23

a

24

a

31

a

32

a

33

a

34

3
7

5

�

2
6

6
6

4

dx

1

dx

2

dx

3

dx

4

3
7

7
7

5

=

2
6

4

d

1

d

2

d

3

3
7

5

= (2.15)

= C

0

( a ) � dx = C

0

( a ) � ( x � a ) = dC (2.16)

C ( x ) � C ( a ) + C

0

( a )( x � a ) : (2.17)

A informa� c~ ao taxa de v aria� c~ ao � e muito �na e pr o-

duz p e quenas varia� c~ oes no planejamento p ermitindo c orr e� c~ oes

antes que um erro avantajado pr o duza gr andes estr agos. Ob-

serve tamb � em que � e absolutamente natur al primeir o c onhe c er-

mos as informa� c~ oes sobr e as taxas de v aria� c~ ao parciais do que

conhecer a e qua� c~ ao da fun� c~ ao.

A �ultima e qua� c~ ao, (e q. 2.17) � e a expr ess~ ao do

p olin^ omio de T aylor do primeir o gr au m ultiv ariado que vo� c deve

observar que � e exatamente a f� ormula do c aso univariado.

Uma outr a forma de ver o pr o duto de matrizes � e

c omo fun� c~ ao line ar, neste c aso dC � e a imagem de dx p or uma

fun� c~ ao cuja e qua� c~ ao � e um pr o duto p ela matriz A = C

0

( a ) : O ve-

tor dx r epr esenta uma \p e quena" varia� c~ ao da quantiza� c~ ao dos

insumos c ompr ados p ela empr esa, e obviamente s~ ao fun� c~ ao de

uma p e quena varia� c~ ao do temp o de planejamento, (um dia ou

um mes, dep endendo do pr o c esso inacion� ario). A forma \nat-

ur al" matem� atic a p ar a r epr esentar as varia� c~ oes, seria o temp o

c omo vari� avel, mas em ger al, p ar a uma empr esa o que inter essa

no seu planejamento s~ ao as unidades de c ompr a que interna-

mente guar dam um c omp asso c om o temp o.

Vimos assim sur gir o mesmo exemplo de dois mo-

dos difer entes os dois exemplos r epr esentam a mesma situa� c~ ao,

a

ij

=

@ C

i

@ x

j

em que C : R

4

! R

3

� e fun� c~ ao que mo dela o custo

da e c onomia em que se enc ontr a inserida a empr esa em quest~ ao

cujo universo e c on^ omic o se r e duz aqui a quatr o vari� aveis. Em

ger al um pr oblema e c on^ omic o tem muito mais vari� aveis do que
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descrita acima linha p or linha, r epr esenta o c o e�ciente angular

m � ultiplo no instan te em que foi c olhida: dia ou mes

4

.

Se a

33

= 0 , isto signi�c a que houve uma estabil-

idade do custo de distribui� c~ ao r elativo a x

3

p or que ap enas se

estabilizou a demanda deste insumo no pr o duto. Nada gar ante

que o custo de pr o du� c~ ao r elativo a x

3

se estabilize e p o de at � e

aumentar p or uma o ciosidade que pr o duza na \m� aquina".

Uma an� alise similar c onduz a que a

33

= 0 n~ ao gar ante que

a

13

= 0 :

a

33

= 0 ! a

23

= 0 � e falso ;

a

33

= 0 ! a

13

= 0 � e falso ;

Este exemplo mostr a que as linhas da matriz A p o dem ser inde-

p enden tes .

Por de�ni� c~ ao, duas linhas de uma matriz, ou dois

vetor es quaisquer, s~ ao linearmen te dep enden tes se um for m � ultiplo

do outr o. Ent~ ao, se for em dep endentes, uma mesma c o or denada

n~ ao p o de ser num deles zer o enquanto que no outr o � e difer ente

de zer o. A de�ni� c~ ao de dep end ^ encia linear n~ ao �c a t~ ao sim-

ples p ar a um c onjunto c om mais de dois vetor es, voltar emos em

se guida �a de�ni� c~ ao de dep end ^ encia linear .

Assim

A =

2
6

4

a

11

a

12

a

13

a

14

a

21

a

22

a

23

a

24

a

31

a

32

a

33

a

34

3
7

5

(2.13)

r epr esenta assim a matriz das varia� c~ oes dos custos da ind � ustria.

Se a fun� c~ ao

C = ( C

1

; C

2

; C

3

) (2.14)

for a fun� c~ ao de custos desta empr esa, ent~ ao A r epr esenta a ma-

triz de varia� c~ ao de custos e o pr o duto das matrizes 3 x 4 c om o

a matriz 4 x 1 r esulta na matriz dC 3 x 1 que � e o vetor diferencial

de custos da pr o du� c~ ao da ind � ustria.

4

observ e a fr agilidade do conceito \ instan t^ aneo".
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Uma ind � ustria dep ende de quatr o itens, ou in-

sumos, b� asi-c os na c omp osi� c~ ao de seu pr o duto �nal e descr eve

c om 3 fun� c~ oes o seu custo de pr o du� c~ ao:

C =

8
>

<
>

:

C

1

( x

1

; :::; x

4

) = custo de insumos

C

2

( x

1

; :::; x

4

) = custo de pr o du� c~ ao

C

3

( x

1

; :::; x

4

) = custo de distribui� c~ ao

(2.11)

Os itens , em alguma forma quan ti�cados , s~ ao agor a

as v ari� av eis no mo delo matem� atic o.

Estas fun� c~ oes n~ ao existem na pr� atic a

2

, p elo menos

n~ ao sob forma de uma e qua� c~ ao alg � ebric a, mas um pr o c esso es-

tat � �stic o, cuidadosamente levado em dia, p ermite que a empr esa

determine as utua� c~ oes

3

de mer c ado dos pr e� cos dos pr o dutos as-

sim c omo as utua� c~ oes dos custos de pro du� c~ ao e de distribui� c~ ao:

taxas, p ar ciais, de varia� c~ ao de custo dos insumos:

( a

11

a

12

a

13

a

14

) ;

taxas, p ar ciais, de varia� c~ ao de custo de pr o du� c~ ao:

( a

21

a

22

a

23

a

24

) ;

taxas, p ar ciais, de varia� c~ ao de custo de distribui� c~ ao:

( a

31

a

32

a

33

a

34

) ;

Estas taxas de varia� c~ ao s~ ao c olhidas na unidade

m � �nima de temp o que seja natur al p ar a o planejamento da em-

pr esa, digamos, diariamente, numa e c onomia de ina� c~ ao alta,

ou mensalmente numa e c onomia de ina� c~ ao r e duzida. Assim, a

matriz

A =

2
6

4

a

11

a

12

a

13

a

14

a

21

a

22

a

23

a

24

a

31

a

32

a

33

a

34

3
7

5

=

2
6

4

@ C

1

@ x

1

@ C

1

@ x

2

@ C

1

@ x

3

@ C

1

@ x

4

@ C

2

@ x

1

@ C

2

@ x

2

@ C

2

@ x

3

@ C

2

@ x

4

@ C

3

@ x

1

@ C

3

@ x

2

@ C

3

@ x

3

@ C

3

@ x

4

3
7

5
(2.12)

2

aqui se rep ete o que vimos no cap � �tulo an terior, conhecemos ap enas alguns v alores

de f :

3

leia: \taxa de v aria� c~ ao"
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que � e uma expr ess~ ao semelhante a do diferencial de fun� c~ oes de

uma v ari� av el : d f = f

0

( a ) dx . A qui vemos a generaliza� c~ ao feita

p or Cayley entendendo matrizes c omo m ulti-n � umeros . A matriz

J ( f ) � e a matriz de to dos os p oss � �veis c o e�cientes angular es in-

stant^ ane os parciais de f r elativos a um refer ^ encial pr eviamente

esc olhido. Este pr o duto matricial p o de ser exp andido p ar a se

obter o que se chama em livr os de C� alculo de diferencial total :

d f = J ( f )

2

6
6

6
4

dx

1

dx

2

dx

3

dx

4

3
7

7
7

5

=

2
6

6
4

@ f

1

@ x

1

dx

1

+

@ f

1

@ x

2

dx

2

+

@ f

1

@ x

3

dx

3

+

@ f

1

@ x

4

dx

4

@ f

2

@ x

1

dx

1

+

@ f

2

@ x

2

dx

2

+

@ f

2

@ x

3

dx

3

+

@ f

2

@ x

4

dx

4

@ f

3

@ x

1

dx

1

+

@ f

3

@ x

2

dx

2

+

@ f

3

@ x

3

dx

3

+

@ f

3

@ x

4

dx

4

3
7

7
5

(2.10)

aqui uma matriz cujas linhas s~ ao diferenciais totais , e observe

que agor a nesta �ultima e qua� c~ ao tem-se uma igualdade entr e dois

vetor es-c oluna ou matrizes 3 x 1.

O con te � udo do exemplo an terior mostra que as

matrizes se m ultiplicam de forma semelhan te como se m ultipli-

cam os n � umeros e na compara� c~ ao an terior temos o pro duto de

n � umeros d f = f

0

( a ) dx no caso duma fun� c~ ao univ ariada ou o

pro duto matricial d f = J ( f ) dx no caso duma fun� c~ ao m ultiv ari-

ada. Em am b os os casos p o deriamos adotar a mesma nota� c~ ao,

e � e isto que faremos de agora em dian te: d f = f

0

( a ) dx passar� a

a represen tar o diferencial de uma fun� c~ ao em qualquer caso, se

f for uma fun� c~ ao m ultiv ariada, f

0

( a ) represen ta a sua matriz

jacobiana calculada no p on to a , o seu �unico co e�cien te m ulti-

angular, se n~ ao for, represen ta o seu co e�cien te angular n um � erico

�unico no p on to a . No primeiro caso, uma matriz, no segundo

caso, um n � umero com um.

Usamos este exemplo do C� alculo para mostrar que

tem sen tido a m ultiplica� c~ ao de matrizes. O pr� oximo exemplo

p o de tam b � em ser descrito com as pala vras do C� alculo e n� os o

faremos em seguida. Ele tam b � em serv e para ilustrar o asp ecto

multi-fac etado da informa� c~ ao con tida nas matrizes.

Exemplo: 11 A matriz de custos de uma ind � ustria.



2.1. A

�

ALGEBRA D AS MA TRIZES. 59

Po demos ai ver quatr o vetor es-c oluna c ada um c om

tr es c o or denadas ou p o demos ver tr es vetor es-linha c ada um c om

quatr o c o or denadas. As duas maneir as de ver s~ ao v� alidas. As

matrizes gene-r alizam os n � umer os, enquanto que estes c ont � em

uma �unic a informa� c~ ao de uma me dida feita, agor a as matrizes

c ont � em v� arias informa� c~ oes oriundas de distintas me di� c~ oes feitas

que p o dem at � e ser de natur ezas difer entes entr e si.

Exemplo: 10 Matriz dos c o e�cientes angular es.

Se f : U � R

4

7! R

3

ent~ ao no p onto ( a

1

; � � � ; a

4

) ,

a matriz

J ( f ) =

2
6

6
4

@ f

1

@ x

1

@ f

1

@ x

2

@ f

1

@ x

3

@ f

1

@ x

4

@ f

2

@ x

1

@ f

2

@ x

2

@ f

2

@ x

3

@ f

2

@ x

4

@ f

3

@ x

1

@ f

3

@ x

2

@ f

3

@ x

3

@ f

3

@ x

4

3
7

7
5

r epr esenta o co e�cien te angular m � ultiplo de f , c ada um dos

n � umer os

@ f

j

@ x

i

r epr esenta um c o e�ciente angular p ar cial, tamb � em

chamado de deriv ada parcial de f

j

c om r esp eito �a vari� avel x

i

e c alculado no p onto ( a

1

; � � � ; a

4

) : Esta matriz r e c eb e o nome de

matriz jacobiana de f = J ( f ) .

Da mesma forma c omo uma fun� c~ ao univariada

f : R 7! R

tem um �unic o c o e�ciente angular num determinado p onto, se for

difer enci� avel, tamb � em

f : U � R

4

7! R

3

tem �unic o \c o e�ciente angular m � ultiplo" r epr esentado p ela ma-

triz J ( f ) jacobiana de f no p onto ( a

1

; � � � ; a

4

) em que estas

derivadas p ar ciais for am c alculadas. O difer encial de f no p onto

( a

1

; � � � ; a

4

) � e

d f = J ( f ) dx = J ( f ) �

2
6

6
6

4

dx

1

dx

2

dx

3

dx

4

3
7

7
7

5

=

2
6

6
4

@ f

1

@ x

1

@ f

1

@ x

2

@ f

1

@ x

3

@ f

1

@ x

4

@ f

2

@ x

1

@ f

2

@ x

2

@ f

2

@ x

3

@ f

2

@ x

4

@ f

3

@ x

1

@ f

3

@ x

2

@ f

3

@ x

3

@ f

3

@ x

4

3
7

7
5

�

2
6

6
6

4

dx

1

dx

2

dx

3

dx

4

3
7

7
7

5

(2.9)
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ge ometria n~ ao der mais p � e . Assim, se o espa� co de trabalho for um conjun to de fun� c~ oes,

p or exemplo C ([ a; b ]) en t~ ao

[ a; b ]

f

! R [ a; b ]

g

! R (2.4)

< f ; g > =

b

Z

a

f ( x ) g ( x ) dx (2.5)

jj f jj =

p

< f ; f > jj g jj =

p

< g ; g > (2.6)

^angulo(f,g) =

< f ; g >

jj f jj � jj g jj

(2.7)

como � e usual fazer com os v etores na Geometria Anal � �tica. Observ e a diferen� ca funda-

men tal en tre os dois sistemas de equa� c~ oes acima. No caso dos v etores do R

n

de�nimos

o pro duto escalar ge ometric amente usando o conceito de ^angulo que existe como ideia

natural, (inclusiv e para dois v etores, mesmo do R

n

, como determinam um plano, ^angulo

� e \geometrico"...). No caso das fun� c~ oes

1

, vetor es do esp a� co C ([ a; b ]), primeiro de�nimos

o pro duto escalar, dep ois de�nimos ^angulo, com aux � �lio deste no v o conceito. Este � e o

m � eto do da gener aliza� c~ ao , se estendem a no v as situa� c~ oes as id � eias an tigas, atra v � es de

outras que sejam naturais na no v a situa� c~ ao.

Mas v amos nos afastar desta linha de trabalho que

lev a a um camp o que est� a fora do ob jetiv o deste livro. V amos

retomar o pro duto escalar e v ^ e-lo de uma outra forma. V eja que

lhe demos o nome de pr o duto que indica uma semelhan� ca com o

pr o duto entr e n � umer os . De fato � e esta semelhan� ca que in teressa,

e o pro duto escalar de�ne uma forma de multiplic ar v etores e

outras en tidades parecidas de que trataremos agora.

Mais geral que os v etores � e um ob jeto c hamado

matriz , p orque os v etores s~ ao tam b � em matrizes. V etores s~ ao

matrizes de um tip o particular, tem uma �unica linha, ou uma

�unica coluna.

Exemplo: 9 Uma matriz 3 x 2.

Consider e o esquema formado p or 12 n � umer os dis-

p ostos da maneir a r e gular que ab aixo se v ^ e.

�
�

�
�

�
�

�

1 2 3 � 1

� 1 1 0 2

2 � 1 3 2

3
7

5

(2.8)

1

v eja o preconceito, primeiro dissemos \fun� c~ oes", dep ois as c hamamos de v etores...
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2.1 A � algebra das matrizes.

O conceito de v etor surgiu na F � �sica como m uitas

das no� c~ oes da matem� atica. Este conceito f � �sico esta v a ligado a

uma en tidade geom � etrica, asso ciada a uma seta, p orque tinha

que ter dir e� c~ ao e intensidade . Esta vis~ ao geom � etrica � e primitiv a

e tem que ser generalizada para ser melhor aplicada em distin tas

situa� c~ oes, e, como sempre, � e um pro cesso alg � ebric o, ou formal

que pro duz a generaliza� c~ ao adequada.

Exemplo: 8 Gener aliza� c~ ao da ge ometria.

Os conceitos de ^angulo, comprimen to ou m� odulo, �cam to dos ge-

neralizados p elo conceito de pro duto escalar de j� a falamos an teriormen te no cap � �tulo 1

quando descrev emos o m � eto do de F ourier, v er 1.5, p� agina 42. Al � � os v etores eram fun� c~ oes

e o que �zemos foi calcular-lhes a soma p onto a p onto , � e o que signi�ca uma in tegral que

os franceses c hamam de somme . Em Geometria Anal � �tica se de�ne o pro duto escalar de

dois v etores:

u = ( x

1

; � � � ; x

n

) v = ( y

1

; � � � ; y

n

) (2.1)

< u; v > =

n

X

i =1

x

i

y

i

= j u j � j v j cos ( � ) (2.2)

^angulo ( u; v ) = cos ( � ) =

<u;v >

j u j�j v j

(2.3)

que � e a forma discr eta equiv alen te a in tegral que se encon tra na p� agina 42. A �ultima

igualdade, de natureza geom � etrica, p o de ser utilizada para de�nir ^angulo quando a

57
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Figura 1.9: Apro xima� c~ ao da primeira bissetriz sobre o in terv alo [ � � ; � ] p or p ol. trig.
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Figura 1.8: Apro xima� c~ ao com um p olin. trigonom � etrico de 11 termos.
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Figura 1.7: In terp ola� c~ ao p olinomial cl� assica. Um p olin^ omio que tem as mesmas raizes

que sen:
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Figura 1.6: Splines tangen tes a uma reta.
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Figura 1.5: O erro decresce ao se re�nar a parti� c~ ao. Neste caso parti� c~ ao uniforme de

norma

1
5

: O n � umero de n� os da parti� c~ ao determina a ordem do elemen to da sucess~ ao de

Cauc h y que est� a sendo con truida.
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Figura 1.4: O erro cresce com a oscila� c~ ao.P arti� c~ ao uniforme de norma

1
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Figura 1.3: In terp ola� c~ ao p olinomial linear e do segundo grau de g r af ( f ); com

p olin^ omio p or p eda� cos de segundo grau con t � �n uo.
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Figura 1.2: In terp ola� c~ ao p olinomial linear e do segundo grau de g r af ( f ) com p olin^ omio

do segundo grau p or p eda� cos descon t � �n uo.
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decomp osi� c~ ao em ondas , �nalmen te serv em para apro xima� c~ ao

que � e o ob jetiv o �ultimo que sempr e temos quando quisermos

transmitir ou guardar informa� c~ oes uma v ez que nos ser� a im-

p oss � �v el registrar ou recomp or um fen^ omeno qualquer em sua

completitude.

Se estas ideias tiv erem excitado sua curiosidade,

v o c ^ e p o der� a facilmen te exp erimen tar um p ouco com elas. V eja

a pr o c e dur e music a.p as den tro da biblioteca tip os.p as com a qual

v o c ^ e p o der� a aprender a fazer m � usic a eletr^ onic a e inclusiv e v er o

efeito de algumas s � eries de F ourier se aplicar o v alor de P

n

( f )

como argumen to da fun� c~ ao sound do P ascal. T enha alguns

cuidados, n~ ao execute o programa duran te a noite se algu � em

j� a estiv er dormindo no quarto ao lado : : : alguma v ezes isto se

p o de tornar um inc^ omo do gra v e : : :
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emplos a sua v olta e mais abaixo lhe diremos inclusiv e como v o c ^ e

a p o der� a usar como lab orat� orio. Se v o c ^ e ainda puder encon trar

um instrumen to de cordas, um viol~ ao, exp erimen te e v eja o que

acon tece com uma de suas cordas quando v o c ^ e quando nela pro-

duzir um impulso fornecendo-lhe energia. Ela vibrar� a de mo do

p er c ept � �vel duran te algum temp o transmitindo para o ar e �-

nalmen te para seus t � �mpanos vibra� c~ oes. Ser~ ao praticamen te as

mesmas vibra� c~ oes, ap enas elas se ir~ ao amortecendo enquan to a

corda p erde energia para o ar a v olta assim como para a pr� opria

caixa do instrumen to. Acon tece ai algo parecido com o p � endulo.

Num mesmo espa� co de temp o que se rep ete, as vibra� c~ oes v oltam

a se pro duzir e � e isto que caracteriza uma nota music al , ap enas

sua in tensidade v ai dimin uindo com a dilui� c~ ao da energia para

am bien te: ar, caixa de resson^ ancia do instrumen to, at � e atingir

o imp ercept � �v el para o seu ouvido. Claro que a corda con tin-

uar� a vibrando, at � e mesmo com outros tip os de vibra� c~ oes vindas

do meio am bien te, dos carros que passem p or exemplo, e isto

p o de se encon trar fora da capacidade de p ercep� c~ ao do ouvido

h umano.

Mas que � e uma partitura m usical?

�

E a \soma",

(dizem os matem� aticos) ou a sup erp osi� c~ ao, (dizem os f � �sicos),

destas vibra� c~ oes pro v o cadas no conjun to das cordas e alteradas

p or no v os golp es dos dedos sobre as cordas do viol~ ao. Cada v ez

que o m � usico interfer e sobre as cordas, ele altera a e qua� c~ ao da

m � usica, criando assim harm^ onic os p or p e da� cos , aqui a parti� c~ ao

do in terv alo de temp o segue o r � �tmo da m � usica, que determina

assim os in terv alos em que cada no v o p e da� co de harm^ onic os ser� a

executado.

P ara decomp or m � usica, as s � eries de F ourier s~ ao

in v enc � �v eis, infelizmen te parece que o ouvido h umano recomp~ oe

as vibra� c~ oes de uma forma que � e mais compat � �v el com outros

tip os de ondas, v er [5, cap 1] ou tam b � em [13, cap 1], e sendo

assim ganhamos, os h umanos, em p ercep� c~ ao se as ondas m usicais

forem decomp ostas com outros tip os de ondas diferen tes dos

senk, c osk . Infelizmen te para as s � eries de F ourier : : :

Resumindo, as s � eries de F ourier ou outros tip os de
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T eriamos que discutir com maiores detalhes qual o

signi�cado da con v erg ^ encia represen tada p ela s � erie acima. F are-

mos isto em algum momen to, p osteriormen te, no cap � �tulo 5,

en tretan to v ejamos logo qual � e ideia in tuitiv a e geom � etrica que

se encon tra p or traz desta con v erg ^ encia.

P ara lhe dar uma ideia do que v o c ^ e p o deria ter

visto se tiv esse ro dado os programas sugeridos nos exerc � �cios, e

talv ez estim ul� a-lo a faz ^ e-lo agora, v eja o gr� a�co (�g. 1.9), nele

v o c ^ e tem os gr� a�cos conjun tos da fun� c~ ao iden tidade f ( x ) = x e

do p olin^ omio trigonom � etrico P

n

( f ) para n = 11. Os p olin^ omios

trigonom � etricos descrev em fen^ omenos oscilat� orios como v eremos

em seguida, en t~ ao P

n

( f ) \oscila" em torno de f .

�

E isto que de-

stroi a \con v erg ^ encia" n um sen tido com um e mais in tuitiv o e

que foi con testado no exemplo de Du Bois-Reymond, en tretan to

do p on to de vista da ener gia con tida em f , ou mais exatamen te

no fen^ omeno mo delado p or f , a apro xima� c~ ao � e excelen te. A

ener gia est� a represen tada p ela in tegral de f e agora sim: a in-

te gr al de P

n

( f ) se apr oxima muito da inte gr al de f no in terv alo

[ � � ; � ]. P olin^ omios trigonom � etricos s~ ao apro xima� c~ ao de fun� c~ oes

p eri� odicas ou en t~ ao de uma fun� c~ ao , mas ap enas sobre um in-

terv alo em que ela � e considerada como restri� c~ ao de um fun� c~ ao

p eri� odica, mas do p on to de vista da da quantidade de fen^ omeno ,

ou ainda, a in tegral de f � e b em apro ximada p ela in tegral de

P

n

( f ). Mas � e preciso abrir uma ressalv a que deixar� a um tra v o

amargo: n~ ao estamos apresen tando p olin^ omios trigonom � etricos

como um m � eto do para calcular in tegrais apro ximadamen te.

P ara terminar esta brev e in tro du� c~ ao sobre os p olin^ omios

trigonom � etricos v amos mencionar qual � e a sua fun� c~ ao esp ec � ��ca

uma v ez que dissemos que apr oxima� c~ oes n~ ao � e sua principal �-

nalidade. Como eles s~ ao somas de oscila� c~ oes, senos e em cosenos

acelerados, en t~ ao os p olin^ omio trigonom � etricos descrev em b em

os fen^ omenos oscilat� orios. Eles p o dem usados para analisar a

comp osi� c~ ao das ondas con tidas nestes fen^ omenos.

�

E isto que

m uitas v ezes � e c hamado de an� alise esp e ctr al .

A m � usica p o de oferecer excelen tes e m � ultiplos ex-
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8. Mo di�que as suc ess~ oes s

1

e s

2

dos c o e�cientes de F ourier e

veja a fun� c~ ao que disto vai r esultar.

9. T ente de�nir uma fun� c~ ao a p artir do asp e cto gr� a�c o de suas

exp eri ^ encias acima, e c olo que-a em F ourier. Imprima os

r esultados gr� a�c os e c omp ar e.

10. Mo di�que F ourier p ar a imprimir em p ap el os c o e�cientes

de F ourier (do Polin^ omio T rigon � etric o). T ente desc obrir

uma lei de forma� c~ ao e teste o r esultado em F ourier.

11. Mo di�que o pr o gr ama F ourier p ar a que seja c alculada a

derivada apr oximada do Polin. T rig. e p ar a que os dois

gr� a�c os sejam simultane amente desenhados. A nalise o r e-

sultado, do p onto de vista de varia� c~ ao do c o e�ciente angular

do Pol. T rig. em alguns p ontos.

12. V eri�que se c onse gue desc obrir uma fun� c~ ao que ger a um

determinado Pol. T rigonom � etric o analisando os gr a�c os de

P e de P' (do p olin. trigon. e de sua derivada). Observe

que isto nem sempr e ser� a p ossivel e que n~ ao se tr ata de um

m � eto do ger al de tr ab alho.

De acordo com os resultados que v o c ^ e conseguiu

nos exerc � �cios acima, p o demos rep etir a a�rma� c~ ao de Joseph

F ourier feita no artigo apresen tado �a Academia F rancesa de

Ci ^ encias, em 1807: \ uma fun� c~ ao qualquer, p eri� odic a , f , p o de

ser escrita como com bina� c~ ao linear de senk e cosk ":

f ( x ) =

a

0

2

+

1

X

k =1

a

k

cos ( k x ) + b

k

sen ( k x ) : (1.9)

Em b ora isto seja uma v erdade, n um sen tido que

F ourier mal p o dia imaginar em sua � ep o ca, em 1873, P aul Du

Bois-Reymond construiu um exemplo de fun� c~ ao con t � �n ua cuja

s � erie de F ourier div ergia em um determinado p on to, traduzindo

em certa forma a descon�an� ca da v alidade da a�rma� c~ ao de

F ourier em uma forma t~ ao gen � erica.
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esc alar de�nido p or

< f ; g > =

Z

2 �

0

f ( x ) g ( x ) dx: (1.8)

e dep ois inclua o c o e�ciente

1

�

na inte gr al e volte a c alcular

os m� odulos destes vetor es. T ente uma demonstr a� c~ ao formal

dos r esultados alc an� cados.

3. F a� ca um pr o gr ama que c alcule as pr oje� c~ oes de f ( x ) = sen (4 x +

3)+3 x +1 nas dir e� c~ oes dos vetor es senk ; k 2 f 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; � � � ; 100 g .

Estes n � umer os, c omo na Ge ometria A nal � �tic a, s~ ao os co e-

�cien tes da decomp osi� c~ ao do v etor f ( x ) = sen (4 x + 3) +

3 x + 1 r elativamente ao c onjunto de vetor es senk ; k 2

f 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; � � � ; 100 g . N~ ao se esque� ca de man ter presen te que estamos trabal-

hando den tro de C ([0 ; 2 � ]), ou de L

2

([0 ; 2 � ]) .

4. Chame a

k

aos c o e�cientes enc ontr ados na quest~ ao ante-

rior. Complete o pr o gr ama p ar a c alcular o vetor g ( x ) =

P

10
k =0

a

k

senk ( x ) e fa� ca os gr� a�c os de de f e g num mesmo

sistema de eixos.

5. F a� ca um pr o gr ama que c alcule as pr oje� c~ oes de f ( x ) = sen (4 x +

3) + 3 x + 1 nas dir e� c~ oes dos vetor es senk ; cosk ; k 2

f 0 ; 1 ; � � � ; 10 g . Chame este c o e�cientes de a

k

; b

k

, r esp e cti-

vamente. Complete o pr o gr ama p ar a c alcular o vetor

g ( x ) =

10

X

k =0

a

k

senk ( x ) + b

k

cosk ( x )

fazendo os gr� a�c os de f e g num mesmo sistema de eixos.

Estes c o e�cientes se chamam co e�cien tes de F ourier de f .

6. R o de o pr o gr ama F ourier. Ele lhe p ermite ver um p olin^ omio

trigonom � etric o cujos c o e�cientes est~ ao pr eviamente de�nidos

c omo uma suc ess~ ao no pr� oprio pr o gr ama.

7. De�na uma das suc ess~ oes em F ourier c omo identic amente

zer o e veri�que que o r esultado � e uma fun� c~ ao p ar ou imp ar,

dep endendo de quem � e identic amente zer o.
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que lhe p ermitir~ ao uma vis~ ao complemen tar caso v o c ^ e se decida

a ler mais alguma coisa a este resp eito. Ou brinque um p ouco

com estas ferramen tas. O programa T utorial p ar a o Ensino do

C� alculo , v er [15] tem rotinas dedicadas ao exp erimen tos com

P olin^ omios T rigonom � etricos tam b � em.

A �gura (�g. 1.8) ilustra a apro xima� c~ ao do p olin^ omio

P ( x ) = ( x + 4)( x � 3) p or um p olin^ omio trigonom � etrico com

11 termos. V eja que fora do in terv alo [ � � ; � ] a apro xima� c~ ao

n~ ao existe. Ou seja, a apro xima� c~ ao se d� a ap enas no in terv alo

[ � � ; � ]. P ara mais detalhes sobre este assun to, consulte um livro

de C� alculo. Observ e em particular a discrep^ ancia que deixamos

de prop� osito quando falamos dos co e�cien tes sobre o in terv alo

[0 ; 2 � ], mas o exemplo gr� a�co corresp onde ao in terv alo [ � � ; � ] :

N~ ao h� a nenh um erro, os co e�cien tes de F ourier se p o dem cal-

cular em qualquer in terv alo, naturalmen te a f� orm ula dev e ser

adaptada para isto via uma transforma� c~ ao do tip o mudan� ca de

vari� aveis .

Observ a� c ~ ao: 7 Polin^ omio trigonom � etric o - nomenclatur a.

A denomina� c~ ao de \p olin^ omio trigonom � etrico" fere um p ouco o h� abito,

mas n~ ao est� a errada. p olino^ omio quer dizer uma express~ ao alg � ebrica constituida de mais

de um termo. Aqui os termos s~ ao express~ oes trigonom � etricas.

Os exerc � �cios abaixo con t � em algumas exp eri ^ encias

que n~ ao se constituem de m � eto dos seguros para obter resultados.

S~ ao exemplos de exp erimentos que se p o dem fazer p ar a ganhar

mais intui� c~ ao c om o uso de Polin^ omios T rigonom � etric os, sendo

exclusivamente este o objetivo delas aqui.

Exerc � �cio: 6 Exp eri ^ encias c om Polin^ omios T rigonom � etric os.

1. Use um pr o gr ama de c� alculo de inte gr ais apr oximadamente

p ar a veri�c ar que senk e cosj s~ ao orto gonais p ar a quaisquer

que sejam k e j.

2. V eri�que numeric amente qual � e o m� odulo dos vetor es senk

e cosj p ar a v� arios valor es de k e j . Primeir o use o pr o duto
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in terv alo fec hado e limitada, intervalo c omp acto, vamos p artic-

ularizar o pr oblema p ar a apr esentar uma te oria p e quena, o in-

tervalo b ase ser� a [0 ; 2 � ]. P ara pro v ar isto � e preciso de�nir neste

espa� co C ([0 ; 2 � ]) um pro duto escalar, o conceito que nos p ermite

calcular os ^angulos en tre v etores ou os m� odulos destes. Lem bre-

se do seu curso de Geometria An� alitica, � e o pro duto escalar que

p ermite gener alizar os conceitos geom � etricos, ^angulo, m� odulo,

dist^ ancia a espa� cos mais gerais. O pro duto escalar p o deria ser

de�nido assim

< f ; g > =

Z

2 �

0

f ( x ) g ( x ) dx: (1.5)

Duas in tegra� c~ oes consecutiv as, p or partes, mostram

que senk e cosj s~ ao ortogonais para quaisquer que sejam k e j,

(mesmo iguais, neste caso p or que a in tegral sobre o in terv alo

[0 ; 2 � ] � e igual a in tegral sobre o in terv alo [ � � ; � ] e a � � se p o de

usar o fato de que senk � e � �mpar enquan to que cosj � e par).

De maneira an� aloga se p o de mostrar que senk e

senj s~ ao m utuamen te ortogonais se k 6= j o mesmo se dando com

cosj e cosk .

Finalmen te rede�nindo o pro duto escalar acima se

p o de dizer que estes v etores s~ ao unit� arios:

< f ; g > =

1

�

Z

2 �

0

f ( x ) g ( x ) dx: (1.6)

A escolha da constan te

1

�

m ultiplicando a in tegral

se liga ao fato de que

< sen; sen > =

Z

2 �

0

sen

2

( x ) dx = � (1.7)

T em-se assim uma base de v etores ortonormais

para um espa� co v etorial que con t � em o espa� co C ([0 ; 2 � ]) . Este

espa� co se c hama L

2
[0 ; 2 � ]

. V o c ^ e p o de ler mais a este resp eito n um

livro de C� alculo Av an� ca-do. V amos lhe sugerir alguns exp eri-

men tos que p o dem ser feitos com aux � �lio do programa F ourier e
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t � �tulo T rigonometric Series , tem p erto de 1000 p� aginas em seus dois v olumes. Esta-

mos querendo fazer uma in tro du� c~ ao exp erimen tal do assun to, ap enas. Se conseguirmos

desp ertar sua curiosidade, teremos atingido nosso ob jetiv o.

O assun to � e hist� orico. O uso de s � eries trigonom � etricas, (p olin^ omios

trigonom � etricos), para apro ximar fun� c~ oes talv ez esteja no �m dos seus dias uma v ez que

p ossiv elmen te ser� a substituido p or uma no v a t � ecnica que lhe rob ou a meto dologia com

ino v a� c~ oes signi�cativ as: as W a v elets.

A base te� orica para o con te � udo deste par� agrafo ser� a desen v olvida

resumidamen te no in � �cio do pr� oximo cap � �tulo, � e a

�

Algebra Linear. T alv ez fosse b om

ler, de forma in tercalada este par� agrafo e o primeiro do cap � �tulo seguin te. Este con t � em

v� arios exemplos dos conceitos al � � de�nidos.

Em 1822, n um artigo apresen tado �a A c ademia

F r anc esa de Ci ^ encias , Joseph F ourier, (1768-1830) a�rmou que

to das as fun� c~ oes p eri� odic as p o dem ser decomp ostas em m � ultiplos

das fun� c~ oes

x � ! sen ( nx )

e

x � ! cos ( k x )

com n; k 2 N .

F ourier n~ ao p o deria en tender o alcance do con-

ceito de apr oxima� c~ ao que esta v a en unciando nem os seus con-

temp or^ aneos imediatos o p o deriam, inclusiv e os que ten taram

criticar a imp ort^ ancia dos fatos usados p or ele. A rev olu� c~ ao

que F ourier pro v o cou no desen v olvimen to da Matem� atica com

as suas S � eries T rigonom � etricas, c hamadas ainda de S � eries de

F ourier , mas que eram conhecidas de alguns matem� a-ticos an-

teriores a ele, como Euler, (1707-1783) e alguns dos irm~ aos

Bernouilli, s� o puderam ser aquilatadas no s � eculo atual.

As fun� c~ oes

senk : R � ! R ; x 7! sen ( k x ) (1.3)

e

cosj : R � ! R ; x 7! cos ( j x ) (1.4)

formam um sistema de vetor es linearmen te indep enden tes e or-

togonais no espa� co v etorial das fun� c~ oes con t � �n uas de�nidas n um
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O segundo defeito � e que para obter b oas apro x-

ima� c~ oes p or in terp ola� c~ ao p olinomial, os p olin^ omios tem de ser

grau elev ado e a � � os seus v alores tam b � em ser~ ao m uito elev a-

dos, (ou m uito p equenos) o que o cupa m uito espa� co de mem� oria

e consequen temen te m uito temp o de computa� c~ ao , ou impre-

cis~ ao nos resultados. A matriz n um � erica dos computadores � e

�xa, ela � e ap enas \translatada" na medida em que v o c ^ e pre-

cisar de n � umeros maiores ou menores. Se os n � umeros forem

m uito grandes ou m uito p equenos, se p erde considera v elmen te

precis~ ao.

Exemplo: 7 Interp ola� c~ ao p olinomial de L agr ange.

O matem� atic o fr anc ^ es L agr ange, se diz, c onstruiu

uma maneir a engenhosa de c orrigir a oscila� c~ ao da interp ola� c~ ao

p olinomial c omum. N~ ao a vamos r e c onstruir aqui em detalhe,

mas ideia � e simples: c� alcule o m� aximo da derivada do p olin^ omio,

� e a c onstante de Lipschiz, e divida o p olin^ omio p or esta c on-

stante. O r esultado ser� a um p olin^ omio que oscilar� a no m� aximo

c om c o e�ciente angular 1.

A solu� c~ ao de L agr ange, ap esar de engenhosa p er-

mane c e c omputacionalmente ine�ciente uma vez que volta a usar

o p olin^ omio cl� assic o p ar a enc ontr ar o m� aximo de sua derivada...

1.3 P olin^ omios T rigonom � etricos.

Apr oxima� c~ ao de fun� c~ oes ou o item mais geral T e oria da Apr ox-

ima� c~ ao � e um cap � �tulo imenso em Matem� atica e que ap enas cresce nos dias atuais p or

sua imp ort^ ancia natural. Nesta se� c~ ao v amos deixar um p equeno testem unho de um

dos t� opicos imp ortan tes den tro da �area de apr oxima� c~ ao de fun� c~ oes : apro xima� c~ ao com

p olin^ omios trigonom � etricos. Em b ora os p olin^ omios trigonom � etric os pro duzam apro x-

ima� c~ oes de fun� c~ oes ou de dados discretos, esta n~ ao � e a sua principal aplica� c~ ao. V amos

apresen t� a-los aqui p or duas raz~ oes:

1. um outro tip o de apro xima� c~ ao: Os p olin^ omios trigonom � etricos oferecem apro x-

ima� c~ ao do p on to de vista da energia do fen^ omeno ou do p on to de vista da in tegral.

2. uma raz~ ao hist� orica: Os p olin^ omios trigonom � etricos s~ ao a base hist� orica das

wavelets . Se p o dem estudar estas � ultimas sem passar p elos p olin^ omios trigonom � etricos,

mas se p erde um dado ev olutiv o e in tui� c~ ao.

P ara que v o c ^ e tenha uma ideia da sup er�cialidade do que trataremos aqui, um dos

livros mais famosos sobre o assun to, escrito p or An ton y Zigm und (1900-1993), sob o
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(�g.1.7), p� agina 54, os problemas deste m � eto do simples. O

p olin^ omio cujo gr� a�co est� a represen tado nesta �gura traz como

co e�cien te lider 0.0005 do con tr� ario o programa n~ ao conseguiria

deixar visiv eis os gr� a�cos sim ult^ aneos do p olin^ omio e do sen:

Os p olin^ omios s~ ao express~ oes relativ amen te faceis de se obter,

en tretan to eles tem uma oscila� c~ ao violen ta, v eja [22] a resp eito.

A determina� c~ ao do p olin^ omio que resolv e esta quest~ ao

se reduz �a solu� c~ ao de um sistema de n v ari� av eis, os n c o e-

�cientes do p olin^ omio com n equa� c~ oes obtidas a partir dos n

p on tos dados.

De�ni� c ~ ao : 4 Interp ola� c~ ao p olinomial.

Se chama in tep ola� c~ ao p olinomial a determina� c~ ao

de uma curva, gr� a�co de um p olin^ omio , p assando p or um

c onjunto de p ontos dados. Se diz ser o p olin^ omio que interp ola

os p ontos dados.

A de�ni� c~ ao acima � e an tiga, ho je se estende o con-

ceito de interp ola� c~ ao p olinomial aos splines assim c omo a qual-

quer apr oxima� c~ ao p olinomial p or p e da� cos . Adotaremos esta maneira

de p ensar quando nos referirmos a in terp ola� c~ ao p olinomial. Esta

forma estendidade de en tender interp ola� c~ ao coincide com o con-

ceito de apro xima� c~ ao com que esta pala vra j� a foi utilizada desde

h� a s � eculos passados e assim se recup era a ideia de apro xima� c~ ao

.

Mas os p olin^ omios tem dois defeitos que for� caram

a busca de outros m � eto dos. O primeiro � e que oscilam violen ta-

men te quan to maior for o seu grau. Use o programa Gr afun e

nele colo que como equa� c~ ao da fun� c~ ao f um p olin^ omio de grau

elev ado. Se for m uito elev ado p ossiv elmen te o programa nem

siquer v ai ro dar, (este � e o segundo defeito). Como Gr afun n~ ao

faz nenh uma maquilagem no gr� a�co v o c ^ e ir� a v er algumas \ r e-

tas " surgirem na tela se o gr� a�co for feito no in terv alo em que se

encon tram as raizes. Isto p orque en tre as raizes os p olin^ omios

de grau alto oscilam violen tamen te.



38 CAP

�

ITULO 1. APR O XIMAC �

~

AO DE FUNC �

~

OES .

A solu� c~ ao do exerc � �cio, caso par� ab olas, � e:

h� a seis equa� c~ oes e seis inc� ognitas, (o sistema � e determinado):

1. P

1

( a ) = f ( a )

2. P

0

1

( c ) = P

0

2

( c ) = � P

0

1

( a ) = � P

0

2

( b ) = �

3. P

2

( b ) = f ( b )

4. P

2

( c ) = f ( c ) = P

1

( c )

observ ando que na segunda bateria de equa� c~ oes estamos usando

a simetria das par� ab olas em torno do seu eixo que se reete em

an ti-simetria para o co e�cien te angular.

Se considerarmos que � � e uma v ari� av el, o sistema

tem solu� c~ oes mas � e sub-determinado (tem o n � umero de equa� c~ oes

menor que o n � umero de inc� ognitas. A indetermina� c~ ao se c hama

de gr au de lib er dade p or que nos p ermite div ersas solu� c~ oes e

est� a represen tado na equa� c~ oes acima na escolha do co e�cien te

angular � da reta r que passa p or c .

V oltaremos a este problema inspirado no que fare-

mos na pr� oxima sec� c~ ao.Mas o algoritmo desen v olvido no pro-

grama Spline00 lhe p ermite construir 2-splines sendo su�cien te

incluir nele uma saida de dados para informar ao usu� ario quais

s~ ao os co e�cien tes calculados para os p olin^ omios. Como est� a, o

programa resolv e o problema ap enas gra�camen te, (calcula os

co e�cien tes, mas n~ ao os escrev e ...).

O conjun to dos co e�cien tes dum spline ou quasi-

spline , receb e o nome de matriz de dados do spline ou do quasi-

spline , v er (de�ni� c~ ao 2), p� agina 18.

1.2.4 In terp ola� c ~ ao p olinomial cl � assica

A in terp ola� c~ ao p olin^ omial tem uma motiv a� c~ ao sim-

ples que justi�ca que tenha sido m uito p opular: se c onhe c er-

mos, p or uma r az~ ao qualquer, n p ontos p elos quais p asse o gr� a�c o

de uma fun� c~ ao ent~ ao p o demos enc ontr ar um p olin^ omio do gr au

n cujo gr� a�c o p assa tamb � em p or estes p ontos . V eja na �gura
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p onto c . Escr eva o sistema de e qua� c~ oes c orr esp ondentes

chamando de P

1

e P

2

aos ar c os de p olin^ omio do ter c eir o

gr au envolvidos.

7. * Enuncie e r esolva os pr oblemas anterior es c om 3 p ontos

n~ ao c oline ar es no plano em lugar de f a; c; b g

Os exerc � �cios acima oferecem de forma geom � etrica

um algoritmo para constru� c~ ao de 2-splines, 3-splines inclusiv e

mostrando a in�nidade deles quando submetidos a tres condi� c~ oes

com uma condi� c~ ao livre que represen ta a inclina� c~ ao da reta r que

passa p or c , (solu� c~ ao de um dos exerc � �cios). P ara os 2-splines

os tri^ angulos s~ ao is� osceles. P ara 3-splines, escalenos. O gr� a�co

(�g. 1.6) ilustra estas ideias.

O argumen to geom � etrico se explica melhor no caso

de uma bi-parti� c~ ao de um in terv alo [a , b] em que est� a de�nida

a fun� c~ ao f. En t~ ao o 1-spline que apro xima a fun� c~ ao forma uma

p oligonal com tres lados. Qualquer par de tri^ angulos construidos

nos moldes do exerc � �cio an terior pro duz 2 ou 3 splines... Observ e

que estamos apro ximando uma fun� c~ ao usando os seus zeros como

v alores conhecidos: ( a; 0) ; ( c; 0) ; ( b; 0) s~ ao os tres p on tos dados

da fun� c~ ao f . V er o gr� a�co acima. A reta p o de ser mo vimen tada

fazendo que as \b olhas" corresp onden tes �as duas par� ab olas

aumen tem p or igual.

No caso de 3-splines, � e p ossiv el mo v er a reta e au-

men tar as b olhas de maneiras diferen tes p orque � e p ossiv el man-

ter condi� c~ oes de sec^ ancia diferen tes nos extremos dos in terv alos,

man tendo o p on to c como p on to m � edio.

�

E esta propriedade geom � etrica destes p olin^ omios

p or p e-da� cos, que lhes deu o nome de spline, um instrumen to

male� av el de desenhistas para pro duzir curv as passando n um

p on to com um co e�cien te angular escolhido.

O exerc � �cio p o de ser algebric amente estendido para

resolv er o problema ( a; f ( a )) ; ( c; f ( c )) ; ( b; f ( b )) em que agora n~ ao

se sup~ oe mais que f ( a ) = f ( c ) = f ( b ) = 0.
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tal instrumen to usado p or desenhistas para moldar curv as que

passem p or p on tos determinados no plano).

Exerc � �cio: 5 A r c os difer enciavelmente soldados

7

.

1. T r ac e um se gmento de r eta [ a; b ] bip artido p elo p onto c . Isto

� e c � e o p onto m � edio do intervalo. T r ac e uma r eta r qualquer

obliqua p assando p or c . Mostr e que existem exatamente

dois tri^ angulos is� osc eles formado p or r etas p assando p or a

e p or b e r nos quais se p o dem inscr ever p ar� ab olas difer en-

ciavelmente soldadas em c . Justi�que p or que os tri^ angulos

tem que ser semelhantes. V er o gr� a�c o na �gur a (�g. 1.6)

2. * Mostr e c om um ar gumento ge om � etric o que o n � umero de

arcos de par� ab ola do exer c � �cio anterior � e in�nito, se c on-

sider armos que o c o e�ciente angular � da r eta r varia.

3. * Chame de P

1

e P

2

aos ar c os de p ar� ab ola mencionados

acima e c onstrua o sistema de e qua� c~ oes que r esolve o pr ob-

lema alg � ebric amente. Conclua que o sistema � e determinado

e sol � uvel, (n � umer o de e qua� c~ oes c orr esp onde ao n � umer o de

inc� onitas e o sistema tem solu� c~ ao ).

4. *gener aliza� c~ ao dos exer c � �cios anterior es . Consider e um p onto

c que divida o intervalo [ a; b ] numa r az~ ao r qualquer:

c � a

b � c

=

r : Mostr e que se r 6= 1 os tri^ angulos mencionados no ex-

er c � �cio 1 n~ ao ser~ ao semelhantes. Construa as p ar� ab olas,

fa� ca os gr� a�c os.

5. Mostr e que p ar a um 3-spline as r etas que p assam p elos p on-

tos a e b s~ ao tamb � em in�nitas, (falamos agor a de ar c os de

p olin^ omios do ter c eir o gr au). Mas que o p onto c n~ ao pr e-

cisa mais ser o p onto m � edio. Qual o gr au de lib er dade do

sistema?

6. Inclua, no exer c � �cio anterior, c ondi� c~ oes sobr e o c o e�ciente

angular nos extr emos do intervalo de mo do a r e duzir o gr au

de lib er dade do sistema �a inclina� c~ ao da r eta que p assa no

7

os exerc � �cios marcados com asterisco s~ ao \te� oricos", decida se lhe con v � em faz ^ e-los.
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Como � e uma m � edia aritm � etica, o resultado geom � etrico

� e o segmen to de reta que une os p on tos

( a

j

; f ( a

j

)) ; ( a

j +1

; f ( a

j +1

)) :

Em outras pala vras, dados n p on tos conhecidos de uma fun� c~ ao

f :

f ( a

0

) ; :::; f ( a

n

)

n um in terv alo, 1.1 pro duz a p oligonal que une estes p on tos.

Uma p oligonal � e um p olin^ omio de primeiro grau p or p eda� cos

e con t � �n ua.

As fun� c~ oes caracter � �sticas �

[ a

j

;a

j +1

]

que m ultipli-

cam as parcelas em 1.1 tem um efeito lo calizador: garan tem

que nenh uma das fun� c~ oes do primeiro grau existam fora do seu

in terv alo \caracter � �stico". Uma outra maneira de escrev er esta

express~ ao seria substituir a soma p or uma sucess~ ao.

Este m � eto do para construir splines � e m uito p enoso

como v amos mostrar no pr� oximo pacote de exerc � �cios. No cap � �tulo

5 v eremos uma outra constru� c~ ao de splines que � e menos p enosa,

ob viamen te considerado que teremos aprendido mais coisas para

c hegar at � e l� a...

Se tirarmos o adjetiv o c onvexa , que ap enas carac-

teriza o fato de que os co e�cien tes s~ ao menores que 1, p ositiv os

e cuja soma � e 1, temos simplesmen te uma com bina� c~ ao linear,

logo resultando nos p on tos de uma reta. Desta forma S

1

� e uma

fun� c~ ao cujo gr� a�co � e formado de segmen tos de reta que ligam

os p on tos ( a

j

; f ( a

j

)) sendo assim uma in terp ola� c~ ao linear destes

p on tos conhecidos de f : V emos assim outra forma de en tender

a in terp ola� c~ ao linear.

Um 2-spline asso ciado a fun� c~ ao f seria uma \soma"

de p olin^ omios do segundo grau lo calizados nos sub-in terv alos de

uma parti� c~ ao usando condi� c~ oes sobre deriv adas nos p on tos da-

dos al � em do v alor da fun� c~ ao nos p on tos. Isto p o de ser feito com

um pro cesso de in tegra� c~ ao sucessiv a, p or exemplo. V amos evitar

este m � eto do aqui. Em v ez disto v amos ilustrar geom � etricamen te

a constru� c~ ao de splines que inclusiv e justi�cam o seu nome, (o
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P ara construir um spline, basta tomar uma fun� c~ ao

constan te p or p eda� cos e calcular sucessiv as primitiv as da mesma.

A primitiv a de ordem k ser� a um ( k )-spline. O pre�xo in teiro � e

utilizado para caracterizar o grau dos p olin^ omios que constituem

o spline.

V amos analisar a constru� c~ ao de um algoritmo para

construir splines.

Observ emos que se conhecermos f ( a

0

) ; :::; f ( a

n

)

uma amos-tra dos v alores de uma fun� c~ ao n um in terv alo [ a; b ]

; a

0

= a e a

n

= b en t~ ao o �unic o 1-spline que apro xima esta

fun� c~ ao ser� a a fun� c~ ao linear p or p eda� cos de�nida p or

S

1

( t ) =

P

n � 1

i =0

[

f ( a

j +1

) � f ( a

j

)

� x

j

( t � a

j

) + f ( a

j

)] �

[ a

j

;a

j +1

]

( t ) =

=

P

n � 1

i =0

[

t � a

j

� x

j

f ( a

j +1

) + (1 �

t � a

j

� x

j

) f ( a

j

)] �

[ a

j

;a

j +1

]

( t )

(1.1)

a segunda linha na equa� c~ ao acima � e da forma:

s � f ( a

j +1

) + t � f ( a

j

) ; s; t � 0 ; s + t = 1 (1.2)

em cada sub-in terv alo da parti� c~ ao considerada em [ a; b ]. Uma

soma deste tip o se c hama de uma com bina� c~ ao linear con v exa

dos n � umeros f ( a

j +1

) ; f ( a

j

) ou ainda uma m � edia aritm � etica p on-

derada com p esos s; t . Quem faz o pap el dos p eso s; t s~ ao os

quo cien tes

t � a

j

� x

j

p orque, como o tamanho do sub-in terv alo em

que est~ ao t; x

j

� e � x

j

.

Observ a� c ~ ao: 6 M � edia aritm � etic a p onder ada.

A forma desta m � edia aritm � etica � e p ouco usual p orque os p esos j� a s~ ao

menores que 1, mas o leitor p o de facilmen te v er que se trata de fato da m � edia aritm � etica

com um e corren te. Com umen te se apresen tam os p esos como n � umeros maiores que 1

e m uito frequen temen te como in teiros, mas se dividem as m � edias p ela soma dos p esos,

dep ois...

�

E b em extranho que os e c onomistas usem este m � eto do no c� alculo da ina� c~ ao,

p esos in teiros, se usassem p esos menores que 1 p o deriam confundir mais facilmen te as

p essoas, como parece ser o ob jetiv o p elo menos dos economistas a servi� co da classe

dominan te, se n~ ao o fazem dev e ser p or pura ignor^ ancia...
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1.2.3 Splines.

Esta se� c~ ao se enc ontr a aqui ap enas p or uma quest~ ao

de c omp atibilidade c om o r estante do c ap � �tulo, a�nal falamos

de splines e seria inc^ omo do nada c onstruir a r esp eito deles. A

c onstru� c~ ao original dos splines , ver [22], � e b astante c onfusa e

dif � �cil, A agu vamos lhe apr esentar uma c onstru� c~ ao ge om � etric a

que inclusive lhe justi�c a o nome. No c ap � �tulo 5 uma outr a c on-

stru� c~ ao ser� a feita c om uma meto dolo gia difer ente e atual e que

inclusive c onduz r apidamente ao n � ucle o da ideia p or tr az dos

splines. Obviamente, ser� a pr e ciso mais material te� oric o p ar a

c onse guir uma nova vis~ ao destes objetos

5

, � e pr e ciso c ompletar a

ideia, os splines n~ ao s~ ao dif � �c eis o que � e dif � �cil � e pr ovar as suas

pr oprie dades.

V o c ^ e p o de saltar esta se c� c~ ao sem nenhum pr ejuizo

p ar a o r esto do livr o.

P or v olta de 1950 foram criados os splines, o�cialmen te

6

.

Mas foi preciso c hegar a d � ecada de 70 para que eles fossem no-

tados como um ob jeto in teressan te, a raz~ ao disto � e que sem

computa� c~ ao o uso dos splines e mesmo qualquer constru� c~ ao que

os en v olv a � e impratic� av el.

De�ni� c ~ ao : 3 k-Spline. Um k-spline � e uma fun� c~ ao p olinomial

de gr au k p or p e da� cos cuja classe de c ontinuidade � e C

k � 1

.

As p oligonais que in terp olam n p on tos no plano

s~ ao um exemplo de 1-spline. O que c hamamos de 1-quasi-spline

coincide com os 1-splines.

O nome spline v em de um instrumen to de arquite-

tura constituido de uma r � egua de b orrac ha con tendo em seu in-

terior uma p e� ca de ferro ex � �v el e que p o de ser encon trada nas

livr� arias ainda ho je. Com esta r � egua se p o dem tra� car curv as

passando p or uma quan tidade qualquer �nita de p on tos, isto se

c hama de in terp ola� c~ ao .

5

diziam os franceses, para con v encer os alunos a estudarem, il n 'y a p as de m � etho des

faciles p our fair es les choses di�ciles , n~ ao tem jeito de se fazerem f� aceis as coisas di�ceis...

6

datas s~ ao os elemen tos da hist� oria o�cial , se diz que as wavelets foram o�cialmen te

criadas em 1985...mas Haar p ensa v a nelas em 1900.
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18. V eri�que que na quest~ ao anterior a esc olha do intervalo I

n~ ao � e �unic a. Esc olha I tal que F ( x ) =

x

R

�1

f ( t ) dt seja c on-

stante for a do intervalo I , e a me dida de I seja a m � �nima

p ossivel.

19. Duas p ar� ab olas P

1

e P

2

se c ortam no p onto ( �

1
2

;

1
4

) c om

o mesmo c o e�ciente angular

1
2

, isto � e, s~ ao tangentes uma

a outr a neste p onto. V eri�que de quantas maneir as isto

se p o de dar e determine dois ar c os de p ar� ab ola que sat-

isfa� cam estas c ondi� c~ oes e que, al � em disto, tenham c onc avi-

dades difer entes no p onto ( �

1
2

;

1
4

) . F a� ca os gr� a�c os.

20. Construa um quasi-spline difer enci� avel de gr au m � �nimo p ar a

a fun� c~ ao f obtida amostr almente no intervalo de temp o

[ � 5 ; 5] e cuja listagem de dados se enc ontr a no (exemplo

, 5 ), p� agina 20.

21. Consider e o se guinte m � eto do p ar a determinar uma apr ox-

ima� c~ ao quasi-spline de f , no intervalo [ a; b ] no qual se tem

a p arti� c~ ao determinada p elos n� os f a = x

0

; � � � ; x

n

= b g :

� coincidir com f nos p on tos x

i

; x

i +1

.

� diferenciabilida de nos extremos: ser-lhe tangen te nestes p on tos.

� condi� c~ ao sobre curv atura: sua curv atura no in terv alo [ x

i

; x

i +1

] seja dada

p elo T e or ema do V alor M � edio aplicado �as deriv adas de f nos extremos dos

sub-in terv alos.

(a) Qual � e o gr au do quasi-spline assim obtido?

(b) Interpr ete ge om � etric amente o m � eto do e aplique-o nos

dados amostr ais que de�nem f na tab ela (exemplo, 5),

da p� agina 20.

22. Sab emos que g

0

( x ) = x sin ( x ) cos ( x ) e que se x 2 f 1 ; 3 ; 5 ; 7 ; 9 g

ent~ ao g ( x ) 2 f 0 ; � 0 : 972553 ; 0 : 753933 ; � 0 : 274230 ; � 1 : 855043 g .

Enc ontr e um quasi-spline de gr au m � �nimo que apr oxime g

e c alcule sua inte gr al no intervalo [1 ; 9] .
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� M ax ( f ) ; M ax ( j f � S

4

j ) divido p elo c omprimento do in-

tervalo de de�ni� c~ ao de f.

� A nalise em p articular qual � e objetivo do item anterior.

13. Mo di�que o pr o gr ama SpliExp p ar a que ele se o cup e de to dos

os levantamentos de dados e lhe fa� ca um r elat� orio �nal cir-

cunstanciado, (use o c omputador c omo um lab or at� orio...)

Sugest~ oes : Use Case of, (v eja GaPlana) e fa� ca o programa selecionar assim di-

v ersas equa� c~ oes e rep etir as exp eri ^ encias para cada uma delas.

14. Pr o cur e adquirir uma r otina que lhe p ermita ler e qua� c~ oes

p elo te clado. Use-a p ar a tornar os seus pr o gr amas mais

inteligentes.

15. Construa um quasi-spline de gr au 3, P

3

p ar a a fun� c~ ao

f ( x ) = 2 +

1
3

sin( x= 3) +

cos (3 x )

2

no intervalo [ � 5 ; 5] c om uma p arti� c~ ao uniforme do mesmo

em 10 sub-intervalos.

� Seu pr o gr ama deve imprimir ou gr avar em disc o a ma-

triz de dados do 3-quasi-spline.

� Calcule a inte gr al de f e de P

3

no intervalo dado.

� Enc ontr e to das as r aizes de f e de P

3

no intervalo dado.

� R epita o exer c � �cio c om 20 n� os na p arti� c~ ao e c omp ar e

os r esultados c om os anterior es.

16. Estenda a fun� c~ ao f ( x ) = ( x + 1)

2

( x � 1)

2

p ar a al � em do

intervalo [-1 , 1], c ontinuamente, p or fun� c~ oes c onstantes.

Chame esta nova fun� c~ ao de f e veri�que se f

0

; f

0 0

s~ ao

c ont � �nuas. F a� ca o gr� a�c o de f e de f

0

.

17. Enc ontr e uma c onstante k e um intervalo I ade quados tal

que f ( x ) = cos( x ) + K se p ossa estender no c omplementar

I

c

de I c ontinuamente p or uma fun� c~ ao identic amente nula.

Chame esta nova fun� c~ ao de f e veri�que se f

0

; f

0 0

s~ ao

c ont � �nuas. F a� ca os gr� a�c os de f e de f

0

.
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5. Inclua linhas no lo op p ar a fazer gr� a�c o, p ar a c alcular inte-

gr al, e o m� aximo da difer en� ca entr e f e o quasi-spline que

a apr oxima.

6. Use o err o da f� ormula de T aylor, err o inte gr al e err o difer-

encial, e c omp ar e c om o err o obtido no pr o gr ama anterior:

c alcule-os no pr o gr ama e mande imprimir os dados.

7. Mo di�que o pr o gr ama p ar a obter um 4-quasi-spline de maneir a

an� alo ga na de�ni� c~ ao do quarto c o e�ciente, p ar a que o r e-

sultado seja de classe C

1

.

8. Mo di�que o pr o gr ama Spline00 p ar a obter um 6-quasi-spline

de classe C

2

r e-apr oveitando os c� alculos p ar a obter derivada

e se gunda derivada nos dois extr emos do intervalo.

9. Use o pr o gr ama SpliExp, nele de�na alternadamente a

2

igual a zer o ou c om sinal alternado e multiplic ado p or um

p e queno fator. A nalise os r esultados das diversas exp eri ^ encias

p or ele exe cutadas c om distintas fun� c~ oes .

10. R epita as exp eri ^ encias anterior es omitindo o fator

1

n

no

c� alculo de a

2

. A nalise os r esultados c ontr a aplic a� c~ oes em

diversas fun� c~ oes . Comp ar e c om os c asos anterior es.

11. Substitua a linha que de�ne a

2

p or c omando l� ogic o que,

p ar a c ada novo uso do pr o gr ama, alterne a de�ni� c~ ao deste

c o e�ciente de�nindo c omo zer o ou c om sinal alternante. A i

mesmo inclua a de�ni� c~ ao da mensagem que informar� a ao

usu� ario se a exp eri ^ encia � e feita c om con v exidade alternada

ou n~ ao .

12. R epita as exp eri ^ encias acima fazendo uma tabula� c~ ao asso-

cie

� Ponto de M ax ( f

0

) ; M ax ( j f � S

4

j )

� T emp o de pr o c essamento.

� Pr e cis~ ao obtida.
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A �unica saida � e a hist� oria do fen^ omeno. Se ela indicar um v alor para

K , a constan te de Lipsc hiz, en t~ ao o erro que nos exp omos com os dados ser� a K � jj � jj :

P or exemplo, � e imp oss � �v el refazer as medidas obtidas p or um ond� ografo, da v aria� c~ ao

das ondas do mar de um determinado dia. F eitas as medidas � e tudo que se p o de ter,

en tretan to to dos na regi~ ao sab em qual � e a m� axima v aria� c~ ao das ondas do mar e p ortan to

K � e conhecida, e a estimativ a p o de ser feita com seguran� ca.

Se os dados p o dem ser medidos div ersas v ezes en t~ ao existe uma

sucess~ ao K

n

e p o demos v eri�car se K � jj �

n

jj ! 0 : Se isto for ver dadeir o diremos que

o exp erimen to � e c onver gente o que signi�ca que a sucess~ ao de Cauc h y P

n

existe e se

apro xima de uma fun� c~ ao \ideal" f :

A preo cupa� c~ ao com a con tin uidade na constru� c~ ao

de mo delos � e f� acil de se explicar com o T eorema de W eirstrass

citado acima: n� os sab emos que as fun� c~ oes con t � �n uas se p o dem

apro ximar p or fun� c~ oes tam b � em con t � �n uas e a nossa hip� otese nos

diz que dev emos sempre esp erar que os fen^ omenos sejam repre-

sen t� av eis p or fun� c~ oes con t � �n uas, e at � e mesmo diferenci� av eis. Os

quasi-splines s~ ao con t � �n uos e, como s~ ao p olinomiais, s~ ao tam b � em

c omputacionais : f� aceis de serem represen tados n um programa de

computa� c~ ao . Os exerc � �cios seguin tes dev em conduz � �-lo, exp eri-

men talmen te, a compreender a a v alia� c~ ao do erro.

Exerc � �cio: 4 1. Intr o duza uma r otina p ar a c alcular o err o en-

tr e f e o seu quasi-spline e fa� ca uma estat � �stic a deste err o

p ar a diversas fun� c~ oes .

2. Calcule p or varr e dur a o m� aximo de f

0

; e o p onto em que

ele o c orr e e c omp ar e c om o r esultado obtido no exer c � �cio

anterior.

3. Use os c o e�cientes de T aylor p ar a enc ontr ar um quasi-spline

de gr au dois a p artir de uma massa de dados amostr ais

A = ( a

ij

) usando c omo apr oxima� c~ ao de f

00

( x ) a me dia das

difer en� cas de se gunda or dem dos elementos da c oluna da

matriz A 2.

4. Mo di�que o seu pr o gr ama p ar a obter p olin^ omios de gr au

tr es c alculando um quarto c o e�ciente c om a c ondi� c~ ao do

p olin^ omio ter o valor f ( x

i +1

) no p onto x

i +1

p ortanto for� cando

a c ontinuidade dos p olin^ omios p or p e da� cos. Enc ontr e uma

maneir a de r esolver a falta de dados nos extr emos.
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Dem :

V amos c hamar de f : [ a; b ] ! R a fun� c~ ao cujos dados amostrais se

tem e que se deseja apro ximar p or k-quasi-splines.

O m � eto do de Riemann para in tegra� c~ ao e o T eorema da Apro xima� c~ ao

de W eirstrass demonstram a exist ^ encia de uma sucess~ ao de k-quasi-splines con v ergindo

para uma fun� c~ ao con t � �n ua. O m � eto do de in tegra� c~ ao de Riemann tam b � em garan te que

se f for in tegr� av el, en t~ ao p o demos pro duzir uma sucess~ ao de Cauc h y que con virja para

b

R

a

f ( t ) dt usando ap enas parti� c~ oes uniformes

4

. Isto nos p ermite usar parti� c~ oes uniformes

sem p erda de generalidade.

Resta-nos demonstrar a condi� c~ ao sobre o erro. V amos para isto con-

siderar duas sucess~ oes, P

n

; K

n

em que

� P

n

� e o k-quasi-spline asso ciado a uma parti� c~ ao uniforme com com m + 2

n

sub-

in terv alos de medida

b � a

m +2

n

;

� K

n

� e a sucess~ ao das constan tes de Lipsc hiz de cada termo da outra sucess~ ao. O

n � umero m � e a quan tida inicial de sub-in terv alos an tes que se inicie um pro cesso

de biparti� c~ ao.

Como K

n

� e uma apro xima� c~ ao da constan te de Lipsc hiz da fun� c~ ao f

e P

n

� e tangen te ao gr� a�co de nos extremos de cada sub-in terv alo, en t~ ao o gr� a�co de f

se encon tra con tido em uma vizinhan� ca de amplitude K

n

jj �

n

jj do gr� a�co de P

n

:

Como

K

n

jj �

n

jj = K

n

b � a

2

n

! 0

p orque f � e in tegr� av el, en t~ ao en t~ ao, dado um erro � p o demos encon trar n tal que P

n

se

encon tre n uma faixa de erro uniforme � em v olta de f :

q.e.d.

Observ a� c ~ ao: 4 Hip� oteses o cultas na demonstr a� c~ ao do te or ema

No teorema (3) est� a impl � �cita uma hip� otese que na pr� atica de lev an-

tamen te de dados � e irreal: que p o demos ir fazendo re�namen tos sucessiv os da parti� c~ ao

do in terv alo de temp o em que um fen^ omenos est� a sendo observ ado.

Esta aus ^ encia de r e alidade n~ ao in v alida (teorema, 3), p orque este

teorema represen ta ap enas a garan tia de que o m � eto do de apro xima� c~ ao p or quasi-splines

funciona. Se a �unica parti� c~ ao que p o de ser feita � e aquela em que foi feita a aquisi� c~ ao

dos dados, tudo que se p o de obter � e uma estimativ a grosseira K � jj � jj em que K � e uma

estimativa da constan te de Lipsc hiz e jj � jj � e a norma da parti� c~ ao.

Observ a� c ~ ao: 5 A de qua� c~ ao �a r e alidade...

O que a pr� atica nos oferece com frequ ^ encia � e uma simples amostra-

gem de dados de f ; ou do fen^ omeno que esta fun� c~ ao represen ta. Este � e o conjun to de

precis~ ao de que j� a falamos an teriormen te, os p on tos em que o fen^ omeno foi quan ti�cado.

Que precis~ ao p o demos ter para estes dados?

F ren te ao que vimos acima a resp osta � e nenh uma. Um �unico lev an-

tamen to de dados n~ ao oferece absolutamen te nenh uma seguran� ca. Somen te uma s � erie

estat � �stica � e que p o de oferecer uma resp osta para uma tend ^ encia.

4

se uma fun� c~ ao for in tegr� av el, qualquer cadeia de parti� c~ oes cujas normas tendam

a zero, pro duzem uma sucess~ ao con v ergindo para a in tegral, em particular cadeias de

parti� c~ oes uniformes obtidas p or bi-parti� c~ ao, p or exemplo.
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Esta an� alise sugere que p o demos encon trar um

p on to, p , e uma vizinhan� ca deste p on to v ( p ) ; onde se d� a a maior

oscila� c~ ao de uma fun� c~ ao:

T eorema: 2 da vizinhan� ca de um p onto de alta oscila� c~ ao. Seja

f : [ a; b ] ! R uma fun� c~ ao c ont � �nuamente difer enci� avel. Ent~ ao

existe uma melhor c onstante K tal que

j f ( x ) � f ( y ) j � K j x � y j

e um p onto p numa vizinhan� ca do qual se d� a esta oscila� c~ ao

m� axima.

Dem : Como f � e con t � �n uamen te diferenci� av el, p o demos escrev er a desigualdade do

teorema como

j f ( x ) � f ( y ) j

j x � y j

� K

e v emos que se considerarmos sempre y pr� oximo de x a express~ ao esquerda represen ta

uma apro xima� c~ ao da deriv ada f

0

( x ) p ortan to a constan te K � e o m� aximo de f

0

; que existe

p orque f 2 C

1

p or hip� otese. Como p or hip� otese tam b � em f

0

� e con t � �n ua, en t~ ao existe p elo

menos um p on to p onde este m� aximo se realiza. q.e.d.

O teorema fala de uma melhor constan te p orque

se K

0

> K tan b � em se aplica na desigualdade. Esta melhor

c onstante se c hama c onstante de Lipschiz de f no in terv alo [ a; b ] :

A an� alise feita acima nos conduz a um m � eto do

semelhan te ao da inte gr a� c~ ao no sentido de R iemann que garan te

quando uma fun� c~ ao � e inte gr� avel e en tre estas se encon tram as

fun� c~ oes con t � �n uas. O m � eto do de in tegra� c~ ao de Riemann cria as

condi� c~ oes para constru� c~ ao de sucess~ oes de Cauc h y equiv alen tes,

qualquer uma delas con v ergindo para o v alor da in tegral. O

T eorema de Apro xima� c~ ao de W eirstrass garan te a exist ^ encia do

limite. T emos, p or semelhan� ca o T eorema:

T eorema: 3 Se f for uma fun� c~ ao difer enci� avel de�nida no

intervalo [ a; b ] , existe uma \suc ess~ ao de Cauchy" de k-quasi-

splines de classe C

1

que se apr oximam uniformente de f o erro

uniforme sendo K jj � jj em que K � e a c onstante de Lipschiz de

f e jj � jj � e a norma da p arti� c~ ao � do intervalo [ a; b ] :
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6. mas p o demos comparar P

n

e P

m

em que m > n s~ ao dois in-

teiros e m est� a asso ciado com um re�namen to da parti� c~ ao

a que est� a asso ciado P

n

. Esta � e rev olucion� aria ideia de

Cauc h y , o teste de Cauchy : n~ ao precisamos conhecer o lim-

ite, se soub ermos que uma sucess~ ao � e con v ergen te, p o de-

mos encon trar elemen tos arbitrariamen te pr� oximos do lim-

ite, analisando ap enas o comp ortamen to da sucess~ ao.

7. mais um dado para completar a an� alise, precisamos de um

m � eto do para calcular o erro, v eja a (�g. 1.4) e observ e que

os erros aumen tam na vizinhan� ca de 6 e de -4, onde a os-

cila� c~ ao da fun� c~ ao tam b � em aumen ta. No in terv alo [ � 2 : 5 ; 2 : 5]

o erro n~ ao � e vis � �v el a partir do gr� a�co. A fun� c~ ao que est� a

sendo apro ximada tem oscila� c~ oes cada v ez mais fortes a

medida que j x j cresce:

f ( x ) = 3 sen ( x

2

+ 4) + 2 x:

Quando a fun� c~ ao oscila, a deriv ada cresce... � e o caso diame-

tr almente op osto ao das fun� c~ oes cujo gr� a�co � e uma reta.

T emos que estudar o comp ortamen to da deriv ada, para de-

scobrir onde o erro se acen tua. Analise tam b � em a (�g. 1.5)

onde a parti� c~ ao foi re�nada e v eja que o erro j� a n~ ao � e mais

vis � �v el a partir do gr� a�co. A v ers~ ao de p olse gp e dc on que

p ermite esta sim ula� c~ ao � e:

function [y] = polsegpedcon(x,den)

if or([x<-4 ; x>=6]) then y = 0

else p = (floor(den*x))/den; a=6*p*cos(p^2+4)+2;

b = den*den*(f(p+(1/den)) - a/den - f(p));

y = f(p) + a*(x-p)+ b*(x-p)^2;

end
end,

em que o param � etro den > 1 � e usado para re�nar a parti� c~ ao.

O c� odigo � e do [21].
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m� odulo da difer en� ca das duas fun� c~ oes. Esta �ultima forma de

me dir c ar acteriza a difer en� ca de ener gia entr e as duas fun� c~ oes.

A qui est� a a di�culdade em usar o T eorema da

apro xima� c~ ao de W eirstrass , c omo vamos sab er qual � e o err o

m� aximo, se to dos os valor es que temos s~ ao pr e cisos, estamos

trabalhando com o conjun to de precis~ ao...

Mas as fun� c~ oes s~ ao ob jetos que tem v alor n uma

in�nidade de p on tos e err o aqui p o de signi�car:

1. erro em cada p on to de um in terv alo;

2. mas , ... analisar o erro em cada p on to do in terv alo p o de n~ ao

ser p ossiv el, en t~ ao talv ez p ossamos calcular o erro m � edio,

ou o erro m� aximo;

3. mas , ... como analisar os erros se tudo que conhecemos da

fun� c~ ao s~ ao alguns v alores medidos nos n� os de uma parti� c~ ao

do in terv alo de temp o em que o fen^ omenos foi observ ado.

Ora, se os dados exp erimen tais que tiv ermos de�nirem to-

dos o mesmo co e�cien te angular, en t~ ao eles se encon tram

sobre uma reta e a in terp ola� c~ ao linear de�nir� a uma apro x-

ima� c~ ao de erro uniforme zero;

4. como � e m uito esp erar que os dados sejam lineares como

acima se prop~ oe, v amos considerar que eles oscilem, isto � e

que

y

i +1

� y

i

x

i +1

� x

i

seja uma sucess~ ao n~ ao constan te. No in terv alo [ x

i

; x

i +1

]

em que a v aria� c~ ao for maior, mesmo p elo racio c � �nio linear

acima, � e onde teremos a maior probabilidade de erro, e

p ortan to onde se encon trar� a a sugest~ ao de err o uniforme .

Se o exp erimen to puder ser rep etido com parti� c~ ao mais �na,

p o deremos lo calizar melhor onde se d� a est� a alta v aria� c~ ao e

assim obter uma estimativ a mais precisa do err o uniforme .

5. mas , tudo o que temos � e um k-quasi-spline P

n

e n~ ao temos

nenh uma c hance de compar� a-lo com a fun� c~ ao f ;
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enc ontr a em nossa c ole� c~ ao de pr o gr amas.

Com esta hip� otese o nosso grau de lib erdade au-

men ta sensiv elmen te p orque as fun� c~ oes mesmos as descon t � �n uas,

p o dem ser apro ximadas uniformen te p or fun� c~ oes de classe C

1

com alguns cuidados a serem tomados nas extremidades dos

in terv alos e nos p on tos de salto onde a apro xima� c~ ao uniforme

falha. O instrumen to te� orico em que nos ap oiamos � e um T eo-

rema do �m do s � eculo passado, de W eirstrass, [20, cap 15, pag.

336]:

T eorema: 1 T e or ema da apr oxima� c~ ao de Weirstr ass.

As fun� c~ oes c ont � �nuas se p o dem apr oximar uni-

formemente sobr e intervalos fe chados, p or p olin^ omios.

Aqui se encon tra o cuidado com os extremos: eles

tem ser incluidos na determina� c~ ao dos p olin^ omios, como �zemos

nos algoritmos descritos, � e a raz~ ao dos in terv alos fec hados do

T e or ema da apr oxima� c~ ao de Weirstr ass.

Observ a� c ~ ao: 3 Apr oxima� c~ ao uniforme.

O T eorema da apro xima� c~ ao de W eirstrass � e uma

gar antia de que p o demos fazer apr oxima� c~ oes, entr etanto ele n~ ao

nos ofer e c e um meio de veri�c armos os err os de nossas apr ox-

ima� c~ oes. Quando fazemos apr oxima� c~ oes, pr e cisamos sab er qual

� e a mar gem de err o c om que tr ab alhamos.

V amos lo go discutir o que � e uniforme . Quando

c alculamos valor es apr oximados p ar a n � umer os, existe uma �unic a

forma de analisar o err o c ometido que na pr� atic a se r esume em

indic ar a p artir de que casa decimal se p er de a c on�abilidade.

Como as fun� c~ oes tem valor es em to dos os p ontos de um intervalo

[ a; b ] , em tese p o deriamos c alcular o m� aximo dos err os c ometidos

e dep ois a�rmar que to dos os demais err os s~ ao menor es ou iguais

a este m� aximo. Erro uniforme quer dizer isto, uma mar gem

de err o que vale p ar a to dos os p ontos em que o fen^ omenos foi

me dido. H� a v� arias outr as maneir as de me dir-se o err o, ou a

dist^ ancia entr e duas fun� c~ oes, uma delas � e o valor da inte gr al do
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Exemplo: 6 F un� c~ oes que p assam p or um c onjunto de p ontos do

plano.

Mar que alguns p ontos no plano c orr esp ondentes a

valor es sobr e os n� os de uma p arti� c~ ao dum intervalo [ a; b ] dado.

Quer dizer, p ar a c ada n� o x

i

de uma p arti� c~ ao �([ a; b ]) esc olha

um valor y

i

de mo do a ter n p ar es ( x

i

; y

i

) . V o c ^ e p o de agor a de-

senhar duas fun� c~ oes f ; g que sejam fortemente difer entes uma

da outr a mas amb as p assando p elos n p ontos ( x

i

; y

i

) . V o c ^ e p o de

at � e mesmo imp or a c ondi� c~ ao de que tanto f ( x

i

) = g ( x

i

) c omo

f

0

( x

i

= g

0

( x

i

) p ar a to dos os n� os e ainda assim t ^ e-las muito

difer entes: p or exemplo suas inte gr ais di�r am muito. Mas em

qualquer dos c asos f ; g que vo c ^ e tenha desenhado, r e�nando a

p arti� c~ ao �([ a; b ]) mesmo a apr oxima� c~ ao line ar p or p e da� cos se

torna gr adativamente melhor.

Exp erimente gr a�c amente p ar a se c onvenc er. Quem

nos gar ante isto � e o T e or ema de Weirstr ass que enunciar emos

em se guida.

Entr etanto, existem algumas hip� oteses r azo� aveis

�as quais p o demos aderir, dentr o de uma c onc ep� c~ ao mais am-

pla de teoria de mo delos que se p o de dizer que � e a Matem� atic a.

Uma delas � e a hip� otese de alta diferenciabilidade dos fen^ omenos ,

que num c erto sentido se op~ oe te cnic amente e �loso�c amente

a da esc ola do caos quanto a c onstru� c~ ao de mo delos. A mb as

as tend ^ encias tem b ons r esultados e cr � �tic as m � utuas b em fun-

dadas... aderir a uma ou a outr a termina sendo uma quest~ ao

de gosto p esso al. N� os pr eferimos admitir que os fen^ omenos s~ ao

altamente difer enci� aveis, sem d � uvida as t � ecnic as disp on � �veis �-

c am b em mais c onfort� aveis dir~ ao os outros c om um c erto ar de

sup erioridade, e � e ver dade...

Hip� otese: 1 Hip� otese da suavidade dos fen^ omenos.

Os fen^ omenos t ^ em, em quase-to dos os p ontos, em

que p o demos me d � �-los, um c omp ortamento que p o de ser mo de-

lado p or uma fun� c~ ao de classe C

1

:

Este exemplo geom � etrico p o de ser r ep etido c om-

putacional c om qualquer pr o gr ama spl*.p as dos que vo c ^ e p o de
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acompanha este livro. V o c ^ e, alternativ amen te, p o de fazer um

downlo ad do arquiv o p as.zip em ftp.sup er.fur g.br/pub/c alculo .

Ro dando o programa Spline00 v o c ^ e ter� a uma vis~ ao

concreta de como se d� a esta apro xima� c~ ao de dados obtidos amostral-

men te. O programa lhe p ermite div ersas exp eri ^ encias para testar

o mo delo de apro xima� c~ ao uma v ez que usa fun� c~ oes algoritmi-

c amente b em de�nidas em Pasc al e os gr� a�cos sim ult^ aneos da

apro xima� c~ ao e da pr� opria fun� c~ ao evidenciam, gra�camen te, os

erros.

A partir deste momen to n~ ao v amos mais garan tir-

lhe que os programas que se encon tram no disco, fa� cam ex-

atamen te o que dizemos no texto do livro. T endo c hegado a

este p on to v o c ^ e dev e ser considerado, computacionalmen te, um

adulto, esta � e a sina de to dos n� os, em algum momento nos c on-

sider am adultos e r esp ons� aveis p or nossas pr� oprias a� c~ oes ... .

Nossos programas passam a ser ap enas uma base para que v o c ^ e

construa os seus pr� oprios, se v o c ^ e julgar que ainda precisa de al-

gum ap oio. T am b � em v o c ^ e p o der� a fazer uso de programas de sim-

ula� c~ ao n um � erica que existem, se n~ ao quiser fazer os seus pr� oprios

programas. Neste caso sugerimos [21 ] como uma excelen te al-

ternativ a, ou [8], am b os s~ ao programas de dom � �nio p � ublico e

p o dem ser encon trados nos lo cais citados na bibliogra�a. Os

nossos programas tam b � em se encon tram disp on � �v eis, o c� odigo

est� a ab erto, em ftp.sup er.fur g.br/pub/c alculo .

Erro na apro xima� c ~ao p or 3-quasi-splines.

V amos aqui discutir a margem de erro na apro x-

ima� c~ ao p or quasi-splines. H� a p oucos dados para esta discuss~ ao ,

se quisermos nos colo car n um am bito m uito geral de aplica� c~ oes.

N~ ao teriamos como discutir o tamanho de um erro de apro x-

ima� c~ ao de uma fun� c~ ao qualquer . Habitualmen te se imp~ oem

condi� c~ oes sobre a oscila� c~ ao da fun� c~ ao como hip� otese para que se

p ossa garan tir alguma forma de apro xima� c~ ao. F a� ca v o c ^ e mesmo

a seguin te exp eri ^ encia:
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difer en� ca entr e os dois r esultados. Inclua tamb � em o c� alculo

f� ormla da inte gr al e veri�que qual dos m � eto dos forne c e mel-

hor apr oxima� c~ ao . R epita o teste c om fun� c~ oes que ten-

ham gr ande oscila� c~ ao, p or exemplo que tenham um termo

sin ( n � x ) ou cos ( n � x ) .

6. Mo di�que o pr o gr ama anterior p ar a ger ar um p olin^ omio

c omo p ont ^ encias de ( x � a ) p ar a um valor a dado, �a semel-

han� ca de um p olin^ omio de T aylor.

7. Construa um pr o gr ama que leia os valor es de uma fun� c~ ao

nos n� os de uma p arti� c~ ao do intervalo [ a; b ] de de�ni� c~ ao da

mesma.

8. Melhor e o pr o gr ama anterior p ar a fazer a leitur a dos valor es

de uma fun� c~ ao e al � em disto c om p asso �no ler valor es muito

pr oximos de c ada n� o. Enc ontr e uma solu� c~ ao p ar a eventual

falta de informa� c~ oes no �ultimo n� o.

9. Melhor e os pr o gr amas anterior es guar dando os dados numa

matriz e ger ando p olin^ omios de T aylor de gr au tr es desen-

volvidos em c ada n� o c alculando as derivadas apr oximada-

mente.

10. Construa um pr o gr ama que pr o duza um 3-quasi-spline p ar a

uma fun� c~ ao dada a p artir de uma amostr a dos valor es desta

em n� os de uma p arti� c~ ao do seu intervalo de de�ni� c~ ao ,

acr � escidos de micro-n� os na vizinhan� ca de c ada n� o.

11. Use os valor es �nos pr� oximos dos n� os p ar a c alcular uma

derivada se gunda c om difer en� cas de se gunda or dem, pr o-

duza um 5-quasi-spline de classe C

2

. V eja as simula� c~ oes

feitas em [16, c ap. 2, deriva� c~ ao apr oximada] p ar a se c on-

venc er de que este exer c � �cio p o de r epr esentar algo in � util do

p onto de vista de apr oxima� c~ ao.

�

E ap enas um exer c � �cio so-

br e p olin^ omios...

A solu� c~ ao destes exerc � �cios se encon tram em parte

no arquiv o Tip os e nos programas splineK, SpliExp no disco que
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f(2.0)= 2.250

===medicao fina

f(2.1)= 2.33884 f(2.2)= 2.42623 f(2.3)= 2.51220

===
f(3.0)= 3.07692

===medicao fina

f(3.1)= 3.15267 f(3.2)= 3.22727 f(3.3)= 3.30075

===
f(4.0)= 3.78571

===medicao fina

f(4.1)= 3.85106 f(4.2)= 3.91549 f(4.3)= 3.97902

===
f(5.0)= 4.4

Os exerc � �cios que se seguem dirigem-no para a

constru� c~ ao de quasi-splines. O ob jetiv o maior � e o dominio da

t � ecnica en v olvida.

Exerc � �cio: 3 Constru� c~ ao de quasi-splines p ar a dados amostr ais.

1. F a� ca um pr o gr ama que r e c eb endo quatr o n � umer os, pr o duza

um p olin^ omio do ter c eir o gr au. Desenvolva este p olin^ omio

num p onto gen � eric o a e c omplete o pr o gr ama p ar a fazer o

gr� a�c o na tela.

2. A lter e seu pr o gr ama p ar a que ele de um ar quivo em disc o

os dados c omo os do (exemplo 5). Um tal pr o gr ama estaria

pr onto p ar a c onstruir um quasi-spline pr o duzido p ela leitur a

de um ap ar elho desde que a formata� c~ ao dos dados fosse a

mesma.

3. Mo di�que o pr o gr ama Simpson p ar a c alcular inte gr ais c om

um 3-quasi-spline. N~ ao se esque� ca de tr o c ar o nome do

pr o gr ama.

4. Mo di�que o pr o gr ama anterior p ar a c alcular a inte gr al da

fun� c~ ao r epr esentada p elos dados amostr ais (exemplo, 5).

Aplique o pr o gr ama numa fun� c~ ao cuja inte gr al vo c ^ e saib a

c alcular e c omp ar e os r esultados.

5. Inclua no pr o gr ama feito no exer c � �cio anterior a r otina

de c� alculo da inte gr al p or Simpson e imprima ao �nal a
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E in � util ten tar calcular deriv adas apro ximadas de

ordem maior que dois. V er as sim ula� c~ oes feitas em [16, cap. 2,

deriv a� c~ ao apro ximada] que mostram como a precis~ ao se degrada

m uito. V er [14, in tro du� c~ ao ] em que inclusiv e um no v o conceito

se delinea, o de deriva� c~ ao algor � �tmic a .

Uma �ultima observ a� c~ ao sobre o algoritmo do (ex-

emplo, 4). O quase-spline assim de�nido � e con tin uamen te difer-

enci� av el uma v ez que as deriv adas �a esquerda e �a direita

coincidem, isto com ap enas quatro co e�cien tes que p o dem ser

obtidos de dados como os da tab ela do (exemplo, 5) seguin te.

Exemplo: 5 F un� c~ ao de�nida p or dados amostr ais.

Os dados ab aixo for am obtidos p or um pr o gr ama

em Pasc al. Eles r epr esentam os valor es de uma determinada

fun� c~ ao nos p ontos indic ados c omo ar gumento da fun� c~ ao f . Os

mega-n� os est~ ao aqui r epr esentados p elos n � umer os inteir os do in-

tervalo c onsider ado.

Intervalo: [-5.0,5.0]

f(-5.0)= -12.8

===medicao fina

f(-4.9)= -12.29412 f(-4.8)= -11.80769 f(-4.7)= -11.33962

===

f(-4.0)= -8.5

===medicao fina

f(-3.9)= -8.14754 f(-3.8)= -7.80645 f(-3.7)= -7.47619

===
f(-3.0)= -5.42857

===medicao fina

f(-2.9)= -5.16901 f(-2.8)= -4.91667 f(-2.7)= -4.67123 \

===
f(-2.0)= -3.125

===medicao fina

f(-1.9)= -2.92593 f(-1.8)= -2.73171 f(-1.7)= -2.54217

===
f(-1.0)= -1.33333

===medicao fina

f(-0.9)= -1.17582 f(-0.8)= -1.02174 f(-0.7)= -0.87097

===
f(0.0)= 0.1

===medicao fina

f(0.1)= 0.22772 f(0.2)= 0.35294 f(0.3)= 0.47573

===
f(1.0)= 1.27273

===medicao fina

f(1.1)= 1.37838 f(1.2)= 1.48214 f(1.3)= 1.58407

===
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� e a m � edia das derivadas apr oximadas no n� o x

j +1

, a

semelhan� ca de a

2 ;j

mas agor a usando a outr a p onta

do sub-intervalo. Fizemos isto antes, ver (�g. ,

1.3), al � � os p olin^ omios er am do se gundo gr au, e n~ ao

c alculamos nenhuma m � edia das derivadas p or que

usamos deriva� c~ ao formal, (exata).

De�ni� c ~ ao : 2 Matriz de dados de um quasi-spline.

A matriz mX n

A = ( aM at [ i ][ j ])

i =1 ::mj =1 ::n

que c ont � em os c o e�cientes dos segmen tos de p olin^ omios obtidos

p or um algoritmo semelhante ao que temos acima em que s~ ao

usados as informa� c~ oes sobr e os valor es ou as taxas de varia� c~ ao

de uma fun� c~ ao sobr e uma p arti� c~ ao de um intervalo, ser� a aqui

chamada de Matriz de dados de um quasi-spline.

F alamos de algoritmo semelhante na de�ni� c~ ao, p orque

h� a m uitas maneiras de construir-se um p olin^ omio p or p eda� cos.

De p osse de uma tal matriz se p o de recomp or com

um programa de computador o quasi-spline, temos assim um

mo delo para a fun� c~ ao que teoricamen te descrev e um determi-

nado fen^ omeno.

No algoritmo acima preferimos de�nir um 3-quasi-

spline. O re�namen te dos dados ainda nos p o deria p ermitir

o c� alculo de uma deriv ada segunda. Basta v a para isto que o

instrumen to disparasse a fazer re�namen tos de distin ta ordem

de grandeza em cada n� o isto nos p ermitiria criar um mo delo

na forma de um 4-quasi-spline. As diferen� cas de segunda or-

dem com os mesmos dados � e tam b � em p ossiv el e n� os usamos este

m � eto do nos programas. En tretan to a precis~ ao que se p o de con-

seguir com segundas deriv adas n~ ao � e grande e n~ ao comp ensa o

esfor� co de ir t~ ao longe. O fato � e que as apro xima� c~ oes p olino-

miais se restringem �as de grau tres na pr� atica, e a raz~ ao no

fundo v olta a ser a da oscila� c~ ao grande de p olin^ omios de grau

m uito alto.
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(a) Sup ondo que o pr oblema � e o descrito acima, temos uma

matriz c om 3 dados r e�nados em c ada c oluna: uma

matriz 3 � n em que n � e o n � umer o de mega n� os, e 3

� e o n � umer o de micro n� os asso ciado a c ada um dos n� os

princip ais:

A = ( aM at [ i ][ j ])

i =1 :: 3 j =1 ::n

(b) O m � eto do c onsiste num uso mo di�c ado da f� ormula de

T aylor, faz uso do desenvolvimento de um p olin^ omio

em um dado p onto: P ( x ) = A + B ( x � a ) + C ( x �

a )

2

+ D ( x � a )

3

. V amos usar p olin^ omios do gr au 3

p ar a c onstruir um 3-quasi-spline de classe C

1

:

(c) Em c ada sub-intervalo [ x

j

; x

j +1

] de�ne-se P

j

p or

i. P

j

= ( a

1 ;j

; a

2 ;j

; a

3 ;j

; a

4 ;j

) em que estamos identif-

ic ando um p olin^ omio p ela matriz dos seus c o e�-

cientes. R omp emos c om um h� abito multi-se cular

iniciando os � �ndic es do p olin^ omio c om 1 p ar a c oin-

cidir c om a nota� c~ ao matricial dos n� os.

ii. a

1 ;j

= aM at [1][ j ] = f ( x

j

) , � e o valor da fun� c~ ao no

p onto inicial do intervalo.

iii. a

2 ;j

=

P

2
i =1

aM at [ i +1][ j ] � aM at [ i ][ j ]

� x

0

2

� f

0

( x

j

) , � e a m � edia

das derivadas apr oximadas no n� o x

j

. Estamos usando o

m � eto do da f� orm ula de T a ylor para construir uma apro xima� c~ ao p olinomial.

A m � edia serv e de garan tia con tra erros de dados na medi� c~ ao e p o deria ter

sido usada tam b � em no c� alculo de a

1 ;j

.

iv. Par a obter a

i; 3

r esolvemos a e qua� c~ ao

P

j

( x

j +1

) = f ( x

j +1

) = aM at [1][ j + 1] ;

a semelhan� ca do c� alculo de a

1 ;j

mas agor a usando

a outr a p onta do sub-intervalo.

v. Par a obter a

i; 4

r esolvemos a e qua� c~ ao

P

0

j

( x

j +1

) = f

0

( x

j +1

) �

P

2
i =1

aM at [ i +1][ j +1] � aM at [ i ][ j +1]

� x

0

2

;
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nossa linguagem, f � e uma fun� c~ ao ideal que descrev eria exata-

men te o fen^ omeno, enquan to que P

n

� e a apro xima� c~ ao de ordem

n que conseguimos para mo delar f a partir de alguns dados

que temos ou p o demos deduzir de f . O par^ ametro n indica

o n � umero de n� os da parti� c~ ao do in terv alo [ a; b ] onde a fun� c~ ao

est� a de�nida, este n � umero ser� a com frequ ^ encia n + 2

m

p orque

come� caremos nossas parti� c~ oes com um n � umero baixo de n� os e

dep ois faremos sucessiv as bi-parti� c~ oes dos sub-in terv alos para ir

em busca de mais precis~ ao.

Exemplo: 4 Um pr o c esso de aquisi� c~ ao de dados.

O pr o c esso de aquisi� c~ ao dos dados p o de ser o se guinte:

V eja o exemplo 5, p� agina 20 ac omp anhando a descri� c~ ao deste

pro cesso .

1. Um ap ar elho monitor a um exp erimento r e gistr ando os da-

dos a c ada intervalo de temp o � x .

2. No momento de c ada r e gistr o, o ap ar elho faz uma s � erie

de me didas a p e quen � �ssimos intervalos de temp o, p or ex-

emplo de tamanho � x

0

=

� x

100

, dur ante tr es destes micr o-

intervalos.

Mais do que isto � e in � util e an ti-econ^ omico, p orque com p equenas sub divis~ oes p o de-

mos c hegar a uma deriv a� c~ ao apro ximada da fun� c~ ao que desejamos mo delar, en tretan to

� e irreal conseguir-se deriv adas de ordem sup erior com m � eto dos n um � ericos. No caso

m ultiv ariado estes micro n� os lev an tariam co e�cien tes parciais de deriv ada em dire� c~ oes

determinadas sobre um c � �rculo de cen tro no mega-n� o e em dire� c~ oes distin tas escolhidas

sobre este c � �rculo.

3. T em-se, assim, n~ ao somente os valor es de f em c ada um

dos mega n� os x mas tamb � em os seus valor es na fam � �lia de

micro n� os x; x + � x

0

; x + 2� x

0

; ::: .Isto nos p ermite c alcular

uma taxa de varia� c~ ao de f na vizinhan� ca de c ada \ mega

n� o " e assim ter f ( x ) e f

0

( x ) p ar a c ada n� o x .

4. Quatr o c o e�cientes em c ada sub-intervalo � e o su�ciente

p ar a c onstruirmos um um 3-quasi-spline que sirva de mo d ^ elo

p ar a o fen^ ome-no que estamos estudando. Par a faz ^ e-lo um

algoritmo � e:
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Ora, para que fazer uma apro xima� c~ ao de uma fun� c~ ao que se conhece

t~ ao b em? nos exemplos do C� alculo, estas fun� c~ oes s~ ao apresen tadas inclusiv e com as

resp ectiv as equa� c~ oes ... Da mesma forma, ob jetos como os quasi-splines p o dem parecer

rid � �culos ao fazermos uso deles para apro ximar fun� c~ oes como

f ( x ) = 5 sen ( x= 4) + x= 4 + 1 :

V eja que o programa gr afun � e m uito mais simples e ro da m uito mais

r� apido que qualquer dos seus similares gr afunK , exatamen te p orque ele usa a equa� c~ ao

da fun� c~ ao f para encon trar os p on tos ( x; f ( x )) que v ai colo car na tela enquan to que os

outros primeiro calculam um p olin^ omio em um sub-in terv alo, para apro ximar a fun� c~ ao

p or este p olin^ omio no in terv alo. Ob viamen te, se conhecermos a equa� c~ ao de uma fun� c~ ao e

se a linguagem de programa� c~ ao que usarmos tiv er as fun� c~ oes de que ela se comp~ oe como

primitiv as algor � �tmic as , n~ ao tem m uito sen tido pro curarmos uma apro xima� c~ ao para f .

N� os j� a a c onhe c emos !

Este parece ser um gra v e defeito na apresen ta� c~ ao dos cursos de C� alculo...

Com grande frequ ^ encia se construem m � eto dos de apro xima� c~ ao que se aplicam p erfeita-

men te a fun� c~ oes altamen te conhecidas, c omo � e o c aso dos p olin^ omios de T aylor .

A raz~ ao desta aparen te con tradi� c~ ao se encon tra na necessidade de ex-

emplos com os quais se p ossam testar os m � eto dos de apro xima� c~ ao , c ontr olar se pr o duzem

b ons objetos apr oximantes . Se v o c ^ e ro dar gr afun e os programas gr afunK p o der� a a v aliar

o grau crescen te de apro xima� c~ ao que um k-quasi-spline pro duz para a fun� c~ ao f e inclusiv e

dev e ter observ ado que, maior k, menor � e a quan tidade de n� os necess� arios para se obter

a mesma b oa apro xima� c~ ao . Ora esta constata� c~ ao s� o � e p ossiv el se tiv ermos um elemen to

de compara� c~ ao. Esta � e raz~ ao p or que aplicamos os m � eto dos de apro xima� c~ ao �as fun� c~ oes

b em conhecidas. P ortan to n~ ao est� a errado o C� alculo nem o C� alculo Num � erico, em fazer

assim ap enas �cam incompletos se n~ ao mostrarem que p o demos recomp or fen^ omenos

com os mo delos estudados. Esta incompletitude se dev e �a falta de condi� c~ oes did� aticas,

(de �nanciamento) , em que viv emos: sem lab orat� orios computacionais para o ensino do

C� alculo e de Matem� atica em geral, o ensino tem que �car p obre como est� a, e o nosso

pa � �s con tin uar� a caren te de tecnologia e de t � ecnicos capazes de gerar esta tecnologia. Este

� e um problema p ol � �tico que n� os, os cien t � �stas, temos que den unciar a cada momen to, ou

alternativ amen te, aceitarmos a coniv ^ encia.

A seguir v eremos uma aplica� c~ ao mais razo� av el deste instrumen to t~ ao

p o deroso que visiv elmen te pro duz b^ oas apro xima� c~ oes para as fun� c~ oes . A f� orm ula de

T a ylor encon tra aqui div ersas aplica� c~ oes e v oltar� a a ser usada no cap � �tulo �nal sobre

e qua� c~ oes difer enciais .

Quasi-spline: mo delagem a partir de dados discretos.

In v ertendo o caminho, agora queremos construir

um mo-d ^ elo p olinomial para uma massa de dados que p o demos

ter obtido a partir de medi� c~ oes feitas p or um aparelho. Pre-

cisamos encon trar uma fun� c~ ao P

n

, que descrev a quan titativ a-

men te um fen^ omeno a partir destas medi� c~ oes, em que o � �ndice n

indica que a fun� c~ ao P

n

dep ende de uma sequ ^ encia de op era� c~ oes

e no presen te caso foi obtida ao �nal de n dessas op era� c~ oes . Em
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v eremos algumas formas mais simples desta ideia. A de�ni� c~ ao

seguin te represen ta ap enas uma simpli�ca� c~ ao v o cabular, como

to da de�ni� c~ ao.

De�ni� c ~ ao : 1 quasi-splines.

Dir emos que P

n

� e um k-quasi-splines se for uma

fun� c~ ao p olinomial p or p e da� cos de gr au k, que signi�c a:

� P

n

� e uma fun� c~ ao c ont � �nua;

� de�nida em um intervalo [ a; b ] ao qual est� a asso ciada uma

p arti� c~ ao c om n n� os;

� em c ada um dos sub-intervalos desta p arti� c~ ao P

n

c oincide

c om um p olin^ omio de gr au menor ou igual k :

A p oligonal, fun� c~ ao linear a�m p or p eda� cos e con t � �n ua

que apareceu no primeiro exemplo acima, � e um 1-quasi-spline,

� e tam b � em um 1-spline. O pre-�xo \1" diz resp eito ao grau dos

p olin^ omios p or p eda� cos usados para construir a apro xima� c~ ao.

Se necess� ario, indicaremos a classe de diferenciabilidade. Os

quasi-splines que v amos construir aqui s~ ao de classe inferior ou

igual a C

2

.

Nos programas gr afunK do disco s~ ao pro duzidos

k-quasi-splines apro ximando a mesma fun� c~ ao :

f ( x ) = 5 sen ( x= 4) + x= 4 + 1

o que lhe p ermite uma b oa compara� c~ ao en tre eles e a apro x-

ima� c~ ao que eles represen tam desta fun� c~ ao .

Cr � �tica do C �alculo.

V amos fazer uma cr � �tica a apresen ta� c~ ao usual do C� alculo e mesmo

dos m � eto dos n um � ericos. V eja que cr � �tic a signi�ca an� alise , � e o que faremos aqui.

V o c ^ e j� a se dev e ter p ergun tado alguma v ez p orque calculamos apro x-

ima� c~ oes de fun� c~ oes que conhecemos m uito b em. No C� alculo, p or exemplo, se ap on tam

os p olin^ omios de T a ylor, ( s � eries de T aylor ... ), como apro xima� c~ oes de fun� c~ oes b em con-

hecidas. P ara construir um p olin^ omio de T a ylor � e necess� ario conhecer v� arias deriv adas

da fun� c~ ao que se est� a apro ximando.
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3. Inclua na an� alise do exer c � �cio anterior, o uso da derivada

c alculada algebric amente ou apr oximadamente. F a� ca r e g-

istr o do � x usado p ar a o c� alculo da derivada apr oximada

em sua estat � �stic a.

1.2.2 Apro xima� c ~ ao p olinomial p or p eda� cos.

Na se� c~ ao an terior construimos apr oxima� c~ ao line ar

p or p e da� cos e uma apro xima� c~ ao do se gundo gr au p or p e da� cos .

como as fun� c~ oes do primeiro grau s~ ao p olin^ omios en t~ ao j� a demos

os primeiros passos na constru� c~ ao de apro xima� c~ oes p olinomiais.

Agora queremos trabalhar com p olin^ omios de um grau qualquer.

Mas, p or que apro xima� c~ ao p olinomial p or p e da� c~ oes ? Neste livro

n~ ao trataremos de outras apro xima� c~ oes p olinomiais, se v o c ^ e

quer sab er a raz~ ao , consulte a p en � ultima se� c~ ao deste cap � �tulo

onde se encon tra uma cr � �tica das apro xima� c~ oes p olinomiais em

geral. H� a div ersos livros, v er p or exemplo [4], que tratam a

apro xima� c~ ao p olinomial com mais detalhes e seria in � util rep et � �-

lo aqui sem nada trazer de no v o. Os m � eto dos de apro xima� c~ ao

p olinomial p erderam terreno para os splines de�nitiv amen te, v er

[22]. O livro de Larry Sc h umak er � e m uito complicado e confuso,

como certamen te teria que ser p ela � ep o ca em que foi escrito,

mas represen ta uma refer ^ encia imp ortan te sobre a hist� oria e os

passos mais decisiv os na constru� c~ ao da teoria em se baseiam os

splines.

Os ob jetos que v amos inicialmen te construir n~ ao

s~ ao splines mas se apro ximam m uito deles e p orisso os v amos

c hamar de quasi-splines. A classe de con tin uidade de um k -

quasi-spline ser� a inferior a k-1, em ger al ap enas difer enci� aveis,

mas n~ ao c ontinuamente difer enci� aveis , mas ser� a formado de

p olin^ omios de grau k . Esta � e diferen� ca com os k -splines cuja

classe de diferenciabilidade � e C

k � 1

, isto � e, se P for um k -spline

en t~ ao P � e uma fun� c~ ao de�nida p or p eda� cos, cada um desses

p eda� cos � e um p olin^ omio de grau k e a fun� c~ ao p o de ser de-

riv� av el con tin uamen te k � 1 v ezes. No cap � �tulo 3 �car� a in teira-

men te claro como construir uma tal fun� c~ ao . Neste cap � �tulo
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que a juda a v er o efeito gr� a�co que nos in teressa mostrar: escolha o in terv alo [-50 , 50]

com um passo 2.

Escolha dep ois distin tos v alores para o passo. Analise os resultados.

Este exemplo mostra quando v o c ^ e escolhe um passo maior, o efeito

das tangen tes que, se sup erp ondo, acen tuam em cada n� o o erro da apro xima� c~ ao tangen-

cial de uma fun� c~ ao.Esta apro xima� c~ ao tangencial corresp onde a um p olin^ omio de T a ylor

de primeiro grau.

O trec ho cen tral do programa � e :

program grafun02 (trecho)

...................... .... .... ... .... .

deltay := 2*deltax {* comprimento das tangentes *}

Eixos; x := inicio; GotoXY(01,23);

Write('f(x) = 5*sin(x/4) + x/4 +1 ');

While x < fim Do

Begin

teta := arcTan(df(x));

s := cos(teta)*deltay; t:=sin(teta)*deltay;

Reta(x-s,f(x)-t,x+s,f(x)+ t);

Reta(x,0,x,f(x)); {* reta vertical em cada no' *}

x := x + deltax;

End;

...................... .... .... ... .

O programa grafun02 se encon tra no disco. Este n~ ao � e um m � eto do

m uito usado, se v o c ^ e ro dar o programa v er� a que o asp ecto visual da apro xima� c~ ao p o de ser

ruim dep endendo do comprimen to dos segmen tos de reta tangen tes, mas se os segmen tos

de reta tangen tes forem p e quenos o resultado � e uma b oa apro xima� c~ ao . T am b � em � e di�cil

de�nir uma apro xima� c~ ao con t � �n ua com este m � eto do. A raz~ ao de sua inclus~ ao aqui � e que

a ideia nele con tida ser� a apro v eitada mais a fren te n um m � eto do de solu� c~ ao apro ximada

de equa� c~ oes diferenciais.

Ao calcularmos apro ximadamen te a in tegral de f usando a regra do

trap � esio, este c� alculo corresp onde �a soma das �areas dos trap � esios cujas bases s~ ao os

sub-in terv alos [ x

i

; x

i +1

] da parti� c~ ao tendo as duas alturas f ( x

i

) ; f ( x

i +1

).

A fun� c~ ao assim resultan te � e con t � �n ua, en tretan to a sua deriv ada p o de

n~ ao s ^ e-lo, o que represen ta um defeito da apro xima� c~ ao obtida fren te a uma hip� otese de

alta diferenciabilid ade dos fen^ omenos que � e m uito com um ser feita. T emos um mo delo

que n~ ao � e diferenci� av el. Na pr� oxima se� c~ ao usaremos p olin^ omios p or p eda� cos de maior e

melhoraremos a con tin uidade de nossas apro xima� c~ oes.

Exerc � �cio: 2 1. Pr o duza uma vers~ ao distinta de grafun fazendo

as tangentes se iniciar em no n� o x e se pr olongar em ao longo

do intervalo [ x; x + � x ] .

2. Use um sistema p ar a cr onometr ar o temp o de c omputa� c~ ao

gasto e fa� ca um estudo c omp ar ativo dos tr es m � eto dos de

inte gr a� c~ ao apr o-ximada que discutimos at � e agor a. Use dis-

tintas fun� c~ oes no seus testes.
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## comentario: coeficiente b calcula com a formula de Taylor.

function polsegped(x)

if or([x<-10 ; x>=10]) then y = 0

else p = floor(x); a=9*cos(3*p+4)+2; b= -27*sin(3*p+4)/2;

y = f(p) + a*(x-p)+ b*(x-p)^2

end

end

e no caso do p olin^ omio p or p eda� cos con t � �tin uo, (�g. 1.3) � e:

## comentario: coeficiente b calculado de modo a produzir

## polinomios p.p. continuos.

function [y] = polsegpedcon(x)

if or([x<-10 ; x>=10]) then y = 0

else p=floor(x); a=9*cos(3*p+4)+2; b = f(p+1) - a - f(p);

y = f(p) + a*(x-p)+ b*(x-p)^2

end

end

A diferen� ca reside na de�ni� c~ ao do co e�cien te b do termo do segundo

grau.

Nos dois casos estamos usando o c� odigo do [21], um programa do

INRIA de dom � �nio p � ublico que segue a sin taxe do MatL ab . Com p equenas mo di�ca� c~ oes

estas de�ni� c~ oes p o dem ser usadas em Maple tam b � em. V er tam b � em [8].

A de�ni� c~ ao da in terp ola� c~ ao linear � e:

function [y] = trapesio(x)

if or([x<-10 ; x>=10]) then y = 0

else inicio = floor(x); fim = ceil(x); m = f(fim)-f(inicio)

y = m*(x+inicio)+f(inicio)

end

end

Em to dos os casos usamos a parti� c~ ao in teira do in terv alo [ � 4 ; 6] e

isto se encon tra reetido na de�ni� c~ ao das fun� c~ oes acima.

Exemplo: 2 F un� c~ oes line ar es p or p e da� cos.

Os exemplos que apresen tamos acima com aux � �lio do SciLab, v o c ^ e

p o der� a execut� a-los com aux � �lio do T urb oP ascal.

Ro de os programas gr afun01 e gr afun do disco. O primeiro v ai

apresen tar-lhe a fun� c~ ao apro ximada p or retas como descrev emos acima. O segundo a

propria fun� c~ ao com o in terv alo discretizado de acordo com a sua escolha do � x . Observ e

a mensagem p edindo o p asso deltax que � e diferen te nos dois programas.

Exemplo: 3 M � eto do de apr oxima� c~ ao tangencial.

Uma forma diferen te de apro ximar uma fun� c~ ao p o de ser p elas tan-

gen tes tomadas nos n� os da parti� c~ ao do in terv alo. Se v o ce substituir a parte cen tral do

programa grafun1 p elo trec ho abaixo, o resultado ser� a este. A fun� c~ ao que se encon tra

al � � de�nida � e

f ( x ) = 5 sen ( x= 4) + x= 4 + 1



10 CAP

�

ITULO 1. APR O XIMAC �

~

AO DE FUNC �

~

OES .

in tuiv a da apro xima� c~ ao de fun� c~ oes, o seu con te � udo ser� a gener-

alizado nas seguin-tes.

Considere f : [ a; b ] 7! R . Com frequ ^ encia f � e

ap enas um nome para uma tab ela de dupla de en trada que rela-

ciona os n� os de uma parti� c~ ao do in terv alo [ a; b ] com os v alores

colhidos p or um aparelho asso ciados a estes n� os. Uma forma

de apro ximar a fun� c~ ao f � e a linear p or p eda� cos que j� a usamos

acima den tro da regra do trap � ezio. Na r e gr a do tr ap � esio , substi-

tuimos a fun� c~ ao f no sub-in terv alo [ x; x + � x ] p elo segmen to de

reta que passa nos p on tos

( x; f ( x )) e ( x + � x; f ( x + � x )) ,

de mo do que o conjun to destes segmen tos de reta formam uma

p oligonal que coincide com f sobre os n� os da parti� c~ ao do in-

terv alo. A �area limitada p or esta p oligonal e o eixo O X � e sua

in tegral, (da p oligonal vista como fun� c~ ao ), e represen ta uma

apro xima� c~ ao da in tegral de f . Este � e o con te � udo da r e gr a do

tr ap � esio vista sob o enfo que de apro xima� c~ oes de fun� c~ oes: c alcu-

lamos a inte gr al duma fun� c~ ao que � e uma apr oxima� c~ ao de outr a

fun� c~ ao .

Exemplo: 1 Interp ola� c~ ao p olinomial. F un� c~ ao p olinomial p or

p e da� cos.

V amos considerar f ( x ) = 3 sen (3 x + 4) + 2 x + 1. Na (�g. , 1.2)

e na (�g., 1.3) v o c ^ e encon tra g r af ( f ) jun to com o gr� a�co de uma fun� c~ ao linear p or

p eda� cos que coincide com f sobre os n� os de uma parti� c~ ao do in terv alo [ � 4 ; 6] com passo

� x = 1. Os n� os da parti� c~ ao s~ ao assim c hamados de p ontos de pr e cis~ ao e o seu conjun to

de c onjunto de pr e cis~ ao p orque neles se obtem precis~ ao total.

No primeiro gr� a�co, os p olin^ omios do segundo grau foram construidos

ap enas considerando o m � eto do dos P olin^ omios de T a ylor, isto � e, calculando os co e�cien tes

como as sucessiv as deriv adas de f no extremo inicial do in terv alo. V eja os saltos de

descon tin uidadd e que o correm no �nal de cada in terv alo em que P

i

( x

i +1

) 6= P

i +1

( x

i

).

No segundo gr� a�co o m � eto do � e o que descrev emos com o sistema de equa� c~ oes da regra

de Simpson. Neste caso se tem P

i

( x

i +1

) = P

i +1

( x

i

) e esta condi� c~ ao foi usada para

mo di�car o m � eto do de T a ylor no c� alculo do �ultimo co e�cien te.

Um defeito do exemplo � e de sugerir que a in terp ola� c~ ao linear n~ ao � e

b oa. O ob jetiv o n~ ao � e este, na v erdade a in terp ola� c~ ao linear � e t~ ao b oa quan to as in ter-

p ola� c~ oes p olinomiais de maior grau, ap enas exige geralmen te uma parti� c~ ao mais �na do

in terv alo para que uma alta precis~ ao seja atingida, logo maior temp o de pro cessamen to.

En tretan to, nem mesmo isto p o de ser considerada uma v erdade absoluta...

A de�ni� c~ ao dos p olin^ omios p ar ciais do segundo grau corresp onden te

a �gura (�g. , 1.2) � e:
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estendemos a r e gr a de Simpson �as fun� c~ oes multivariadas ? n� os

o �zemos, no �ultimo exerc � �cio acima, com a regra do trap � esio.

Com os m � eto dos do cap � �tulo 3 isto ser� a p ossiv el e

re-lativ amen te f� acil.

1.2 Apro xima� c ~ ao p olinomial de fun� c~ oes .

Apro xima� c~ ao de fun� c~ oes esteve sempr e pr esente

em quase tudo que o estudante fez em C� aculo, ap esar de c ertas

ideias mal expr essas que de c erta forma n~ ao p o diam mesmo ser

apr esentadas de outr a maneir a. Por exemplo, uma p er c ep� c~ ao

muito c omum que �c a no estudante � e de que as fun� c~ oes sempre

tem e qua� c~ oes, que sempre as p o demos derivar ou at � e demonstr ar

que s~ ao c ont � �nuas. Or a, fun� c~ oes s~ ao meios de guar dar tab elas de

dupla entr ada em que se asso ciam valor es de duas natur ezas di-

versas, c omo quando se c olo c a um me didor el � etric o ou eletr^ onic o

p ar a c aptar as varia� c~ oes de um fen^ omenos ao longo do temp o.

Dep ois pr e cisamos c alcular a quantidade do fen^ omeno o que c on-

siste em c alcular uma inte gr al de dados discr etos: temos que c al-

cular apr oximadamente uma inte gr al. Em outr as p alavr as, temos

que c alcular a inte gr al de uma fun� c~ ao que apro xima a fun� c~ ao a

ser in tegrada, V amos r everter o sentido da se� c~ ao inicial, em vez

de c alcular uma inte gr al apr oximada, vamos estudar m � eto dos de

apr oximar as fun� c~ oes, dep ois c alcular emos a inte gr al da apr ox-

ima� c~ ao. O m � eto do de apr oxima� c~ ao p olinomial � e a c ar acter � �stic a

deste livr o.

O material discutido nas duas primeir as se� c~ oes

n~ ao � e novo. As duas se� c~ oes �nais tr atam de assunto que ainda

� e r ar o em livr os did� atic os: as apro xima� c~ oes p olinomiais p or

p eda� cos, quasi-splines e splines .

Entr etanto o nosso estudo de splines neste c ap � �tulo

� e intr o dut� orio, voltar emos a eles no c ap � �tulo 3.

1.2.1 Apro xima� c ~ ao linear p or p eda� cos.

Esta subse� c~ ao � e in tro dut� oria, desen v olv e a parte
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5. Seria ob viamen te in teressan te executar esta exp eri ^ encia di-

v ersas v ezes, com fun� c~ oes distin tas, medindo o temp o gasto

em cada caso e analisar os resultados fren te a estas v ari� av eis

e a apro xima� c~ ao obtida, e concluir qual � e o m � eto do �otimo

en tre os dois: somas de Riemann ou Simpson. Observ e que

o passo da Soma de Riemann �nal � e menos de 10 v ezes

menor que em Simpson. En tretan to uma divis~ ao p or 10 j� a

p o de lev ar para a �area de risco da precis~ ao no computador...

6. O teste de Cauchy p o de ser esp ecializado a�m de parar

quando as apro xima� c~ oes come� carem a se degradar: se apr ox-

imar da �ar e a de risc o da pr e cis~ ao do c omputador .

Exerc � �cio: 1 1. Calcule as inte gr ais univariadas dos exer c � �cios

do seu livr o de C� alculo usando tanto a r e gr a de Simpson

c omo a r e gr a do tr ap � esio. Comp ar e os r esultados p ar a uma

mesma pr e cis~ ao nas p arti� c~ oes esc olhidas.

2. Estenda a r e gr a do tr ap � esio p ar a fun� c~ oes multivariadas e

c alcule as inte gr ais m � ultiplas dos exer c � �cios do seu livr o de

C� alculo

3

.

3. Crie, c om Case of , uma c olet^ ane a de fun� c~ oes e aplique �as

mesmas as r e gr as de Simpson e do T r ap � esio assim c omo

Somas de R iemann, estas c om pr e cis~ ao 10 vezes sup erior.

Calcule p ar a c ada fun� c~ ao a m � edia das inte gr ais, o desvio

p adr~ ao da m � edia. F a� ca o seu pr o gr ama analisar automati-

c amente os r esultados e emitir um laudo indic ando qual o

melhor m � eto do excluindo os c asos em que o desvio p adr~ ao

for alto, ( indicativ o de dado estat � �stico n~ ao con�� av el ). A

solu� c~ ao deste exerc � �cio � e o programa In tEstos (In tegral Esto c� astica) que v o c ^ e en-

con tra no disco.

O leitor dev e observ ar um defeito neste texto e

dev e ob viamen te buscar uma solu� c~ ao para o mesmo: p or que n~ ao

3

Observ e que a regra do trap � esio � e soma de Riemann calculada duas v ezes com uma

transla� c~ ao nos extremos...
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End;

{*** inicio da rotina principal ***}

Begin

deltax := 0.1; soma:=0;

soma := 0; x:=inicio;

Repeat

{*** calculo dos coeficientes em cada sub-intervalo ***}

a0 := f(x); a1 := df1(x,deltax/10000);

a2 := ( f(x+deltax) - a0 -a1*deltax )/( deltax * deltax );

{** atualizando soma com integrais exatas de polinomios **}

soma := soma + a0 + a1*deltax/2 + a2*deltax*deltax/3;

x := x+deltax;

Until x > fim; soma:=soma*deltax;

Write('integral(',delta x:8 :8,' ) = ',soma:8:8);

End.

Observ e que o programa R iem02.p as faz mais do

que calcular uma soma de R iemann , ele con t � em um teste tip o

de Cauchy e p ortan to ele calcula v� arias somas de R iemann at � e

que atingir um erro estipulado. Acima n� os eliminamos o teste

de Cauchy do trec ho de programa apresen tado.

Este trec ho de programa p o de ser inserido em

R iem02 . V amos c hamar este no v o programa de Simpson.p as ,

n� os o testamos com a fun� c~ ao f ( x ) = x

2

no in terv alo [0 ; 1] com

um passo inicial 0.1 tendo obtido o seguin te resultado:

1. usando deriv a� c~ ao exata e com erro na condi� c~ ao de Cauc h y

de 0.0001 o programa parou dep ois de 11 itera� c~ oes com o

resultado 0.333431 corresp onden te ao passo 0.00004883.

2. usando deriv a� c~ ao apro ximada, veja df1 , e com o mesmo erro

an terior, o programa parou de dep ois de 10 itera� c~ oes com o

resultado 0.33343099 correesp onden te ao passo 0.00009766.

3. usando ap enas soma de Riemann mas com erro 0.00001

na condi� c~ ao de Cauc h y , o programa parou dep ois de 14 it-

era� c~ oes com o v alor de 0.33333941 corresp onden te ao passo

0.00000610.

4. N~ ao medimos o temp o de pro cessamen to gasto nos tres ca-

sos acima. Isto p o de ser feito usan a fun� c~ ao GetTime ,

v eja com Ctrl-F1.
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atra v � es das seguin tes condi� c~ oes:

1. a

i; 0

= f ( x

i

)

2. a

i; 1

= f

0

( x

i

)

3. P

i

( x

i +1

) = f ( x

i +1

)

A �ultima condi� c~ ao serv e para calcular a

1 ; 2

de mo do

a garan tir a con tin uidade da fun� c~ ao p olinomial p or p e da� cos .

Desta maneira estamos substituindo f p or uma

fun� c~ ao p olin^ omial p or p eda� cos, que � e con t � �n ua, quem no-lo garan te

s~ ao as condi� c~ oes (1) e (3). Na regra do trap � esio esta v amos sub-

stituindo a fun� c~ ao f p or uma fun� c~ ao linear p or p eda� cos, tam b � em

con t � �n ua.

Finalmen te v amos calcular exatamente a in tegral

do p oli-n^ omio em cada sub-in terv alo [ x

i

; x

i +1

]:

a

i; 0

� x + a

i; 1

� x

2

2

+ a

i; 2

� x

3

3

observ ando que � x p o de ser p osto em evid ^ encia para ser m ul-

tiplicado ao �nal p ela v ari� av el soma em que, tradicionalem te,

guardamos o v alor de nossas in tegrais. Den tro do programa n~ ao

precisaremos de tan tos sub- � �ndices a n~ ao ser que seja prop� osito

do programa fornecer a matriz dos co e�cien tes da fun� c~ ao p oli-

nomial p or p e da� cos que apro xima f , neste c aso vo c ^ e deve usar

uma vari� avel de tip o vetorial p ar a guar dar os dados

2

. Se o �unico

resultado que in teressar for o v alor da in tegral, bastam-nos tres

v ari� av eis a0,a1,a2 para fazer o c� alculo em cada sub-in terv alo.

V eja o algoritmo abaixo:

{Trecho de programa}

program simpson;

.....
{*** calculo da derivada aproximadamente ***}

Function df1(x,delta:Real):Real;

Begin

df1 := ( f(x + delta) - f(x) )/delta;

2

uma alternativ a que consome menos mem� oria, mas aumen ta o temp o de pro cessa-

men to, lan� car os dados n um arquiv o em disco.
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A conclus~ ao que se tira � e de que se deve ten tar otimizar os programas,

sim, p orque o temp o de pro cessamen to deles se reduz. En tretan to se dev e ter o cuidado

de do cumentar com comen t� arios estas mo di�ca� c~ oes para facilitar os trabalhos p osteriores

de man uten� c~ ao dos sistemas. O que se p erde � e ap enas espa� co em disco, e isto p o de ser

con tornado com programas de compacta� c~ ao de arquiv os.

1.1.2 A regra de Simpson.

A regra de Simpson se constitue da apro xima� c~ ao

de uma fun� c~ ao p or um p olin� omio do segundo grau. No pr� oximo

cap � �tulo iremos mais longe do que isto quando apro ximarmos

fun� c~ oes p or p olin^ o-mios de grau tres ou quatro.

A regra de Simpson melhora a regra do trap � esio in-

terp olando com um p olin^ omio do segundo grau e calculando a in-

tegral destes p olin^ omios. Se v o c ^ e se recorda da apro xima� c~ ao de

uma fun� c~ ao feita com um P olin^ omio de T a ylor, os p olin^ omios de

T a ylor de grau elev ado, maior do que primeiro grau, memorizam

a conca vidade da fun� c~ ao, p ortan to a apro ximam melhor do que

retas, consequen temen te se precisa de um n � umero menor de

sub-divis~ oes do in terv alo para conseguir uma b oa apro xima� c~ ao

. T em-se assim mais rapidez aliada a uma b oa precis~ ao .

Observ a� c ~ ao: 2 Polin^ omio de T aylor

O te or ema de T aylor diz que se uma fun� c~ ao f for

muito difer enci� avel, at � e a or dem n , digamos, no p onto a interior

a um intervalo, ent~ ao

f ( x ) � f ( a ) + f

0

( a )( x � a ) +

f

00

( a )

2!

( x � a )

2

+ � � � +

f

( n )

( a )

n !

( x � a )

n

H� a v� arias maneiras de se fazer isto, v amos escolher

uma que ter� a sua con tin uidade dep ois.

Se conhecermos a equa� c~ ao de uma fun� c~ ao e se ela

for deriv� av el, o m � eto do de T a ylor nos p ermite encon trar alguns

dos co e�cien tes de um p olin^ omio que apro xime f n um p on to

x = a . V amos usar em parte o m � eto do de T a ylor.

No in terv alo [ x

i

; x

i +1

] v amos de�nir o p olin^ omio

P

i

( x ) = a

i; 0

+ a

i; 1

( x � x

i

) + a

i; 2

( x � x

i

)

2
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imp ortan te feita foi na linha

soma := soma + f(inicio);

que foi mo di�cada para:

soma := soma + ( f(inicio) + f(inicio + passo))/2;

observ e que substituimos o v alor da fun� c~ ao no p on to f(inicio)

p ela sua m � edia aritm � etica com f(inicio + passo).

Observ a� c ~ ao: 1 Otimiza� c~ ao dum pr o gr ama.

Um dos p on tos cr � �ticos do pro cessamen to de dados ainda � e o temp o

de pr o c essamento . Isto conduz algumas v ezes os programadores a eliminarem op era� c~ oes

in � uteis den tro de um programa. Uma consequ ^ encia nefasta disto � e que os programas

se p o dem tornar ile g � �veis p orque a l� ogica do pro cessamen to �ca in vis � �v el. O temp o que

se ganha com um programa que ro da mais r� apido p o de dep ois se p erder em prop or� c~ oes

m uito maiores em compreender este mesmo programa p osteriormen te seja p or quem o

escrev eu ou p or seus colab oradores.

Uma forma de con tornar este problema consiste em incluir mensagens

explicativ as den tro das rotinas indicando o que elas fazem. Estas mensagens v~ ao tornar

o c� odigo mais longo mas ser~ ao ignoradas p elo compilador e assim n~ ao ir~ ao aumen tar o

temp o de pro cessamen to.

A principal rotina do programa an terior � e:

Begin

soma:=soma+(f(inicio)+ f(in ici o+pa sso ))/2 ;

inicio:=inicio+passo;

WriteLn('S = ',soma*passo:9:4);

End;

que p o de ser otimizada. Observ e que nela estamos calculando a soma quase duas v ezes,

e ainda dividindo p or dois! Ap enas o p on to inicial e o �nal n~ ao s~ ao duplicados. En t~ ao

conseguiremos mais rapidez se

1. colo carmos de lado estes dois p on tos: inicio e �m,

2. somarmos o restan te,

3. ao �nal acrescen tarmos ao dobro da soma, os dois p on tos que faltaram,

4. m ultiplicarmos a soma assim obtida p elo v alor do passo divido p or dois.

Economisaremos assim n divis~ oes , n somas. Observ e a colo ca� c~ ao de

mensagens que indicam onde houv e otimiza� c~ oes .

{** rotina otimizada para calculo medias **}

x := inicio + passo; {** se perde o ponto inicial **}

While x < fim - passo Do

Begin

soma:=soma+f(x);

x:=x+passo;

End;

{** nao se alcanca o ponto final **}

{** pontos que faltaram + dobro da soma ***}

soma := (2*soma + f(fim) + f(inicio))*(deltax/2);

WriteLn(soma);
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Figura 1.1: In terp ola� c~ ao linear do g r af ( f )

WriteLn('S = ',soma*passo:9:4);

End;

soma := soma*deltax;

ReadLn;

O segmen to de programa acima foi tirado e mo d-

i�cado de Riem02 que se encon tra no disco. Observ e que o pro-

grama Riem02 faz testes do tip o Cauchy com somas de Riemann,

estes testes foram omitidos no trec ho acima, tam b � em foram tira-

dos alguns comandos que melhoram o La y-Out do programa

a�m de que o c� odigo �casse mais curto. A �unica mo di�ca� c~ ao
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ni�cativ a da Hist� oria das Ci ^ encias, mas a ci ^ encia a v an� ca e deixa algumas coisas

m uito b onitas para traz. Certamen te �car� a para os p olin^ omios trigonom � etric os

uma fun� c~ ao nobre: a de acompanhar os ne� o�tos em seus primeiros passos p ela

an� alise harm^ onic a e n~ ao harm^ onic a p orque, p elo menos p or enquan to, as ondas

mais naturais para os computadores ainda s~ ao os senos e os cosenos, ... p or

enquan to.

1.1 In tegra� c ~ ao .

1.1.1 In tegra� c ~ ao apro ximada.

Nos livros de C� alculo Num � erico se citam dois m � eto dos

de In tegra� c~ ao apro ximada: regra do trap � esio e regra de Simpson.

Am b os necessitam das somas de Riemann para serem executa-

dos e os dois s~ ao um, a generaliza� c~ ao do outro, e de uma certa

forma am b os se enquadram nos conceitos do �ultimo par� agrafo

deste cap � �tulo, como v eremos a seu temp o.

A regra do trap � esio se constitue de apro ximar

a in tegral de uma fun� c~ ao usando uma interp ola� c~ ao line ar da

mesma sobre os sub-in terv alos duma parti� c~ ao . V eja a (�g. 1.1)

em que uma fun� c~ ao fortemen te oscilan te se encon tra \ apr oxi-

mada " p or in terp ola� c~ ao linear.

Como a in tegral de R iemann de uma fun� c~ ao do primeiro grau

corresp onde �a �area dum trap � esio

1

, este m � eto do se resume a

usarem-se as m � edias aritm � eticas en tre

f ( x ) ; f ( x + � x )

n uma soma de Riemann. O seguin te trec ho de programa faz

isto:

soma:=0;

While inicio < fim Do

Begin

soma:=soma+(f(inicio)+ f(in ici o+pa sso ))/2 ;

inicio:=inicio+passo;

1

claro, um ret^ angulo � e tip o de trap � esio...



Cap � �tulo 1

Apro xima� c ~ ao de fun� c~ oes .

In tro du� c~ ao :

A de�ni� c~ ao matem� atica de in tegra� c~ ao foi feita com \somas de

Riemann" e mesmo a maior parte das generaliza� c~ oes que se �zeram do m � eto do

de Riemann usam somas semelhan tes a esta para de�nir o conceito. Mas quando

se quer calcular apro ximadamen te uma in tegral e atingir uma b oa precis~ ao tudo

isto submetido a restri� c~ ao do temp o de pro cessamen to, � e preciso buscar um n � �v el

maior de so�stica� c~ ao.

H� a dois m � eto dos cl� assicos de in tegra� c~ ao apro ximada: r e gr a do

tr ap � esio e r e gr a de Simpson e o nosso ob jetiv o � e de colo c� a-los den tro do con texto

mais amplo de apr oxima� c~ ao de fun� c~ oes . V eremos na parte �nal do cap � �tulo que

estas duas r e gr as s~ ao casos particulares de interp ola� c~ ao p olinomial , que ser� a a

nossa ferr amenta de tr ab alho principal no resto do livro, em esp ecial no �ultimo

cap � �tulo.

A parte matem� atica deste cap � �tulo se v ai v oltar para os m � eto dos

de apro xima� c~ ao de fun� c~ oes . In tro duziremos aqui uma form ula� c~ ao fraca de Splines

que c hamamos de \quasi-Splines" e apresen taremos uma de�ni� c~ ao de Splines

jun to com uma in terpreta� c~ ao \geometrica" dos mesmos que lhes justi�ca o nome.

Splines ser~ ao tratados algoritmicamen te no cap � �tulo 3.

T erminaremos este cap � �tulo com uma intr o du� c~ ao a um assun to

hist� orico: apr oxima� c~ ao de fun� c~ oes p or p olin^ omios trigonom � etric os . Ser� a ap enas

um registro, n~ ao queriamos deixar de mencionar esta v erten te que corre s � erio risco

de se tornar assunto de museu , ap esar de sua imp ort^ ancia cien t � ��ca e tecnol� ogica,

mas uma no v a t � ecnica, que lhe rob ou o m � eto do, as wavelets , j� a lhe sup era as v an-

tagens em div ersas aplica� c~ oes. Observ e que ser assunto de museu n~ ao r epr esenta

uma mancha na r eputa� c~ ao , a n~ ao ser em paises em que o desen v olvimen to cultural

cai na faixa dos sup � eruos. Nos m useus se encon tra a Hist� oria da Humanidade.

Os p olin^ omios trigonom � etricos, ou as s � eries de senos e cosenos �zeram parte sig-

1
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aplicar na discretiza� c~ ao de op eradores diferenciais a co-

e�cien tes constan tes, caso univ ariado: equa� c~ oes difer-

enciais ordin� arias lineares.

Os programas em P ascal foram feitos e testados

com T urb oP ascal da Borland, e os programas em Maple foram

testados e ro dados no Departamen to de Engenharia Qu � �mica

da UEM. T o dos os programas p o dem ser usados e mo di�cados

livremen te, esp ero ap enas que seja feita a devida cita� c~ ao .

Este livro foi comp osto com o pro cessador de tex-

tos T

E

X pro duzido p or Donald Kn uth, jun to com a implemen ta� c~ ao

para micros EmT

E

X de Eb erhard Mattes, que in termedia T

E

X

via LaT

E

X. LaT

E

X foi pro duzido p or Leslie Lamp ort. F oi us-

ada tam b � em a \casca" T

E

X tel m

e

xtel que gerencia os m� odulos

do EmT

E

X, pro duzido p or Andreas Krebs. Os gr� a�cos foram

traduzidos para T

E

X com aux � �lio do programa bm2fon t de Heinric h-

Heine-Univ ersit• at D • usseldorf Univ ersit• atsrec henzen trum F ried-

helm So w a. T o dos estes programas s~ ao de dom � �nio p � ublico e

p o dem ser obtidos em algum dos CT AN, Comprehensiv e T eX

Arc hiv e NetW ork, que se encon tram em div ersos n� os, v er p or

exemplo em

\ftp.dan te.de /pub/tex/systems/msdos/em tex" \ftp.dan te.de

/pub/tex/systems/unix/Latex" \ftp.debian /pub"

Sou grato aos autores dos programas.

T arcisio Praciano P ereira

e-mail tpp ereirsup er.furg.br

Sobral, 5 de agosto de 2001

.
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gral que deseje motiv ar os seus alunos usando computa� c~ ao

como um meio de c oncr etizar os conceitos do C� alculo.

Este �ultimo p on to � e para mim de particular im-

p ort^ ancia, estou con v encido de que o uso de computa� c~ ao no

ensino de Matem� atica enriquece fortemen te a exp eri ^ encia

do aluno p or que p ermite in tro duzir uma din^ amica que giz

e quadro negro n~ ao conseguem mais gerar an te uma no v a

men talidade gr� a�ca que est� a presen te em n� os to dos. T ome-

se como exemplo o caso dos p olin^ omios trigonom � etric os que

p o dem ser encon trados aqui no �nal do terceiro cap � �tulo,

� e in teressan te observ ar o in teresse que se p o de suscitar nos

alunos p elo simples fato de v er a apro xima� c~ ao que eles pro-

duzem para uma fun� c~ ao e p o der discutir com eles, fren te

ao video, o tip o de apro xima� c~ ao que se obtem do p on to

de vista da energia do fen^ omeno apro ximado con tra uma

apro xima� c~ ao p on to a p on to.

A segunda parte p o deria ser caracterizada como um curso a v an� cado

de C� alculo Num � erico, v oltado para teoria da Apro xima� c~ ao

.

1. No cap � �tulo 3 come� co uma in tro du� c~ ao sobre teoria de

apro xima� c~ ao de fun� c~ oes . O primeiro passo se v olta

para in tegra� c~ ao n um � erica aprofundando o uso de So-

mas de Riemann feito no cap � �tulo 1. Aqui in tro duzo

quasi-Splines que � e uma forma fraca de apro xima� c~ ao

p olinomial. Splines s~ ao tratados no cap � �tulo 5. T er-

mino com uma p equena apresen ta� c~ ao de p olin^ omios

trigonom � etricos.

2. O cap � �tulo 4 � e uma \

�

Algebra Linear computacional"

dirigida para solu� c~ ao de sistemas de equa� c~ oes .

3. O cap � �tulo 5 � e se dedica a solu� c~ oes n um � ericas de equa� c~ oes

dife-renciais. Nele de�no rigorosamen te Splines que us-

arei para de�nir pro jetores e com eles resolv er apro xi-

madamen te equa� c~ oes diferenciais p eri� odicas. T ermino

o cap � �tulo com regulariza� c~ ao p or con v olu� c~ ao que se v ai
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Nesta primeira parte o ob jetiv o principal � e trans-

mitir ao leitor os rudimen tos de P ascal e quebrar as di�cul-

dades iniciais com o aprendizado da linguagem. Esp ero que

p osteriormen te a esta quebr a de gelo , o leitor se encon tre

em condi� c~ oes de prosseguir o seu aprendizado de P ascal

sozinho.

N~ ao seria m uito real � �stico sup or que os alunos

saibam P ascal, em m uitos casos at � e mesmo sup or que saibam

programar � e irreal. Mas ac ho que � e preciso for� car a b arr a ,

o v enho fazendo com os meus alunos de C� alculo Num � erico,

com resultados p ositiv os: ao �nal do segundo mes de aula

a maioria deles j� a sab e fazer programas. Os programas

crescem de n � �v el de mo do que, se o aluno se emp enhar em

entend ^ e-los , �car� a gradualmen te no n � �v el dos mesmos. Ao

longo do primeiro cap � �tulo man tiv emos a preo cupa� c~ ao de

explicar detalhadamen te os programas, mas aos p oucos v a-

mos deixando que o leitor comece a v oar sozinho...ob viamen te,

na companhia de um b om livro sobre P ascal e com a certeza

de que sempre encon trar� a a sua v olta algum " hacker ", que

a menos de alguma emp� a�a t � �pic a , p o der� a ser-lhe de m uito

a juda.

Asso cio esta in tro du� c~ ao ao P ascal ao estudo

da parte mais elemen tar de C� alculo Num � erico que inden ti-

�co como a nume-riza� c~ ao das t � ecnic as do C� alculo : in tegral,

deriv ada, m� aximos e m � �nimos, caso univ ariado e m ultiv ari-

ado. T o dos estes problemas se p o dem resolv er com uma

t � ecnica b� asica de programa� c~ ao , varr e dur a , mais o acr � escimo

de alguma t � ecnicas matem� aticas auxiliares.

Assim esta primeira parte p o de tan to represen-

tar material para um curso de in tro du� c~ ao �a ci ^ encia da

computa� c~ ao para estudan tes das �areas de exatas ou tec-

nol� ogicas como p o de represen tar um curso mais elemen tar

de C� alculo N � umerico, ou ainda, esp ero, material auxiliar

para ser usado p elo professor de C� alculo Diferencial e In te-
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apr endido os rudimentos de pr o gr ama� c~ ao em Pasc al, p assar

p ar a Maple, seria sem d � uvida uma saida inter essante.

Na se gunda p arte deste livr o n~ ao estar ei usando

nenhuma linguagem de pr o gr ama� c~ ao explicitamente. F ar ei

men� c~ ao a pr o gr amas em Pasc al ou Maple c onforme for mais

c onveniente.

Este livro tem um disco ex � �v el que o acompanha.

N~ ao se esque� ca de fazer-lhe um b ackup logo.

V o cabul � ario: 1 Backup. Bac kup signi�c a c� opia de r eserva.

Os disc o de c omputador ainda s~ ao muito fr� ageis e p o dem se dan-

i�c ar c om r elativa facilidade at � e mesmo p or quest~ oes clim� atic as.

Devido a isto � e muito imp ortante ter c� opias de r eserva de to do

material que se tenha em disc os e natur almente guar dar tais

c� opias em lo c ais difer entes livr es de humidade e de alta temp er-

atur a, e afastadas de c amp os magn � etic os.

No disco v o c ^ e p o der� a encon trar to dos os progra-

mas que se encon tram listados no livro e at � e algumas v arian tes

dos mesmos. T o dos os programas foram testados v� arias v ezes

inclusiv e p or alguns alunos. Mas ainda p o dem ter �cado erros,

p elo que me desculp o.

O livro se divide em duas partes e de acordo com

a declara� c~ ao de princ � �pios feita acima.

A primeira parte, de desenvolvimento te cnol� ogic o b� asic o con-

tendo dois cap � �tulos:

1. O primeiro cap � �tulo trata de problemas elemen tares de

apro-xima� c~ ao , basicamen te faz aquilo que dev eria ter

sido feito n um curso mo derno de C� alculo I.

2. O segundo cap � �tulo j� a represen ta um v^ oo um p ouco

mais alto, trata da solu� c~ ao de equa� c~ oes da forma f ( x ) =

0 em que f � e uma fun� c~ ao \qualquer".
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c ome� co p ar a nela vasar os algoritmos usando o material

aqui apr esentado c omo exemplos.

2. Desenvolvimento cient � ��c o avan� cado: Computa� c~ ao A lg � ebric a.

Um outr o objetivo, num c erto sentido con tra-

dit� orio c om o anterior, dentr o de um livr o c omo este, � e

o desenvolvimento te cnol� ogic o avan� cado e de p onta. Com

uma linguagem c omo Pasc al, em ger al se usa C, p o de ser

c onstruida uma linguagem apr opriada p ar a c omputa� c~ ao alg � ebric a.

Mas de ime diato p o dem os nossos alunos usar uma lin-

guagem j� a feita p ar a Computa� c~ ao A lg � ebric a: Maple, Math-

ematic a, MatL ab, Derive s~ ao algumas das op� c~ oes . Derive

em p articular n~ ao � e uma linguagem de pr o gr ama� c~ ao , � e um

p o der oso p ac ote de Computa� c~ ao A lg � ebric a feito em LISP.

A c ontr adi� c~ ao se enc ontr a em que um usu� ario

de uma linguagem de computa� c~ ao alg � ebrica n unca ser� a

um construtor de uma tal linguagem . T er� a te cnolo gia, mas

n~ ao a vai dominar.
N~ ao sei r esolver esta c ontr adi� c~ ao , mas acr e d-

ito p o der c ontribuir n 'alguma me dida p ar a o nosso desen-

volvimento se instrumentar os alunos c om uma linguagem

c omo Pasc al que est� a a um p e queno p asso de C. Mas quer o

tamb � em abrir o c aminho p ar a o uso ime diato de uma te c-

nolo gia avan� cada.

Uma exc elente alternativa p ar a Pasc al seria Maple.

Maple � e um p ac ote de Computa� c~ ao A lg � ebric a desenvolvido

p or pr ofessor es da Universidade de Waterlo o, Canada. Junto

c om ser um \tutor p ar a matem� atic a ", p or que p ermite

que vo c ^ e apr enda matem� atic a p elo simples fato de us� a-lo,

Maple c ont � em uma linguagem de pr o gr ama� c~ ao que r eune

c ar acter � �stic as do Pasc al junto c om c om c omandos de Com-

puta� c~ ao A lg � ebric a. Em Maple se p o de de�nir uma fun� c~ ao

e em se guida tr ab alhar c om a derivada da mesma, inclu-

sive c om derivadas suc essivas, p or exemplo. Dep ois de ter
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dentr o dos c � �r culos de p esquisas universit� arias, emb or a hoje

j� a venha se tornando uma linguagem quase p opular, p elo

menos um dos seus dialetos: Scheme.

Com Pasc al veiu a c ompr e ens~ ao de estrutur a da

infor-ma� c~ ao . Os dados agor a se classi�c am, os pr oblemas

p assam a ser r esolvidos c om os olhos voltados p ar a o tip o

de objetos em que eles se aplic am. Isto abriu o c amp o da

abstr a� c~ ao p ar a a arte de programar computadores : agor a

n~ ao fazemos mais pr o gr amas ap enas p ar a r esolver um pr ob-

lema esp e c � ��c o que temos objetivamente p ela fr ente. Mesmo

quando o �zermos o nosso p ensamento lo go se volta p ar a

uma gener aliza� c~ ao do pr o gr ama p ar a que ele p ossa ser apli-

c ado em uma classe de problemas semelhan tes . Isto � e c on-

se qu ^ encia dir eta da estrutura� c~ ao dos dados e dos pr o gr a-

mas, ( programa� c~ ao orien tada a ob jeto � e o fato mais recen te

neste dire� c~ ao ).

Se p or um lado Pasc al � e uma exc elente linguagem

did� a-tic a p or c onduzir o pr o gr amador a obter h� abitos r e gu-

lar es de es-trutur a� c~ ao do seu tr ab alho, p or outr o lado tr az

algumas c omplic a-� c~ oes que o leitor terminar� a p or ver em

algum momento. A forte estrutur a que t ^ em os pr� oprios

pr o gr amas torna pr atic amente imp oss � �vel que um pr o gr ama

mo di�que outr o pr o gr ama que � e um p onto chave da In-

telig ^ encia A rti�cial. Pasc al � e o que se chama de uma lin-

guagem fortemen te tipada . Fic a isto dito p ar a alert� a-lo,

p ossivelmente vo c ^ e dever� a esc olher uma outr a linguagem

p osteriormente, ou p ossivelmente �que c om Pasc al p ar a sem-

pr e c omo faz muita gente.

Uso o c ompilador Pasc al da Borland, T urb oPas-

c al, p or que estou c onvencido de sua exc el ^ encia entr e as im-

plementa� c~ oes de Pasc al que c onhe� co. N~ ao tenho d � uvidas

em sugerir-lhe o uso. Assim, estar ei usando T urb oPasc al

em vez de Pasc al. Mas o leitor � e vivamente inc entivado

a esc olher sua pr� opria linguagem de pr o gr ama� c~ ao desde o
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siv elmen te o uso de m � eto dos computacionais na disciplina. O

ob jetiv o � e duplo:

1. Desenvolvimento te cnol� ogic o b� asic o.

Um p a � �s n~ ao se desenvolve se n~ ao p ossuir p esquisa

b� asic a inclusive te cnol� ogic a. Nossos estudantes p ar a isto

tem que ser exp ostos �as ferr amentas b� asic as p ar a pr o duzir

p ac otes c omputacionais e algor � �tmos.

Esc olhi Pasc al c omo linguagem p ar a r epr esentar

os algoritmos. Isto n~ ao signi�c a, de minha p arte, nenhuma

indic a� c~ ao de que Pasc al � e a melhor linguagem p ar a pr o c es-

samento num � eric o. Entr etanto n~ ao h� a d � uvida que Pas-

c al � e a melhor linguagem de apr esenta� c~ ao did� atic a p ar a

algor � �tmos, ela � e usada fr e quentemente c omo uma pseudo

linguagem de pr o gr ama� c~ ao . Esta maneir a de usar Pasc al

che ga a ter asp e ctos rid � �culos; usa-se Pasc al em p ortugu ^ es

c olo c ando-se o estudante sob duas falsas vis~ oes : (1) que

p o dem adiar inde�nidamente o apr endizado do ingl ^ es, (2)

lhes ensinam a escr ever algoritmos numa linguagem in � util

p ar a aplic ar em c omputador es que a�nal seria o objetivo

�ultimo dos mesmos.

Pasc al � e uma l � �ngua que foi criada p elo Matem� atic o

holand ^ es, N. Wirth, c om objetivos did� atic os. Pr e cisamente

o in v erso de aprender a usar um programa que funcione , o

objetivo � e apr ender a fazer pr o gr amas que funcionem. Pas-

c al absorveu o que se enc ontr ava no ar no in � �cio da d � ec ada

de 70, num momento de amadur e cimento das linguagens

de pr o gr ama� c~ ao : se c ompr e endia que as tar efas na ver-

dade n~ ao er am at^ omic as, elas se dividiam em p e da� cos, ou

blo c os, que p o dem muitas vezes ter exist ^ encia pr� opria. F oi

assim que sur gir am as linguagens mo dular es de que alguns

exemplos s~ ao Pasc al, C, LISP entr e outr as, p ossivelmente

estas as mais simples. LISP � e uma linguagem mais velha

que Pasc al, mas foi criada c om uma �loso�a b em difer ente

das suas c ontemp or^ ane as tendo �c ado c om seu uso r estrito
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INTR ODUC �

~

AO .

O material con tido neste livro foi testado em tr ^ es

cursos de C� alculo Num � erico na Univ ersidade Estadual de Mar-

ing� a, e mais recen temen te, nos cursos de Engenharia da Univ er-

sidade F ederal de Rio Grande. Gostaria de prestar minha sincera

homenagem aos alunos que participaram desta exp eri ^ encia com

uma consci ^ encia clara de participa� c~ ao na mesma e que, com suas

p ergun tas cr � �ticas, m uitas v ezes me nortearam na determina� c~ ao

do melhor caminho. A primeira v ers~ ao do livro tinha o ob je-

tiv o extremamen te mo desto de represen tar uma in tro du� c~ ao ao

P ascal para p essoas en v olvidas com Matem� atica, somen te aos

p oucos se solidi�cou a id � eia de escrev er um curso de C� alculo

Num � erico.

An� alise n um � erica v em sendo ob jeto de m uita dis-

cuss~ ao assim como tam b � em a disciplina mais elemen tar, o C� alculo

Num � erico, v eja-se o artigo de P eter Linz, [12], a resp eito. O

mito de que se p o deriam resolv er problemas num � eric os exclu-

siv amen te com computa� c~ ao j� a se encon tra de�ninhando. No

momen to � e clara a id � eia de que uma \parceria" do homem com

o computador � e a melhor sa � �da. Discute-se a propriedade de

disciplinas que se originaram n uma � ep o ca em que o uso de com-

puta� c~ ao mal p o dia delinear o a v an� co atual que v eio desem b o-

car, en tre outras coisas, em Computa� c~ ao Alg � ebrica com a qual � e

p ossiv el resolv er exatamen te m uitos dos problemas que a An� alise

Num � erica s� o resolv e apro ximadamen te.

Mas � e preciso tam b � em com bater o preconceito con-

tra \apro xima� c~ ao" em que v alores exatos, na maioria das v ezes

inexisten tes, s~ ao colo cados como um paradigma de p erfei� c~ ao em

con trap osi� c~ ao com apro xima� c~ oes \imp erfeitas" mas inevit� av eis.

Queremos p ensar na apro xima� c~ ao como a �unica

solu� c~ ao p oss � �v el e v er a solu� c~ oes exatas como um aciden te. Ou,

uma outra forma de v er as coisas, consiste em v er a solu� c~ ao como

o resultado de uma sim ula� c~ ao construida a partir de um grande

n � umero de exp erimen tos que foram testando e melhorando as

hip� oteses.

Neste livro assumi o ob jetiv o de aumen tar sen-
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