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1 Soma de Riemann

1.1 Integragao geométrica.

Vou calcular, aproximadamente, varias integrais para tornar “mecanico” o uso da “soma de
Riemann” como método de aproximacao de integrais.

Neste livro a integral representa a drea algébrica delimitada pelo grafico de uma fungao f
entre dois pontos dados de seu dominio, esta é a forma de se interpretar a integral no Célculo.

o simbolo
b
/1

representa a drea limitada pelo grafico de f e o eixo OX desde z = a até x = b. A figura (fig.
1) pagina 1, é uma interpretacao geométrica desta idéia.
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o

Figura 1: A integral de [a,b] LR

Deixe-me fazer uma andlise da figura (fig. 1). Temos ali uma funcao que é
positiva no subintervalo [a, c1] e é negativa no sub-intervalo [c1, ¢2].

Como a area representa uma “quantidade” de um fenémeno, é razoavel pen-
sarmos que as “sub-integrais”
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tenham sinais diferentes.

Logo a seguir vou discutir meios aproximados para o cédlculo da integral
usando retangulos inscritos na regiao cuja integral desejo calcular. Posso usar
este método para reforgar o significado do sinal da “drea algébrica” que a integral
representa. Imagine um retangulo inscrito na regiao cuja drea esta representada
pelo simbolo
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relativamente a figura (fig. 1). A altura deste retangulo seria positiva enquanto
que um retangulo inscrito na regiao associada ao simbolo

c2
Jf

teria altura negativa o que nos conduz a concluir que as duas areas
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devam ter sinais diferentes. Os exemplos iniciais em que usei a velocidade como
fendémeno a ser medido pela integral, mostraram que tem sentido o sinal da area.
Nos veremos que é assim, e que estamos estudando drea algébrica.

A lista de exercicios deve ser entendida como um laboratério para repassar
conhecimentos que o aluno ja deve ter. Se vocé considerar que um exercicio é
trivial, simplesmente deve ignora-lo e passar para o seguinte, apenas tendo o
cuidado de ter a certeza de que nao fez um julgamento apressado. Observe que
nao tem sentido refazer aquilo que vocé ja sabe, mas tem sentido re-lembrar um
conhecimento que se esmaeceu.

Exercicios 1 Significado geométrico da integral

1. Represente geomélricamente as sequintes integrais. Observe que o simbolo

b
K

contem trés informagoes:




e 0 intervalo de referéncia da integral: uwm ponto inicial e um ponto
final (duas informagdes) representando dois limites de integragao;

e o grdfico de f que estabelece o resto dos limites de integracao, termi-
nando de delimitar a drea dlgebrica que desejamos calcular.
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2. Calcule as integrais e procure indentificar algumas formulas associadas
aos cdlculos geométricos que vocé fizer.
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3. Calcule aprozimadamente as integrais das pardbolas. Sugestao: represente
geoméltricamente as integrais e aproxime por falta ou por excesso as dreas
com retangulos, triangulos ou trapésios, conforme for conveniente. Au-
mente a precisio dos resultados usando wma maquina de calcular ou um
programa de computador.

2 2 3
a) [2®2+22+1 b) [1—2® ¢) [4—2?
4 2 3

1.2 Calculo aproximado da integral

Nos ainda nao sabemos calcular as integrais:

/x2+21+1;/17.752;/47x2 (2)
-3 0 =3

mas ja discuti a possibilidade de fazer este cédlculo aprozimadamente e agora
vou examinar esta questao mais a fundo.

1.2.1 Area aproximada usando retangulos

As regides representadas pelos simbolos

3 3 3
/x2+2x+1;;/1—x2;/4—x2 (3)
3 0 3

sao regioes limitadas por contornos nao retilineos. Neste momento tudo que
podemos fazer é calcular estas areas aproximadamente.
Uma saida, para obter uma aproximagao de integrais como

3
/ﬁ+m+1 (4)
-3

representando a drea de regioes com contornos curvilineos, consiste em subdi-
vidir a regiao que elas representam com retangulos, triangulos ou trapésios e
calcular a soma das areas destas figuras.

Esta metodologia tem alguma vantagem se for aplicada no calculo manual,
mas se quisermos automatizar com uso de um programa de computador é facil
concluir que esta subdivisao artesanal nao oferece grande vantagem. Veja o
grafico seguinte, na figura (fig. 2) pdgina 5, para se convencer de que a &rea de
um trapésio ¢ uma média das areas de dois retangulos:

Observe a figura (fig. 3) pdgina 6, para que vocé compreender de que estou
falando.

Vocé logo deve se convencer de que nao hé ganho especial em trabalhar com
tantas figuras. Usando apenas retangulos podemos obter alta precisao, desde
que a base dos retangulos sejam pequenas, e este objetivo poderd ser alcancado
com um programa de computador, ndo com calculos manuais.

Veja, por exemplo, a drea de um trapésio é a média aritmética entre as areas
de dois retangulos, um com a altura maxima do trapésio, e o outro com a altura
minima do trapésio, supondo que o trapésio tenha duas alturas.

Isto mostra que o cédlculo da area usando trapésio pode ser obtido com a
média aritmética dos cédlculos feitos usando, retangulos por excesso e retangulos
por falta.

Depois, um triangulo é apenas um tipo particular de trapésio...
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Figura 2: Trapésio é uma média de retangulos

Entao vou me concentrar no célculo com retangulos, para encontrar a area
aproximada das integrais e me preocupar em obter este resultado com grande
precisao diminuindo a base dos retangulos.

Se convenca do que foi dito fazendo alguns graficos.

1.2.2 Somas de Riemann

b

Para calcular aproximadamente j f podemos subdividir a regiao em triangulos,
a

retangulos ou trapésios, conforme a conveniéncia ou de acordo com as possibil-

idades geométricas da figura. Mas ja observei que nao se ganha muito com este
detalhe, muito mais se ganha na quantidade de subdivisdes!, e, naturalmente
com o uso de um programa de computador.

Mas a principal razao pela qual estou usando retangulos é a de que podemos
obter uma expressao algébrica simples para a soma das area dos retangulos e
depois aplicd-la num programa de computador.

A expressao algébrica que se presta, facilmente, para utilizar num programa
é uma soma de Riemann.

As somas de Riemann usam exclusivamente retangulos. Para obter os retangu-
los, subdividimos o intervalo [a,b] em n sub-intervalos, veja na figura (fig. 3)
péagina 6, a sugestao grafica de como fazer isto. As subdivisoes nao precisam
ser regulares, como ¢ o caso da (fig. 3), elas podem ser os nds de uma partigio
qualquer, arbitraria do intervalo. E para fazer demonstracgoes teremos que usar
particoes quaisquer.

Mas desde que possamos demonstrar que a integral existe, podemos passar
a usar partigoes uniformes que satisfagam a uma progressao aritmética de razao

Lem outras palavras, ao usarmos subintervalos com medidas cada vez menores
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Soma de Riemann para f; passo=0.2
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Figura 3: Soma de Riemann

Az = b;“. Este valor Az é também o tamanho, (medida), da base de cada um

dos subintervalos.

Exercicios 2 Calculando algumas integrais aprorimadamente

1
1. Represente geometricamente a regiao cuja drea (algébrica) o simbolo fx2
0
indica.

2. Considere uma parti¢io uniforme do intervalo [0,1] usando Az = 0.1
como razdo da progressao aritmétic que gera esta partigio. Use retangulos
1

inscritos para calcular aprorimadamente a drea fo.
0

3. Represente com um somatdrio a drea que vocé calculou na questao an-
terior. FEscreva a progressdo aritmética que descreve os nos da parti¢ao




usada no cdlculo aprozimado da integral (use Ax para representar a razao
da progressio aritmética,).

4. Analise o algoritmo sequinte e verifique que ele representa o cdlculo do
somatdrio que calcula aprorimadamente a integral:

e soma =0

e =0

e cenquanto (i < 10)
— soma = soma + f(i*Ax);
—i=i4 L

e soma = soma * Ax

® imprima soma

5. Analise o sequinte programa para concluir que ele é uma implementa¢ao
ao algoritmo apresentado anteriormente:

e int main(void)
o {
— float soma=0, x, inicio=0, fim=1, deltax=0.01;
— X = inicio;
— while (x < fim)
* {
* soma = soma + X*X;
* X = x + deltax;
* }

— printf("Valor aproximado da integral %f",somaxdeltax);

return(0);
o}

Este é um programa na linguagem C' que realiza o algoritmo anterior. Rode
este programa num computador em que a linguagem C' esteja instalada e
vocé vai obter o valor aproximado

0.338350
para a integral.

Comentario de alguns dos exercicios.
Se vocé fez experiéncias com o programa apresentado no exercicio vocé deve
ter encontrado alguns valores mais precisos para a integral.
Reduzindo o valor atribuido a deltax vocé pode conseguir valores mais
aproximados para a integral
1
0

e inclusive ter uma idéia do seu valor exato. Por exemplo, rodando o programa
com deltar = 0.000000002 vocé encontrard o valor aproximado 0.3333333315
para a integral. O valor exato desta integral é %

O somatério que vocé deve escrito a pedido de um dos exercicios é

9 9
Ax Z(k * Az)? = Z(k * Ax)?Ax
k=0 k=0

e ele é um exemplo de soma de Riemann

Uma regra interessante na descoberta de informagoes é que devemos evitar
calculos diretos, em outras palavras, expressar os resultados em forma algébrica.
Isto nem sempre é ficil e até mesmo exige uma certa pratica para descobrir a
forma algébrica adequada. Vou aplicar esta regra a soma de Riemann obtida
acima. Nela aparece a expressao da fungao cuja integral estamos calculando,
vamos eliminar as contas:

9
k=0
flz) =a? (6)
e voceé certamente nao vai se opor se eu escrever
9
Sio = Zf(()-i—k*Ax)Ax (7)
k=0

Tenho que responder algumas perguntas sobre a sucessao de alteragoes feitas.

e Apareceu um misterioso Sig , ele representa a quantida de nds da particao,
porque a precisao no calculo depende desta quantidade. Tedricamente
S1000 seria muito mais preciso e Sipoo000 Mmuito mais preciso ainda;

o f(0+ k= Az) = f(k+* Az) ¢ por que o zero ? E que o intervalo de
integracao é [0, 1] e o ponto inicial do intervalo aparece nas contas, como
logo veremos. Aqui parece desnecessario!

Vou adotar este caso particular de particao, chamada de particao uniforme,
neste capitulo. Em capitulo posterior irei discutir as implicagoes desta particu-
larizagao que também se extende as somas de Riemann. Posteriormente eu vou
apresentar estes conceitos todos na sua forma mais geral.

Vou querer calcular integrais associadas a intervalos diferentes do intervalo
[0,1] que o caso discutido nos exercicios acima. Portanto, se eu quiser calcular

[




o intervalo ¢ [a, b] e se formos colocar ai uma partigao gerada por uma razio Ax
arbitraria, surgirao alguns problemas.
Os nés da partigao (malha) sao:

a,a+ Az,a+2Ax,a+ 3Az,---a+ kAxz, - ;a+ (n—1)Ax... (8)

e formam uma progressao aritmética de razao Azx.

Quero que o ultimo termo da progressao aritmética seja o ponto b, o segundo
extremo do intervalo. A maneira de conseguir isto consiste em calcular Az para
que a progressao aritmética fique compativel com o intervalo:

em que n é o nimero de nds. Agora a os nds da partigdo (malha) sdo:
a,a+ Az, a+ 20z, a+3Az,---a+ kAz, -+ ;a+ (n— 1)Az,b=nlAz (9)

e formando uma progressao aritmética de razao Az que cobre exatamente (e
uniformemente) o intervalo [a, b].
Faca algumas experiéncias para se certificar de que o dito acima, confere.

Nao pode ser um Az arbitrario, tem que ser Az = b;“:

e vocé escolhe o niimero n de nos, e

b—a
n

e calcula Az =

de formas que a progressao aritmética cubra o intervalo [a, b].

1.2.3 Soma de Riemann

Me acompanhe na construgao da soma de Riemann

e Faca o grifico de uma funcao arbitraria, definida sobre um intervalo [a, b]
qualquer e acompanhe a discussao analisando o gréfico. Este é uma forma
bastante genérica de construir, uma vez que vocé estard construindo o seu
grafico em vez de o autor produzir um grafico para vocé. E como se vocé
evitasse que eu interferisse em sua forma de pensar.

e Escolha um niimero inteiro positivo? para subdividir o intervalo, n e subdi-
vida o intervalo [a, b] neste nimero n de subintervalos iguais: uma partigao
uniforme do intervalo [a, b];

e Marque os nés da particdo no intervalo [a, b];

e Associe a cada né a altura de f sobre o né: f(a + kAz) e desenhe o
correspondente retangulo de altura

fla+ kEAx)

2use um niimero pequeno para que o gréfico ndo fique muito confuso

¢ base
[a+kAz , a+ (k+1)Az].

Observe que o primeiro né é a e portanto o tltimo retangulo terd como
altura

fla+ (n—1)Az) = f(b— Az)

e a base dele sera o subintervalo

[a+ (n—1)Az,a+nAz] = [a+ (n — 1)Az, bl = [b — Az, b] .
e O somatério das areas destes retangulos sera:

n—1 n—1
Az fla+kAz) = fla+kAz)Ax
k=0 k=0
e vocé deve comparar com a outra soma de Riemann, feita acima, em que
escrevi f(04 kAz) justificando que o ”"zero”nao parecia ser necessario, 14,
e aqui eu nao posso deixar de escrever a.

Como a partigdo que impusemos no intervalo [a,b] é uniforme (a distancia
entre os nés é a mesma) Az = b:l”', a soma de Riemann recebe também o nome
de soma de Riemann uniforme.

Estou fazendo mais uma simplificagdo no método. Falei anteriormente de
drea por excesso e drea por falta. Mas quero calcular integrais automaticamente
e assim nao desejo analisar o grafico para escolhar a drea por excesso ou por
falta. Seguirei, assim, o exemplo da figura (fig. 3) na qual vocé pode ver que
alguns retangulos representam a drea por ezcesso e outros por falta. Seria muito
dificil expressar num programa de computador as somas produzindo drea por
excesso ou drea por falta.

Sem divida estamos trabalhando com casos particulares e isto deve ter uma
conseqiiéncia. Registre isto para verificar se o autor resolve esta pendéncia
posteriormente.

Exercicio 1 Cdlculo aprozimado da integral

1. Se wocé tiver acesso a um computador com a linguagem C instalada, rode o
programa apresentado acima com diferentes valores para Ax, valores cada
vez menores. Na auséncia de programag¢ao, use uma mdquina de calcular,
com memdria, para executar o algoritmo. A forma de usar o programa é
a sequinte:

e supondo que o programa se encontra no arquivo integral.c;

e vocé compila o programa com
gcc -Wall -oprog integralc
produzindo o arquivo executdvel prog;

10




10.

e vocé execula o programa com
./prog

. Altere o programa integral.c para calcular outras integrais.

0

. Calcule aproximadamente a integral f z2 e se convenca, graficamente, de

-1

1
que o resultado deve ser igual ao da integral f 2.
0

. Use a soma de Riemann com a sequinte altera¢dao

n n

Awa(a + kAz) = Zf(a + kAz)Ax

k=1 k=1

e veja que os resultados se assemelham (ndo podem ser iguais).

. Por que nao poderia ser a soma de Riemann assim

n

Afo(aJr kAzx) = if(aJr kAz)Az ?

k=0 k=0

. * Porque a soma (ndo é de Riemann)

% z_:[f(a—FkAm) + fla+ (k+1)Az)]

k=0

corresponde a uma soma de trapésios, em vez de retangulos ¢ Aqui, com
um pequeno esfor¢o computacional (acréscimo de um n termos na soma)
se obtém uma aproximagao melhor.

. Retome o grdfico que vocé fez ainda hd pouco, para acompanhar a ex-

planagdo sobre soma de Riemann. Obtenha uma nova particao, (um refi-
namento) acrescentando o ponto médio de cada intervalo. Verifique que a
aproximacgao € melhor.

. Considere o grdfico na figura (fig. 4) pdgina 12,

Verifique que alguns retangulos tem drea nula, identifique quais.

. Considere o grdfico na figura (fig. 4) pdgina 12. Verifique que alguns

retangulos tem area algébrica negativa, identifique quais.

A parti¢io na figura (fig. 4) pdgina 12, corresponde a uma malha com
Az = 0.5. Escreva a correspondente soma de Riemann e calcule o seu
valor (a equagdo da fungao aparece na parte superior do grdfico), é

fz) = (2 + 32 — = + 5)sen(nz)

11

(X3 + 3x2 — x + B)sen(pi*x)
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Figura 4:

11. Uma progressao aritmética mal calculada

1

Escreva uma soma de Riemann para calcular [ 22 usando Az = 0.3.
-1

Registre o problema, se houver alguma.

Se vocé nao tiver concordado com a veracidade das afirmagoes contidas nos
exercicios acima, de que ha area nulas e negativas, terd sido porque vocé nao
observou que ha alguns retangulos com altura nula ou negativa. Volte a anélisar
os exercicios munido desta nova informagao.

1.2.4 Expressao formal da soma de Riemann

Vou agora passar a expressao formal da soma de Riemann.

Considere a figura (fig. 3) pdgina 6. Estipulamos um tamanho Az para a
base dos retangulos e cobrimos a area algumas vezes por excesso, outras vezes
por falta. Para isto consideramos a progressao aritmética

a+ kAx;k=0,1,... (10)

e o ultimo retangulo pode extrapolar o intervalo de integracao [a,b]. Foi o que
vocé viu no exercicio 11, pagina 12.

Az é fungao do intervalo [a,b] e do nimero de nés da particao uniforme
considerada sobre este intervalo, /bin/sh: line 1: aspell: command not found

12




/bin/sh: line 1: aspell: command not found um nimero inteiro escolhido por
voce, ou seja é dado pela férmula:
b—a

—

Ax =

A progressao aritmética obtida com esta razao Ax vai fazer de
b=a-+ nAx,

o ultimo termo da p.a. de modo que o tltimo retangulo escolhido corresponde
ao subintervalo
[a+ (n —1)Az,a + nAz] = [b — Az, b| (11)

Existe uma notagao pratica que esconde a expressao dos termos da progressao
aritmética, mas que sabemos qual é, de forma implicita. Usamos

z9 =a=a+ 0Az; (12)
= a+ kAx; (13)
Tp =b=a+ nAuz; (14)

Agora podemos escrever a expressao da soma dos retangulos:

b n—1 n—1
/f ~ 3 fa)Ar = fla+ kAz)Az (15)
g k=0 k=0

a segunda formulagao é apropriada para programas de computagao, a primeira
é mais resumida e prépria para escrever em textos de Matemaética.

Observe que o tltimo “nd” em que foi calculada a altura de f nao é b, mas
‘b — Az” na soma de Riemann

n—1 n—1
/f ~ Z flag)Ax = Z fla+ kAz)Ax (16)
k=0 k=0

€ se usarmos

k=1

b n n
[1= Y s@ae =" fla+ kan)as (17)
a k=1

entdo a primeira altura usada serd f(a + Az) e a dltima altura utilizada serd
f(b). Os dois métodos sdo equivalentes, no sentido de que oferem aproximagao
idéntica. Eu vou usar exclusivamente a expressao

b n—1 n—1
/f ~ Y flan)Az=> fla+kAz)Ax (18)
i k=0 k=0

13

para as somas de Riemann.
Para cada um dos subintervalos, consideraremos a altura

fla+kAz) = f(zr)
em que k varia desde 0 até n — 1 :
f(a), fla+ Az), fa+2Ax),--- fla+kAz),- -, fla+ (n—1)Az).  (19)
Quer dizer que os retangulos tem por drea:
fa)Az, fla+ Ax)Az, f(a+2A2)Az, - fla+ (n— DAz)Az  (20)

A soma destas dreas é o valor aproximado da integral, agora nao sabemos se
é por falta ou por execesso, mas, com certeza ¢ um valor médio, entre o cdlculo
por excesso e o calculo por falta.

Se vocé recebeu um CD com programas que acompanham este livro, vocé
encontra o programa riemann.py no CD.

Experimente as fungoes

riemann(), riemann grafun()
no arquivo

riemann.py.
Digite python riemann.py depois de editar o arquivo. Vejas as tltimas linhas
do arquivo riemann.py que trazem instrugoes de como usar o programa. Nao
se preocupe em entender o programa, agora. Volte a ler o programa em outras
ocasides, ao longo do capitulo.

Defini¢do 1 Soma de Riemann Considere o intervalo [a,b] e uma fungdao f
definida neste intervalo. Definimos uma soma de Riemann, de ordem n, asso-
ciada a uwma parti¢io uniforme®

To=0,...,xy =a+kAz,z,_ 1 =a+ (n—1)Az,b=a+nlAx

como
n—1

Su(f) =Y fla+kAz)Ax. (21)

k=0

Observe que em todos os retangulos eu considero a altura dada pelo primeiro
extremo do correspondente subintervalo. Eu poderia ter usado o segundo ex-
tremo obtendo a férmula

Su(f)=>_ fla+ kAz)Ax. (22)
k=1

que vocé deve se convencer que representa uma aproximagao equivalente da
integral. Eu vou usar apenas a primeira formulacao para somas de Riemann.

3J4 disse que as particdes nao precisam ser uniforme, estou fazendo uma escolha.

14




Observagao 1 Que € a integral ¢

Ainda nao defini o que é a integral, apenas falei que as somas de Riemann
representam uma aproximacao da integral.

Esta questao € equivalente a defini¢ao de um nimero irracional: wm nimero
irracional € um limite de uma sucessao de numeros racionais.

Aqui as somas de Riemann fazem o papel do nimero racional e a integral é
uma espécie de limite de somas de Riemann.

Um dos objetivos deste livro é deizar claro que “espécie de limite de somas
de Riemann” € este de que estamos falando. Inclusive a linguagem que acabei
de usar sugere que se trata de uma forma nao usual de calcular limite, e isto é
verdade.

Um outro objetivo deste livro € conduzi-lo a calcular integrais e saber decidir
quando uma fungao tem integral, caso em que dizemos, entdao, que a fungdo é
integravel.

Exercicios 3 Soma de Riemann superior* ou inferior

1. Prove que, se f for uma fung¢do crescente,

n—1

Su(f) = fla+kAz)Ax. (23)

k=0

b
€ uma aprorimacgao por falta da integral f fe
a

Su(f) = Z fla+ kAz)Ax. (24)

k=1

€ uma aproximagao por excesso da integral. Fa¢a um grifico ilustrativo.

Definicao 2 Soma superior ou inferior de Riemann

As somas de Riemann superiores produzem aprorimagdo por ercesso, e

elas sao obtidas quando em cada subintervalo escolhemos supremo da fung¢ao
como altura do correspondente retangulo.

As somas de Riemann inferiores produzem aproximacdao por falta, e elas

sao obtidas quando em cada subintervalo escolhemos infimo da fun¢ao

como altura do correspondente retangulo.

2. * Nao é verdade que uma aproxzimagdo por falta seja wma soma de Rie-
mann inferior e nem que uma aprorimagdo por exrcesso seja uma soma de
Riemann superior.

46 preciso saber o que sdo somas superiores ou inferiores, apesar de que eu tenha declarado
que nao usaria tal questdo nos programas

3. Prove que, se [ for uma func¢dao decrescente,

n—1

Su(f) =Y fla+kAx)Ax. (25)

k=0
b

é uma aprozimagdo por excesso da integral [ f e
a

Su(f) =) fla+kAz)Az. (26)

k=1

n

€ uma aproximacao por falta da integral. Faga um grdfico ilustrativo.

Na proxima secao alguns calculos feitos com um programa em Python vao
ilustrar numericamente e graficamente o significado da soma de Riemann.
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