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Os itens, em cada questao, estao numerados usando os cinco primeiros niimeros primos,
2,3,5,7,11. Ao final de cada questao, ao lado da etiqueta gabarito: vocé encontra o produto
dos niimeros primos que correspondem as opcgoes verdadeiras. Entretanto é possivel que gabarito
esteja omitido para que aparega apenas quando for publicada a corregao da lista. Os itens podem
ser todos verdadeiros ou apenas alguns verdadeiros. Mas havendo algum falso, haverd também
o correspondente verdadeiro.

Exercicios 1 integral
objetivo: a integral e sua interpretacao
palavras chave: integracao, primitiva, condicao inicial.

1.
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Figura 1: fungdes e integral

Interpretacao geométrica da integral

2
(2) (V)[](F)[] Na figura (1) pdgina 1, o grdfico (A) representa a integral [ xdx.
0

2
(8) (V)[](F)[] Na figura (1) pdgina 1, o grifico (A) representa a integral [ (x+ 1)dx e
2
o wvalor desta integral é 10.



(5) (V)[](F)]] Na figura (1) pdagina 1, o grdfico (A) representa a integral fQ(—x + 1)dz
e o valor desta integral é 4. -~
(7) (V)[](F)[] Na figura (1) pdgina 1, o grdfico (B) representa a integral f2(2x + 2)dx
e o valor desta integral é 8. -~
(11) (V)[ J(F)[] Na figura (1) pagina 1, o grdfico (B) representa a integral f2(2x + 2)dx
e o valor desta integral é 9. -
gabarito:

2. Propriedades da integral Identifique os cdlculos corretos.

(2) (V)[J(F)[] Se f(z) = (z +5)(z - 3) entdo_fif:()
(3) (V)[J(F)[] Se f(z) = (z+5)(z — 3) enmo_fzf<o
(5) (V)[J(F)[] Se f(z) = (x +5)(x — 3) entio ;f5f>0
(7) (V)[I(F)[] Se f(z) = (z+5)(z — 3) entaiojf<0

(11) (V)[J(F)[] Se f(z) = (x4 5)(x — 3) entdo 3f5f >0

gabarito

3. O calculo de algumas integrais Identifique os cdlculos corretos.

(2) (V)[J(F)[] Se f(z) =z entio ;fgf(w)dw = LE9HGN (5 — (-3)) > 0
(3) (V)[J(F)]] Se f(z) = x entio ;fsf(x)dx = BN (3 _5) <0

5
(5) (VINE)] Se g@) = —x entdo [ gla)dr = L5205 — (=) < 0

(7) (VI JE)] Se §(x) = entio [ f(x)da = FOEHD (h — ) > 0

(11 ) (V)[J(F)][] Se f(x) = x entao fbf(x)dx = M(b — a) mas o sinal depende dos

valores de a e de b.

gabarito:

4. O cdlculo de algumas integrais Identifique os cdlculos corretos.




(2) (VIE)] ;fo—xdx — 50
(3) (V)] e §0) =5 entao [ f(a)ds = Flo) =

(5) (V)[J(F)]] Se f(z) =x+3 entio [ f(x)dx = [xdx+ [3dx é a soma das dreas dum
- 0 0 0
triangulo e dum retangulo.

(7) (V)[J(F)[] Se f(z) =z +3 entio _fz f(t)dt = W(S —(=3)) usando a férmula
da drea de trapézios.

b
(11) (V)[J(F)[] Se f(z) = x + 3 entio [ f(s)ds = w(b— a) € uma aplicacdo da
formula da drea de trapézios. '

gabarito:

5. Cdlculo da integral

(2) (V)[J(F)]] Se f(z) = mz entdo Ofaf(t)dt _ @O, _

(3) (V)[](F)] Se f(x) = 3x entao

3 0 3
/f(m)dx:/f(s)ds—l— syt = IO EIED 0 gy

2
-3 -3 0
(5) (V)[](F)]] Se f(x) =3 entao fbf(x)dx = f(a)a = 0 para qualquer valor de a
(7) (V)] Se f(x) =3 entio [ f(x)dz = L0 )

(11 ) (V)[J(F)[] Se f(xz) =m entdo Oftf(x)dx: E);mdx:mt

gabarito:

6. integral, velocidade, distancia

(2) (V)[](F)[] Se o movimento for uniformemente acelerado entdo a equagao da veloci-
dade € v(t) = mt + vy e a distancia percorrida entre dois instantes ty e t1 serd

/v(t)dt — w(tl —t)=m

to + 11

(t1 — to); (1)

to

€ a drea dum paralelogramo.



(3)

(5)

(7)

(11)

(V)[](F)[] “distancia” é a medida da quantidade de velocidade entre dois instantes

dados. Se a wvelocidade for constante igual a m entao a distancia s percorrida pelo
movel entre os instantes tg e t1 €

t1

s:/wﬂﬁ:mﬁr%@

to

(2)

(V)[ ](F)[ ] Se o movimento for uniformemente acelerado entdo a equacdo da veloci-

dade € v(t) = mt + vy e a distancia percorrida entre dois instantes ty e t1 serd
/ (t0) + (1)
v(to) + v(t to+t
/ﬁ@ﬁ:—JL?—L@r¢@:m°21@r¢@+%@r%@ (3)
to

¢ a soma das dreas de um paralelogramo com um retangulo (triangulos sao paralelo-
gramos).

(V)[J(F)[] No caso dum corpo em queda livre (sem considerar a resisténcia do ar)

considerando to = 0 a distancia percorrida até o instante t serd

t t

t2
/gsds:g/sds:%

to 0

(4)

(V)[ ](F)[ ] Se houver uma velocidade inicial, no caso do corpo em queda livre, entao

a velocidade serd v(t) = vo + gt em que g € a constante média da gravidade, e a
distancia percorrida serd

t

SZfMﬂﬁ:f@m+th:

s = vot + 2 gt*

t t
[ vodt + [ gtdt
0 0

gabarito:

7. Representacao geométrica da integral

Considere os grdficos na figura (fig. 2), pagina 5,

(2)

(3)

(5)

(V)[ J(F)[] No grifico (b) f é uma funcio do primeiro grau e se “E°

= 0 o grdfico
representa uma drea nula.

(V)[ ](F)[] O grifico (a) representa a integral duma pardbola, [ f(t)dt, em que f é
b

uma funcao do sequndo grau, e € formado de duas dreas algébricas negativas e uma
area algébrica positiva, porque a < b.

b
(V)[J(F)[] f(z) =4, aintegral [ f(x)dzx no grdfico (d) representa uma drea positiva

a
e a integral [ f representa uma drea negativa, porque a < b e f(x) =m > 0.
b

movimento
é unifor-
memente
acelerado
quando a
aceleragao
é cons-
tante, o
movimento
da Terra
em volta
do Sol nao
é uniforme-
mente.



o
o

Figura 2: gréficos de integral

b
(7) (V)[](F)]] A integral [ f no grdfico (¢) é a soma duas drea algébricas negativas e

a
uma drea algébrica positiva, porque a < b.

(11 ) (V)[J(F)[] O grafico (b) representa a drea de dois triangulos e pode ser calculado
usando a regra do trapézio

gabarito:

8. integral e desigualdade

Considere a fungao f(x) = % definida em qualquer intervalo que ndo contenha o zero.

(2) (V)[](F)[] Se0<a<x<b entao

L < @) < (7



(3) (V)[](F)[] Se0 < a<x<b entao

S =
~—~
oo
SN—

é<f(:v)<
(5) (V)[J(F)[] Se 0<a<b entio 5%, =2 sio dreas e

b—a

b
2 </f(m)d:v<b_a

a

(9)

(7) (V)[](F)]] Sem, M forem infimo e supremo de f em [a,b], respectivamente, entao
m(b—a), M(b—a) sdo as dreas “algébricas” de dois retingulos e vale a desigualdade

b
m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a) (10)

(11 ) (V)[J(F)[] Se m,M forem infimo e supremo de f em [a,b] respectivamente, entdio
m(b—a), M(b—a) sao as dreas “algébricas” de dois retangulos e vale a desigualdade
e se a integral de f existir neste intervalo, entdo vale a desigualdade

b

m(b—a) < /f(x)dm < M(b—a) (11)

a
gabarito:

. Calculo aproximado da integral Se o grdfico de f for um segmento de reta ndo paralelo ao eizo

b
OY entao [ f(z)dz pode ser calculada usando o método da drea do trapézio. Nio sendo este caso

a
posso calcular esta integral, aprorimadamente, se ela existir, usando somas de Riemann que sao
somas das areas de retangulos aproximando a integral:

Ax = b*Ta; precisao N numero de divisoes de [a, b]; (12)
N
Sy = > fla+ kAzx)Ax; (13)
k=0
N
Sy =Azx Y fla+ kAx); (14)
k=0

em que na ultima equagao, (eq.14) wusei a propriedade distributiva da multiplica¢ao relativamente
a adi¢ao para otimizar a expressao. FEstas somas de Riemann se chamam uniformes e formam
uma sequéncia convergindo para o valor

/bf(w)d:c (15)

se a integral existir. FEste cdlculo pode ser feito manualmente ou com auxilio duma calculadora
ou melhor, com um programa de computador. Tanto maior for escolhido N melhor aproximacao
se vai obter. Se f for um polinomio, o resultado final cai num dos limites notaveis. Confira a
representac¢io geométrica duma soma de Riemann na figura (fig 3), pdgina 7. Na figura a base
dos retangulos € varidvel, Axy = Tp11 — T mas nos exercicios a soma de Riemann € uniforme
com Ax = b_T“ 0 que torna os cdlculos mais simples. Isto nem sempre € possivel mas nesta lista
€ possivel.



e
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Figura 3: Soma de Riemann

(2) (V)[](F)]] Calculando b?f(x)dx

b

/}@szjf@Mmi/ﬂ@m; (16)

a

0

a

que mostra que basta saber calcular [ f(z)dx para x € Dom(f).

(3) (V)[IE)]

a

o) = a1 = [ )i Ao = g a7)
a N—1 N—1
I={f(x)de~ Az Y (kAx)? = Az® Y k% (18)
0 k=0 k=0
, N—1
[ =~ <L S 2, (19)
k=0
(5) (V)[](F)]]
ﬂm=w%f=ijMxAx:%; (20)
[= [ f@)de~ Az S (kA2)? = Az® S k2 (21)
0 k=0 k=0
[ N3 S 2 (22)
k=0

(7) (V)[](F)]]A férmula da soma dos quadrados dos termos duma progressao aritmética
€ um polinomio P do sequndo grau e o esquema sequinte verifica se a formula é



verdadeira.

éo K2 = nDEI) _ poyy (o) = 0 = %*1) o -
RO 21
P(2)=1+4=75= 235, -
P3)=1+4+9=14= 347, 0
S 2 = 2n%eintan, o

porque P é um polinomio do terceiro grau entao quatro pontos determinados sobre o
seu grdfico o determinam.

(11) (V)[J(F)[]

flz) =2% Az = I’_T“ (28)
a N—-1 2
T (29)
a 3 3 3
({ flz)dz = lim 5 = 4 (30)

gabarito:

10. cdlculo aprozimado da integral O objetivo é o cdlculo aprozimado integral de f(x) = x* usando
somas de Riemann. O desenvolvimento final depende da soma das poténcias primeiras, seqgundas
e terceiras dos N primeiros termos duma progressao aritmética e de alguns limites notaveis. Mas
este teorema simplifica o resultado final

/bf(x /bf d:v—/f (31)

e a sequéncia de itens vai mostrar isto.

(2) (VIIE)]

flz) =2 Ax = £&; (32)

({a z)de ~ NZl f(kAz)Ax (33)

[~Az'S (kAz) = Azt z k3 = AztP(N) = 25 P(N); (34)
k=0 =

em que P é um polinomio do quarto grau.

(3) (V)[](F)[] Se P for um polinomio do quarto grau, cinco pontos determinados sobre
o seu grdfico o determinam entao, conhecida a expressao de P, basta testar cinco
valores para verificar se a expressao estd correta.



(5) (V)[](F)]] Admita que seja verdade, um teorema, que a soma dos cubos dos termos
da progressao aritmética dos N primeiros numeros naturais é dada pelo polinomio do
quarto grau

44 9.3 2 N-1
Pa) = TS ST R = POV, (35)
k=0

a
Verifique se a sucessao de equagoes sequinte conduz ao cdlculo da integral [ z3dz.

flz) =2 Ax = £&; (36)
a N—1 N—1
I=[f(x)der~ Y f(kAz)Az = Az Y (kAz)3; (37)
0 k=0 k=0
N—1
I~ Azt Y k3 (38)
k=0
4 4 4 3 2
I~ L4:P(N) = & N 20040 (39)
1= ]\}1:11;0 %7N4+2Z3+N2 = % = Jx3dx; (40)

(7) (V)[](F)[] Se P for um polinémio do grau N entao Q(x) = P(x + 1) — P(z) é um
polinomio do grau N + 1.

(11 ) (V)[J(F)[] Se P for um polinémio do grau N entio Q(z) = P(xz + 1) — P(x) € um

polinomio do grau N — 1.
gabarito:

11. calculo aproximado da integral

Se uma funcao f for integrdvel entao o simbolo

/ f(z)dz (41)

representa uma primitiva de f. Se f for bivariada entao

/ [z, y)dx (42)

representa uma primitiva de f considerando y wm parametro que pode ser firo ou ndao.
Selecione as afirmagoes verdadeiras.

(2) (VIIF)[]A fungao
y— fly) = /x2 + 3y + y?dx (43)
€ uma funcao constante cuja grdfico é uma reta.

(3) (V)[](F)]] Considere a fung¢dio

fly) = /xz + 3zy + y2da; (44)



entao
fy) = /x2 + 32 + 2ydux; (45)
f(y) = /CL’Q + 3z + 2dx; (46)
(5) (V)[](F)]] Considere a fungao
fly) = /x2 + 3y + vy dx; (47)

f tem por grdafico uma familia de pardbolas indexadas no parametro x.

(7) (V)[](F)]] Considere a fung¢ao
fly) = /x2 + 3y + y3dz; (48)

A familia de curvas que a equacgdo (eq. 48) representa € também descrita pela equagdo

3 32
f(y):§+32y—|—xy2—l—0 (49)
(11 ) (V)[J(F)[] Considere a fun¢ao
f0) = [+ 30y + P (50)

A familia de curvas que a equagdo (eq. 50) representa € também descrita pela equagdo

3 2 3
f(y)zx%ﬁ—%%—%—i—(? (51)

12. Soma de poténcias O cdlculo das integrais das funcgoes polinomiais se obtém exatamente como
um limite de somas poténcias dos termos duma progressao aritmética. FEste exercicio tem este
objetivo e tem dois aspectos, primeiro, testar se uma expressao é a verdadeira, segundo, descobrir
a expressao verdadeira.

(2) (V)[](F)[] Se P for um polinémio do grau n entio Q(x) = P(x + 1) — P(x) é um
polinomio do grau n + 1.

(3) (V)[J(F)[] Se P for um polinémio do grau n entio Q(x) = P(z + 1) — P(x) é um
polinomio do grau n — 1.

(5) (V)[J(F)[] Considere a p.a. dos nimeros naturais menores do que N, com termo

geral k, e Q(z) um polinémio do grau n entao existe um polindmio P de grau n + 1

tal que
N—

[y

Q(k) = P(N) — P(0) (52)
k=0

10



(7) (V)] ](F)]] Suponha que o polinémio P, do sexto grau, que calcule a soma das quinta
poténcias dos numeros até N — 1 tenha como coeficiente do termo lzder . Quer dizer

6

P(r) = T +ase® +-- +aiz Y K = P(N); (53)
Entao

N—1
fam5dac ~ S (kAz)°Ax = (54)

k=0

6
= AzS kzo k® = Ax®P(N) = 45 P(N); (55)
fax5dx~m(%—l—%]\ﬁ—i—---—l—al]\f): (56)
0
b4 93 ay

S S (57)
[ az’dx = hm +7\’&Z b %6' (58)

0 =00
Interessa apenas o termo lider do polinomio P para determinar a formula do cdlculo
a
da integral [ z®dz.
0

(11 ) (V)] J(F)[ ]Suponha que o polinomio P, do grau 7, que calcule a soma das sexta

poténcias dos numeros até N — 1 tenha como coeficiente do termo lider % Quer

dizer
7
P(x):%+a6x6+---+a1x;2k‘6:P(N); (59)
Entao
N—1
fax6dx ~ 3 (kAz)SAx = (60)
k=0
7
= AgT Zo kS = AaTP(N) = £ P(N); (61)
fadex%W(T—I—CLGNG—F"'—FalN): (62)
0
ag ag
SLhS Asan ¥ (63)
ag ay
[ axddx = lim_ +NJ; N :“—77' (64)

0 N=
Interessa apenas o termo lider do polinomio P para determinar a formula do cdlculo
a

da integral fx7dx.
0

11
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