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Introducao

Este livro é uma introducao ao Calculo Variacional seguindo, muito de perto,
como roteiro, o livro com o mesmo nome de .M. Gelfand e V.S. Fomin a partir
da tradugao feita por Richard Silverman.

Nao é exatamente uma traduacao, mas o leitor da obra citada pode en-
contrar aqui tudo o que se encontra naquele livro fundamental. Eu completei
muitas das afirmagoes que os mestres Gelfand e Fomin deixaram sem provar
por consideraram-nas simples exercicios. O leitor também podem encontrar os
meus erros ao interpretar as idéias dos mestres e tentar deixa-las mais precisas
em alguns pontos.

Eu nao tenho duvidas de que muitos gostariam de ter feito o que eu estou
fazendo e assim me expondo a critica por ter ousado fazé-lo, que seja bem vinda
a critica se pudermos juntos melhorar este livro e ter assim em nossa lingua uma
fonte de grande valor nos primeiros passos para entender a teoria do Cdlculo
nos espacos de funcgaoes.







Capitulo 1

Os primeiros exemplos

| Neste capitulo inicial vem a discussdo sobre o que sdo funcionais e alguns exemplos.

1.1 Alguns problemas variacionais simples

Um tipo de variavel chamadas funcionais tem uma utilidade importante em
diversos problemas da analise matemaédtica, mecanica, geometria. A palavra
funcional foi criada porque vamos tratar de uma lei, ou equagao, em que a
variavel livre é uma funcao e assim evitar a forma pelo menos desagradavel
de escrever algo do tipo “o valor da funcao ® sobre a funcao f é ...” quando
desejarmos escrever ®(f). O exemplo mais simples é uma integral

b
1) = [ $(@)ia (1.1)

quando estivermos pensando em calcular I sobre uma familia de funcgoes in-
tegraveis como sera frequentemente aqui o objetivo. Alguns outros exemplos
podem ser (usando uma linguagem algumas vezes um pouco vaga)

1. O funcional “comprimento de arco” Considere a familia de todas as curvas

rectificdveis! no plano. Esta integral pode ser encontrada no diversos livros
sobre o titulo “comprimento de arco” e assim podemos associar a cada
curva retificavel um tinico numero que é o valor do funcional comprimento
de arco.

INo Célculo, o comprimento de uma curva é o limite do comprimento das poligonais
que envolvem ou sao envolvidas pela curva com vértices sobre a curva. Se este conjunto de
numeros tiver um unico ponto de acumulagao diremos que a curva é retificdvel e este ponto
de acumulagao é o comprimento da curva.



2. A ordenada do centro de massa Associado a uma “curva’ feita de algum
material, podemos calcular-lhe o centro de massa. Se a cada curva associ-
armos a ordenada do seu centro de massa, temos aqui um outro exemplo
de funcional.

3. O caminho minimo Considere todos caminhos possiveis ligando dois pon-
tos A, B do plano, todos parametrizados no intervalo [0, 1]. Seja

(t) ; t €[0.1] (1.2)

o vetor velocidade de uma particula num destes caminhos no ponto t €
[0, 1]. Poderiamos associar a cada caminho o numero velocidade média da
particula percorrendo este caminho.

4. Associando a uma equagao diferencial Como o nosso objetivo aqui é en-
tender e modelar usando equagoes diferenciais, vamos considerar o con-
junto de todas as fungbes y = f(x) duas continuamente diferencidveis
definidas no intervalo [a,b]. Entao a férmula

wazfy%@m: (1.3)

define um funcional sobre o conjunto de todas estas funcoes. Observe que
nada impede que este funcional tenha valores arbitrariamente grandes
sobre esta familia. Poderiamos considerar um conjunto mais restrito, das
funcgoes cujos graficos fossem retificaveis, por exemplo.

5. Um exemplo mais genérico Considere a fungao F'(z,y, z) uma fungao continua
destas variaveis. Entao a expressao

b

ﬂwszmmwyuwm (1.4)

a

define um funcional sobre o conjunto de todas as funcoes diferenciaveis
definidas em [a,b]. Com esta formulagdo abstrata podemos dar alguns
exemplos:

(a) Se F(z,y,2) = 2% vemos novamente o o exemplo 4 aqui apresentado.
E se nos interessamos pela desigualdade

|F(z,y,y")| < o0 (1.5)

ela provavelmente se realiza sobre um subconjunto das funcoes cujo
grafico seja retificavel.

(b) Se F(x,y,z) = v1+ 22 entdo temos o funcional “comprimento de
arco”.



Este assunto ¢ bem antigo e pode ser encontrado nos trabalhos de Euler
(1707-1783) ou de um dos Bernouill (braquistécrona). Mas uma formulacao
do Célculo Variacional ainda nao se encontra feita de forma semelhante a bem
estabelecida féormulacao do Calculo Diferencial e Integral sobre a fungoes. Em
geral todos os trabalhos giram em torno da maximizacao de algum exemplo
particular de funcional como sugeri em alguns dos exemplos acima.

Mas me interessa ir um pouco mais longe alcancando o que poderia ser cha-
mado de “Calculo sobre func¢oes”, numa comparacao com o Célculo Diferencial
e Integral que seria um “Célculo sobre varidveis reais ou complexas”, indicando
assim qual é a variavel do Célculo que estamos desenvolvendo.

Acho que podemos distinguir os dois niveis de desenvolvimento com a ter-
minologia Cdlculo variacional e problemas variacionais, no segundo caso esta-
rei preocupado apenas em determinar extremos de funcionais enquanto que no
primeiro caso me vai interessar o desenvolvimento das ferramentas do Calculo
Diferencial e Integral para serem aplicadas as funcoes como variaveis. Nao é
atoa que este caminho estd ainda longe de ficar bem definido, uma dos métodos
do Calculo Variacional é a derivada nos sentido das distribuicoes.

Vou passar a alguns exemplos de problemas variacionais quer dizer a busca
de extremos de funcionais.

1. A menor curva (comprimento minimo) ligando dois pontos A, B do plano
é uma reta.

A solucao é o segmento de reta ligando os pontos A, B.

Dem!

Vou fazer algumas redugoes do problema que embora sejam particularidades, nao tiram
a generalidade do resultado.

Primeiro vou supor que o ponto B se encontra “acima do ponto ” A ou ainda que o

coeficiente angular da reta que liga os pontos A, B seja positivo, isto nao traz nenhuma
particularizagao importante para o problema, mas torna as contas mais simples.

Segundo, vou considerar o grafico de uma funcao f que também liga os pontos A, B,
f(xo) = yo; f(x1) = y1 com uma certa particularidade, convexa, quer dizer que a
derivada é descrescente, e a segunda derivada é negativa. O grafico na figura (1.1)
pagina 6, ilustra a idéia.

Posso colocar estas hip6teses nos seguintes termos

A = (x0,Y0), B = (21,¥1),20 < Z1,Y0 < Y1; (1.6)
y= f(z); = € [zo0,21] (1.7)
<y = f'(z) < f'(y); f"(z) <0; (1.8)

I = [ VIT @) Pda (1.9)

e quero encontrar o minimo de J sobre todos os possiveis graficos de funcoes dife-
rencidveis y = f(z) definidas no intervalo [zo, z1].

Vou provar que este funcional tem derivada zero exatamente em cima de uma curva
cujo grafico é uma reta, o segmento AB.

A fundamentagdo geométrica da demonstracdo vem de que todas as fungbes cujos
graficos liguem os dois pontos, serao as cOncavas ou as convexas que estarao entre
as que minimizam o funcional J e ainda assim o valor de J sobre estes graficos é maior



Figura 1.1: funcdo convexa

ou igual ao valor de J sobre a funcao do primeiro grau que liga estes pontos, por-
que “qualquer envolvente tem maior comprimento do que uma envolvida, no caso, o
segmento de reta.

Feitas estas restrigcbes sobre os possiveis caminhos entre os pontos A, B posso fazer os
seguintes calculos:

J(F) = [ IF F@)de (1.10)

’ 2 ’ 2
df é;ﬂ) — dfd(:) t(ii_]ﬂcﬂ =2f'(z)f"(x) f’%m) = 2f"(x) (1.11)

£ 7
J(f)= [ L&) _gz—0 1.12

Como a fungdo (o produto de fungdes) no integrando é negativa por hipétese, equagao
(12) porque f é convexa entdao entdo f’/(z) < 0. A tnica possibilidade de que esta
integral seja zero? é se o integrando for identicamente zero, quer dizer f”(x) = 0 e
consequentemente graf(f) é uma reta, como queriamos demonstrar.

Mostrei que de dentre todas as fungbes convexas (e seria equivalente no caso das
concavas) as retas sdo as que otimizam (extremo) o funcional.

Eu teria ainda que provar que elas minimizam o funcional, aqui fica uma defeito desta
demonstracao para ser corrigido depois.

2. A braquistocrona é a curva pela qual desliza um corpo em tempo minimo

entre dois pontos A, B dados. O problema foi atacado por varios ma-
tematicos desde o século 15 e foi resolvido por John Bernoulli, James

2E uma integral no sentido de Riemann porque toda funcio convexa tem por segunda
derivada uma funcao continua.



Bernoulli, Newton e L’Hopital sendo considerado o primeiro problema va-
ricional pela forma como foi resolvido por John Bernoulli. :

Nao muda na essénca do problema se eu considerar que a origem é o ponto B e que
ele estd mais acima do ponto A, mas simplificam-se as contas. A curva é o gréfico
de uma funcgdo, seja y = f(z) esta funcdo. A figura (1.2) pigina 7, representa estas

Figura 1.2: A braquistécrona

hipoteses, geometricamente. A tangente trigonométrica do angulo da reta tangente no
ponto (z, f(z)), sendo o coeficiente angular da reta tangente, é a derivada. A integral



x1
J V/1+ f'(z)?dz é o comprimento de arco entre dois pontos dados logo posso calcular

o

tan(0) = f'(2) ; S = | VIT (@) (1.13)
=1+ f(@)Pde = L =./1+f(2)2% =v(t) (1.14)
v(t) = f(z) = V29 f(z) (1.15)
v(t)dt = ds = /1 + f/(x)2dz (1.16)
_ VIR @2, A1 @)
dt = > dx = NerIe) dx (1.17)
dz _ _\/29/(z) 1.18
& = Jr@? (1.18)
T= [ VG2, (1.19)

Na equacéo (14) estou estabelecendo que a velocidade é o comprimento de arco vezes a

Ver a pagina 25 de Gelfand/Fomin

. Isoperimétrica Das curvas fechadas a que determina uma maior area é o

circulo. :
x

Seja v uma curva fechada, II o seu interior, e P(z, y) = 4 Q(x,y) = § entao

Area(y) = /Pdm—i—Qdy—//— ——yd rdy —//dacdy (1.20)

See later the solution.... vou retornar a estas contas posteriormente para nao parar
agora.

Observacao 1 A forma geral de um operador

e A propriedade localizadora Os problemas descritos acima envolvem
funcionais que podem ser escritos na forma

b
/F(m,y,y’)d:p (1.21)

Este tipo de funcional tem a “propriedade localizadora” que pode ser
descrita da sequinte forma: ‘se dividirmos a curva graf(f);y = f(x)
de acordo com uma partigao do intervalo [a,b], o valor do funcional
serd a soma dos valores em cada uma das particoes.” E o tipo de
funcional que usualmente aparece no Célculo de Variagoes.

O leitor observe que esta propriedade é crucial para considerarmos
uma particdo do intervalo [a,b] e calcular o valor do funcional como
uma soma dos seus valores em cada sub-intervalo abrindo as condicoes
para uma discretizacdo do problema, por exemplo substituindo os
grdficos de funcoes por segmentos de reta.



o Um funcional que nao tem esta propriedade Um exemplo de funcio-
nal que nao tem a “propriedade localizadora” é

fx\/l + f'(x)?dx
j\/l + f/(x)?dx

(1.22)

que determina o centro de massa de graf(f) ;[a,b 1R

e Uma forma geral do centro de massa Se f for uma funcao positiva,

jlzacf(a:)d.r
L (1.23)

b
[ f(z)dz
calcula o centro de massa do graf(f). Ver centro_massa.c.

Diversos problemas da Mecanica e da Fisica se encontram a raiz do desen-
volvimento do Cdlculo de Variagoes, como a curva de tempo minimo, a bra-
quistocrona ou o problema da isoperimétrica apresentados acima. Por outro
lado, os métodos do Cdlculo de Variagoes sao amplamente aplicaveis a diver-
sos problemas fisicos, mas é preciso observar que as aplicagoes do Cdlculo de
Variagoes nao se restringem a resolver questoes especificas, pelo contrario, ele
descreve leis gerais de varios ramos da Fisica que vao da Mecanica Classica a
teoria das particulas elementares.

Para entender a metodologia do Cadlculo de Variagoes é fundamental acom-
panhar como eles se relacionam com os problemas da Analise Classica, o estudo
das funcoes multivariadas. Considere um funcional como

b

H§) = [ P f@). f@)de s A= f(a) B= 1) (1.24)

a

em que as condigoes de fronteira A, B sao varidveis determinando as diversas
curvas graf(f). Uma das formas de atacar este problema consiste em considerar
uma partigdo uniforme do intervalo [a, b]

a=1Tg,X1,...,Ln => (1.25)

dividindo o intervalo original em n sub-intervalos iguais. Neste ponto substitui-
mos a curva graf(f) por poligonais cujos vértices se encontram sobre graf(f)

(x()?A)? (581, f(xl))v R (wn7 f(xn)) = (ZCn,B) (1'26)

e aproximamos o funcional por uma soma de Riemann

J(f) = iF(xi,f(xi), fxi +A§;_f(xi))m (1.27)
k=0




Cada poligonal fica determinada pelas ordenadas

f(ml)vaf(xn)

uma selecao arbitraria de valores condicionados a condigao de fronteira
(a, A), (b, B)

e desta forma a soma, na equagao (27), é uma fungdo de n varidveis e uma
aproximacao do funcional fica representada por uma maximizacao desta fungao.
Eule fez uso intenso deste método de diferencas finitas ao resolver problemas
variacionais, ele substituiu assim o problema de maximizacao de funcionais por
um problema de maximazacao de funcoes de n varidveis chegando a solucao
por passagem ao limite. Quer dizer que os funcionais podem ser vistos como
fungoes de um numero indefinido de variaveis. O Calculo Variacional pode ser
entendido como a forma analoga do Célculo Diferencial.

1.2 Espacos de funcgoes

No estudo das funcoes de n varidveis é conveniente usar-se uma linguagem
geométrica considerando-se um conjunto de n niimeros

f@r)seo f(an) = Y15y

como um ponto de um espaco de dimensao n, da mesma forma uma linguagem
geométrica € 1til no estudo dos funcionais. Assim vamos considerar cada fungao

a,b] - R (1.28)

como um ponto numa classe que chamaremos de espaco de funcoes.

No Calculo a n varidveis é suficiente considerar um tunico espaco pela equi-
valéncia topoldgica dos espacos de dimensao finita, [3, Teorema 14 e o seu co-
rolario pp 48-49|, este espago serd aqui denotado como R"™, o representante
canonico dos espacos vetoriais reais com sua norma euclidiana. No caso dos
espacos de funcoes nao ha mais um elemento universal e somos conduzidos a
selecao de um determinado espaco pela natureza do problema que tivermos
considerando. Por exemplo, no caso de um funcional do tipo

b

/F(:c,y,y')da: (1.29)

a

seré interessante considerar a classe das funcoes C! ao passo que no caso de um
funcional do tipo

b
/F(x,y,y’,y”)dx (1.30)



sera interessante trabalhar com a classe? C2. No estudo de funcionais somos
conduzidos a usar diversos espacos de funcoes.

O conceito de continuidade tem um significado importante para os funcionais
de forma muito semelhante ao que ocorre com as funcgoes na andlise cldssica.
Mas para formular o conceito de continuidade para funcionais precisamos de
discutir o que significa “proximidade” nos espacos de funcgoes e uma forma de
fazé-lo consiste em definir norma de uma funcao, o conceito andlogo ao de
distancia de um ponto do R"™ a origem. Vou precisar da estrutura de espaco
vetorial normado, EVN, e uma boa apresentacdo pode ser encontrada em [?,
capitulos 8,9] cuja notagao? vou adotar neste livro. De imediato vou precisar
da definigdo de norma que se encontra em [?, pag 212].

Definida a norma do espaco vetorial podemos torna-lo um espago métrico
com a definicao

Defini¢ao 1 (distancia) Distancia entre pontos num EVN Se f,g forem dois
pontos de um espaco vetorial normado, entao

d(f,g9) =f -4l
define a distancia entre estes dois pontos.

Com a definicao de distancia posso recuperar toda a linguagem geométrica
do Calculo para os espagos de funcoes e vou passar a alguns exemplos que serao
importantes para a discussao posterior.

1. O espaco Cla,b] das fungoes continuas definidas num intervalo fechado
[a,b]. Observar aqui que a escolha de um intervalo fechado é essencial,
uma vez que

Cla,b] € C(a,b) = C(R)
essas relagoes sao um exercicio relativamente simples de teoria dos con-
juntos usando o conceito de continuidade de funcoes reais. Para o meu
objetivo aqui interessa o espaco das fungoes continuas definidas num inter-
valo fechado uma vez que vou usar f(a), f(b) como condigoes de fronteira
dos problemas.

Em Cla, b] definimos

Definicao 2 (Norma) Norma em Cla,b]
Il = sup [f(z)]

z€la,b

que é dado por |f(xo)|; xo € [a,b] porque o supremo de fungdes continuas
se realiza em algum ponto do intervalo fechado (consequéncia do Teorema
do Valor Médio para funcgdes continuas).

A figura (1.3) pagina 12, é o grafico de uma vizinhanga tubular de uma

3Aqui a palavra classe representa uma variedade de espagos, ver por exemplo, [2].

4Isto nao quer dizer que estou considerando o livro citado como pre-requesito para este, os
capitulos anteriores ao 8 contém muito mais topologia do que provavelmente vou necessitar
aqui.
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Figura 1.3: Vizinhanca tubular em C[—3, 3]

funcao definida num interlo compacto (fechado) da reta e que se anula
fora deste intervalo.

Uma bola de raio e deste espaco ¢ uma vizinhanca tubular centrada num
elemento do espaco, é o que podemos ver na figura (1.3). Qualquer fungao
cujo grafico fique numa variacdo méaxima de 0.7, continua® ou nao, seria
um elemento desta vizinhanca tubular. Na figura podemos ver alguns
elementos da vizinhanca tubular de raio 0.7 da funcao

{ r€[-3,3] f(x)=a3sin((z+4)/3)
& [=3,3] f(z)=0

no intervalo [—3, 3]

5Se a funcdo f ndo for continua, seu grafico pode estar na vizinhanca tubular, mas f &

Cl-3,3]
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